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Cartea este scrisă ı̂n format B5.
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COPERTA IV:

Prezenta carte, rezultat al colaborării dintre un matematician pasionat de fizica

matematică şi un informatician, este o introducere ı̂n analiza matematică, amplu

ilustrată cu exemple concrete şi programe ı̂n MATHEMATICA.

Se urmăreşte atât familiarizarea cititorului cu elemente de bază ale analizei

matematice reale şi utilizarea programului MATHEMATICA, cât şi o initiere ı̂n

analiza complexă, teoria seriilor Fourier, teoria distribuţiilor, transformarea Fourier

şi teoria spaţiilor Hilbert.





Introducere

Analiza matematică este o componentă esenţială a aparatului matematic implicat ı̂n

modelele teoretice utilizate ı̂n fizică. Nu este posibilă o descriere adecvată sistemelor

fizice şi ı̂nţelegerea proceselor care au loc fără cunoaşterea analizei matematice.

Intenţia autorilor este de a prezenta elemente de bază ale analizei reale şi complexe

ı̂ntr-o expunere ı̂n care matematica se ı̂mpleteşte cu informatica. Pentru a uşura

ı̂nţelegerea, noţiunile şi rezultatele noi sunt prezentate ca extinderi ale unora stu-

diate anterior. În general, punctul de plecare ales este un rezumat concis al unor

noţiuni şi rezultate studiate ı̂n liceu sau exemple concrete adecvate.

S-a urmărit ca prezentarea să fie directă, clară, concisă şi cât mai prietenoasă cu

cititorul. Împărţirea materialului expus ı̂n itemi a permis inserarea unui număr

mare de trimiteri atât la definiţii şi teoreme cat şi la diverse comentarii, exemple şi

exerciţii.

Cartea se bazează pe cursul predat timp de mai mulţi ani de primul autor la

Facultatea de Fizică, Universitatea Bucureşti. Noţiunile şi rezultatele teoretice au

fost amplu ilustrate de al doilea autor prin inserarea unor exerciţii şi a unor aplicaţii

bazate pe programul MATHEMATICA.

Bucureşti, 2016 Nicolae Cotfas

Liviu-Adrian Cotfas
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1.2 Mulţimi de numere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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3.3 Limita unei funcţii ı̂ntr-un punct . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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7.2 Schimbări de variabile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186

7.3 Formula lui Green . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

7.4 Integrale curbilinii ı̂n plan independente de drum . . . . . . . . . . . 193

7.5 Integrale duble improprii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196



CUPRINS 9

8 Integrale de suprafaţă 199
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8.2 Integrala de suprafaţă de al doilea tip . . . . . . . . . . . . . . . . . 204

8.3 Formula lui Stokes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
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Capitolul 1

Mulţimi şi funcţii

1.1 Mulţimi

1.1.1 Noţiunea de mulţime are un rol fundamental ı̂n analiză. Vom utiliza notaţia

x∈A,
citită x aparţine lui A, pentru a indica faptul că x este element al mulţimii A şi

x 6∈A,
pentru a indica contrariul. Spunem că A este submulţime a lui B şi scriem

A⊆B
dacă fiecare element al lui A aparţine lui B. În caz contrar, scriem

A 6⊆B.
Două mulţimi sunt numite egale dacă sunt formate din aceleaşi elemente:

A=B ⇐⇒ A⊆B şi B⊆A.
Mulţimea care nu contine niciun element, numită mulţimea vidă, este notată cu ∅.

1.1.2 Mulţimea tuturor submulţimilor (părţilor) mulţimii A = {1, 2, 3} este
P(A) = { ∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {2, 3}, {1, 3}, {1, 2, 3} }.

Deoarece o mulţime M cu n elemente are Ckn submulţimi cu k elemente, rezultă că

P(M) are C0
n + C1

n + C2
n + · · ·+ Cnn = (1 + 1)n = 2n elemente.
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1.1.3 Definiţie (Operaţii cu mulţimi).

Reuniunea : A ∪B = { x | x∈A sau x∈B }.
Intersecţia : A ∩B = { x | x∈A şi x∈B }.
Diferenţa : A\B = { x | x∈A şi x 6∈B }.
P rodusul cartezian : A×B = { (x, y) | x∈A şi y∈B }.

A B

A ∪B

A ∩BA\B B\A

Figura 1.1: Operaţii cu mulţimi.

1.1.4 Exemplu. Fie A = {1, 2, 3} şi B = {3, 5}. Avem:

A ∪B = {1, 2, 3, 5}; A\B = {1, 2};
A ∩B = {3}; A×B = {(1, 3), (1, 5), (2, 3), (2, 5), (3, 3), (3, 5)}.

A B

1

2
3

5

Figura 1.2: Exemplu referitor la operaţiile cu mulţimi.

1.1.5 Exerciţiu. Să se arate că relaţiile

A ∪A = A, A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C, A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C),

A ∩A = A, A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C, A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C),

A\A = ∅, A\(B∪C)=(A\B)∩(A\C), A\(B ∩ C) = (A\B) ∪ (A\C)

au loc, oricare ar fi mulţimile A, B, C.
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1.2 Mulţimi de numere

1.2.1 Ecuaţia 2 + x = 1 nu admite soluţie ı̂n mulţimea numerelor naturale

N = { 0, 1, 2, 3, . . . },
dar admite soluţia x = −1 ı̂n mulţimea numerelor ı̂ntregi

Z = { . . . , −2, −1, 0, 1, 2, ... },
care este o extensie a lui N, obţinută prin adăugarea ı̂ntregilor negativi−1, −2, ...

1.2.2 Ecuaţia 2x=1, fără soluţie ı̂n Z, are soluţie ı̂n mulţimea numerelor raţionale

Q =
{ n

k

∣
∣
∣ n ∈ Z, k ∈ {1, 2, 3, . . . }

}

/ ∼
formată din clase de fracţii echivalente

n

k
∼ n′

k′
dacă n k′ = n′ k.

Soluţia ecuaţiei considerate este numărul raţional care se poate reprezenta

folosind oricare dintre fracţiile echivalente
1

2
∼ 2

4
∼ 3

6
∼ 4

8
∼ · · ·

Fiecare număr ı̂ntreg n se identifică cu numărul raţional pentru care fracţia n
1

este reprezentant. Mulţimea numerelor raţionale devine ı̂n acest fel o extensie

a mulţimii numerelor ı̂ntregi Z.

1.2.3 În afară de reprezentarea sub formă de fracţie, pentru fiecare număr raţional

se utilizează reprezentarea sub formă de fracţie zecimală, obţinută prin

efectuarea ı̂mpărţirii numărătorului la numitor. De exemplu,
1

2
= 0.5000... = 0.5,

2

3
= 0.666... = 0.(6),

2

15
= 0.1333... = 0.1(3) .

Deoarece, ı̂n cazul numărului nk , pe parcursul efectuării ı̂mpărţirii lui n la k

singurele resturi posibile sunt 0, 1, . . . , k−1, rezultă că ı̂n cazul reprezentării

unui număr raţional sub formă de fracţie zecimală pot să apară doar fracţiile

zecimale finite, cele periodice şi cele periodice mixte. Se poate constata că,

de exemplu, fracţiile 0.5 şi 0.4(9) reprezintă acelaşi număr raţional

0.4(9) =
49− 4

90
=

1

2
= 0.5 .

Pentru ca reprezentarea numerelor raţionale sub formă de fracţie zecimală să

fie unică, este suficient să eliminăm fracţiile zecimale cu perioada 9.



14 Elemente de Analiză Matematică

1.2.4 Propoziţie. Ecuaţia x2 = 2 nu admite soluţie ı̂n Q.

Demonstraţie. Presupunem prin absurd că există n
k ∈ Q astfel ı̂ncât n2

k2
= 2. Putem

admite că fracţia n
k este ireductibilă deoarece, ı̂n caz contrar, o putem ı̂nlocui cu

fracţia rezultată ı̂n urma simplificării cu cel mai mare divizor comun al lui n şi k.

Din relaţia n2

k2
= 2, scrisă sub forma n2 = 2k2, rezultă că n trebuie să fie divizibil

cu 2. Punând n = 2m ı̂n n2 = 2k2, se obţine relaţia 2m2 = k2 din care rezultă că k

trebuie să fie divizibil cu 2, ceea ce este ı̂n contradicţie cu ireductibilitatea fracţiei
n
k . Rămâne că nu există n

k ∈ Q astfel ı̂ncât n2

k2
= 2.

1.2.5 Prin axă a numerelor se ı̂nţelege o dreaptă pe care s-a fixat un punct (numit

origine), o unitate de măsură şi un sens (numit sensul pozitiv). Fiecărui

număr raţional ı̂i corespunde, ı̂n mod natural, un punct pe axa numerelor.

Din propoziţia anterioară, rezultă ca punctele situate pe axa numerelor la o

distanţă faţă de origine egală cu diagonala unui pătrat de latură 1 nu

corespund unor numere raţionale. După reprezentarea pe axă a tuturor

numerelor raţionale, rămân poziţii neocupate.

1.2.6 Ecuaţia x2 = 2 admite soluţiile x = ±
√
2 ı̂n mulţimea numerelor reale

R =

{

n.a1a2a3...

∣
∣
∣
∣

n∈Z şi nu există k astfel ı̂ncât
aj=9, oricare ar fi j≥k

}

,

care este o extindere a mulţimii numerelor raţionale Q. Fiecărui număr real

ı̂i corespunde, ı̂n mod natural, un punct pe axa numerelor. După reprezentarea

tuturor numerelor reale nu mai rămân poziţii libere pe axa numerelor.

1.2.7 Fie M o submulţime a lui R. Pentru orice a, b∈R, definim

aM+b={ ax+b | x∈M }.
De exemplu,

2Z+1={ 2n+1 | n∈Z }, π

2
+2Zπ =

{ π

2
+2nπ

∣
∣
∣ n∈Z

}

.

1.2.8 Definiţie. Fie M o submulţime a lui R. Prin definiţie:

minM = cel mai mic element al lui M , adică elementul a ∈M cu a ≤ x, ∀x ∈M ;

maxM = cel mai mare element al lui M , adică elementul a ∈M cu a ≥ x, ∀x ∈M ;

Minorant al lui M= element a ∈ R astfel ı̂ncât a ≤ x, ∀x ∈M ;

Majorant al lui M= element a ∈ R astfel ı̂ncât a ≥ x, ∀x ∈M ;
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infM = cel mai mare minorant al lui M , numit infimumul lui M ;

supM = cel mai mic majorant al lui M , numit supremumul lui M ;

M este mulţime minorată = M admite cel puţin un minorant;

M este mulţime majorată = M admite cel puţin un majorant.

1.2.9 Exemplu. Avem: min[0, 1)=inf[0, 1)=0, max[0, 1) nu există, sup[0, 1)=1.

1.2.10 Relaţia de ordine ≤ şi operaţiile de adunare şi ı̂nmulţire se extind ı̂n mod

natural de la Q la R. Se poate arăta că (R,+, ·,≤) este un corp comutativ total

ordonat, ı̂n care pentru orice mulţime majorată M există supM , adică:

1) (x+ y) + z = x+ (y + z), oricare ar fi x, y, z ∈ R;
2) 0 + x = x, oricare ar fi x ∈ R;
3) pentru orice x∈R există − x∈R astfel ı̂ncât x+ (−x) = 0;
4) x+ y = y + x, oricare ar fi x, y ∈ R;
5) (xy)z = x(yz), oricare ar fi x, y, z ∈ R;
6) 1x = x, oricare ar fi x ∈ R;
7) pentru orice x ∈ R, x 6= 0 există x−1∈R astfel ı̂ncât xx−1 = 1;
8) xy = yx, oricare ar fi x, y ∈ R;
9) x(y + z) = xy + xz, oricare ar fi x, y, z ∈ R;

10) oricare ar fi x, y ∈ R, avem fie x ≤ y, fie y ≤ x;
11) x ≤ x, oricare ar fi x ∈ R;

12)
x ≤ y
y ≤ x

}

=⇒ x = y;

13)
x ≤ y
y ≤ z

}

=⇒ x ≤ z;
14) x ≤ y =⇒ x+ z ≤ y + z, oricare ar fi z ∈ R;

15)
0 ≤ x
0 ≤ y

}

=⇒ 0 ≤ xy;
16) pentru orice mulţime majorată M ⊆ R, există supM.

Toate proprietăţile referitoare la numere reale se pot deduce din relaţiile 1)-16).

1.2.11 Ecuaţia de gradul al doilea

ax2 + bx+ c = 0, unde a 6= 0,

admite ı̂n cazul ∆ = b2 − 4ac ≥ 0 soluţiile reale

x1,2 =
−b±

√
∆

2a
.

În cazul ∆ = b2 − 4ac < 0, ecuaţia considerată nu admite rădacini reale.
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1.2.12 Admiţând că există un “număr imaginar” i astfel ı̂ncât i2 = −1, ecuaţia

ax2 + bx+ c = 0

admite ı̂n cazul ∆ = b2 − 4ac < 0 soluţiile

x1,2 =
−b± i

√
−∆

2a
ı̂n mulţimea numerelor complexe

C = R+ Ri = {z = x+ yi | x, y ∈ R }.

1.2.13 Mulţimea C reprezintă o extindere a mulţimii numerelor reale R, fiecare

număr real x putând fi identificat ı̂n mod natural cu numărul complex x+0i.

Avem astfel relaţia (v. Fig. 1.3)

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.

N Z
Q

R
C

Figura 1.3: Mulţimi de numere.

1.2.14 În cazul numerelor reale este utilă introducerea simbolurilor∞ şi −∞ cu pro-

prietăţi binecunoscute din matematica de liceu şi considerarea dreptei reale ı̂ncheiate

R̄ = R ∪ {−∞, ∞}.
Este utilă extinderea noţiunilor de infimum şi supremum:

infM =

{
cel mai mare minorant dacă M este minorată,

−∞ dacă M nu este minorată;

supM =

{
cel mai mic majorant dacă M este majorată,

∞ dacă M nu este majorată.
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În cazul planului complex se obţin anumite avantaje prin adaugarea, de această

dată, a unui singur punct “de la infinit”, adică prin considerarea planului complex

extins C∞ = C ∪ {∞}.

1.3 Funcţii

1.3.1 Definiţie. Prin funcţie (sau aplicaţie) se ı̂nţelege un ansmblu

f : E −→ F,

format din două mulţimi

E =domeniul de definiţie al funcţiei,

F =mulţimea ı̂n care funcţia ia valori

şi o lege de corespondenţă

E −→ F : x 7→ f(x),

prin care fiecărui element din E i se asociază un unic element din F .

1.3.2 În Fig. 1.4 sunt reprezentate toate funcţiile de forma f :{0, 1}→{2,
√
3}.

Dacă E are n elemente şi F are k elemente, atunci numărul total de funcţii

f :E→F este kn.
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Figura 1.4: Funcţiile de forma f :{0, 1}→{2,
√
3}.
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1.3.3 Definiţie. Fie f : E −→ F o funcţie şi A ⊆ E, D ⊆ F submulţimi. Mulţimea

f(A) = { f(x) | x ∈ A }
se numeste imaginea (directă) a lui A prin f , iar mulţimea

f−1(D) = {x ∈ E | f(x) ∈ D }
se numeşte imaginea reciprocă (sau inversă) a lui D prin f .

1.3.4 Exerciţiu. Dacă f : E −→ F este funcţie, atunci

f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B), f−1(C ∪D) = f−1(C) ∪ f−1(D),

f(A ∩B) ⊆ f(A) ∩ f(B), f−1(C ∩D) = f−1(C) ∩ f−1(D),

oricare ar fi submulţimile A,B ⊆ E şi C,D ⊆ F .

1.3.5 Definiţie. Funcţia f : E −→ F este numită injectivă dacă la elemente diferite

din E corespund elemente diferite ı̂n F , adică dacă are loc relaţia

x 6= y =⇒ f(x) 6= f(y),

echivalentă cu

f(x) = f(y) =⇒ x = y.

1.3.6 Exemplu. Funcţia f : [0,∞) −→ [3,∞), f(x)=2x+3 este injectivă deoarece

f(x) = f(y) =⇒ 2x+ 3 = 2y + 3 =⇒ x = y.

1.3.7 Definiţie. Funcţia f : E −→ F este numită surjectivă dacă f(E) = F ,

adică dacă, oricare ar fi y∈F , există x∈A astfel ı̂ncât f(x) = y.

1.3.8 Exemplu. Pentru a analiza surjectivitatea funcţiei f : [0,∞) −→ [3,∞),

f(x)=2x+3, avem de verificat dacă pentru y ∈ [3,∞) ales arbitrar

există x ∈ [0,∞) cu f(x) = y, adică astfel ı̂ncât 2x+ 3 = y.

Se constată că un astfel de element există şi el este x = (y − 3)/2.

Funcţia f este surjectivă.

1.3.9 Definiţie. Funcţia f este numită bijectivă dacă este injectivă şi surjectivă.

1.3.10 Definiţie. Fie f :E→F şi g :G→H două funcţii astfel ı̂ncât F ⊆G. Funcţia
g ◦ f : E −→ H, (g ◦ f)(x) = g(f(x))

se numeşte funcţia compusă a funcţiilor g şi f (v. Fig. 1.5).
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Figura 1.5: Compunerea funcţiilor.

1.3.11 Propoziţie. Dacă f :E−→F , g :G−→H şi h :K−→L sunt trei funcţii

astfel ı̂ncât F ⊆ G şi H ⊆ K, atunci h ◦ (g ◦ f)=(h ◦ g) ◦ f .

Demonstraţie. Oricare ar fi x ∈ E, avem

(h ◦ (g ◦ f))(x) = h((g ◦ f)(x)) = h(g(f(x))) = (h ◦ g)(f(x)) = ((h ◦ g) ◦ f)(x).

1.3.12 Dacă funcţia f :E−→F este bijectivă, atunci pentru fiecare y ∈ F există un

unic element x ∈ E astfel ı̂ncât f(x) = y. Rezultă existenţa unei funcţii

f−1 : F −→ E : y 7→ x,

numită inversa lui f , astfel ı̂ncât

f−1(f(x)) = x şi f(f−1(y)) = y,

oricare ar fi x ∈ E şi y ∈ F , adică astfel ı̂ncât

f−1 ◦ f = IE şi f ◦ f−1 = IF ,

unde IE : E −→ E, IE(x) = x şi IF : F −→ F , IF (y) = y.

1.3.13 Inverse ale unor funcţii bijective (v. Fig. 1.6 şi Fig. 1.7):

f : [0,∞)→ [3,∞), f(x)=2x+3 are inversa f−1 : [3,∞)→ [0,∞), f−1(x) = x−3
2 ;

[0,∞) −→ [0,∞) : x 7→ x2 are inversa [0,∞) −→ [0,∞) : x 7→ √x;

R −→ (0,∞) : x 7→ ex are inversa (0,∞) −→ R : x 7→ lnx.
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Figura 1.6: Functia [0,∞)→ [0,∞) : x 7→ x2 şi inversa ei [0,∞)→ [0,∞) : x 7→ √x.
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Figura 1.7: Functia R −→ (0,∞) : x 7→ ex şi inversa ei (0,∞) −→ R : x 7→ lnx.

1.4 Funcţii trigonometrice

1.4.1 Se ştie că unghiurile, măsurate ı̂n radiani, pot fi reprezentate ı̂n mod natural

pe circumferinţa cercului trigonometric (v. Fig. 1.8). Pentru fiecare t∈R,
unghiurile

..., t−4π, t−2π, t, t+2π, t+4π, ...

se reprezintă ı̂n acelaşi punct.

1.4.2 Definiţie. Funcţia cosinus este funcţia (v. Fig. 1.8)

cos : R −→ [−1, 1] : t 7→ cos t,

unde cos t este coordonata proiecţiei pe axa orizontală a punctului

ı̂n care se reprezintă t pe circumferinţa cercului trigonometric.

1.4.3 Definiţie. Funcţia sinus este funcţia ( v. Fig. 1.8)

sin : R −→ [−1, 1] : t 7→ sin t,
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Figura 1.8: Funcţiile sinus, cosinus şi tangentă.
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Figura 1.9: Graficul funcţiei cosinus.

unde sin t este coordonata proiecţiei pe axa verticală a punctului

ı̂n care se reprezintă t pe circumferinţa cercului trigonometric.

1.4.4 Direct din definiţiile anterioare rezultă că:

- Funcţiile cosinus şi sinus sunt periodice cu perioada principală 2π:

cos(t+ 2π) = cos t,
sin(t+ 2π) = sin t,

oricare ar fi t∈R.

- Funcţia cosinus este funcţie pară, iar funcţia sinus impară:

cos(−t) = cos t,
sin(−t) = − sin t,

oricare ar fi t∈R.

- Funcţiile cosinus şi sinus verifică relaţia fundamentală

cos2 t+ sin2 t = 1, oricare ar fi t∈R. (1.1)
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Figura 1.10: Graficul funcţiei sinus.

1.4.5 Unele valori se pot determina simplu utilizând geometria elementară:

t = 0 t = π
6 t = π

4 t = π
3 t = π

2 t = π t = 3π
2

sin t 0 1
2

√
2
2

√
3
2 1 0 -1

cos t 1
√
3
2

√
2
2

1
2 0 -1 0

1.4.6 Utilizând geometria elementară se poate arăta că au loc relaţiile fundamentale

sin(a± b) = sin a cos b± cos a sin b,

cos(a± b) = cos a cos b∓ sin a sin b,
oricare ar fi a, b∈R,

adică

sin(a+ b) = sin a cos b+ cos a sin b,

sin(a− b) = sin a cos b− cos a sin b,

cos(a+ b) = cos a cos b− sin a sin b,

cos(a− b) = cos a cos b+ sin a sin b,

oricare ar fi a, b∈R. (1.2)
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1.4.7 Utilizând (1.1) şi (1.2) se pot obţine relaţiile

sin a = cos
(
π
2 − a

)
,

cos a = sin
(
π
2 − a

)
,

sin 2a = 2 sin a cos a,

cos 2a = cos2 a− sin2 a = 2 cos2 a− 1 = 1− 2 sin2 a,

cos2 a = 1+cos 2a
2 ,

sin2 a = 1−cos 2a
2 ,

sin a cos b = 1
2 [sin(a+b) + sin(a−b)],

cos a cos b = 1
2 [cos(a+b) + cos(a−b)],

sin a sin b = 1
2 [cos(a−b)− cos(a+b)],

sin a+ sin b = 2 sin a+b
2 cos a−b2 ,

sin a− sin b = 2 sin a−b
2 cos a+b2 ,

cos a+ cos b = 2 cos a+b2 cos a−b2 ,

cos a− cos b = −2 sin a−b
2 sin a+b

2 .
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Figura 1.11: Graficul funcţiei tangentă.

1.4.8 O definiţie geometrică a funcţiei tangentă (v. Fig. 1.8),

tg : R\
{ π

2
+kπ

∣
∣
∣ k∈Z

}

−→ R : t 7→ tg t,

se obţine ducând o tangentă la cercul trigonometric ı̂n punctul (1, 0).

Se pot deduce uşor relaţiile:
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tg t =
sin t

cos t
, tg (t+π) = tg t, tg (−a) = −tg a,

tg 2a=
2 tg a

1− tg2 a
, tg(a± b)= tg a± tg b

1∓ tg a tg b
.
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Figura 1.12: Funcţia [−π
2 ,

π
2 ] −→ [−1, 1] : x 7→ sinx şi inversa ei arcsin x.
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Figura 1.13: Funcţia [0, π] −→ [−1, 1] : x 7→ cos x şi inversa ei arccos x.

1.4.9 Inverse ale unor funcţii trigonometrice bijective (v. Fig. 1.12, 1.13, 1.14):

[−π
2 ,

π
2 ] −→ [−1, 1] : x 7→ sinx are inversa [−1, 1] −→ [−π

2 ,
π
2 ] : x 7→ arcsinx;

[0, π] −→ [−1, 1] : x 7→ cosx are inversa [−1, 1] −→ [0, π] : x 7→ arccos x;

(−π
2 ,

π
2 ) −→ (−∞,∞) : x 7→ tg x are inversa (−∞,∞) −→ (−π

2 ,
π
2 ) : x 7→ arctg x.
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Figura 1.14: Funcţia (−π
2 ,

π
2 ) −→ (−∞,∞) : x 7→ tg x şi inversa ei arctg x.

1.5 Mulţimi numărabile

1.5.1 Definiţie. Spunem despre o mulţime M că este numărabilă

dacă există o funcţie bijectivă f : N −→M .

1.5.2 O mulţime este numărabilă dacă şi numai dacă poate fi scrisă sub forma unui

şir. Mulţimea numerelor ı̂ntregi este numărabilă deoarece se poate scrie sub forma

Z = {0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, 4,−4, 5,−5, ...}.
Mulţimea N2 = N × N este numărabilă (v. Fig. 1.15). Se poate arăta că mulţimile

(0,0) (0,1) (0,2) (0,3) (0,4)

(1,0) (1,1) (1,2) (1,3) (1,4)

(2,1) (2,2)(2,0) (2,3) (2,4)

(3,0) (3,1) (3,2) (3,3) (3,4)

(4,0) (4,1) (4,2) (4,3) (4,4)

Figura 1.15: Mulţimea N2 se poate scrie sub forma unui şir.

de forma Nn, Zn şi Qn sunt numărabile.

1.5.3 Mulţimea Q+ a numerelor raţionale pozitive este numărabilă. Alegând

pentru fiecare număr fracţia ireductibilă corespunzătoare, formăm un şir
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punând mai ı̂ntâi fracţiile cu suma dintre numărător şi numitor egală cu 1,

apoi cele pentru care suma este 2, apoi cele pentru care suma este 3, etc.

Rezultă imediat că mulţimea Q a tuturor numerelor raţionale este şi ea

numărabilă.

1.5.4 Intervalul [0, 1) = {x ∈ R | 0 ≤ x < 1 } nu este mulţime numărabilă. Dacă ar

fi numărabilă, elementele acestei mulţimi ar putea fi aşezate sub forma unui şir

0.a11 a12 a13 a14...
0.a21 a22 a23 a24...
0.a31 a32 a33 a34...
0.a41 a42 a43 a44...
...

Se constată ı̂nsă că acest şir nu conţine toate elementele lui [0, 1). El nu conţine

numărul 0.a1 a2 a3 a4... ale cărui cifre sunt astfel ı̂ncât a1 6=a11, a2 6=a22, a3 6=a33, ...

1.5.5 Definiţie. Spunem despre o mulţime M că are puterea continuului dacă

există o funcţie bijectivă f : [0, 1) −→M .

1.5.6 Mulţimea [0, 1)2=[0, 1)× [0, 1)={ (x, y) | x, y∈ [0, 1) } are puterea continuului

deoarece funcţia [0, 1) −→ [0, 1)2 : 0.a1a2a3a4... 7→ (0.a1a3a5... , 0.a2a4a6...)

este bijectivă. Mulţimea [1,∞) are puterea continuului deoarece funcţia

[0, 1)→ [1,∞) :x 7→ 1/(1−x) este bijectivă. Se poate arăta că mulţimile

R, R2 = R× R şi ı̂n general Rn au puterea continuului.
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Şiruri şi serii

2.1 Şiruri de numere reale

2.1.1 Teoremă. Dacă x, y ∈ R şi x > 0, atunci există n ∈ N astfel ı̂ncât nx ≥ y.

Demonstraţie. Presupunând contrariul, adică nx < y, oricare ar fi n ∈ N, rezultă că

mulţimea M = {nx | n ∈ N } este majorată şi deci există un cel mai mic majorant

α = supM . În particular, α este un majorant al mulţimii M , adică nx ≤ α, oricare
ar fi n ∈ N. Pe de altă parte, α−x nu este majorant al lui M şi prin urmare trebuie

să existe k ∈ N astfel ı̂ncât kx > α− x, adică astfel ı̂ncât (k +1)x > α. Acest lucru

este ı̂nsă ı̂n contradicţie cu faptul că α este majorant al lui M .

2.1.2 Propoziţie. Dacă a ∈ R şi dacă 0 ≤ a ≤ ε, oricare ar fi ε > 0, atunci a = 0.

Demonstraţie. Presupunem că a > 0. Conform teoremei anterioare, există n ∈ N

astfel ı̂ncât na > 1, adică astfel ı̂ncât a > 1
n , ceea ce este ı̂n contradicţie cu faptul

că a ≤ ε, oricare ar fi ε > 0.

2.1.3 Definiţie. Aplicaţia modul pe R este

| | : R −→ R, |x| =
{

x dacă x ≥ 0,
−x dacă x < 0.
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2.1.4 Propoziţie. Aplicaţia modul | | : R −→ R are următoarele proprietăţi:

a) |x| ≥ 0 şi
|x| = 0 ⇐⇒ x = 0;

b) |xy| = |x| |y|, oricare ar fi x, y∈R;
c) |x+ y| ≤ |x|+ |y|, oricare ar fi x, y∈R.

Demonstraţie. Proprietăţile menţionate rezultă direct din definiţie.

2.1.5 Exerciţiu. Să se arate că | |x| − |y| | ≤ |x− y|, oricare ar fi x, y ∈ R.

Rezolvare. Utilizând relaţia c), numită ingalitatea triunghiului, obţinem inegalităţile

|x| = |x− y + y| ≤ |x− y|+ |y|, |y| = |y − x+ x| ≤ |x− y|+ |x|

din care rezultă relaţia −|x−y| ≤ |x|−|y| ≤ |x−y|, echivalentă cu | |x|−|y| | ≤ |x−y|.

2.1.6 Interpretări geometrice:

|x| = distanţa pe axa numerelor dintre x şi 0;

|x−y| = distanţa pe axa numerelor dintre x şi y.

2.1.7 Aplicaţia

d : R× R −→ R , d(x, y) = |x− y|,
are proprietăţile:

a) d(x, y) ≥ 0 şi
d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y;

b) d(x, y) = d(y, x), oricare ar fi x, y∈R;
c) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y), oricare ar fi x, y, z∈R.

2.1.8 Definiţie. Spunem că şirul (xn)n≥0 din R este convergent cu limita a şi scriem

lim
n→∞

xn = a sau xn → a

dacă, oricare ar fi ε>0, există nε∈N astfel ı̂ncât |xn − a|<ε, oricare ar fi n≥nε.

2.1.9 MATHEMATICA: Limit[x[n], n -> Infinity]

In[1]:=Limit[1/n, n -> Infinity] 7→ Out[1]=0

In[2]:=Limit[n/(n+1), n -> Infinity] 7→ Out[2]=1

In[3]:=Limit[n^(1/n), n -> Infinity] 7→ Out[3]=1

In[4]:=Limit[(1+1/n)^n, n -> Infinity] 7→ Out[4]=e.
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2.1.10 Propoziţie. Limita unui şir convergent de numere reale este unică:

limn→∞ xn=a
limn→∞ xn=b

}

=⇒ a = b.

Demonstraţie. Presupunem prin absurd că a 6= b şi notăm ε = |a−b|/2. Din definiţia

precedentă rezultă că există nε, n
′
ε ∈ N astfel ı̂ncât |xn − a| < ε pentru n ≥ nε şi

|xn − b| < ε pentru n ≥ n′ε. În particular, notând m = max{nε, n′ε}, trebuie ca

|a − b| = |a − xm + xm − b| ≤ |xm − a| + |xm − b| < ε + ε = |a − b|, ceea ce este

imposibil. Ramâne că a = b.

2.1.11 Definiţie.

Şirul (xn)n≥0 din R este numit crescător dacă xn ≤ xn+1, oricare ar fi n ∈ N.

Şirul (xn)n≥0 din R este numit descrescător dacă xn ≥ xn+1, oricare ar fi n ∈ N.

2.1.12 Propoziţie.

Un şir (xn)n≥0 crescător şi majorat este convergent şi limn→∞ xn = supn∈N xn.

Un şir (xn)n≥0 descrescător şi minorat este convergent şi limn→∞xn=infn∈N xn.

Demonstraţie. Fie ε > 0 şi a = supn≥0 xn. Deoarece a este cel mai mic majorant,

rezultă că a− ε nu este majorant pentru mulţimea termenilor şirului şi prin urmare

există nε ∈ N astfel ı̂ncât a − ε < xnε . Şirul fiind crescător, rezultă că avem

a− ε < xn ≤ a, adică |xn − a| < ε, oricare ar fi n ≥ nε.

2.1.13 Definiţie.

Şirul (xn)n≥0 din R este numit mărginit dacă există r>0 astfel ı̂ncât |xn|≤r, ∀n.

2.1.14 Propoziţie. Orice şir convergent de numere reale este mărginit.

Demonstraţie. Fie (xn)n≥0 un şir convergent cu limn→∞ xn = a. Pentru ε = 1 există

n1 ∈ N astfel ı̂ncât |xn − a| < 1, oricare ar fi n ≥ n1. Deoarece |xn − a| < 1 =⇒
|xn|= |xn−a+a|≤|xn−a|+|a|≤1+|a|, alegând r=max{|x0|, |x1|, ... , |xn1−1|, 1+ |a|},
avem |xn| ≤ r, oricare ar fi n ∈ N.

2.1.15 Definiţie. Fie (xn)n≥0 un şir de numere reale şi fie n0 < n1 < n2 < ... un şir

strict crescător de numere naturale. Şirul (xnk
)k≥0 este numit subşir al lui (xn)n≥0.

2.1.16 Propoziţie. Orice subşir (xnk
) al unui şir convergent (xn) este convergent şi

lim
k→∞

xnk
= lim

n→∞
xn.
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Demonstraţie. Fie a = limn→∞ xn. Pentru ε > 0, există nε ∈ N astfel ı̂ncât

|xn − a| < ε, oricare ar fi n ≥ nε. Având ı̂n vedere că nk > k, rezultă că relaţia

|xnk
− a| < ε are loc pentru orice k > nε.

2.1.17 Teoremă.

Dacă [a0, b0]⊃ [a1, b1]⊃ [a2, b2]⊃ ... este un şir de intervale, atunci
⋂∞
n=0[an, bn] 6=∅.

Dacă ı̂n plus limn→∞(bn−an)=0, atunci
⋂∞
n=0[an, bn] conţine un singur element.

Demonstraţie. Deoarece an ≤ bk, oricare ar fi n, k ∈ N, rezultă că există

α = sup
n∈N

an ≤ inf
k∈N

bk = β şi
∞⋂

n=0

[an, bn] = [α, β].

Din relaţia [α, β] ⊂ [an, bn] rezultă că 0 ≤ β − α ≤ bn − an. În cazul ı̂n care

limn→∞(bn−an)=0, obţinem că α = β şi deci [α, β] = {α}.

2.1.18 Teoremă (Cesaro). Orice şir mărginit din R conţine un subşir convergent.

Demonstraţie. Fie (xn)n≥0 un şir mărginit şi r>0 astfel ı̂ncât |xn|≤ r, oricare ar fi

n ∈ N. Notăm a0 = −r şi b0 = r. Cel puţin unul dintre intervalele [a0, (a0 + b0)/2]

şi [(a0 + b0)/2, b0] conţine un număr infinit de termeni ai şirului. Alegem un astfel

de interval, ı̂l notăm cu [a1, b1] şi alegem un termen xn1 al şirului aparţinând lui

[a1, b1]. Cel puţin unul dintre intervalele [a1, (a1 + b1)/2] şi [(a1 + b1)/2, b1] conţine

un număr infinit de termeni ai şirului. Alegem un astfel de interval, ı̂l notăm cu

[a2, b2] şi alegem un termen xn2 al şirului aparţinând lui [a2, b2]. Continuând acest

proces, generăm un şir descrescător de intervale

[a0, b0]⊃ [a1, b1]⊃ [a2, b2]⊃ ... cu bn − an =
r

2n−1

şi un subşir (xnk
) cu ak ≤ xnk

≤ bk. Dar, conform teoremei anterioare

lim
k→∞

ak = sup
k∈N

ak = inf
k∈N

bk = lim
k→∞

bk.

2.1.19 Definiţie. Un şir de numere reale (xn)n≥0 este numit şir Cauchy

dacă, pentru orice ε > 0, există nε ∈ N astfel ı̂ncât

|xn − xk| < ε, oricare ar fi
n≥nε,
k≥nε.

2.1.20 Propoziţie. Orice şir Cauchy de numere reale este mărginit.

Demonstraţie. Pentru ε = 1, există n1 ∈ N astfel ı̂ncât, pentru orice n ≥ n1 şi
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orice k ≥ n1, avem |xn − xk| < 1. În particular, pentru orice n ≥ n1 are loc relaţia

|xn−xn1 |<1 şi consecinţa ei directă |xn|= |xn−xn1+xn1 |≤|xn−xn1 |+|xn1 |<1+|xn1 |.
Alegând r=max{|x0|, |x1|, ... , |xn1−1|, 1+|xn1 |}, avem |xn|≤r, oricare ar fi n∈N.

2.1.21 Propoziţie. Orice şir convergent de numere reale este şir Cauchy.

Demonstraţie. Fie ε > 0. Dacă limn→∞ xn = a, atunci există nε ∈ N astfel ı̂ncât

|xn − a| < ε
2 , oricare ar fi n > nε. Pentru orice n ≥ nε şi orice k ≥ nε avem
|xn − xk| = |xn − a+ a− xk| ≤ |xn − a|+ |xk − a| <

ε

2
+
ε

2
= ε.

2.1.22 Propoziţie. Un şir Cauchy care conţine un şir convergent este convergent.

Demonstraţie. Fie (xn)n≥0 un şir Cauchy care conţine un subşir convergent (xnk
)k≥0

şi fie a = limk→∞ xnk
. Pentru orice ε > 0, există n′ε ∈ N astfel ı̂ncât |xn − xm| < ε

2 ,

oricare ar fi n,m ≥ n′ε şi există n′′ε ∈ N astfel ı̂ncât |xnk
−a| < ε

2 , oricare ar fi k ≥ n′′ε .
Deoarece nk > k, alegând nε = max{n′ε, n′′ε}, pentru orice n ≥ nε, avem

|xn − a| = |xn − xnnε
+ xnnε

− a| ≤ |xn − xnnε
|+ |xnnε

− a| < ε

2
+
ε

2
= ε.

2.1.23 Teorema. Un şir din R este convergent dacă şi numai dacă este şir Cauchy.

Demonstraţie. Am arătat că orice şir Cauchy este mărginit şi că orice şir mărginit

de numere reale conţine un subşir convergent. Conform propoziţiei anterioare, un

şir Cauchy care conţine un subşir convergent este convergent.

2.1.24 Spunem despre un şir de numere reale (xn)n≥0 că are limită dacă

este convergent sau dacă limn→∞ xn = −∞ ori limn→∞ xn =∞.

2.1.25 Dacă (xn)n≥0 este un şir de numere reale, atunci:

a) Şirul descrescător

(

sup
k≥n

xk

)

n≥0

are limită şi lim
n→∞

sup
k≥n

xk = inf
n∈N

sup
k≥n

xk

b) Şirul crescător

(

inf
k≥n

xk

)

n≥0

are limită şi lim
n→∞

inf
k≥n

xk = sup
n∈N

inf
k≥n

xk.

2.1.26 Definiţie. Fie (xn)n≥0 un şir de numere reale.

Prin limita superioară a şirului (xn)n≥0 se ı̂nţelege limita lim sup
n→∞

xn = inf
n∈N

sup
k≥n

xk.

Prin limita inferioară a şirului (xn)n≥0 se ı̂nţelege limita lim inf
n→∞

xn = sup
n∈N

inf
k≥n

xk.
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2.1.27 Limita limn→∞(−1)n nu există, dar

lim sup
n→∞

(−1)n = 1 şi lim inf
n→∞

(−1)n = −1.

2.1.28 Se poate arăta că:

(xn)n≥0 are limită ⇐⇒ lim inf
n→∞

xn = lim sup
n→∞

xn

şi ı̂n acest caz,

lim inf
n→∞

xn = lim
n→∞

xn = lim sup
n→∞

xn.

2.1.29 Definiţie. Spunem despre o mulţimeM⊂R că este mărginită

dacă există r>0 astfel ı̂ncâtM⊂ [−r, r].

2.1.30 Propoziţie. Dacă mulţimeaM⊂R este mărginită, atunci ı̂n A
există şiruri (αn)n≥1 şi (βn)n≥1 astfel ı̂ncât

lim
n→∞

αn = infM şi lim
n→∞

βn = supM.

Demonstraţie. Numărul infM este cel mai mare minorant al mulţimii M. Pentru

orice n∈N∗, numărul infM+ 1
n nu este minorant al mulţimiiM. Rezultă că există

un element αn ∈M astfel ı̂ncât infM≤αn< infM+ 1
n , adică 0 ≤ αn− infM< 1

n .

Numărul supM este cel mai mic majorant al mulţimii M. Pentru orice n ∈ N∗,

numărul supM− 1
n nu este majorant al mulţimiiM. Rezultă că există un element

βn∈M astfel ı̂ncât supM− 1
n<βn≤supM, adică astfel ı̂ncât 0 ≤ supM− βn< 1

n .

2.2 Şiruri de elemente din R2

2.2.1 În secţiunea anterioară am prezentat noţiuni şi rezultate referitoare la şiruri de

elemente din R. Unele dintre aceste noţiuni pot fi extinse pentru a deveni aplicabile

şirurilor de elemente din spaţii mult mai generale. Noţiunile de şir convergent, şir

mărginit şi de şir Cauchy se definesc cu ajutorul funcţiei modul

R −→ R : x 7→ |x|.

Este important de remarcat faptul că demonstraţiile rezultatelor prezentate nu se

bazează direct pe definiţia modulului. Ele au fost deduse utilizând doar proprietăţile:
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a) |x| ≥ 0 şi
|x| = 0 ⇐⇒ x = 0,

b) |αx| = |α| |x|, oricare ar fi α, x∈R,
c) |x+ x′| ≤ |x|+ |x′|, oricare ar fi x, x′∈R.

2.2.2 Propoziţie. Spaţiul

R2 = R× R = { (x, y) | x, y ∈ R },
considerat ı̂mpreună cu adunarea şi ı̂nmulţirea cu numere reale,

(x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′), α(x, y) = (αx, αy),

este spaţiu vectorial, iar aplicaţia

R2 −→ R : (x, y) 7→‖(x, y)‖=
√

x2 + y2

are proprietăţi similare cu ale modulului:

a) ‖(x, y)‖≥ 0 şi
‖(x, y)‖= 0 ⇐⇒ (x, y) = (0, 0);

b) ‖α(x, y)‖= |α| ‖(x, y)‖, oricare ar fi α∈R, (x, y) ∈ R2;
c) ‖(x, y)+(x′, y′)‖≤‖(x, y)‖+‖(x′ , y′)‖, oricare ar fi (x, y), (x′, y′)∈R2.

Demonstraţie. a) Avem
√

x2+y2≥0, iar
√

x2+y2=0 dacă şi numai dacă x=y=0.

b) Avem ‖α(x, y)‖=‖ (αx, αy)‖=
√

(αx)2 + (αy)2 =
√
α2
√

x2 + y2 = |α| ‖ (x, y)‖.
c) Relaţia se mai scrie

√

(x+x′)2+(y + y′)2 ≤
√

x2+y2+
√

x′2+y′2 şi este echivalentă

cu inegalitatea xx′ + yy′ ≤
√

x2+y2
√

x′2+y′2 obţinută prin ridicare la pătrat. În

cazul xx + yy′ ≤ 0, inegalitatea este adevărată. Dacă xx + yy′ ≥ 0, ridicând la

pătrat, obţinem inegalitatea evident adevărată (xy′ − x′y)2 ≥ 0.

2.2.3 Interpretări geometrice:

‖(x, y)‖ = distanţa dintre punctele (x, y) şi (0, 0);

‖(x, y)−(x′, y′) ‖ = distanţa dintre punctele (x, y) şi (x′, y′).

2.2.4 Aplicaţia

d : R2 × R2 −→ R, d((x, y), (x′, y′)) =‖(x, y)−(x′, y′) ‖=
√

(x−x′)2+(y−y′)2
are proprietăţile:

a) d((x, y), (x′, y′)) ≥ 0 şi
d((x, y), (x′, y′)) = 0 ⇐⇒ (x, y) = (x′, y′);

b) d((x, y), (x′, y′)) = d((x′, y′), (x, y)), oricare ar fi (x, y), (x′, y′) ∈ R2;
c) d((x, y), (x′, y′)) ≤ d((x, y), (x′′, y′′))+d((x′′, y′′), (x′, y′)),

oricare ar fi (x, y), (x′, y′), (x′′, y′′)∈R2.
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x

y

x′

y′

(x, y)

(x′, y′)

Figura 2.1: Distanţa dintre două puncte.

2.2.5 Definiţie. Spunem că şirul (xn, yn) este convergent cu limita (a, b) şi scriem

lim
n→∞

(xn, yn) = (a, b) dacă, oricare ar fi ε > 0, există nε ∈ N astfel ı̂ncât

‖(xn, yn)− (a, b)‖< ε, oricare ar fi n ≥ nε.

2.2.6 Definiţie. Şirul (xn, yn)n≥0 este numit mărginit dacă există r>0 astfel ı̂ncât

‖(xn, yn)‖≤ r, oricare ar fi n ∈ N.

2.2.7 Propoziţie. Orice şir convergent din R2 este mărginit.

Demonstraţie. Este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 29-14.

2.2.8 Definiţie. Un şir (xn, yn)n≥0 din R2 este numit şir Cauchy dacă,

pentru orice ε > 0, există nε ∈ N astfel ı̂ncât

‖(xn, yn)− (xk, yk)‖< ε, oricare ar fi
n≥nε,
k≥nε.

2.2.9 Propoziţie. Orice şir Cauchy din R2 este şir mărginit.

Demonstraţie. Este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 30-20.

2.2.10 Propoziţie. Orice şir convergent din R2 este şir Cauchy.

Demonstraţie. Este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 31-21.



Şiruri şi serii 35

2.2.11 Propoziţie. Oricare ar fi (x, y)∈R2, are loc relaţia

|x|
|y|

}

≤ ‖(x, y)‖ ≤ |x|+|y| .

Demonstraţie. Relaţia ‖(x, y)‖ ≤ |x|+|y| este echivalentă cu inegalitatea 0 ≤ |x| |y|
rezultată prin ridicare la pătrat şi

‖(x, y)‖ =
√

x2+y2≥
√
x2= |x|, ‖(x, y)‖ =

√

x2+y2≥
√

y2= |y|.

2.2.12 Teoremă.

a) (xn, yn) este şir mărginit ⇐⇒
{

(xn) este şir mărginit şi
(yn) este şir mărginit.

b) (xn, yn) este şir Cauchy ⇐⇒
{

(xn) este şir Cauchy şi
(yn) este şir Cauchy.

c) (xn, yn) este şir convergent ⇐⇒
{

(xn) este şir convergent şi
(yn) este şir convergent .

limn→∞(xn, yn) = (a, b) ⇐⇒
{

limn→∞ xn = a şi
limn→∞ yn = b .

Demonstraţie. Afirmaţiile rezultă din relaţiile (a se vedea propoziţia anterioară):

a)
|xn|
|yn|

}

≤ ‖(xn, yn)‖ ≤ |xn|+|yn|;

b)
|xn − xk|
|yn − yk|

}

≤ ‖(xn, yn)− (xk, yk)‖ ≤ |xn − xk|+|yn − yk|;

c)
|xn − a|
|yn − b|

}

≤ ‖(xn, yn)− (a, b)‖ ≤ |xn − a|+|yn − b| .

2.2.13 Teoremă. Şirul (xn, yn) este convergent dacă şi numai dacă este şir Cauchy.

Demonstraţie. Afirmaţia rezultă din teorema precedentă ţinând seama de faptul că

şirurile de numere reale (xn) şi (yn) sunt convergente dacă şi numai dacă sunt şiruri

Cauchy.
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2.3 Spaţii normate

2.3.1 Definiţie. Prin normă pe un spaţiu vectorial real E se ı̂nţelege o aplicaţie

‖ ‖: E −→ R

cu proprietăţile

a) ‖x‖≥ 0 şi
‖x‖= 0 ⇐⇒ x = 0,

b) ‖αx‖= |α| ‖x‖, oricare ar fi α∈R, x ∈ E,
c) ‖x+y‖≤‖x‖+‖y‖, oricare ar fi x, y∈E.

Un spaţiu normat este un spaţiu vectorial E considerat ı̂mpreună cu o normă fixată.

2.3.2 Exemple.

a) Aplicaţia modul | | :R→R este normă pe spaţiul vectorial unidimensional R,

iar (R, | |) este spaţiu normat.

b) Aplicaţia ‖ ‖: R2 −→ R, ‖ (x, y)‖=
√

x2 + y2 este normă pe spaţiul vectorial

bidimensional R2, iar (R2, ‖ ‖) este spaţiu normat.

c) Aplicaţia ‖ ‖: Rn −→ R, ‖ (x1, x2, ..., xn) ‖=
√

x21 + x22 + ...+ x2n este normă

pe spaţiul vectorial n-dimensional Rn, iar (Rn, ‖ ‖) este spaţiu normat.

2.3.3 Exerciţiu. Să se arate că aplicaţiile

‖ ‖1: Rn −→ R, ‖ (x1, x2, .., xn) ‖1= |x1|+ |x2|+ · · · + |xn|,

‖ ‖∞: Rn −→ R, ‖ (x1, x2, .., xn) ‖∞= max{|x1|, |x2|, · · · , |xn|},
sunt norme pe spaţiul vectorial Rn, oricare ar fi n ∈ N∗ = {1, 2, 3, . . . }.

2.3.4 Exerciţiu. Mulţimea C([0, 1]) a tuturor funcţiilor continue ϕ : [0, 1] −→ R,

considerată ı̂mpreună cu operaţiile de adunare şi ı̂nmulţire cu scalari

C([0, 1])×C([0, 1]) −→ C([0, 1]) : (ϕ,ψ) 7→ ϕ+ψ, unde (ϕ+ψ)(x)=ϕ(x)+ψ(x),

R× C([0, 1]) −→ C([0, 1]) : (α,ϕ) 7→ αϕ, unde (αϕ)(x) = α ϕ(x),

este spaţiu vectorial, iar aplicaţia

‖ ‖∞: C([0, 1]) −→ R, ‖ϕ‖∞= max
x∈[0,1]

|ϕ(x)|,

este normă.
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2.3.5 Propoziţie Dacă (E1, ‖ ‖1) şi (E2, ‖ ‖2) sunt spaţii normate, atunci aplicaţia

‖ ‖: E1×E2 −→ R, ‖(x1, x2)‖=
√

‖x1 ‖21 + ‖x2 ‖22,
este o normă pe spaţiul vectorial E1×E2 şi

‖x1 ‖1
‖x2 ‖2

}

≤ ‖(x1, x2)‖ ≤‖x1 ‖1 + ‖x2 ‖2 .

Demonstraţie. Avem: ‖ (x1, x2) ‖≥0 şi ‖ (x1, x2) ‖=0 ⇔ (x1, x2) = (0, 0);

‖ α(x1, x2) ‖= |α| ‖ (x1, x2) ‖;
‖ (x1, x2) + (y1, y2) ‖ =

√

‖ x1 + y1 ‖21 + ‖ x2 + y2 ‖22
≤
√

(‖ x1 ‖1 + ‖ y1 ‖1)2 + (‖ x2 ‖2 + ‖ y2 ‖2)2.
Relaţia
√

(‖x1 ‖1+‖y1 ‖1)2+(‖x2 ‖2+‖y2 ‖2)2 ≤
√

‖x1 ‖21+‖x2 ‖22+
√

‖y1 ‖21+‖y2 ‖22,
fiind echivalentă cu relaţia

‖ x1 ‖1 ‖ y1 ‖1 + ‖ x2 ‖2 ‖ y2 ‖2 ≤
√

‖ x1 ‖21 + ‖ x2 ‖22
√

‖ y1 ‖21 + ‖ y2 ‖22,

echivalentă cu

0 ≤ (‖ x2 ‖2 ‖ y1 ‖1 − ‖ x1 ‖1 ‖ y2 ‖2)2,

avem ‖ (x1, x2) + (y1, y2) ‖≤‖ (x1, x2) ‖ + ‖ (y1, y2) ‖.

2.3.6 Spaţiul Rn poate fi privit ca fiind produsul direct a n spaţii normate (R, | |).

2.4 Spaţii metrice

2.4.1 Definiţie. Prin distanţă pe o mulţime nevidă M se ı̂nţelege o aplicaţie

d :M ×M −→ R

cu proprietăţile:

a) d(x, y) ≥ 0 şi
d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y;

b) d(x, y) = d(y, x), oricare ar fi x, y∈M ;
c) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y), oricare ar fi x, y, z∈M.

Un spaţiu metric este o mulţime nevidă considerată ı̂mpreună cu o distanţă fixată.
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2.4.2 Teoremă. Orice spaţiu normat are o structură naturală de spaţiu metric.

Dacă (E, ‖ ‖) este spaţiu normat, atunci (E, d), unde

d : E × E −→ R, d(x, y) =‖ x− y ‖,
este spaţiu metric.

Demonstraţie. Avem:

d(x, y) =‖ x− y ‖≥ 0 şi d(x, y)=0 ⇔ ‖ x−y ‖=0 ⇔ x−y=0 ⇔ x=y;

d(x, y) =‖ x− y ‖=‖ (−1)(y − x) ‖= | − 1| ‖ y − x ‖=‖ y − x ‖= d(y, x);

d(x, y) =‖ x−y ‖=‖ x−z+z−y ‖≤‖ x−z ‖ + ‖ z−y ‖= d(x, z)+d(z, y).

2.4.3 Exemple. Spaţiilor normate prezentate mai sus le corespund spaţiile metrice:

(R, d), unde d(x, y) = |x− y|;

(R2, d), unde d((x, y), (x′, y′)) =
√

(x−x′)2+(y−y′)2;

(Rn, d), unde d(x, y) =
√∑n

k=1(xk − yk)2;

(Rn, d1), unde d1(x, y) =
∑n

k=1 |xk − yk|;

(Rn, d∞), unde d∞(x, y) = maxnk=1 |xk − yk|;

(C([0, 1]), d∞), unde d∞(ϕ,ψ) = maxx∈[0,1] |ϕ(x) − ψ(x)| .

2.5 Spaţii prehilbertiene

2.5.1 Definiţie. Un produs scalar pe un spaţiu vectorial real H este o aplicaţie

H ×H −→ R : (x, y) 7→ 〈x, y〉
cu proprietăţile:

a) 〈αx+ βy, z〉 = α〈x, z〉 + β〈y, z〉, oricare ar fi α, β ∈ R şi x, y, z∈H;
b) 〈x, y〉 = 〈y, x〉, oricare ar fi x, y∈H;
c) 〈x, x〉 ≥ 0 şi
〈x, x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0.

Un spaţiu prehilbertian este un spaţiu considerat ı̂mpreună cu un produs scalar fixat.

2.5.2 Din definiţia produsului scalar se deduce imediat că

〈x, αy + βz〉 = α〈x, y〉 + β〈x, z〉, oricare ar fi α, β ∈ R şi x, y, z∈H.
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2.5.3 Exemple. a) Aplicaţia

Rn × Rn −→ R : (x, y) 7→ 〈x, y〉, 〈x, y〉 =
n∑

k=1

xk yk, (2.1)

este produs scalar pe Rn={x=(x1, x2, ..., xn) |x1, ..., xn∈R}, oricare ar fi n∈N∗.

b) Aplicaţia

C([0, 1]) × C([0, 1]) −→ R : (ϕ,ψ) 7→ 〈ϕ,ψ〉, 〈ϕ,ψ〉=
∫ 1

0
ϕ(x)ψ(x) dx, (2.2)

este produs scalar pe spaţiul C([0, 1]) al tuturor funcţiilor continue ϕ : [0, 1] → R.

2.5.4 Se ştie că ı̂n cazul ı̂n care a, b, c sunt numere reale cu a 6= 0, relaţia

at2 + bt+ c ≥ 0, oricare ar fi t ∈ R,

are loc dacă şi numai dacă ∆ = b2 − 4ac ≤ 0 şi a > 0.

2.5.5 Propoziţie. Dacă H ×H −→ R : (x, y) 7→ 〈x, y〉 este produs scalar, atunci

|〈x, y〉| ≤
√

〈x, x〉
√

〈y, y〉, oricare ar fi x, y∈H. (2.3)

Demonstraţie. În cazul x=0, inegalitatea este satisfăcută deoarece 〈x, y〉=〈x, x〉=0.

În cazul x 6= 0, relaţia

〈x, x〉t2 + 2〈x, y〉t + 〈y, y〉 = 〈tx+ y, tx+ y〉 ≥ 0,

adevărată oricare ar fi t ∈ R, conduce la ∆ = 4〈x, y〉2 − 4〈x, x〉〈y, y〉 ≤ 0.

2.5.6 Teoremă. Orice spaţiu prehilbertian are o structură naturală de spaţiu

normat. Dacă H ×H −→ R : (x, y) 7→ 〈x, y〉 este produs scalar,

atunci aplicaţia

H −→ R : x 7→‖x‖, ‖x‖=
√

〈x, x〉,
este normă.

Demonstraţie. Avem:

a) ‖x‖=
√

〈x, x〉 ≥ 0 şi ‖x‖= 0 ⇔ 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0;

b) ‖αx‖=
√

〈αx, αx〉 =
√

α2〈x, x〉 = |α|
√

〈x, x〉 = |α| ‖x‖;
c) ‖x+y‖2=〈x+y, x+y〉=〈x, x〉+2〈x, y〉+〈y, y〉 ≤‖x‖2 +2|〈x, y〉|+ ‖y‖2

≤‖x‖2 +2 ‖x‖ ‖y‖ + ‖y‖2= (‖x‖ + ‖y‖)2.
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2.5.7 Utilizând norma corespunzătoare, inegalitatea Cauchy-Schwarz se poate scrie

|〈x, y〉| ≤ ||x|| ||y||.
În cazul unui spaţiu vectorial real cu produs scalar, dacă x 6= 0 şi y 6= 0, atunci

−1 ≤ 〈x, y〉
||x|| · ||y|| ≤ 1.

Numărul ϕ∈ [0, π] cu proprietatea

cosϕ =
〈x, y〉
||x|| · ||y||

reprezintă unghiul dintre x şi y. Relaţia precedentă se mai poate scrie

〈x, y〉 = ||x|| ||y|| cosϕ.

2.5.8 În R2, utilizând formula

cos(a− b) = cos a cos b+ sin a sin b

obtinem relaţia (v. Fig. 2.2)

〈x, y〉=x1y1+x2y2 = ||x|| ||y|| (cos a cos b− sin a sin b)

= ||x|| ||y|| cos(a−b)
din care rezultă că produsul scalar 〈x, y〉 a doi vectori x şi y este egal cu

produsul lungimilor vectorilor ı̂nmulţit cu cosinusul unghiului dintre ei.

În particular, vectorii sunt ortogonali (perpendiculari) dacă şi numai dacă

〈x, y〉 = 0.

x

y
a

b

Figura 2.2: Produsul scalar a doi vectori din R2.
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2.5.9 În cazul spaţiului Rn, inegalitatea Cauchy devine
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

k=1

xk yk

∣
∣
∣
∣
∣
≤

√
√
√
√

n∑

k=1

x2k

√
√
√
√

n∑

k=1

y2k,

adică

|x1 y1 + x2 y2 + · · ·+ xn yn| ≤
√

x21 + x22 + · · · + x2n

√

y21 + y22 + · · · + y2n.

Spaţii metrice

Spaţii normate

Spaţii prehilbertiene

Figura 2.3: Relaţia ı̂ntre spaţiile metrice, normate şi prehilbertiene.

2.5.10 Orice spaţiu normat are o structură naturală de spaţiu metric şi orice spaţiu

prehilbertian are o structură naturală de spaţiu normat (v. Fig. 2.3):

‖ ‖ este normă =⇒ d(x, y)=‖x−y‖ defincste o distanţă;

〈 , 〉 este produs scalar =⇒ ‖x‖=
√

〈x, x〉 defineste o normă.

2.5.11 Plecând de la produsele scalare (2.1) şi (2.2) obţinem spaţiile normate

(Rn, ‖ ‖), unde ‖ x ‖=
√
∑n

k=1 x
2
k,

(C([0, 1]), ‖ ‖), unde ‖ ϕ ‖=
√
∫ 1
0 (ϕ(x))

2dx,

şi spaţiile metrice corespunzătoare

(Rn, d), unde d(x, y) =
√∑n

k=1(xk − yk)2,

(C([0, 1]), d), unde d(ϕ,ψ) =
√
∫ 1
0 (ϕ(x) − ψ(x))2dx.
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2.5.12 Izomorfismul liniarMk×n(R) −→ Rkn,









x11 x12 · · · x1n

x21 x22 · · · x2n
...

...
. . .

...

xk1 xk2 · · · xkn










7→ (x11, x12, ..., x1n, x21, x22, ..., x2n, ..., xk1, xk2, ..., xkn),

permite identificarea lui Rkn cu spaţiul vectorial al matricelor cu k linii şi n coloane

Mk×n(R) =
















x11 x12 · · · x1n

x21 x22 · · · x2n
...

...
. . .

...

xk1 xk2 · · · xkn










∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

xij ∈ R







.

Aplicaţiile

‖ ‖:Mk×n(R) −→ R,

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣







x11 · · · x1n
...

. . .
...

xk1 · · · xkn







∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

√
√
√
√

k∑

i=1

n∑

j=1

x2ij,

‖ ‖1:Mk×n(R) −→ R,

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣







x11 · · · x1n
...

. . .
...

xk1 · · · xkn







∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
1

=

k∑

i=1

n∑

j=1

|xij |,

‖ ‖∞:Mk×n(R) −→ R,

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣







x11 · · · x1n
...

. . .
...

xk1 · · · xkn







∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∞

=
k

max
i=1

n
max
j=1
|xij |,

sunt norme peMk×n(R), iar

d













x11 · · · x1n
...

. . .
...

xk1 · · · xkn






,







y11 · · · y1n
...

. . .
...

yk1 · · · ykn













=

√
√
√
√

k∑

i=1

n∑

j=1

(xij − yij)2,

d1













x11 · · · x1n
...

. . .
...

xk1 · · · xkn






,







y11 · · · y1n
...

. . .
...

yk1 · · · ykn













=
k∑

i=1

n∑

j=1

|xij − yij|,



Şiruri şi serii 43

d∞













x11 · · · x1n
...

. . .
...

xk1 · · · xkn






,







y11 · · · y1n
...

. . .
...

yk1 · · · ykn













=
k

max
i=1

n
max
j=1
|xij − yij|

distanţele asociate. Norma ‖ ‖ este norma asociată produsului scalar

〈, 〉 :Mk×n(R)×Mk×n(R) −→ R,

〈







x11 · · · x1n
...

. . .
...

xk1 · · · xkn






,







y11 · · · y1n
...

. . .
...

yk1 · · · ykn







〉

=

k∑

i=1

n∑

j=1

xij yij.

2.6 Şiruri ı̂n spaţii metrice

2.6.1 Definiţie. Spunem că şirul (xn)n≥0 din spaţiul metric (S, d) este convergent

cu limita a şi scriem limn→∞ xn=a dacă

lim
n→∞

d(xn, a) = 0,

adică dacă, oricare ar fi ε>0, există nε∈N astfel ı̂ncât

d(xn, a) < ε, oricare ar fi n ≥ nε.

2.6.2 În cazul unui şir (xn)n≥0 dintr-un spaţiu normat, avem limn→∞ xn=a dacă

lim
n→∞

‖ xn − a ‖= 0,

adică dacă, oricare ar fi ε>0, există nε∈N astfel ı̂ncât

‖ xn − a ‖< ε, oricare ar fi n ≥ nε.

2.6.3 Propoziţie. Într-un spaţiu metric, limita unui şir convergent este unică:

limn→∞ xn=a
limn→∞ xn=b

}

=⇒ a = b.

Demonstraţie. Este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 29-10.

2.6.4 Propoziţie. Orice subşir (xnk
) al unui şir convergent (xn) este convergent şi

lim
k→∞

xnk
= lim

n→∞
xn.

Demonstraţie. Este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 29-16.
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2.6.5 Definiţie. Şirul (xn) din spaţiul metric (S, d) este numit şir Cauchy dacă,

pentru orice ε>0, există nε>0 astfel ı̂ncât

d(xn, xm) < ε, oricare ar fi
n≥nε,
m≥nε,

adică astfel ı̂ncât

d(xn+k, xn) < ε, oricare ar fi
n≥nε,
k∈ N.

2.6.6 Propoziţie. Într-un spaţiu metric, orice şir convergent este şir Cauchy.

Demonstraţie. Este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 31-21.

2.6.7 Se poate arăta că ı̂n spaţiul normat (C([0, 1]), ‖ ‖) cu ‖ ϕ ‖=
√
∫ 1
0 (ϕ(x))

2dx,

şirul de funcţii (ϕn), unde ϕn(x) = xn, este şir Cauchy neconvergent ı̂n C([0, 1]).

2.6.8 Definiţie. Un spaţiu metric cu proprietatea că orice şir Cauchy este

convergent este numit spaţiu complet.

Spaţiile normate complete se numesc spaţiu Banach,

iar spaţiile prehilbertiene complete sunt numite spaţii Hilbert.

2.6.9 Definiţie. Şirul (xn)n≥0 din spaţiul metric (S, d) este numit mărginit dacă

există a∈S şi r>0 astfel ı̂ncât d(a, xn) ≤ r, oricare ar fi n ∈ N.

2.6.10 Propoziţie. Şirul (xn)n≥0 din spaţiul normat (E, ‖ ‖) este mărginit dacă şi

numai dacă există r>0 astfel ı̂ncât ‖xn ‖≤ r, oricare ar fi n ∈ N.

Demonstraţie. Dacă ‖ xn−a ‖≤ r, oricare ar fi n∈N, atunci
‖xn ‖=‖ xn−a+a ‖≤‖ xn−a ‖+‖ a ‖≤ r+‖a‖, oricare ar fi n∈N.

2.6.11 Propoziţie. Într-un spaţiu metric, orice şir convergent este mărginit.

Demonstraţie. Fie (xn)n≥0 un şir convergent şi a=limn→∞ xn. Pentru ε=1 există

n1∈N astfel ı̂ncât d(a, xn) < 1, oricare ar fi n ≥ n1. Alegând
r = max{1, d(a, x0), d(a, x1), . . . d(a, xn1−1)},

avem d(a, xn) ≤ r, oricare ar fi n ∈ N.

2.6.12 Propoziţie. Într-un spaţiu metric, orice şir Cauchy este mărginit.

Demonstraţie. Este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 30-20.
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2.6.13 În cazul spaţiilor Rn, dacă nu se indică o altă normă, vom sub̂ınţelege că

structura de spaţiu normat considerată este cea definită de norma uzuală

‖ ‖: Rn −→ R : x = (x1, x2, ..., xn) 7→‖ x ‖=

√
√
√
√

n∑

k=1

x2k.

Ea este norma asociată produsului scalar uzual

〈, 〉 : Rn × Rn −→ R, 〈x, y〉 =
n∑

k=1

xk yk,

adică

||x|| =
√

〈x, x〉,
şi defineşte distanţa uzuală

d : Rn × Rn −→ R, d(x, y) = ||x− y|| =

√
√
√
√

n∑

k=1

(xk − yk)2.

Spaţiile Rn sunt spaţii Hilbert. Oricare ar fi x∈Rn, avem (a se vedea pag. 35-11)

|x1|
|x2|
.....
|xn|







≤ ‖x‖ ≤ |x1|+|x2|+ ...+ |xn|.

2.7 Serii de numere reale

2.7.1 Definiţie. Fie (xn)n≥0 un şir de numere reale. Seria
∑

n≥0

xn

este numită convergentă (C) dacă şirul sumelor parţiale (sk)k≥0,

sk =

k∑

n=0

xn = x0 + x1 + · · ·+ xk,

este convergent. Limita acestui şir este numită suma seriei şi scriem
∞∑

n=0

xn = lim
k→∞

k∑

n=0

xn = lim
k→∞

(x0 + x1 + · · ·+ xk).

O serie care nu este convergentă, este numită divergentă (D).
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2.7.2 Exemplu. Seria
∑

n≥0
1
2n este convergentă deoarece

sk =

k∑

n=0

1

2n
= 1 +

1

2
+

(
1

2

)2

+ · · · +
(
1

2

)k

=
1−

(
1
2

)k+1

1− 1
2

k→∞
−−−→ 1

1
2

= 2

şi suma ei este
∑∞

n=0
1
2n = 2.

2.7.3 MATHEMATICA: NSum[a[n], {n, m, k}] , Sum[a[n], {n, m, Infinity}]

In[1]:=NSum[1/2^n, {n, 0, 15}] 7→ Out[1]=1.99997

In[2]:=Sum[1/2^n, {n, 0, Infinity}] 7→ Out[2]=2.

2.7.4 Exerciţiu. Seria geometrică reală
∑

n≥0 q
n este convergentă dacă şi numai

dacă q ∈ (−1, 1). Suma ei este
∑∞

n=0 xn = 1
1−q , adică avem

1 + q + q2 + q3 + · · · = 1

1− q dacă q ∈ (−1, 1).

Rezolvare. Şirul sumelor parţiale este convergent dacă şi numai dacă q∈(−1, 1) şi
∞∑

n=0

xn = lim
k→∞

(1 + q + · · · + qk) = lim
k→∞

1− qk+1

1− q =
1

1− q .

2.7.5 MATHEMATICA: Sum[a[n], {n, m, k}] , Sum[a[n], {n, m, Infinity}]

In[1]:=Sum[q^n, {n, 0, k}] 7→ Out[1]=−1+q1+k

−1+q

In[2]:=Sum[q^n, {n, 0, Infinity}] 7→ Out[2]= 1
1−q

.

2.7.6 Propoziţie. Dacă seria
∑

n≥0 xn este convergentă, atunci limn→∞ xn = 0.

Demonstraţie. Fie s suma seriei, adică s = limm→∞
∑m

k=0 xk. Avem

lim
n→∞

xn= lim
n→∞

(
n∑

k=0

xk−
n−1∑

k=0

xk

)

= lim
n→∞

n∑

k=0

xk− lim
n→∞

n−1∑

k=0

xk = s− s = 0.

2.7.7 Propoziţie.
∑

n≥0 xn convergentă
∑

n≥0 yn convergentă

}

⇒
{ ∑

n≥0(xn+yn) convergentă şi
∑∞

n=0(xn+yn)=
∑∞

n=0 xn+
∑∞

n=0 yn

α∈R
∑

n≥0 xn convergentă

}

⇒
{ ∑

n≥0 αxn convergentă şi
∑∞

n=0 αxn = α
∑∞

n=0 xn.

Demonstraţie. Avem:
∞∑

n=0

(xn+yn)= lim
k→∞

k∑

n=0

(xn+yn)= lim
k→∞

k∑

n=0

xn+ lim
k→∞

k∑

n=0

yn=

∞∑

n=0

xn+

∞∑

n=0

yn;
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∞∑

n=0

αxn= lim
k→∞

k∑

n=0

αxk=α lim
k→∞

k∑

n=0

= α

∞∑

n=0

xn.

2.7.8 Propoziţie.

Seriile
∑

n≥0

xn şi
∑

n≥n0

xn au aceeaşi natură, oricare ar fi n0>0.

Demonstraţie. Şirurile (sk)k≥0 şi (s̃k)k≥n0 , unde

sk =

k∑

n=0

xn, s̃k =

k∑

n=n0

xn = sk −
n0−1∑

n=0

xn

sunt fie ambele convergente, fie ambele divergente.

2.7.9 Exerciţiu. Fie seriile de numere reale
∑

n≥0 xn şi
∑

n≥0 yn. Dacă, cu excepţia

unui număr finit de termeni, avem xn = yn, atunci seriile au aceeaşi natură.

2.7.10 Teoremă (Criteriul lui Cauchy). Seria
∑

n≥0 xn este convergentă dacă şi

numai dacă, pentru orice ε > 0, există nε ∈ N astfel ı̂ncât

|xn+1+xn+2+· · ·+xn+k| < ε, oricare ar fi
n≥nε,
k∈N∗={1, 2, 3, ...}.

Demonstraţie. Prin definiţie, seria
∑

n≥0 xn este convergentă dacă şi numai dacă

şirul sumelor parţiale (sk)k≥0 este convergent. Pe de altă parte, şirul (sk)k≥0 este

convergent dacă şi numai dacă este şir Cauchy, adică dacă pentru orice ε > 0 există

nε ∈ N astfel ı̂ncât |sn+k − sn| < ε, oricare ar fi n ≥ nε şi oricare ar fi k ∈ N∗. Însă

|sn+k − sn| = |xn+1 + xn+2 + · · ·+ xn+k|.

2.7.11 Teoremă (Criteriul lui Abel).

Dacă (an)n≥0 este un şir descrescător cu limn→∞ an = 0 şi dacă

(xn)n≥0 este un şir astfel ı̂ncât există M > 0 cu

|x0 + x1 + · · · + xn| ≤M, oricare ar fi n ∈ N,

atunci seria
∑

n≥0 an xn este convergentă.

Demonstraţie. Notând sk =
∑k

n=0 xn, avem xn = sn− sn−1 pentru orice n > 0.

Deoarece

|an+1xn+1 + · · ·+ an+kxn+k| = |an+1(sn+1 − sn) + · · ·+ an+k(sn+k − sn+k−1)|
= | − an+1sn + (an+1 − an+2)sn+1 + · · · + (an+k−1 − an+k)sn+k−1 + an+ksn+k|
≤ an+1|sn|+ (an+1 − an+2)|sn+1|+ · · ·+ (an+k−1 − an+k)|sn+k−1|+ an+k|sn+k|
≤ (an+1 + (an+1 − an+2) + · · ·+ (an+k−1 − an+k) + an+k)M = 2an+1M
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şi limn→∞ an=0, pentru ε>0 există nε∈N astfel ı̂ncât

|an+1xn+1+ · · ·+an+kxn+k|<ε, oricare ar fi n≥nε şi oricare ar fi k∈N∗.

2.7.12 Teorema (Criteriul lui Leibniz).

Dacă (an) este şir descrescător cu lim
n→∞

an=0, atunci
∑

n≥0

(−1)nan este convergentă.

Demonstraţie. Alegem xn = (−1)n şi utilizăm criteriul lui Abel.

2.7.13 MATHEMATICA: Sum[a[n], {n, m, Infinity}] , NSum[a[n], {n, m, Infinity}]

Sum[(-1)^n/n, {n, 1, Infinity}] 7→ Out[1]=−Log[2]

Sum[(-1)^n/n^2, {n, 1, Infinity}] 7→ Out[2]=−π2

12

NSum[(-1)^n/n^3, {n, 1, Infinity}] 7→ Out[2]=−0.901543.

2.7.14 Definiţie.

Spunem ca seria
∑

n≥0

xn este absolut convergentă dacă seria
∑

n≥0

|xn| este convergentă.

2.7.15 Teorema Orice serie absolut convergentă de numere reale este convergentă.

Demonstraţie. Utilizăm criteriul lui Cauchy. Dacă seria
∑

n≥0 |xn| este convergentă,
atunci pentru orice ε>0, există nε∈N astfel ı̂ncât |xn+1 + xn+2 + · · · + xn+k| < ε,

oricare ar fi n ≥ nε şi oricare ar fi k ∈ N∗. Însă

|xn+1 + xn+2 + · · ·+ xn+k| ≤ |xn+1|+ |xn+2|+ · · ·+ |xn+k|
şi prin urmare |xn+1+xn+2+ · · · +xn+k|<ε, oricare ar fi n≥nε şi k∈N∗.

2.7.16 Exemplu. Seria
∑

n≥1
(−1)n

n este convergentă conform criteriului lui Leibniz.

Ea nu este absolut convergentă deoarece
∑

n≥1
1
n este divergentă (pag. 50-22).

2.7.17 Definiţie.

Spunem că
∑

n≥0 xn este serie cu termeni pozitivi dacă xn≥0, oricare ar fi n ∈ N.

2.7.18 Propoziţie. O serie cu termeni pozitivi
∑

n≥0 xn este convergentă dacă şi

numai dacă şirul sumelor parţiale
(
∑k

n=0 xn

)

k≥0
este mărginit.

Demonstraţie. În cazul unei serii cu termeni pozitivi, şirul sumelor parţiale este

crescător. Un şir crescător este convergent dacă şi numai dacă este mărginit.
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2.7.19 Teoremă (Criteriul comparaţiei). Fie
∑

n≥0 xn şi
∑

n≥0 yn două serii cu

termeni pozitivi. Dacă există n0≥0 astfel ı̂ncât xn≤yn, oricare ar fi n≥n0, atunci:
a)

∑

n≥0 yn convergentă =⇒ ∑

n≥0 xn convergentă,

b)
∑

n≥0 xn divergentă =⇒ ∑

n≥0 yn divergentă.

Demonstraţie. Seria
∑

n≥0 xn are aceeaşi natură cu
∑

n≥n0
xn şi seria

∑

n≥0 yn are

aceeaşi natură cu
∑

n≥n0
yn. Deoarece 0 ≤∑k

n=n0
xn ≤

∑k
n=n0

yn rezultă că:
(
∑k

n=n0
yn

)

k≥n0

şir mărginit =⇒
(
∑k

n=n0
xn

)

k≥n0

şir mărginit;
(
∑k

n=n0
xn

)

k≥n0

şir nemărginit =⇒
(
∑k

n=n0
yn

)

k≥n0

şir nemărginit.

2.7.20 Teoremă (Comparaţie prin trecere la limită).

Dacă seriile cu termeni pozitivi
∑

n≥0 xn şi
∑

n≥0 yn sunt astfel ı̂ncât există

lim
n→∞

xn
yn

= l ∈ (0,∞),

atunci ele au aceeaşi natură (sunt ambele convergente sau ambele divergente).

Demonstraţie. Există n0∈N astfel ı̂ncât xn
yn
∈
(
l
2 ,

3l
2

)
, adică

l

2
yn ≤ xn ≤

3l

2
yn, oricare ar fi n ≥ n0,

ceea ce permite utilizarea criteriului comparaţiei .

1 2 3 4 5 6

f(1)

f(2)

f(3)

f(4)

f(5)

Figura 2.4: Şirul
(∫ n

1 f(x) dx
)

n≥1
.
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2.7.21 Teoremă. Fie f : [1,∞)→ [0,∞) o funcţie continuă şi descrescătoare. Seria
∑

n≥1 f(n) este convergentă dacă şi numai dacă şirul
(∫ n

1 f(x) dx
)

n≥1
este mărginit.

Demonstraţie. Utilizând relaţia f(k+1) ≤
∫ k+1
k f(x) dx ≤ f(k) (v. Fig. 2.4) şi

∫ n
1 f(x)dx=

∫ 2
1 f(x)dx+

∫ 3
2 f(x)dx+ · · ·+

∫ n
n−1f(x)dx, obţinem

f(2)+f(3)+ · · ·+f(n)≤
∫ n

1
f(x) dx≤f(1)+f(2)+ · · ·+f(n−1).

2.7.22 Teoremă (Seria armonică generalizată).

Seria
∑

n≥1

1

nα
este convergentă dacă şi numai dacă α > 1.

Demonstraţie. Dacă α≤ 0 seria este divergentă deoarece limn→∞
1
nα 6= 0. În cazul

α >0 funcţia f : [1,∞)→ [0,∞), f(x)= 1
xα este continuă şi descrescătoare. Deoarece

∫ n

1
f(x) dx =

∫ n

1

1

xα
dx =







x1−α

1−α

∣
∣
∣

n

1
= n1−α

1−α − 1
1−α dacă α 6= 1,

(lnx)|n1 = lnn dacă α = 1,

şirul
(∫ n

1 f(x) dx
)

n≥1
este mărginit dacă şi numai dacă α > 1.

2.7.23 MATHEMATICA: Sum[a[n], {n, m, Infinity}] , NSum[a[n], {n, m, Infinity}]

In[1]:= Sum[1/n^2, {n, 1, Infinity}] 7→ Out[1]=π2

6

In[2]:= NSum[1/n^Sqrt[2], {n, 1, Infinity}] 7→ Out[2]=3.02074.

2.7.24 Exerciţiu. Să se arate că seria
∑

n≥1
1+

√
n

1+n2 este convergentă .

Rezolvare 1.

Convergenţa rezultă din 1+
√
n

1+n2 ≤ 2
√
n

1+n2 ≤ 2
√
n

n2 = 2
n3/2 şi din convergenţa seriei

∑

n≥1
1

n3/2 .

Rezolvare 2.

Deoarece lim
n→∞

1+
√
n

1+n2

1
n3/2

= 1, seria
∑

n≥1

1 +
√
n

1 + n2
are aceeaşi natură cu

∑

n≥1

1

n3/2
.

2.7.25 MATHEMATICA: NSum[a[n], {n, m, k}] , NSum[a[n], {n, m, Infinity}]

In[1]:= NSum[(1+Sqrt[n])/(1+n^2), {n, 1, 100}] 7→ Out[1]=2.87338

In[2]:= NSum[(1+Sqrt[n])/(1+n^2), {n, 1, 1000}] 7→ Out[2]=3.0186

In[3]:= NSum[(1+Sqrt[n])/(1+n^2), {n, 1, 10000}] 7→ Out[3]=3.06273

In[4]:= NSum[(1+Sqrt[n])/(1+n^2), {n, 1, 100000}] 7→ Out[4]=3.07649

In[5]:= NSum[(1+Sqrt[n])/(1+n^2), {n, 1, Infinity}] 7→ Out[5]=3.08283.
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2.7.26 Teoremă (Criteriul rădăcinii).

Dacă seria cu termeni pozitivi
∑

n≥0 xn este astfel ı̂ncât există limn→∞ n
√
xn, atunci:

limn→∞ n
√
xn < 1 =⇒ ∑

n≥0 xn este convergentă;

limn→∞ n
√
xn > 1 =⇒ ∑

n≥0 xn este divergentă.

Demonstraţie. Fie l = limn→∞ n
√
xn. În cazul l < 1, există ε > 0 astfel ı̂ncât

l+ ε < 1. Deoarece l = limn→∞ n
√
xn, există nε ∈ N astfel ı̂ncât n

√
xn ∈ (l− ε, l+ ε),

oricare ar fi n ≥ nε. În particular, avem n
√
xn < l + ε, adică xn < (l + ε)n, oricare

ar fi n ≥ nε. Convergenţa seriei
∑

n≥0 xn rezultă din convergenţa seriei geometrice
∑

n≥0(l+ε)
n pe baza criteriului comparaţiei. În cazul l > 1, există ε > 0 astfel ı̂ncât

l− ε > 1. Deoarece l = limn→∞ n
√
xn există n′ε ∈ N astfel ı̂ncât n

√
xn ∈ (l− ε, l+ ε),

oricare ar fi n ≥ n′ε. În particular, avem n
√
xn > l − ε, adică xn > (l − ε)n > 1,

oricare ar fi n ≥ n′ε. Rezultă că limn→∞ xn 6= 0 şi prin urmare seria este divergentă.

2.7.27 Noţiunea de limită superioară permite următoarea formulare mai generală:

Teoremă (Cauchy). Dacă
∑

n≥0 xn este serie cu termeni pozitivi, atunci:

lim supn→∞ n
√
xn < 1 =⇒ ∑

n≥0 xn este convergentă;

lim supn→∞ n
√
xn > 1 =⇒ ∑

n≥0 xn este divergentă.

2.7.28 Teoremă (Criteriul raportului).

Dacă seria
∑

n≥0 xn cu xn > 0 este astfel ı̂ncât există limn→∞
xn+1

xn
, atunci:

limn→∞
xn+1

xn
< 1 =⇒ ∑

n≥0 xn este convergentă;

limn→∞
xn+1

xn
> 1 =⇒ ∑

n≥0 xn este divergentă.

Demonstraţie. Fie l = limn→∞
xn+1

xn
. În cazul l < 1, există ε > 0 astfel ı̂ncât l+ε < 1.

Deoarece l = limn→∞
xn+1

xn
, există nε ∈ N astfel ı̂ncât xn+1

xn
∈ (l−ε, l+ε), oricare ar

fi n ≥ nε. În particular, avem pentru n ≥ nε relaţia xn+1

xn
≤ l+ε din care rezultă

xnε+1 ≤ (l+ε)xnε , xnε+2 ≤ (l+ε)2xnε , . . . , xnε+k ≤ (l+ε)kxnε , oricare ar fi k∈N.
Convergenţa seriei

∑

n≥0 xn rezultă din convergenţa seriei geometrice
∑

n≥0(l+ ε)
n.

În cazul l > 1, există ε > 0 astfel ı̂ncât l − ε > 1. Deoarece l=limn→∞
xn+1

xn
, există

n′ε∈N astfel ı̂ncât xn+1

xn
∈(l−ε, l+ε), oricare ar fi n≥n′ε. În particular, avem pentru

n≥n′ε relaţia xn+1

xn
≥ l−ε din care rezultă xn′

ε+1 ≥ (l−ε)xn′
ε
, xn′

ε+2 ≥ (l−ε)2xn′
ε
, . . . ,

xn′
ε+k ≤ (l−ε)kxn′

ε
, oricare ar fi k∈N. Rezultă că limn→∞ xn = ∞ şi prin urmare

seria este divergentă.

2.7.29 Noţiunea de limită superioară permite următoarea formulare mai generală:
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Teoremă (d’Alembert). Dacă
∑

n≥0 xn este serie cu termeni strict pozitivi, atunci:

lim supn→∞
xn+1

xn
< 1 =⇒ ∑

n≥0 xn este convergentă;

lim supn→∞
xn+1

xn
> 1 =⇒ ∑

n≥0 xn este divergentă.

2.7.30 Teoremă (Criteriul Raabe-Duhamel).

Dacă seria
∑

n≥0 xn cu xn>0 este astfel ı̂ncât există limn→∞ n
(

xn
xn+1
−1
)

, atunci:

limn→∞ n
(

xn
xn+1

− 1
)

> 1 =⇒ ∑

n≥0 xn este convergentă;

limn→∞ n
(

xn
xn+1

− 1
)

< 1 =⇒ ∑

n≥0 xn este divergentă.

Demonstraţie. Fie l= limn→∞ n
(

xn
xn+1
−1
)

. În cazul l > 1, există ε> 0 astfel ı̂ncât

l−ε > 1, adică l > 1+ε. Deoarece l = limn→∞ n
(

xn
xn+1
−1
)

, există nε ∈ N astfel

ı̂ncât n
(

xn
xn+1
−1
)

> 1+ε, oricare ar fi n≥ nε. Rezultă că relaţia nxn − nxn+1 >

xn+1 + εxn+1, adică nxn − (n + 1)xn+1 > εxn+1 > 0 (*) are loc, oricare ar fi

n≥nε. Din relaţia (*) rezultă că şirul cu termeni pozitivi (nxn)n≥nε este monoton

descrescător şi deci convergent. Deoarece există limk→∞
∑k

n=nε
[nxn−(n+1)xn+1] =

limk→∞[nεxnε − (k+1)xk+1], seria
∑k

n=1[nxn−(n+1)xn+1] este convergentă. Din

relaţia (*), pe baza criteriului comparaţiei, rezultă că
∑

n≥0 xn este convergentă.

În cazul l < 1, există ε > 0 astfel ı̂ncât l+ ε < 1, adică l < 1− ε. Deoarece l =

limn→∞ n
(

xn
xn+1
−1
)

, există n′ε ∈ N astfel ı̂ncât n
(

xn
xn+1
−1
)

< 1−ε, oricare ar fi

n≥n′ε. Relaţia nxn−nxn+1<xn+1−εxn+1, adică nxn−(n + 1)xn+1<−εxn+1< 0

are loc, oricare ar fi n ≥ n′ε. Rezultă că şirul cu termeni pozitivi (nxn)n≥n′
ε
este

crescător. Există C > 0 astfel ı̂ncât nxn ≥ C, adică xn ≥ C 1
n , oricare ar fi n≥ n′ε.

Seria armonică
∑

n≥1
1
n fiind divergentă, pe baza criteriului comparaţiei, rezultă că

∑

n≥0 xn este divergentă.
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2.8 Serii ı̂n spaţii normate

2.8.1 Definiţie. Fie (xn)n≥0 un şir dintr-un spaţiu normat (E, ‖ ‖). Seria
∑

n≥0

xn

este numită convergentă (C) dacă şirul sumelor parţiale (sk)k≥0, unde

sk =

k∑

n=0

xn = x0 + x1 + · · ·+ xk,

este convergent. Limita acestui şir este numită suma seriei şi scriem
∞∑

n=0

xn = lim
k→∞

k∑

n=0

xn = lim
k→∞

(x0 + x1 + · · · + xk).

O serie care nu este convergentă este numită divergentă (D).

2.8.2 Exemplu. În spaţiul normat
(
R2, ‖ ‖

)
cu ‖ (x1, x2) ‖=

√

x21 + x22, seria
∑

n≥1

(
2n

3n ,
1

n(n+1)

)

este convergentă deoarece
k∑

n=1

(
2n

3n
,

1

n(n+ 1)

)

=

(
k∑

n=1

(
2

3

)n

,
k∑

n=1

(
1

n
− 1

n+ 1

))

=

(

2

3

1−
(
2
3

)k

1− 2
3

, 1− 1

k + 1

)

,

iar suma ei este
∞∑

n=1

(
2n

3n
,

1

n(n+1)

)

= lim
k→∞

k∑

n=1

(
2n

3n
,

1

n(n+1)

)

=(2, 1).

2.8.3 MATHEMATICA: Sum[a[n], {n, m, Infinity}] , NSum[a[n], {n, m, Infinity}]

In[1]:= Sum[2^n/3^n, {n, 1, Infinity}] 7→ Out[1]=2

In[2]:= NSum[1/(n(n+1)), {n, 1, Infinity}] 7→ Out[2]=1.

2.8.4 Propoziţie.

Dacă seria
∑

n≥0 xn din (E, ‖ ‖) este convergentă, atunci lim
n→∞

xn=0.

Demonstraţie. Este similară demonstraţiei prezentate la pag. 46-6.

2.8.5 Propoziţie. Într-un spaţiu normat:
∑

n≥0 xn convergentă
∑

n≥0 yn convergentă

}

⇒
{ ∑

n≥0(xn+yn) convergentă şi
∑∞

n=0(xn+yn)=
∑∞

n=0 xn+
∑∞

n=0 yn;

α∈R
∑

n≥0 xn convergentă

}

⇒
{ ∑

n≥0 αxn convergentă şi
∑∞

n=0 αxn = α
∑∞

n=0 xn.
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Demonstraţie. Este similară demonstraţiei prezentate la pag. 46-7.

2.8.6 Dacă se modifică sau elimină un număr finit de termeni ai unei serii, natura

seriei nu se schimbă (doar suma ei este, eventual, afectată).

2.8.7 Teoremă (Criteriul lui Cauchy). Într-un spatiu Banach, o serie
∑

n≥0 xn este

convergentă dacă şi numai dacă, pentru orice ε>0, există nε∈N astfel ı̂ncât

‖xn+1+xn+2+· · ·+xn+k ‖< ε, oricare ar fi
n≥nε,
k∈N∗={1, 2, 3, ...}.

Demonstraţie. Este similară demonstraţiei prezentate la pag. 47-10.

2.8.8 Definiţie.

Spunem ca seria
∑

n≥0

xn este absolut convergentă dacă seria
∑

n≥0

‖xn‖ este convergentă.

2.8.9 Teoremă. Într-un spaţiu Banach, o serie absolut convergentă este convergentă.

Demonstraţie. Este similară demonstraţiei prezentate la pag. 48-15.

2.8.10 Teoremă. Fie
∑

n≥0 xn o serie de elemente aparţinând unui spaţiu Banach.

Dacă există o serie convergentă de numere reale
∑

n≥0 an astfel ı̂ncât

‖xn ‖≤ an, oricare ar fi n ∈ N,

atunci seria
∑

n≥0
xn este absolut convergentă şi, ı̂n particular, convergentă.

Demonstraţie. Seria
∑

n≥0 ‖xn‖ este convergentă conform criteriului comparaţiei.

2.9 Şiruri de funcţii

2.9.1 Definiţie. Fie A o mulţime şi fn :A−→R, unde n∈N, funcţii definite
pe A. Spunem că şirul de funcţii (fn)n≥0 este convergent ı̂n punctul

x0 dacă şirul de numere reale (fn(x0))n≥0 este convergent.

În caz contrar, spunem că şirul este divergent ı̂n punctul x0.

Mulţimea Ac ⊆ A, formată din toate punctele ı̂n care şirul este

convergent, se numeşte mulţimea de convergenţă a şirului.
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2.9.2 Definiţie. Fie A o mulţime şi f, fn :A→R funcţii definite pe A.

Spunem că şirul de funcţii (fn)n≥0 converge (punctual) la f

şi scriem fn −→ f dacă Ac = A şi

lim
n→∞

fn(x) = f(x), oricare ar fi x ∈ A,

adică dacă, oricare ar fi x ∈ A şi ε > 0, există nε,x ∈ N astfel ı̂ncât

|fn(x)− f(x)| < ε, oricare ar fi n ≥ nε,x.

Spunem că şirul de funcţii (fn)n≥0 converge uniform ı̂n A la f şi

scriem fn
u

−→
A

f dacă, oricare ar fi ε>0, există nε∈N astfel ı̂ncât

|fn(x)−f(x)|<ε, oricare ar fi
n≥nε,
x ∈ A.

2.9.3 Exemplu. Şirul de funcţii (fn)n≥0, unde fn : [0, 1] −→ R, fn(x) =
2nx

1+n2x2
,

converge punctual la funcţia nulă f : [0, 1] −→ R, f(x)=0, dar nu converge uniform.

Pentru orice x∈ [0, 1] avem

lim
n→∞

2nx

1 + n2x2
= 0.

Deoarece |fn( 1n)− f( 1n)| = 1, pentru ε<1 nu există nε∈N astfel ı̂ncât

|fn(x)−f(x)|<ε, oricare ar fi
n≥nε,
x∈ [0, 1].

2.9.4 Fie (fn)n≥0 un şir de funcţii fn :A→R care converge uniform ı̂n A la f :A→R.

Oricare ar fi B ⊂ A, şirul restricţiilor (fn|B)n≥0 converge uniform ı̂n B la f |B.

2.9.5 Teoremă. Fie A o mulţime şi f, fn :A→R, unde n∈N, funcţii definite pe A.

Dacă există un şir de numere reale (an)n≥0 astfel ı̂ncât limn→∞ an = 0 şi

|fn(x)− f(x)| ≤ an, oricare ar fi
x∈A,
n∈N,

atunci şirul (fn)n≥0 converge uniform la f , adică fn
u

−→
A

f .

Demonstraţie. Fie ε > 0. Deoarece limn→∞ an = 0, există nε ∈ N astfel ı̂ncât

|an| < ε, oricare ar fi n ≥ nε. Dar |fn(x)− f(x)| ≤ an şi prin urmare

|fn(x)−f(x)|<ε, oricare ar fi
n≥nε,
x∈A.
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2.9.6 Exemplu. Şirul de funcţii (fn)n≥0, unde fn : R −→ R, fn(x) = 1
n sinnx,

converge uniform la funcţia f : R −→ R, f(x) = 0, deoarece |fn(x) − f(x)| ≤ 1
n ,

oricare ar fi x ∈ R şi oricare ar fi n ∈ N.

2.9.7 Teoremă (Criteriul lui Cauchy). Şirul de funcţii (fn)n≥0, unde fn :A⊆R→R,

converge uniform dacă şi numai dacă, pentru orice ε>0, există nε∈N astfel ı̂ncât

|fn+k(x)− fn(x)| < ε, oricare ar fi
n≥nε,
k∈N,
x∈A.

(2.4)

Demonstraţie. Dacă fn
u

−→
A

f , atunci pentru orice ε > 0 există nε ∈N astfel ı̂ncât

|fn(x)−f(x)|< ε
2 , oricare ar fi n≥ nε, x ∈A. Pentru orice n≥ nε, k ∈ N şi x∈A

avem

|fn+k(x)− fn(x)| = |fn+k(x)− f(x) + f(x)− fn(x)|
< |fn+k(x)− f(x)|+ |f(x)− fn(x)| < ε

2 +
ε
2 = ε.

Invers, admiţând că este verificată condiţia din enunţ, din (2.4) rezultă că şirul de

numere reale (fn(x))n≥0 este şir Cauchy şi deci convergent, oricare ar fi x ∈ A.

Arătăm că fn
u

−→
A

f , unde f : A→ R, f(x) = limn→∞ fn(x). Fie ε > 0. Conform

condiţiei din enunţ, există n′ε∈N astfel ı̂ncât

|fn+k(x)− fn(x)| <
ε

2
, oricare ar fi

n≥n′ε,
k∈N,
x∈A.

Pentru k →∞ această relaţie devine

|f(x)− fn(x)| ≤
ε

2
< ε, oricare ar fi

n≥n′ε,
x∈A.

2.9.8 Teoremă. Avem:

fn :A⊆ R −→R sunt continue ı̂n x0 ∈ A
(fn)n≥0 converge uniform la f :A−→R

}

=⇒ f este continuă ı̂n x0.

Demonstraţie. Fie ε > 0. Avem de arătat că există δ > 0 astfel ı̂ncât

x ∈ A
|x−x0|<δ

}

=⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.

Deoarece fn
u

−→
A

f , există nε ∈ N astfel ı̂ncât

|fn(x)−f(x)|<
ε

3
, oricare ar fi

n≥nε,
x∈A.
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Funcţia fnε fiind continuă ı̂n x0, rezultă că există δ > 0 astfel ı̂ncât

x ∈ A
|x−x0|<δ

}

=⇒ |fnε(x)− fnε(x0)| <
ε

3
.

Pentru x∈A cu |x− x0|<δ, avem

|f(x)−f(x0)| = |f(x)− fnε(x) + fnε(x)− fnε(x0) + fnε(x0)− f(x0)|
≤ |f(x)−fnε(x)|+ |fnε(x)−fnε(x0)|+ |fnε(x0)−f(x0)|
< ε

3+
ε
3+

ε
3 =ε.

2.9.9 Dacă funcţiile fn :A⊆ R −→R sunt continue ı̂n x0, atunci

fn
u

−→
A

f =⇒ lim
x→x0

(

lim
n→∞

fn(x)
)

= lim
n→∞

(

lim
x→x0

fn(x)

)

.

2.9.10 Teoremă. Fie I⊆R un interval şi f, fn :I−→R funcţii continue. Avem:

fn
u

−→
I

f =⇒ lim
n→∞

∫ β

α

fn(x) dx =

∫ β

α

f(x) dx, (2.5)

oricare ar fi [α, β] ⊆ I.

Demonstraţie. Pentru orice ε > 0, există nε ∈ N astfel ı̂ncât |fn(x) − f(x)| < ε
β−α ,

oricare ar fi n ≥ nε şi oricare ar fi x ∈ I. Pentru n ≥ nε, avem (vezi pag. 143-8)
∣
∣
∣

∫ β
α fn(x) dx−

∫ β
α f(x) dx

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣

∫ β
α (fn(x)−f(x)) dx

∣
∣
∣

≤
∫ β
α |fn(x)−f(x)| dx < ε

β−α
∫ β
α dx = ε.

2.9.11 Relaţia (2.5) se mai poate scrie (limita comută cu integrala)

fn
u

−→
I

f =⇒ lim
n→∞

∫ β

α
fn(x) dx =

∫ β

α
( lim
n→∞

fn(x)) dx.

2.9.12 Teoremă. Fie f, fn : [a, b] −→R funcţii continue şi F, Fn : [a, b] −→ R,

F (x) =

∫ x

x0

f(t) dt, Fn(x) =

∫ x

x0

fn(t) dt,

primitivele (vezi pag. 151-31) care se anulează ı̂n punctul x0∈ [a, b]. Avem:

fn
u

−→

[a, b]
f =⇒ Fn

u
−→

[a, b]
F.

Demonstraţie. Dacă fn
u

−→

[a, b]
f , atunci pentru orice ε > 0 există nε ∈ N astfel ı̂ncât

|fn(t)−f(t)|<
ε

b− a, oricare ar fi
n≥nε,
t∈ [a, b].

Din acestă relaţie rezultă

|Fn(x)−F (x)| ≤
∫ x

x0

|fn(t)−f(t)| dt < ε, oricare ar fi
n≥nε,
x∈ [a, b].
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2.9.13 Teoremă. Fie fn : [a, b]→R funcţii derivabile cu derivată continuă. Avem:

există g : [a, b]−→R şi x0∈ [a, b] astfel ı̂ncât :
f ′n

u
−→

[a, b]
g,

(fn(x0))n≥0 este convergent







=⇒







există f : [a, b]−→R derivabilă
astfel ı̂ncât :

fn
u

−→

[a, b]
f,

f ′ = g

Demonstraţie. Fie ε>0 şi f : [a, b]−→R, f(x)=
∫ x
x0
g(t) dt+l, unde l=limn→∞ fn(x0).

Există nε ∈ N astfel ı̂ncât

|fn(x0)− l| <
ε

2
şi |f ′n(t)−g(t)|<

ε

2(b− a) , oricare ar fi
n≥nε,
t∈ [a, b].

Deoarece fn(x) =
∫ x
x0
f ′n(t) dt+ fn(x0) avem

|fn(x)− f(x)| ≤
∫ x

x0

|f ′n(t)−g(t)| dt + |fn(x0)− l| < ε, oricare ar fi
n≥nε,
x∈ [a, b].

2.9.14 Teoremă. (Prima teoremă de aproximare a lui Weierstrass).

Pentru orice funcţie continuă f : [a, b] −→ R, există

un şir de polinoame uniform convergent cu limita f .

Demonstraţie. A se vedea [38] ,vol. 2, pag 7.

2.10 Serii de funcţii

2.10.1 Definiţie. Fie A o mulţime şi fn :A−→R, unde n∈N, funcţii definite pe A.

Spunem că seria de funcţii
∑

n≥0 fn este convergentă (C) ı̂n punctul x0

din A dacă seria de numere reale
∑

n≥0 fn(x0) este convergentă.

În caz contrar, spunem că seria este divergentă (D) ı̂n punctul x0.

Mulţimea Ac ⊆ A formată din toate punctele ı̂n care seria este

convergentă se numeşte mulţimea de convergenţă a seriei.

2.10.2 Definiţie. Fie A o mulţime şi fn :A→R funcţii definite pe A. Spunem că

seria
∑

n≥0 fn este convergentă dacă Ac=A, adică dacă şirul sumelor parţiale (sk),

sk =

k∑

n=0

fn = f0 + f1 + · · · + fk,
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este convergent. Limita acestui şir este numită suma seriei şi scriem
∞∑

n=0

fn = lim
k→∞

k∑

n=0

fn = lim
k→∞

(f0 + f1 + · · ·+ fk).

∑

n≥0 fn este numită uniform convergentă ı̂n A dacă (sk) este uniform convergent.
∑

n≥0 fn este numită absolut convergentă dacă seria
∑

n≥0 |fn| este convergentă.

2.10.3 Dacă seria
∑

n≥0 fn este uniform convergentă ı̂n A cu suma S şi dacă B ⊂ A,
atunci seria restricţiilor

∑

n≥0 fn|B este uniform convergentă ı̂n B şi are suma S|B .

2.10.4 Propoziţie.

Dacă seria de funcţii
∑

n≥0
fn este convergentă, atunci lim

n→∞
fn = 0.

Demonstraţie. Este similară demonstraţiei prezentate la pag. 46-6.

2.10.5 Teoremă (Criteriul lui Cauchy).

Seria
∑

n≥0 fn, unde fn :A⊆R→R, converge uniform pe A dacă

şi numai dacă, pentru orice ε>0, există nε∈N astfel ı̂ncât

|fn+1(x) + fn+2(x) + · · ·+ fn+k(x)| < ε, oricare ar fi
n≥nε,
k∈N,
x∈A.

Demonstraţie. Afirmaţia rezultă din criteriul lui Cauchy pentru şiruri (pag. 56-7).

2.10.6 Teoremă (Criteriul lui Weierstrass).

Fie A o mulţime şi fn :A−→R, unde n∈N, funcţii definite pe A.

Dacă există o serie cu termeni pozitivi convergentă
∑

n≥0 an astfel ı̂ncât

|fn(x)| ≤ an, oricare ar fi
n∈N,
x∈A,

atunci seria
∑

n≥0 fn este absolut şi uniform convergentă pe A.

Demonstraţie. Utilizăm criteriul lui Cauchy. Fie ε > 0. Deoarece
∑

n≥0 an este

convergentă există nε ∈ N astfel ı̂ncât an+1 + an+2 + · · · + an+k < ε, oricare ar fi

n ≥ nε şi k ∈ N, ceea ce conduce la relaţia
∣
∣
∣
∣
∣

n+k∑

m=n+1

fm(x)

∣
∣
∣
∣
∣
≤

n+k∑

m=n+1

|fm(x)| ≤
n+k∑

m=n+1

am < ε, oricare ar fi
n≥ nε,
k∈N∗,
x∈A.

2.10.7 Exemplu. Dacăα >1, atunci
∑

n≥0
cosnx
nα este uniform convergentă pe R.
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2.10.8 Teoremă (Criteriul lui Dirichlet.)

Fie an :A−→ [0,∞) şi fn :A−→R funcţii definite pe o mulţime A. Avem:

an(x)≥an+1(x), ∀n≥0, ∀x∈A
an

u
−→
A

0

există M > 0 astfel ı̂ncât
|f0(x)+f1(x)+ · · ·+fn(x)|≤M,

∀n≥0, ∀x∈A







⇒
∑

n≥0

anfn este uniform convergentă.

Demonstraţie. Este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 47-11

2.10.9 Teoremă. Avem:

fn :A⊆R→R sunt continue ı̂n x0∈A
∑

n≥0 fn este uniform convergentă

}

⇒
∞∑

n=0

fn este funcţie continuă ı̂n x0.

Demonstraţie. Consecinţă directă a teoremei prezentate la pag. 56-8.

2.10.10 Dacă funcţiile fn :A⊆ R −→R sunt continue ı̂n x0, atunci

∑

n≥0

fn uniform convergentă =⇒ lim
x→x0

∞∑

n=0

fn(x) =
∞∑

n=0

(

lim
x→x0

fn(x)

)

.

2.10.11 Teoremă. Fie I⊆R un interval şi f, fn :I−→R funcţii continue. Avem:

∑

n≥0

fn uniform convergentă =⇒
∫ β

α

( ∞∑

n=0

fn(x)

)

dx =

∞∑

n=0

∫ β

α
fn(x) dx,

oricare ar fi [α, β] ⊆ I.

Demonstraţie. Consecinţă directă a teoremei prezentate la pag. 57-10.

2.10.12 Teoremă. Fie fn : [a, b]→R funcţii derivabile cu derivată continuă. Avem:
∑

n≥0 f
′
n uniform convergentă,

există x0∈ [a, b] astfel ı̂ncât
∑

n≥0 fn(x0) este convergentă







⇒







∑

n≥0 fn uniform convergentă,
∑∞

n=0 fn este derivabilă,

(
∑∞

n=0fn )
′ =

∑∞
n=0 f

′
n.

Demonstraţie. Consecinţă directă a teoremei prezentate la pag. 58-13.
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2.11 Serii de puteri

2.11.1 Definiţie. Prin serie de puteri centrată ı̂n x0 se ı̂nţelege o serie de forma

∑

n≥0

an(x− x0)n = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)2 + · · · , (2.6)

unde coeficienţii an sunt numere fixate.

2.11.2 Teoremă. În cazul unei serii de puteri (2.6) există R∈ [0,∞)∪{∞}, numit

raza de convergenţă a seriei, cu proprietăţile:

Seria este absolut convergentă ı̂n orice punct x cu |x− x0| < R;

Seria este divergentă ı̂n orice punct x cu |x− x0| > R;

Seria este uniform convergentă ı̂n [x0 − r, x0 + r], oricare ar fi r cu 0<r<R.

Demonstraţie. Dacă seria este convergentă doar ı̂n punctul x0, atunci R=0. Dacă

există x′ 6=x0 astfel ı̂ncât
∑

n≥0 an(x
′−x0)n este convergentă, atunci limn→∞ an(x

′−
x0)

n=0. Rezultă că există M > 0 astfel ı̂ncât |an(x′ − x0)n| ≤M , oricare ar fi ∈ N.

Dacă x este astfel ı̂ncât |x− x0| < |x′ − x0|, atunci

|an(x−x0)n|= |an(x′−x0)n|
∣
∣
∣
∣

x−x0
x′−x0

∣
∣
∣
∣

n

≤M
∣
∣
∣
∣

x−x0
x′−x0

∣
∣
∣
∣

n

, oricare ar fi n ∈ N.

Seria
∑

n≥0 |an(x−x0)n| este convergentă conform criteriului comparaţiei, seria

geometrică
∑

n≥0

∣
∣
∣
x−x0
x′−x0

∣
∣
∣

n
fiind convergentă. Rezultă că

∑

n≥0 an(x− x0)n este ab-

solut convergentă ı̂n orice punct x cu |x− x0| < |x′ − x0|. Alegând

R = sup






|x′ − x0|

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

n≥0

an(x
′−x0)n este convergentă







sunt, evident, ı̂ndeplinite primele două condiţii. Dacă r este astfel ı̂ncât 0<r<R,

atunci |(x0 + r)− x0| = r < R şi seria
∑

n≥0 |an| rn este convergentă. Deoarece

|an(x− x0)n| ≤ |an|rn, oricare ar fi x∈ [x0−r, x0+r],

seria
∑

n≥0 an(x−x0)n este uniform convergentă ı̂n [x0−r, x0+r] conform criteriului

lui Weierstrass (pag. 59-6).
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2.11.3

Deoarece
∑k

n=0(x− x0)n =

{
1−(x−x0)k+1

1−(x−x0) dacă x 6= x0 + 1,

k + 1 dacă x = x0 + 1,

seria de puteri
∑

n≥0(x− x0)n este

{

convergentă dacă |x− x0| < 1,

divergentă dacă |x− x0| ≥ 1.

Seria are raza de convergentă R = 1, iar suma ei este

S : (x0 −1, x0 +1) −→ R, S(x) = limk→∞
∑k

n=0(x− x0)n = 1
1−(x−x0) ,

adică

1
1−(x−x0) =1 + (x−x0) + (x−x0)2 + · · · + (x−x0)n + · · · pentru |x−x0|<1.

2.11.4 Teoremă (Cauchy-Hadamard).

Raza de convergenţă a seriei de puteri
∑

n≥0 an(x− x0)n este

R =







0 dacă lim supn→∞
n
√

|an| =∞,
1

lim supn→∞
n
√

|an|
dacă 0 < lim supn→∞

n
√

|an| <∞,

∞ dacă lim supn→∞
n
√

|an| = 0.

Demonstraţie. Conform criteriului Cauchy (pag. 51-27), seria este convergentă dacă

lim sup
n→∞

n
√

|an(x− x0)n| < 1, adică |x− x0| <
1

lim supn→∞
n
√

|an|
,

şi divergentă dacă

lim sup
n→∞

n
√

|an(x− x0)n| > 1, adică |x− x0| >
1

lim supn→∞
n
√

|an|
.

2.11.5 Teoremă. Dacă şirul (|an|/|an+1|)n≥0 are limită, atunci raza de convergenţă

a seriei de puteri
∑

n≥0 an(x− x0)n este

R = lim
n→∞

|an|
|an+1|

.

Demonstraţie. Conform crit. raportului (pag. 51-28), seria este convergentă dacă

lim
n→∞

|an+1(x− x0)n+1|
|an(x− x0)n|

< 1, adică |x− x0| < lim
n→∞

|an|
|an+1|

şi divergentă dacă

lim
n→∞

|an+1(x− x0)n+1|
|an(x− x0)n|

> 1, adică |x− x0| > lim
n→∞

|an|
|an+1|

.



Şiruri şi serii 63

2.11.6 Raza de convergenţă a seriei
∑

n≥0
(x−1)n

n! este R = limn→∞
1/n!

1/(n+1)! =∞.

2.11.7 Definiţie. Fie
∑

n≥0 an(x−x0)n o serie de puteri cu raza de convergenţă R.

Functia S : (x0−R,x0+R)−→R, S(x)=

∞∑

n=0

an(x−x0)n, se numeste suma seriei.

2.11.8 Teoremă.

Seriile
∑

n≥0
an(x−x0)n şi

∑

n≥1
nan(x−x0)n−1 au aceeeaşi rază de convergenţă.

Demonstraţie. Fie R şi R′ razele de convergenţă ale celor două serii. Din relaţia

|x−x0|<R′ ⇒
{
|an(x−x0)n|≤R′|nan(x−x0)n−1|

∑

n≥1 nan(x− x0)n−1 C
⇒
∑

n≥0

an(x−x0)n C ⇒ |x−x0|<R

rezultă R′ ≤ R. Arătăm ı̂n continuare că |x−x0| < R implică |x−x0| < R′. Pentru

r astfel ı̂ncât |x−x0|<r<R, seria
∑

n≥0 anr
n este convergentă şi limn→∞ anr

n = 0.

Există M > 0 astfel ı̂ncât |anrn| ≤M şi

|nan(x−x0)n−1| = n |an| · |x−x0|n−1 ≤ n M
rn
|x−x0|n−1 =

M

r
n

( |x−x0|
r

)n−1

.

Dar

lim
n→∞

(n+1)
(
|x−x0|
r

)n

n
(
|x−x0|
r

)n−1 =
|x−x0|
r

<1 ⇒
∑

n≥1

n

( |x−x0|
r

)n−1

C ⇒
∑

n≥1

nan(x−x0)n−1 C

şi prin urmare |x− x0| < R′, ceea ce conduce la R ≤ R′.

2.11.9 Teoremă. Fie
∑

n≥0 an(x−x0)n o serie de puteri cu raza de convergenţă R.

Suma seriei

S : (x0 −R,x0 +R)−→R, S(x)=

∞∑

n=0

an(x−x0)n,

este o funcţie indefinit derivabilă (de clasa C∞). Derivatele ei se pot obţine prin

derivare termen cu termen:

S′ : (x0 −R,x0 +R)→R, S′(x)=
∑∞

n=1 n an(x−x0)n−1;

S′′ : (x0 −R,x0 +R)→R, S′′(x)=
∑∞

n=2 n(n−1) an(x−x0)n−2;

...................................... ....................................................

S(k) : (x0 −R,x0 +R)→R, S(k)(x)=
∑∞

n=k n(n−1)...(n−k+1) an(x−x0)n−k.
...................................... ....................................................
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Demonstraţie. Seria
∑

n≥0 an(x−x0)n şi seriile obţinute din ea prin derivare termen

cu termen sunt uniform convergente pe orice interval [x0 −r, x0 +r]⊂ (x0 −R,x0 +
R). Conform teoremei prezentate la pag. 60-12, restricţia funcţiei sumă S la orice

interval (x0 −r, x0 +r) cu [x0 −r, x0 +r] ⊂ (x0 −R,x0 +R) este indefinit derivabilă

şi derivatele ei se pot calcula derivând termen cu termen.

2.11.10 Plecând de la seria geometrică (a se vedea pag. 61-3, cazul x0 = 0)

1

1−x = 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + · · · pentru |x|<1,

prin derivare termen cu termen, obţinem:
1

(1−x)2 = 1 + 2x+ 3x2 + · · ·+ nxn−1 + · · · pentru |x|<1;

2
(1−x)3 = 2 · 1 + 3 · 2x+ 4 · 3x2 + · · ·+ n(n− 1)xn−2 + · · · pentru |x|<1.

2.11.11 Derivând termen cu termen

S(x) = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · · x

n

n!
+ · · · pentru orice x ∈ R,

obţinem relaţia

S′(x) = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · · x

n

n!
+ · · · = S(x) pentru orice x ∈ R,

din care rezultă că S este de forma C ex cu C o constantă. Deoarece S(0)=1, avem

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · · + xn

n!
+ · · · pentru orice x ∈ R.

2.11.12 Fie α ∈ R fixat. Utilizând teorema de la pag. 62-5, se deduce că raza de

convergenţă a seriei binomiale
∑

n≥0

α(α−1) . . . (α−n+1)

n!
xn = 1 + αx+

α(α−1)
2!

x2 +
α(α−1)(α−2)

3!
x3 + · · ·

este R = 1. În acest caz, derivând termen cu termen relaţia

S(x)=1+αx+
α(α−1)

2!
x2 + · · ·+ α(α−1) . . . (α−n+1)

n!
xn+ · · · pentru |x|<1,

obţinem ecuaţia S′(x) = α
1+x S(x), care conduce la

(1+x)α=1+αx+
α(α−1)

2!
x2+· · ·+α(α−1) . . . (α−n+1)

n!
xn+· · · pentru |x|<1.

2.11.13 Relaţii similare celor de la punctele precedente se pot obţine prin substituţie:

Punând −x ı̂n loc de x obţinem:
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1
1+x = 1− x+ x2 − x3 + · · ·+ (−1)nxn + · · · pentru |x|<1;

1
(1+x)2 = 1− 2x+ 3x2 + · · · + (−1)n−1nxn−1 + · · · pentru |x|<1;

e−x = 1− x
1! +

x2

2! − x3

3! + · · ·+ (−1)n xnn! + · · · pentru orice x ∈ R.

Punând x2 ı̂n loc de x obţinem:
1

1−x2 = 1 + x2 + x4 + x6 + · · · + x2n + · · · pentru |x|<1;

1
1+x2

= 1− x2 + x4 − x6 · · · + (−1)nx2n + · · · pentru |x|<1;

ex
2
= 1 + x2

1! +
x4

2! +
x6

3! + · · ·+ x2n

n! + · · · pentru orice x ∈ R.

2.11.14 Teoremă. Fie
∑

n≥0
an(x−x0)n o serie de puteri cu raza de convergenţă R.

Suma seriei

S : (x0 −R,x0 +R)−→R, S(x)=
∞∑

n=0

an(x−x0)n,

poate fi integrată termen cu termen pe orice interval [α, β]⊂(x0 −R,x0 +R),
∫ β

α
S(x) dx=

∞∑

n=0

∫ β

α
an(x−x0)n dx=

∞∑

n=0

an
(x−x0)n+1

n+ 1

∣
∣
∣
∣

β

α

.

În particular, pentru orice x∈(x0 −R,x0 +R) avem
∫ x

x0

S(t) dt=

∞∑

n=0

an
(x−x0)n+1

n+ 1
.

Demonstraţie. Seria
∑

n≥0 an(x − x0)n este uniform convergentă pe orice interval

[x0 −r, x0 +r] ⊂ (x0 −R,x0 +R). Pentru un interval [α, β] dat, alegem r > 0 astfel

ı̂ncât [α, β] ⊂ [x0−r, x0 +r] ⊂ (x0−R,x0 +R) şi utilizăm teorema de la pag. 60-11.

2.11.15 Plecând de la relaţiile
1

1+x = 1− x+ x2 − x3 + · · ·+ (−1)nxn + · · · pentru |x|<1,

1
1+x2

= 1− x2 + x4 + · · · + (−1)nx2n + · · · pentru |x|<1.

prin integrare termen cu termen, obţinem

ln(1 + x) =
∫ x
0

1
1+t dt = x− x2

2 + x3

3 − · · ·+ (−1)n xn+1

n+1 + · · · pentru |x|<1,

arctg x =
∫ x
0

1
1+t2

dt = x− x3

3 + x5

5 − · · · + (−1)n x2n+1

2n+1 + · · · pentru |x|<1.
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Capitolul 3

Elemente de topologie.

Continuitate

3.1 Mulţimi deschise

3.1.1 Prin spaţiu metric se ı̂nţelege orice mulţime nevidă pe care s-a definit o

distanţă, iar prin spaţiu normat orice spaţiu vectorial pe care s-a definit o normă.

Noţiunea de spaţiu metric este mult mai generală decât cea de spaţiu normat şi ı̂n

acelaşi timp cu o structură matematică mult mai săracă. Elementele unui spaţiu nor-

mat pot fi descrise prin utilizarea unei baze ı̂n spaţiul vectorial corespunzător. Orice

spaţiu normat (E, ‖ ‖) are o structură naturală de spaţiu metric, dată de distanţa

d : E × E −→ R, d(x, y) =‖ x− y ‖ .
Noţiunea de spaţiu metric fiind foarte generală, elementele pe care le implică sunt,

ı̂n general, insuficiente pentru a permite descrierea unor sisteme fizice. Spaţiile

metrice care intervin ı̂n modelele matematice utilizate ı̂n fizică sunt, ı̂n general,

spaţii normate sau submulţimi ale unor spaţii normate. În general, punctul de la

care se pleacă ı̂n construcţia unui model matematic este un spaţiu normat.

3.1.2 Propoziţie. Orice submulţime nevidă a unui spaţiu normat are o structură

naturală de spaţiu metric.

Demonstraţie. Dacă (E, ‖ ‖) este spaţiu normat şi dacă S ⊆ E este este o submulţime

nevidă, atunci (S, d), unde
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d : S × S −→ R, d(x, y) =‖ x− y ‖,
este spaţiu metric. Demonstraţia este similară celei prezentate la pag. 38-2.

3.1.3 Exemplu. Sfera unitate cu centrul ı̂n origine

S = {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 = 1 },
considerată cu distanţa indusă din spaţiul normat R3

d : S×S −→ R, d((x, y, z), (x′, y′, z′)) =‖ (x, y, z) − (x′, y′, z′) ‖
=
√

(x−x′)2 +(y−y′)2 +(z−z′)2,
este spaţiu metric.

3.1.4 Orice submulţime nevidă a unui spaţiu metric are la rândul ei o structură

de spaţiu metric. Dacă (S, d) este spaţiu metric şi dacă S0 ⊂ S este o

submulţime nevidă, atunci restricţia aplicaţiei d la S0 × S0 este o distanţă

pe S0 şi deci (S0, d|S0×S0) este spaţiu metric.

3.1.5 Definiţie. Fie (S, d) un spaţiu metric, x0 ∈ S un punct fixat şi r > 0.

Prin sfera deschisă de centru x0 şi rază r se ı̂nţelege mulţimea

Br(x0) = { x∈S | d(x0, x) <r }.

rr
(x0, y0)(x0, y0)

Figura 3.1: Sfere deschise din R2 ı̂n cazurile ||(x, y)||=
√

x2+y2 şi ||(x, y)||= |x|+|y|.

3.1.6 Exemple.

a) În spaţiul normat (R, | |), avem Br(x0) = (x0 − r, x0 + r).
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b) În (R2, ‖ ‖) cu ‖(x, y)‖=
√

x2 + y2, mulţimea Br(x0, y0) este un disc considerat

fără circumferinţă (v. Fig. 3.1 , partea stângă).

c) În (R2, ‖ ‖) cu ‖(x, y)‖= |x| + |y|, sfera deschisă Br(x0, y0) este formată din

punctele situate ı̂n interiorul unui pătrat (v. Fig. 3.1, partea dreaptă).

c) În (R2, ‖ ‖) cu ‖(x, y)‖= max{|x|, |y|} sfera deschisă Br(x0, y0) este formată

din punctele situate ı̂n interiorul unui pătrat (v. Fig. 3.2 , partea stângă).

d) În spaţiul (C0([a, b]), ‖ ‖) al funcţiilor continue f : [a, b] −→ R considerat

ı̂mpreună cu norma ‖ f ‖=maxx∈[a,b] |f(x)|, sfera deschisă Br(f0) este formată

din toate funcţiile f : [a, b] −→ R pentru care (v. Fig. 3.2 , partea dreaptă)

|f(x)−f0(x)| < r, oricare ar fi x∈ [a, b],
adică din toate funcţiile f : [a, b] −→ R pentru care

f0(x)−r < f(x) < f0(x)+r, oricare ar fi x∈ [a, b].

(x0, y0)
f

a

r

b

f0

f0 − r

f0 + r

Figura 3.2: Sfere ı̂n cazurile ||(x, y)||=max{|x|, |y|} şi ||f ||=maxx∈[a,b]|f(x)|.

3.1.7 Definiţie. Fie (S, d) un spaţiu metric şi D⊆S o mulţime. Spunem despre

un element x∈D că este punct interior al mulţimii D dacă există rx>0

astfel ı̂ncât Brx(x)⊂D ( se vedea Fig. 3.3 ). Mulţimea formată din toate

punctele interioare ale lui D este numită interiorul lui D şi notată cu
◦
D.

3.1.8 Din definiţia anterioară, rezultă că
◦
D⊆ D, oricare ar fi D⊆S.

3.1.9 Definiţie. Fie (S, d) un spaţiu metric. Spunem despre o mulţime D⊆ S că

este mulţime deschisă dacă
◦
D=D, adică dacă orice punct x∈D este punct interior.
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x

rx

Brx(x)

D

Figura 3.3: Punct interior.

3.1.10 Exemple.

a) În cazul spaţiului normat (R, | |), avem
◦
R= R,

◦
Q= ∅, D=[0, 1)⇒

◦
D=(0, 1).

b) În cazul spaţiului normat (R2, ‖ ‖) cu ‖(x, y)‖=
√

x2+y2 avem:

D={(x, y) | x2+y2 ≤ 1} =⇒
◦
D={(x, y) | x2+y2 < 1};

D={(x, y) | y ≥ 0} =⇒
◦
D={(x, y) | y > 0}.

3.1.11 Problemă. Fie (S, d) un spaţiu metric. Să se arate că:

a) Mulţimile ∅ şi S sunt mulţimi deschise;

b) Orice reuniune de mulţimi deschise este o mulţime deschisă;

c) Orice intersecţie finită de mulţimi deschise este o mulţime deschisă.

3.1.12 Definiţie. Fie (S, d) un spaţiu metric. Prin vecinătate a unui punct x ∈ S
se ı̂nţelege orice mulţime deschisă care conţine pe x.

3.2 Mulţimi ı̂nchise

3.2.1 Definiţie. Fie (S, d) un spaţiu metric şi A⊆S o mulţime. Spunem despre

un element a∈S că este punct limită al mulţimii A dacă, pentru orice r>0,

avem Br(a) ∩A 6= ∅ (a se vedea Fig. 3.4). Mulţimea formată din toate

punctele limită ale lui A este numită ı̂nchiderea lui A şi notată cu Ā.

3.2.2 Exemple.
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a) În cazul spaţiului normat (R, | |), avem
R̄ = R, Q̄ = R, [0, 1) =[0, 1],

{

1,
1

2
,
1

3
, · · ·

}

=

{

0, 1,
1

2
,
1

3
, · · ·

}

.

b) În cazul spaţiului normat (R2, ‖ ‖) cu ‖(x, y)‖=
√

x2+y2, avem:

{(x, y) | x2+y2 < 1} = {(x, y) | x2+y2 ≤ 1};
{(x, y) | y > 0} = {(x, y) | y ≥ 0}.

A

x1

a

x2 x3

Figura 3.4: Punct limită.

3.2.3 Propoziţie. Fie (S, d) un spaţiu metric şi A⊆S o mulţime. Avem a∈ Ā dacă

şi numai dacă există ı̂n A un şir convergent (xn)n≥0 astfel ı̂ncât a= lim
n→∞

xn.

Demonstraţie. Dacă a ∈ Ā, atunci B 1
n
(a) ∩ A 6= ∅, oricare ar fi n ∈ N∗. Alegând

pentru fiecare n ∈ N∗ un element xn ∈ B 1
n
(a) ∩ A, obţinem un şir (xn)n≥0 astfel

ı̂ncât d(xn, a) <
1
n . Invers, dacă există ı̂n A un şir convergent (xn)n≥0 astfel ı̂ncât

a = limn→∞ xn, atunci pentru orice r>0 există nr ∈ N astfel ı̂ncât xn ∈ Br(a) ∩A,
oricare ar fi n ≥ nr.

3.2.4 Orice punct x ∈ A este punct limită al lui A. Oricare ar fi A avem A ⊆ Ā.

3.2.5 Definiţie. Fie (S, d) un spaţiu metric. Spunem despre o mulţime A⊆S că

este mulţime ı̂nchisă dacă A= Ā, adică dacă A ı̂şi conţine toate punctele limită.

3.2.6 Propoziţie. Mulţimea A din spaţiul metric (S, d) este ı̂nchisă dacă şi numai

dacă limita oricărui şir convergent din A aparţine lui A.
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Demonstraţie. Orice element din Ā este limita unui şir convergent din A şi pentru

orice şir convergent (xn)n≥0 din A are loc relaţia limn→∞ xn∈ Ā. Avem Ā = A dacă

şi numai dacă limita oricărui şir convergent din A aparţine lui A.

3.2.7 Teoremă. Fie (S, d) un spaţiu metric. O mulţime D⊆S este deschisă dacă

şi numai dacă complementara ei S\D este mulţime ı̂nchisă.

Demonstraţie. “⇒” Fie D ⊆ S mulţime deschisă. Avem de arătat că S\D ⊆ S\D.

Fie x ∈ S\D. Presupunând prin absurd că x 6∈ S\D, rezultă că x ∈ D şi există

rx > 0 astfel ı̂ncât Brx(x) ⊂ D. Dar ı̂n acest caz Brx(x) ∩ (S\D) = ∅, ceea ce este

ı̂n contradicţie cu x ∈ S\D. “⇐” Fie D ⊆ S mulţime ı̂nchisă. Avem de arătat că

S\D este deschisă. Fie x ∈ S\D. Deoarece D̄ = D, avem x 6∈ D̄ şi prin urmare

există r > 0 astfel ı̂ncât Br(x) ∩D = ∅, adică astfel ı̂ncât Br(x) ⊆ S\D.

3.2.8 Exerciţiu. Orice submulţime finită a unui spaţiu metric este ı̂nchisă.

Rezolvarea 1. Singurele şiruri convergente sunt cele constante, de la un rang ı̂ncolo.

Rezolvarea 2. Fie (S, d) un spaţiu metric şi A={x1, x2, ..., xk}⊂S. Mulţimea S\A
este deschisă: dacă x∈S−A, atunci există rx=min1≤n≤k d(x, xn) cu Brx(x)⊂S\A.

3.2.9 Definiţie. Fie (S, d) un spaţiu metric. Spunem despre o submulţime A⊂S
că este densă ı̂n S dacă Ā = S.

3.2.10 Dacă A este densă ı̂n S, atunci orice element al lui S este limita unui şir

convergent de elemente din A. Mulţimea numerelor raţionale Q este densă ı̂n spaţiul

normat (R, | |). Orice număr real este limita unui şir de numere raţionale.

3.3 Limita unei funcţii ı̂ntr-un punct

3.3.1 În anumite aplicaţii, este utilă cunoaşterea comportării unei funcţii f ı̂n vecină-

tatea unui punct a fără a lua ı̂n considerare valoarea pe care o ia funcţia ı̂n punctul

a (̂ın cazul ı̂n care ea este definită ı̂n a). În particular, este util să se ştie ce se

ı̂ntâmplă cu valorile f(x) ale funcţiei când x se apropie din ce ı̂n ce mai mult de

punctul a. Pentru ca problema să aibă sens, este necesar ca domeniul de definiţie al

lui f să conţină puncte oricât de apropiate de a, diferite de a.
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3.3.2 Definiţie. Spunem despre un punct a∈R că este punct de acumulare pentru

o mulţime D⊆R dacă, oricare ar fi ε>0, avem (a−ε, a+ε) ∩ (D−{a}) 6= ∅.
Prin definiţie, ∞ este punct de acumulare pentru mulţimile nemajorate, iar

−∞ este punct de acumulare pentru mulţimile neminorate.

3.3.3 Punctul a = 1 este punct de acumulare pentru D = (0, 1) ∪ (3,∞).

Punctul a = 2 nu este punct de acumulare pentru D = (0, 1) ∪ (3,∞).

Punctul a = 0 este punct de acumulare pentru D =
{
1, 1

2 ,
1
3 ,

1
4 , ...

}
.

Punctul a = 1 nu este punct de acumulare pentru D =
{
1, 1

2 ,
1
3 ,

1
4 , ...

}
.

Punctul a =
√
2 este punct de acumulare pentru Q.

3.3.4 Definiţie. Fie f :D⊆R−→R o funcţie şi a un punct de acumulare pentru D.

Spunem că funcţia f are limita l ı̂n punctul a şi scriem

lim
x→a

f(x) = l

dacă, oricare ar fi şirul (xn)n≥0 dinD\{a} cu lim
n→∞

xn = a, avem lim
n→∞

f(xn) = l.

3.3.5 Exerciţiu. Fie funcţia

R−{0} −→ R : x 7→ sin
1

x
.

Să se arate că

lim
x→ 2

π

sin
1

x
= 1, dar lim

x→0
sin

1

x
nu există.

Rezolvare. Punctul a = 2
π este punct de acumulare pentru D = R\{0} şi

xn →
2

π
=⇒ sin

1

xn
→ sin

π

2
= 1.

Punctul a=0 este punct de acumulare pentru D=R\{0}. Limita nu există deoarece

αn=
1

nπ
−→ 0←− 1

π
2 + 2nπ

=βn, dar sin
1

αn
−→ 0 6= 1←− sin

1

βn
.

3.3.6 MATHEMATICA: Limit[f[x], x -> a]

In[1]:=Limit[Sin[1/x], x -> 2/Pi] 7→ Out[1]=1

In[2]:=Limit[Sin[x]/x, x -> 0] 7→ Out[2]=1

In[3]:=Limit[(1+1/x)^x, x -> Infinity] 7→ Out[3]=e.
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3.3.7 Teoremă. Fie f :D⊆R→R o funcţie şi a un punct de acumulare pentru D.

lim
x→a

f(x)= l ⇐⇒







pentru orice ε>0, există δ>0 astfel ı̂ncât
x∈D
x 6=a

|x−a|<δ






=⇒ |f(x)− l|<ε.

Demonstraţie. “=⇒” Presupunând contrariul, există ε0>0 astfel ı̂ncât, oricare ar fi

δ>0, există x∈D cu x 6=a, |x−a|<δ şi |f(x)−l|≥ ε. În particular, alegând δ = 1
n

există xn ∈ D cu xn 6= a, |xn−a|< 1
n şi |f(xn)− l| ≥ ε. Rezultă că limn→∞ xn = a

şi conform ipotezei trebuie să avem relaţia limn→∞ f(xn) = l, ı̂n contradicţie cu

|f(xn)− l| ≥ ε. “⇐=” Fie (xn)n≥0 un şir din D\{a} cu limn→∞ xn = a. Pentru a

arăta că limn→∞ f(xn) = l considerăm ε > 0 arbitrar ales. Conform ipotezei, există

δ > 0 astfel ı̂ncât, pentru orice x∈D cu x 6=a şi |x−a|<δ, are loc relaţia |f(x)−l|<ε.
Deoarece limn→∞ xn = a, există nε∈N astfel ı̂ncât |xn−a|<δ şi deci |f(xn)−l|<ε,
oricare ar fi n≥nε.

3.3.8 Definiţie. Fie (S, d) un spaţiu metric. Spunem despre un punct a∈S că este

punct de acumulare pentruD⊆S dacă, oricare ar fi ε>0, avem Bε(a)∩(D\{a}) 6= ∅.

3.3.9 Definiţie. Fie (S1, d1), (S2, d2) spaţii metrice, f :D⊆ S1−→ S2 o funcţie şi

a∈S1 punct de acumulare pentru D. Spunem că funcţia f are limita l ı̂n punctul a,

lim
x→a

f(x) = l,

dacă, oricare ar fi şirul (xn)n≥0 din D\{a} cu lim
n→∞

xn = a, avem lim
n→∞

f(xn) = l.

3.3.10 Teoremă. Fie f :D⊆S1→S2 o funcţie şi a punct de acumulare pentru D.

lim
x→a

f(x)= l ⇐⇒







pentru orice ε>0, există δ>0 astfel ı̂ncât
x∈D
x 6=a

d1(x, a) <δ






=⇒ d2(f(x), l) <ε.

Demonstraţie. Este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 74-7 .

3.3.11 În cazul spaţiilor Rn, dacă nu se indică o altă normă, vom sub̂ınţelege că

structura de spaţiu normat considerată este cea definită de norma uzuală

‖ ‖: Rn −→ R : x = (x1, x2, ..., xn) 7→‖ x ‖=

√
√
√
√

n∑

k=1

x2k.
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f

a

l

x

D

S1 S2

δ

ε
f(x)

Figura 3.5: Limita unei funcţii ı̂ntr-un punct.

Ea este norma asociată produsului scalar uzual

〈, 〉 : Rn × Rn −→ R, 〈x, y〉 =
n∑

k=1

xk yk,

adică

||x|| =
√

〈x, x〉,
şi defineşte distanţa uzuală

d : Rn × Rn −→ R, d(x, y) = ||x− y|| =

√
√
√
√

n∑

k=1

(xk − yk)2.

3.3.12 Exerciţiu. Fie funcţia

f : R2\{(0, 0)} −→ R, f(x, y) =
x3

x2 + y2
.

Să se arate că

lim
(x,y)→(1,2)

f(x, y) =
1

5
şi lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

Rezolvare. Punctul (1, 2) este punct de acumulare pentru D=R2\{(0, 0)}. Avem

(xn, yn)→ (1, 2) ⇒
{
xn → 1
yn → 2

⇒ f(xn, yn) =
x3n

x2n + y2n
→ 13

12 + 22
=

1

5
.

Punctul (0, 0) este punct de acumulare pentru D. Dacă (xn, yn)→ (0, 0), atunci

0 ≤ |f(xn, yn)− 0| =
∣
∣
∣
∣

x3n
x2n + y2n

∣
∣
∣
∣
=

x2n
x2n + y2n

|xn| ≤ |xn| → 0.
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3.3.13 Exerciţiu. Fie funcţia

f : R2\{(0, 0)} −→ R, f(x, y) =
xy

x2 + y2
.

Să se arate că nu există limita

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y),

deşi există limitele iterate

lim
x→0

(lim
y→0

f(x, y)) = 0 = lim
y→0

( lim
x→0

f(x, y)).

Rezolvare. Oricare ar fi α∈R, avem

lim
n→∞

(
1

n
,
α

n

)

=(0, 0), dar limita lim
n→∞

f

(
1

n
,
α

n

)

=
α

1+α2
depinde de α.

3.3.14 Propoziţie. Fie funcţia

f : D ⊆ Rn −→ Rk, f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fk(x)),

şi a∈Rn un punct de acumulare pentru D. Avem:

lim
x→a

f(x)=(l1, l2, ..., lk) ⇐⇒ lim
x→a

fj(x)= lj , oricare ar fi j∈{1, 2, ..., k}.

Demonstraţie. Afirmaţia rezultă din relaţia (a se vedea pag. 45-13)

|f1(x)−l1|
...

|fk(x)−lk|







≤ ‖ f(x)−l ‖≤ |f1(x)−l1|+ ...+ |fk(x)−lk|.

3.4 Funcţii continue

3.4.1 În acest paragraf vom studia comportarea unei funcţii ı̂n vecinătatea unui

punct a aparţinând domeniului de definiţie comparând valoarea funcţiei ı̂n a

cu valorile luate ı̂n vecinătatea lui a.

3.4.2 Definiţie. Fie f :D⊆R→R o funcţie şi a∈D. Spunem că f este continuă ı̂n a

dacă, oricare ar fi şirul (xn)n≥0 din D cu limn→∞ xn=a, avem limn→∞ f(xn)=f(a).
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3.4.3 Teoremă. Fie f :D⊆R−→R o funcţie şi a ∈ D. Avem:

f este continuă ı̂n a ⇐⇒







pentru orice ε>0, există δ>0 astfel ı̂ncât :
x∈D

|x−a|<δ

}

=⇒ |f(x)− f(a)|<ε.

Demonstraţie. Este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 74-7 .

3.4.4 Definiţie. Fie (S1, d1), (S2, d2) spaţii metrice, f :D⊆S1−→S2 o funcţie şi

a∈D. Spunem că funcţia f este continuă ı̂n a dacă, oricare ar fi

şirul (xn)n≥0 din D cu limn→∞ xn=a, avem limn→∞ f(xn)=f(a).

3.4.5 Definiţie. Spunem că funcţia f :D⊆S1→S2 este funcţie continuă

dacă este continuă ı̂n orice punct a∈D.

3.4.6 Punctele lui D care nu sunt puncte de acumulare se numesc puncte izolate.

Dacă a∈D este punct izolat şi dacă (xn)n≥0 este un şir din D cu lim
n→∞

xn=a,

atunci există n0∈N astfel ı̂ncât xn=a, oricare ar fi n≥n0, ceea ce conduce

la limn→∞ f(xn)=f(a). Astfel, o funcţie este continuă ı̂n orice punct izolat

al domeniului de definiţie.

3.4.7 O funcţie f este continuă ı̂ntr-un punct de acumulare a aparţinând domeniului

de definiţie dacă şi numai dacă f are limită ı̂n a şi limx→a f(x) = f(a).

3.4.8 Teoremă. Fie f :D⊆S1−→S2 o funcţie şi a∈D. Avem:

f este continuă ı̂n a ⇐⇒







pentru orice ε>0, există δ>0 astfel ı̂ncât :
x∈D

d1(x, a) <δ

}

=⇒ d2(f(x), f(a)) <ε.

Demonstraţie. Este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 74-7 .

3.4.9 Propoziţie. (Prelungirea prin continuitate). Fie f :D⊆S1→S2 o funcţie şi

a un punct de acumulare pentru D care nu aparţine lui D. Dacă există limita

lim
x→a

f(x) = l,

atunci funcţia

f̃ : D ∪ {a} −→S2, f̃(x) =

{
f(x) dacă x∈D,
l dacă x=a,

este continuă ı̂n a.

Demonstraţie. Afirmaţia rezultă direct din definiţia continuităţii.
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3.4.10 Exemplu. Deoarece limx→0
sinx
x = 1, funcţia

f : R\{0} −→ R, f(x) =
sinx

x
,

se poate prelungi prin continuitate, rezultând funcţia continuă

f̃ : R −→ R, f̃(x) =

{
sinx
x dacă x 6= 0,

1 dacă x = 0.

3.4.11 Propoziţie. Fie (S1, d1), (S2, d2), (S3, d3) spaţii metrice şi

f :D1⊆S1−→S2, g :D2⊆S2−→S3

două funcţii astfel ı̂ncât f(D1) ⊆ D2. Dacă f este continuă ı̂n punctul

a∈D1 şi dacă g este continuă ı̂n f(a) ∈ D2, atunci funcţia compusă

g ◦ f : D1−→S3, (g ◦ f)(x) = g(f(x)),

este continuă ı̂n punctul a.

Demonstraţie. Din continuitatea lui f ı̂n a şi a lui g ı̂n f(a) rezultă relaţia

xn→a =⇒ f(xn)→f(a) =⇒ (g◦f)(xn)=g(f(xn))→ g(f(a))=(g ◦ f)(a)
care arată că g ◦ f este continuă ı̂n a.

3.4.12 Definiţie. Fie (S1, d1), (S2, d2) spaţii metrice. Spunem că funcţia

f :D⊆S1→S2 este funcţie continuă dacă este continuă ı̂n orice punct a∈D.

3.4.13 Propoziţie. Dacă f : S1 −→ S2 este funcţie continuă, atunci:

D este deschisă ı̂n S2 =⇒ f−1(D) este deschisă ı̂n S1.

Demonstraţie. Fie a ∈ f−1(D) = {x ∈ S1 | f(x) ∈ D}. Deoarece f(a) aparţine

mulţimii deschise D, rezultă că există ε > 0 astfel ı̂ncât Bε(f(a)) ⊂ D. Funcţia f

fiind continuă ı̂n a, există δ > 0 astfel ı̂ncât d1(x, a) < δ =⇒ d2(f(x), f(a)) < ε,

adică relaţia f(Bδ(a)) ⊂ Bε(f(a)) din care rezultă Bδ(a) ⊂ f−1(D).

3.4.14 Propoziţie. Dacă (E, ‖ ‖) este spaţiu normat, atunci aplicaţia

‖ ‖: E −→ R : x 7→‖x‖
este continuă. În particular, aplicaţia modul R −→ R : x 7→ |x| este continuă.

Demonstraţie. Din definiţia normei rezultă relaţiile
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‖xn ‖=‖xn−a+a‖≤‖xn−a‖ + ‖a‖, ‖a‖=‖a−xn+xn ‖≤‖xn−a‖ + ‖xn ‖
care conduc la

− ‖xn−a‖≤‖xn ‖−‖a‖≤‖xn−a‖, adică | ‖xn ‖−‖a‖ | ≤ ‖xn−a‖
şi prin urmare,

xn → a =⇒ ‖xn−a‖→ 0 =⇒ | ‖xn ‖−‖a‖ | → 0 =⇒ ‖xn ‖→‖a‖ .

3.4.15 Propoziţie. Dacă (E, ‖ ‖) este spaţiu normat, atunci aplicaţiile

E × E −→ E : (x, y) 7→ x+ y, R× E −→ E : (α, x) 7→ αx

sunt continue ( a se vedea pag. 37-5).

Demonstraţie. Dacă (xn, yn)→ (a, b), atunci xn → a, yn → b şi avem

0 ≤‖ (xn + yn)− (a+ b) ‖≤‖ xn − a ‖ + ‖ yn − b ‖→ 0.

Dacă (αn, xn)→ (α, a), atunci αn → α, xn → a şi avem

0 ≤‖ αnxn − αa ‖ =‖ (αn − α)(xn − a) + (αn − α)a+ α(xn − a) ‖
≤ |αn−α| ‖ xn−a ‖ +|αn−α| ‖ a ‖ +|α| ‖ xn−a ‖→ 0.

3.4.16 Teoremă. Orice aplicaţie liniară A :Rn−→Rk este continuă.

Demonstraţie. Orice vector u=(u1, u2, ..., un)∈Rn admite ı̂n raport cu baza

{e1=(1, 0, ..., 0), e2=(0, 1, 0, ..., 0), . . . en=(0, 0, ..., 0, 1)}
reprezentarea u=u1 e1+u2 e2+ · · · +un en. Din relaţia (a se vedea pag. 41-9)

‖Ax−Aa‖ =‖A(x−a)‖=‖A((x1−a1) e1+(x2−a2) e2+ · · ·+(xn−an) en)‖
≤‖A((x1−a1) e1 ‖ + ‖(x2−a2) e2 ‖ + · · ·+ ‖(xn−an) en)‖
= |x1−a1| ‖Ae1 ‖ +|x2−a2| ‖Ae2 ‖ + · · ·+ |xn−an| ‖Aen ‖

≤
√∑n

j=1(xj − aj)2
√∑n

j=1 ‖Aej ‖2 =‖x− a‖
√∑n

j=1 ‖Aej ‖2,

verificată oricare ar fi a∈Rn, rezultă că limx→aAx=Aa.

3.4.17 Propoziţie. O funcţie

f : D ⊆ Rn −→ Rk, f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fk(x)),

este continuă ı̂ntr-un punct a∈D dacă şi numai dacă fiecare dintre funcţiile
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fj : D ⊆ Rn −→ R, j∈{1, 2, ..., k},
este continuă ı̂n punctul a.

Demonstraţie. Afirmaţia rezultă din relaţia (a se vedea pag. 45-13)

|f1(x)−f1(a)|
...

|fk(x)−fk(a)|







≤ ‖ f(x)−f(a) ‖≤ |f1(x)−f1(a)|+ ...+ |fk(x)−fk(a)|.

3.5 Mulţimi compacte

3.5.1 Definiţie. Spunem despre o mulţime K dintr-un spaţiu metric (S, d) că este

compactă (prin şiruri) dacă orice şir (xn)n≥0 din K conţine cel

puţin un subşir (xnk
)k≥0 convergent către un element din K.

3.5.2 Exerciţiu. În spaţiul (R, | |), orice interval [a, b] este mulţime compactă.

Rezolvare. Orice şir (xn)n≥0 din [a, b] este mărginit şi conform teoremei lui Cesaro

(pag. 30-18) conţine un subşir convergent (xnk
)k≥0. În plus, avem:

a ≤ xnk
≤ b =⇒ a ≤ lim

k→∞
xnk
≤ b.

3.5.3 Teoremă. Într-un spaţiu metric, orice mulţime compactă este ı̂nchisă.

Demonstraţie. Fie (S, d) un spaţiu metric şi K ⊂ S o mulţime compactă. Dacă

a ∈ K̄, atunci există ı̂n K un şir (xn)n≥0 cu limn→∞ xn = a. Mulţimea K fiind

compactă, şirul (xn)n≥0 conţine un subşir (xnk
)k≥0 convergent la un element din K.

Dar limk→∞ xnk
=limn→∞ xn=a şi prin urmare a ∈ K. Rezultă că K̄ ⊆ K.

3.5.4 Definiţie. Spunem despre o mulţime A dintr-un spaţiu metric (S, d) că este

mărginită dacă există a∈S şi r>0 astfel ı̂ncât A⊂Br(a).

3.5.5 Teoremă. Într-un spaţiu metric, orice mulţime compactă este mărginită.

Demonstraţie. Fie (S,d) un spaţiu metric şi K ⊂ S o mulţime compactă. Pre-

supunând că K nu este mărginită, există un şir (xn)n≥0 ı̂n K astfel ı̂ncât d(xn, xk) ≥
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1, oricare ar fi n, k ∈ N. El poate fi generat ı̂n modul următor: alegem x0 ∈ K, apoi

x1∈K−B1(x0), apoi x2∈K−(x0)∪B1(x1)), apoi x3∈K−(B1(x0)∪B1(x1)∪B1(x2)),

etc. Mulţimea nemărginită K nu este conţinută ı̂n B1(x0) ∪ B1(x1) ∪ · · · ∪ B1(xn)

deoarece alegând

r = max{1, d(x0, x1) + 1, d(x0, x2) + 1, . . . , d(x0, xn) + 1}
avem B1(x0)∪B1(x1)∪· · ·∪B1(xn) ⊂ Br(x0). Şirul (xn)n≥0 nu conţine niciun subşir

convergent, ceea ce este ı̂n contradicţie cu ipoteza ca A este mulţime compactă.

3.5.6 Teoremă (Bolzano-Weierstrass).

În spaţiul Rm, o mulţime este compactă dacă şi numai dacă este ı̂nchisă şi mărginită.

Demonstraţie. Fie K ⊂ Rm o mulţime ı̂nchisă şi mărginită. Avem de arătat că orice

şir (xn)n≥0 din K conţine un subşir (xnk
)k≥0 convergent ı̂n K. Mulţimea mărginită

K poate fi ı̂nchisă ı̂ntr-un paralelipiped K⊂ [a1, b1]×[a2, b2]×· · ·×[an, bn]. Utilizând
metoda prezentată la pag. 30-18, bazată pe divizări succesive ale paralelipipedului

putem extrage din (xn)n≥0 un subşir (xnk
)k≥0 convergent ı̂n Rn. Mulţimea ı̂nchisă

K conţine limitele tuturor şirurilor convergente cu elemente din K.

3.5.7 Fie (S1, d1), (S2, d2) spaţii metrice şi A⊂S1. Spunem despre o funcţie

f :A−→S2 că este continuă dacă este continuă ı̂n orice punct a∈A,
adică dacă, pentru orice a∈A şi orice ε>0, există δa>0 astfel ı̂ncât

x∈A
d1(x, a)<δa

}

=⇒ d2(f(x), f(a)) <ε.

3.5.8 Definiţie. Fie (S1, d1), (S2, d2) spaţii metrice şi A⊂S1.
Spunem despre o funcţie f :A−→S2 că este uniform continuă

dacă, pentru orice ε>0, există δ>0 astfel ı̂ncât

x, y∈A
d1(x, y)<δ

}

=⇒ d2(f(x), f(y)) <ε.

3.5.9 Orice funcţie unifom continuă este funcţie continuă.

3.5.10 Exerciţiu. Funcţia

f : (0, 1) −→ R, f(x) =
1

x
,
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este continuă, dar nu este uniform continuă.

Rezolvare. Presupunem f uniform continuă. Pentru ε = 1
2 , există δ > 0 astfel ı̂ncât

x, y∈(0, 1)
|x− y|<δ

}

=⇒
∣
∣
∣
∣

1

x
− 1

y

∣
∣
∣
∣
<ε.

Putem alege δ < 1. Deoarece δ, δ2 ∈ (0, 1) şi
∣
∣δ − δ

2

∣
∣ = δ

2 < δ, trebuie ca
∣
∣ 1
δ − 2

δ

∣
∣ < 1

2 ,

adică δ > 2, ı̂n contradicţie cu alegerea δ < 1.

3.5.11 Teoremă. O funcţie continuă pe o mulţime compactă este uniform continuă.

Demonstraţie. Fie (S1, d1), (S2, d2) spaţii metrice, K ⊂ S1 o mulţime compactă

şi f : K −→ S2 o funcţie continuă. Avem de arătat că f este uniform continuă.

Presupunând contrariul, există ε0 > 0 astfel ı̂ncât pentru orice δ > 0 există x, y ∈ K
cu d1(x, y) < δ şi d2(f(x), f(y)) ≥ ε0. În particular, pentru δ = 1

n , există xn, yn ∈ K
cu d1(xn, yn)<

1
n şi d2(f(xn), f(yn))≥ε0. Deoarece K este mulţime compactă, şirul

(xn)n≥1 conţine un subşir convergent (xnk
)k≥1 cu limita a = limk→∞ xnk

aparţinând

lui K. Din relaţia 0 ≤ d1(a, ynk
) ≤ d1(a, xnk

)+d1(xnk
, ynk

) < d1(a, xnk
)+ 1

nk
rezultă

că limk→∞ ynk
= a. Funcţia f fiind continuă ı̂n a, avem limk→∞ f(xnk

) = f(a) =

limk→∞ f(ynk
). Inegalitatea d2(f(xnk

), f(ynk
)) ≤ d2(f(xnk

), f(a))+d2(f(a), f(ynk
))

conduce la limk→∞ d2(f(xnk
), f(ynk

))=0, ı̂n contradicţie cu d2(f(xn), f(yn))≥ε0.

3.5.12 Definiţie. Fie (S1, d1), (S2, d2) spaţii metrice şi A⊂S1. Spunem despre o

funcţie f :A−→S2 că estemărginită dacă f(A) este mulţime mărginită.

3.5.13 Teoremă. O funcţie continuă pe o mulţime compactă este mărginită.

Demonstraţie. Presupunem că f : K ⊂ S1 −→ S2 nu este mărginită şi fie b ∈ S2
fixat. Pentru orice n∈N, avem f(K) 6⊂Bn(b), adică există xn∈K cu d2(b, f(xn))≥n.
Deoarece K este mulţime compactă, şirul (xn)n≥0 conţine un subşir convergent

(xnk
)k≥0 cu limita a = limk→∞ xnk

aparţinând lui K. Funcţia f fiind continuă ı̂n a,

avem limk→∞ f(xnk
)=f(a), adică limk→∞ d2(f(xnk

, f(a)) = 0. În particular, există

N ∈N astfel ı̂ncât d2(f(xnk
, f(a)) ≤ 1, oricare ar fi k ≥ N . Relaţia

nk ≤ d2(b, f(xnk
)) ≤ d2(b, f(a)) + d2(f(a), f(xnk

)) ≤ d2(b, f(a)) + 1

verificată, oricare ar fi k ≥ N , arată că şirul strict crescător de numere naturale

(nk)k≥0 este mărginit, ceea ce este imposibil.
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3.5.14 Teoremă. Fie (S, d) spaţiu metric. Funcţiile continue f :S−→Rm

transformă mulţimi compacte ı̂n mulţimi compacte.

Demonstraţie. Fie K ⊂ S mulţime compactă. Din teorema anterioară rezultă

că f(K) este mulţime mărginită. Rămâne să arătăm că f(K) este ı̂nchisă. Fie

(f(xn))n≥0 un şir din f(K) convergent ı̂n Rm. Avem de arătat că limn→∞ f(xn)

aparţine mulţimii f(K). Şirul (xn)n≥0 din mulţimea compactă K conţine un subşir

convergent (xnk
)k≥0 cu limita a = limk→∞ xnk

aparţinând lui K. Deoarece f este

continuă ı̂n a, avem limk→∞ f(xnk
) = f(a) şi prin urmare limn→∞ f(xn) = f(a)

aparţine mulţimii f(K).

3.5.15 Definiţie. Spunem despre o funcţie reală mărginită f : A −→ R că ı̂şi atinge

marginile dacă există a, b∈A astfel ı̂ncât inf
x∈A

f(x)=f(a) şi sup
x∈A

f(x)=f(b).

3.5.16 Teoremă. O funcţie reală continuă pe o mulţime compactă ı̂şi atinge marginile.

Demonstraţie. Fie (S, d) un spaţiu metric, K⊂S o mulţime compactă şi f : K−→R

o funcţie reală continuă. Conform teoremei anterioare, f este mărginită şi prin ur-

mare, există numerele reale m = infx∈K f(x) şi M = supx∈K f(x). Presupunem că

nu există a∈K cu f(a)=m. În acest caz m < f(x), oricare ar fi x∈K şi

g : K −→ R, g(x) =
1

f(x)−m,

este funcţie continuă. Conform teoremei anterioare, funcţia g este mărginită. Notând

M ′ = supx∈K g(x) avem g(x) ≤M ′, adică f(x)≥m+ 1
M ′ , oricare ar fi x ∈K. Ul-

tima relaţie este ı̂nsă ı̂n contradicţie cu faptul că m este cel mai mare minorant

pentru mulţimea {f(x) | x∈K}. Rămâne că există a∈K cu f(a)=m. Printr-un

raţionament similar, se arată că există b∈K cu f(b)=M .

3.6 Mulţimi conexe

3.6.1 Definiţie. Spunem despre o funcţie f :I−→R, definită pe un interval I⊂R,

că are proprietatea lui Darboux dacă, oricare ar fi a, b∈I distincte şi oricare

ar fi numărul λ ı̂ntre f(a) şi f(b), există cλ ı̂ntre a şi b astfel ı̂ncât f(cλ)=λ.
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3.6.2 O funcţie cu proprietatea lui Darboux este o funcţie care nu poate trece de la

o valoare la alta fără a trece prin toate valorile intermediare.

3.6.3 Teoremă.

Orice funcţie f :I−→R continuă pe un interval I⊂R are proprietatea lui Darboux.

Demonstraţie. Fie a < b şi f(a) ≤ f(b) (cazul f(a) ≥ f(b) se analizează similar).

Dacă f(a) = f(b), atunci λ = f(a) şi alegând cλ = a, avem f(cλ)=λ. Analizăm ı̂n

continuare cazul f(a)< λ< f(b). Mulţimea A= {x ∈ [a, b] | f(x)≤ λ} este nevidă

şi mărginită. Arătăm că f(supA) = λ, adică se poate alege cλ = supA. Deoarece

λ < f(b), avem cλ < b şi f(y) > λ, pentru orice y ∈ (cλ, b). Fie (xn)n≥0 un şir

convergent din A şi (yn)n≥0 un şir convergent din (cλ, b) astfel ı̂ncât limn→∞ xn =

cλ = limn→∞ yn. Deoarece f este continuă ı̂n cλ şi f(xn) ≤ λ < f(yn), prin trecere

la limită, obţinem f(cλ)=λ.

3.6.4 Propoziţie. Orice funcţie continuă şi injectivă f : I −→ R,

definită pe un interval I, este strict monotonă.

Demonstraţie. Presupunând că f nu este strict monotonă, există x1 < x2 < x3 ı̂n I

astfel ı̂ncât f(x1) < f(x2) > f(x3) sau f(x1) > f(x2) < f(x3). Funcţia f ia valoarea

λ = 1
2(f(x2)+max{f(x1), f(x3)}), respectiv λ = 1

2 (f(x2)+min{f(x1), f(x3)}) atât
ı̂n intervalul (x1, x2) cât şi ı̂n intervalul (x2, x3), ı̂n contradicţie cu injectivitatea ei.

3.6.5 Teoremă. Inversa unei funcţii continue bijective f :I−→J , definite

pe un interval I, este continuă şi strict monotonă.

Demonstraţie. Din propoziţia anterioară rezultă că f este strict monotonă. Vom

analiza cazul ı̂n are f este strict crescătoare (celălalt caz se analizează asemănător).

Funcţia f−1 :J −→ I este strict crescătoare: oricare ar fi y1, y2 ∈ J există x1, x2 ∈ I
astfel ı̂ncât y1 = f(x1) şi y2 = f(x2), iar y1 < y2 implică x1 < x2. Arătăm că

f−1 este continuă ı̂ntr-un punct oarecare y0 ∈ J . Considerăm cazul ı̂n care y0

nu este extremitate a intervalului (cazul ı̂n care y0 este extremitate se analizează

asemănător). Fie x0 ∈ I şi ε > 0 astfel ı̂ncât f(x0) = y0 şi (x0− ε, x0+ ε) ⊂ I.

Deoarece f(x0 − ε) < f(x0) < f(x0 + ε), există δ > 0 astfel ı̂ncât (y0 − δ, y0 + δ) ⊂
(f(x0 − ε), f(x0 + ε)) şi prin urmare |y − y0| < δ ⇒ |f−1(y)− x0| < ε.

3.6.6 Definiţie. Fie (S, d) un spaţiu metric. Spunem despre o mulţime A ⊂ S că
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este conexă dacă ı̂n S nu există două mulţimi deschise D1, D2 astfel ı̂ncât

A ⊂ D1 ∪D2, D1 ∩A 6= ∅, D2 ∩A 6= ∅ şi A ∩D1 ∩D2 = ∅.

3.6.7 Mulţimea {0, 1} din R nu este conexă deoarece există, de exemplu,

mulţimile deschise D1=(−∞, 12) şi D2=(13 ,∞) astfel ı̂ncât

{0, 1}⊂D1∪D2, D1∩{0, 1} 6=∅, D2∩{0, 1} 6=∅, {0, 1}∩D1∩D2=∅.

3.6.8 În cazul lui R, denumirea de interval este utilizată pentru mulţimi de forma

(a, b) = {x | a < x < b}, (a,∞) = {x | a < x}, (−∞,∞) = R,
(a, b] = {x | a < x ≤ b}, [a,∞) = {x | a ≤ x}, [a, a] = {a},
[a, b) = {x | a ≤ x < b}, (−∞, b) = {x | x < b} (a, a) = ∅,
[a, b] = {x | a ≤ x ≤ b}, (−∞, b] = {x | x ≤ b}.

3.6.9 Propoziţie. O mulţime A ⊆ R este conexă dacă şi numai dacă este interval.

Demonstraţie. “⇒” Fie A ⊆ R conexă nevidă. Presupunând că A nu este interval,

există a, b, c astfel ı̂ncât a<c<b, a∈A, b∈A şi c 6∈A. În acest caz, există mulţimile

deschise D1 = (−∞, c), D2 = (c,∞) astfel ı̂ncât A ⊂ D1 ∪ D2, D1 ∩ A 6= ∅,
D2 ∩A 6=∅ şi A ∩D1 ∩D2=∅, ı̂n contradiţie cu ipoteza că A este conexă.

”⇐” Presupunând că A nu este conexă, există două mulţimi deschise D1, D2 astfel

ı̂ncât A ⊂ D1 ∪D2, D1 ∩A 6=∅, D2 ∩A 6=∅ şi A ∩D1 ∩D2=∅. Funcţia
f : A −→ R, f(x) =

{
0 dacă x ∈ D1 ∩A,
1 dacă x ∈ D2 ∩A,

este continuă ı̂n orice punct a ∈ A. Dacă a ∈ D1 ∩ A, atunci există ra > 0 astfel

ı̂ncât Bra(a) ⊂ D1. Pentru orice ε > 0, alegând δ = ra, avem

x ∈ A
|x− a| < δ

}

=⇒ |f(x)− f(a)| = 0 < ε.

ceea ce arată că f este continuă ı̂n a. Cazul a ∈ D1 ∩ A se analizează similar.

Conform teoremei precedente (pag. 84-3), funcţia f continuă pe intervalul A are

proprietatea lui Darboux. Acest lucru nu este ı̂nsă posibil deoarece f(A) = {0, 1}.

3.6.10 Folosind limbajul obişnuit, o mulţime conexă poate fi descrisă ca fiind o

mulţime “formată dintr-o singură bucată”.

3.6.11 Teoremă.

Imaginea unei mulţimi conexe, printr-o funcţie continuă, este o mulţime conexă.
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Demonstraţie. Fie (S1, d1), (S2, d2) spaţii metrice, A ⊆ S1 mulţime conexă şi fie

f : A −→ S2 o funcţie continuă. Avem de arătat că f(A) este mulţime conexă. Pre-

supunând că f(A) nu este mulţime conexă, există două mulţimi deschise D̃1, D̃2 ast-

fel ı̂ncât f(A)⊂D̃1∪D̃2, D̃1∩f(A) 6=∅, D̃2∩f(A) 6=∅ şi f(A)∩D̃1∩D̃2=∅. Deoarece

preimaginea unei mulţimi deschise printr-o aplicaţie continuă este o mulţime deschisă

(a se vedea pag. 78-13), mulţimile D1=f
−1(D̃1) şi D2=f

−1(D̃2) sunt mulţimi de-

schise. Dar

D̃1 ∩ f(A) 6=∅ ⇒ D1 ∩A 6=∅, f(A)⊂D̃1 ∪ D̃2 ⇒ A⊂D1 ∪D2,

D̃2 ∩ f(A) 6=∅ ⇒ D2 ∩A 6=∅, f(A) ∩ D̃1 ∩ D̃2=∅ ⇒ A ∩D1 ∩D2=∅,
ceea ce arată că A nu este conexă, ı̂n contradicţie cu ipoteza.

3.6.12 Exemple.

a) Imaginea γ([α, β]) = {γ(t) | t∈ [α, β]} a unei funcţii continue

γ : [α, β]→Rn

este mulţime conexă.

b) Cercul {(x, y) ∈ R2 | x2+y2 = 1} din plan este mulţime conexă deoarece este

imaginea aplicaţiei continue

γ : [0, 2π] −→ R2, γ(t)=(cos t, sin t).

c) Segmentul ı̂nchis [a, b] = {(1− t)a+ tb | t ∈ [0, 1]} care uneşte două puncte

a, b∈Rn este mulţime conexă deoarece este imaginea aplicaţiei continue

γ : [0, 1]−→Rn, γ(t)=(1−t)a+tb.

3.6.13 Propoziţie. Fie (S, d) un spaţiu metric, A⊆S o mulţime conexă şi

f :A−→R o funcţie continuă. Dacă există a, b∈A cu

f(a) f(b)<0, atunci există c∈A astfel ı̂ncât f(c)=0.

Demonstraţie. Mulţimea f(A) ⊂ R fiind conexă, este un interval care conţine nu-

merele de semn diferit f(a) şi f(b).

3.6.14 Propoziţie. Dacă f : [a, b] ⊂ R −→ R este continuă, atunci

f([a, b]) =

[

min
x∈[a,b]

f(x), max
x∈[a,b]

f(x)

]

.

Demonstraţie. Funcţia f ı̂şi atinge marginile şi f([a, b]) este interval.
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3.6.15 Propoziţie. O submulţime nevidă A⊆S a unui spaţiu metric este conexă

dacă şi numai dacă orice funcţie continuă de forma f :A→{0, 1} este constantă.

Demonstraţie.“⇒” Mulţimea nevidă f(A) ⊆ {0, 1} fiind conexă, singurele variante

posibile sunt f(A) = {0} şi f(A) = {1}. ”⇐” Dacă A nu este conexă, atunci există

două mulţimi deschise D1, D2 astfel ı̂ncât A ⊂ D1 ∪D2, D1 ∩A 6=∅, D2 ∩A 6=∅ şi
A ∩D1 ∩D2=∅. Funcţia neconstantă

f : A −→ {0, 1}, f(x) =

{
0 dacă x ∈ D1 ∩A,
1 dacă x ∈ D2 ∩A,

este continuă (a se vedea pag. 85-9)

3.6.16 Teoremă. Dacă (Ai)j∈J este o familie de submulţimi conexe ale unui spaţiu

metric şi dacă
⋂

j∈JAj 6=∅, atunci mulţimea A=
⋃

j∈JAj este conexă.

Demonstraţie. Este suficient să arătăm că orice funcţie continuă f :A−→{0, 1} este
constantă. Fie a ∈ ⋂j∈JAj fixat. Restricţia f |Aj : A −→ {0, 1} a funcţiei f fiind

continuă pe mulţimea conexă Aj, este constantă şi prin urmare avem f(x) = f(a),

oricare ar fi x∈Aj şi oricare ar fi j∈J .

3.6.17 Exemple.

a) Linia poligonală [a, b] ∪ [b, c] este mulţime conexă, oricare ar fi a, b, c ∈ Rn.

b) Linia poligonală

[a0, a1] ∪ [a1, a2] ∪ · · · ∪ [ak−1, ak]

este mulţime conexă, oricare ar fi punctele a0, a1, . . . , ak∈Rn.

3.6.18 Teoremă. O mulţime deschisă nevidă D⊆Rn este conexă dacă şi numai

dacă orice două puncte din A pot fi unite cu o linie poligonală conţinută ı̂n A.

Demonstraţie. “⇒” Fie a∈A fixat şi fie D1 mulţimea tuturor punctelor x∈A care

pot fi unite cu a printr-o linie poligonală conţinută ı̂n A. Pentru fiecare x ∈ D1,

există o linie poligonală Lx care uneşte a cu x şi rx > 0 astfel ı̂ncât Brx(x) ⊂ A.
Deoarece linia poligonală Lx∪[x, y] care uneşte a cu y este conţinută ı̂n A, oricare

ar fi y ∈Brx(x), rezultă că Brx(x)⊂D1 şi prin urmare D1 este mulţime deschisă.

Mulţimea D2 =A−D1 este şi ea deschisă: dacă x∈D2, atunci există εx > 0 astfel

ı̂ncât Bεx(x)⊂D2 deoarece ı̂n caz contrar a şi x pot fi unite printr-o linie poligonală

conţinută ı̂n A. Dacă D2 6= ∅, atunci A nu este conexă, ceea ce este ı̂n contradicţie

cu ipoteza. Rămâne că D2 = ∅, adică A=D1. ”⇐” Fie a∈A un punct fixat şi Lx
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o linie poligonală conţinută ı̂n A care uneste a cu x∈A. Mulţimea A este conexă

deoarece fiecare linie poligonală Lx este conexă, a∈⋂x∈ALx şi A=
⋃

x∈ALx.

3.6.19 Definiţie. Spunem despre o submulţime A ⊆ Rn că este o mulţime stelată

dacă există un punct a∈A astfel ı̂ncât segmentul

[a, x]={ (1−t)a+tx | t∈ [0, 1] }

care uneşte a cu x este conţinut ı̂n A, oricare ar fi x∈A (v. Fig. 3.6).

x

a

A

Figura 3.6: Mulţime stelată neconvexă.

3.6.20 Propoziţie. Orice mulţime stelată din Rn este conexă.

Demonstraţie. Fie A⊆Rn o mulţime stelată şi a∈A astfel ı̂ncât [a, x]⊂A, oricare
ar fi x∈A. Mulţimea A este conexă deoarece

⋂

x∈A[a, x] 6= ∅ şi A =
⋃

x∈A[a, x].

3.6.21 Definiţie. Spunem despre o submulţime A ⊆ Rn că este o mulţime convexă

dacă [x, y] ⊂ A, oricare ar fi x, y ∈ A.

3.6.22 Orice mulţime convexă din Rn este mulţime stelată şi deci conexă.

3.6.23 Definiţie. Fie (S, d) spaţiu metric. O mulţime D⊆S
deschisă şi conexă este numită domeniu.



Capitolul 4

Funcţii diferenţiabile

4.1 Funcţii reale de o variabilă reală

4.1.1 Definiţie. Spunem despre un punct a∈R că este punct de acumulare pentru

o mulţime D⊆R dacă, oricare ar fi ε>0, avem (a−ε, a+ε)∩ (D−{a}) 6= ∅.

4.1.2 Definiţie. Fie f :D−→R o funcţie definită pe o mulţime D⊆R şi a∈D un

punct de acumulare pentru D. Spunem că funcţia f este derivabilă ı̂n a

dacă există şi este finită limita (numită derivata lui f ı̂n a)

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)
x− a .

4.1.3 Definiţie. O funcţie f :D−→R este numită funcţie derivabilă dacă este

derivabilă ı̂n orice punct al domeniului de definiţie D. În acest caz, funcţia

f ′ :D−→R : x 7→ f ′(x)

este numită derivata lui f .

4.1.4 În aplicaţiile uzuale, D este un interval sau o reuniune de intervale, iar a orice

punct din D. În loc de f ′(a) şi f ′ se mai scrie df
dx (a) şi respectiv

df
dx sau d

dxf .

4.1.5 Exemple.

a) Funcţia f : R −→ R, f(x) = x3 este derivabilă ı̂n orice punct a∈R deoarece

lim
x→a

f(x)− f(a)
x− a = lim

x→a

x3 − a3
x− a = lim

x→a
(x2 + x a+ a2) = 3 a2.

În acest caz, f ′(a) = 3 a2, oricare ar fi a∈R, adică avem (x3)′ = 3x2.



90 Elemente de Analiză Matematică

b) Funcţia f : [0,∞)−→R, f(x)=
√
x este derivabilă ı̂n orice punct a∈(0,∞):

lim
x→a

f(x)− f(a)
x− a = lim

x→a

√
x−√a
x− a = lim

x→a

1√
x+
√
a
=

1

2
√
a
.

În acest caz, f ′(a) = 1
2
√
a
, oricare ar fi a∈(0,∞), adică avem (

√
x)′ = 1

2
√
x
.

4.1.6 Derivatele unor funcţii uzuale

(A se vedea http://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbolic_function)

Funcţia Derivata Domeniul Condiţii

f :R −→ R f(x) = c f ′(x) = 0 R

f :R −→ R f(x) = xn f ′(x) = nxn−1 R n∈N∗

f : (0,∞) −→ R f(x) = xα f ′(x) = αxα−1 (0,∞) α∈R
f :R∗ −→ R f(x) = 1

x f ′(x) = − 1
x2 R∗

f : [0,∞) −→ R f(x) =
√
x f ′(x)= 1

2
√
x

(0,∞)

f : [0,∞) −→ R f(x) = n
√
x f ′(x)= 1

n
n√
xn−1

(0,∞) n∈2N∗

f :R −→ R f(x) = n
√
x f ′(x)= 1

n
n√
xn−1

R∗ n∈2N+1
f : (0,∞) −→ R f(x) = lnx f ′(x) = 1

x (0,∞)

f :R −→ R f(x) = ax f ′(x)=ax ln a R 0<a 6=1

f :R −→ R f(x) = ex f ′(x)=ex R

f :R −→ R f(x)=sinx f ′(x) = cos x R

f :R −→ R f(x)=cosx f ′(x)=− sinx R

f:R−
(
π
2+Zπ

)
→R f(x) = tg x f ′(x) = 1

cos2 x R−
(
π
2+Zπ

)

f :R−Zπ−→R f(x)=ctg x f ′(x) = − 1
sin2 x

R−Zπ
f : [−1, 1] −→R f(x)=arcsinx f ′(x) = 1√

1−x2 (−1, 1)
f : [−1, 1] −→R f(x)=arccosx f ′(x) = − 1√

1−x2 (−1, 1)
f :R −→ R f(x)=arctgx f ′(x)= 1

1+x2
R

f :R −→ R f(x)=arcctgx f ′(x)=− 1
1+x2

R

f :R −→ R f(x)=shx f ′(x)=ch x R

f :R −→ R f(x)=chx f ′(x)=shx R

4.1.7 MATHEMATICA: D[f[x], x]

In[1]:=D[f[x], x] 7→ Out[1]=f ′[x] In[5]:=D[Log[x], x 7→ Out[5]= 1
x

In[2]:=D[x^n, x] 7→ Out[2]=nx−1+n In[6]:=D[Sin[x], x] 7→ Out[6]=Cos [x]

In[3]:=D[1/x, x] 7→ Out[3]=− 1
x2

In[7]:=D[ArcSin[x], x] 7→ Out[7]= 1√
1−x2

In[4]:=D[Sqrt[x], x] 7→ Out[4]= 1
2
√

x
In[8]:=D[ArcTan[x], x] 7→ Out[8]= 1

1+x2
.

4.1.8 Funcţia modul f : R −→ R, f(x) = |x|, nu este derivabilă ı̂n a = 0 deoarce
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lim
xր0

|x| − |0|
x− 0

= −1 6= 1 = lim
xց0

|x| − |0|
x− 0

.

a α

f(a)

f(α)

d

(a, f(a))

(α, f(α))

Figura 4.1: Dreapta d devine tangenta la graficul funcţiei f ı̂n (a, f(a)) dacă α→ a.

4.1.9 Fie f :D−→R o funcţie definită pe o submulţime D⊆R şi a ∈D un punct

de acumulare pentru D. Pentru orice α∈D astfel ı̂ncât α 6=a, ecuaţia dreptei care

trece prin punctele (a, f(a)) şi (α, f(α)) este
x−a
α−a =

y−f(a)
f(α)−f(a) ,

adică

y =
f(α)−f(a)

α−a (x−a)+f(a).
Dacă funcţia f este derivabilă ı̂n a, atunci dreapta de ecuaţie (v. Fig. 4.1)

y = lim
α→a

f(α)−f(a)
α−a (x−a)+f(a),

adică

y = f ′(a) (x−a)+f(a),
este tangentă la graficul funcţiei f ı̂n punctul (a, f(a)).

4.1.10 Teoremă. Orice funcţie derivabilă ı̂ntr-un punct este continuă ı̂n acel punct.

Demonstraţie. Dacă funcţia f :D⊆R−→R este derivabilă ı̂n a∈D, atunci

lim
x→a

f(x)= lim
x→a

(f(x)−f(a))+f(a)= lim
x→a

f(x)−f(a)
x− a lim

x→a
(x−a)+f(a)=f(a).
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4.1.11 Definiţie. Fie f :D−→R o funcţie definită pe o submulţime D⊆R şi a∈D
un punct de acumulare pentru D ∩ (−∞, a). Spunem că funcţia

f este derivabilă la stânga ı̂n a dacă există şi este finită limita

f ′s(a) = lim
xրa

f(x)− f(a)
x− a ,

numită derivata la stânga a lui f ı̂n a.

4.1.12 Definiţie. Fie f :D−→R o funcţie definită pe o submulţime D⊆R şi a∈D
un punct de acumulare pentru D ∩ (a,∞). Spunem că funcţia f

este derivabilă la dreapta ı̂n a dacă există şi este finită limita

f ′d(a) = lim
xցa

f(x)− f(a)
x− a ,

numită derivata la dreapta a lui f ı̂n a.

4.1.13 Fie f : [a, b] −→ R o funcţie. Avem:

f este derivabilă ı̂n a ⇐⇒ f este derivabilă la dreapta ı̂n a;

f este derivabilă ı̂n b ⇐⇒ f este derivabilă la stânga ı̂n b.

În primul caz avem f ′(a) = f ′d(a), iar ı̂n al doilea caz avem f ′(b) = f ′s(b).

4.1.14 Teoremă. Fie f, g :D−→R funcţii definite pe o submulţime D⊆R şi a∈D
un punct de acumulare pentru D. Avem:

f derivabilă ı̂n a
g derivabilă ı̂n a

}

=⇒
{
f+g este derivabilă ı̂n a şi
(f+g)′(a) = f ′(a)+g′(a);

f derivabilă ı̂n a
λ∈R

}

=⇒
{
λf este derivabilă ı̂n a şi
(λf)′(a) = λ f ′(a);

f derivabilă ı̂n a
g derivabilă ı̂n a

}

=⇒
{
f g este derivabilă ı̂n a şi
(f g)′(a) = f ′(a) g(a)+f(a) g′(a);

f derivabilă ı̂n a
g derivabilă ı̂n a
g(a) 6=0






=⇒







f
g este derivabilă ı̂n a şi
(
f
g

)′
(a) = f ′(a) g(a)−f(a) g′(a)

(g(a))2
.
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Demonstraţie. Avem:

limx→a
(f+g)(x)−(f+g)(a)

x−a = limx→a
f(x)−f(a)

x−a + limx→a
g(x)−g(a)
x−a ;

limx→a
(λ f)(x)−(λf)(a)

x−a = λ limx→a
f(x)−f(a)

x−a ;

limx→a
(f g)(x)−(f g)(a)

x−a = limx→a
f(x)−f(a)

x−a limx→a g(x)+f(a) limx→a
g(x)−g(a)
x−a ;

limx→a

f
g
(x)− f

g
(a)

x−a = limx→a

[
f(x)−f(a)

x−a g(a) − f(a)g(x)−g(a)x−a

]
1

g(x) g(a) .

4.1.15 Dacă f, g : D ⊆ R −→ R sunt funcţii derivabile, atunci

(f+g)′=g′+g′, (λ f)′=λ f ′, (f g)′=f ′ g+f g′.

Dacă ı̂n plus g(x) 6= 0, oricare ar fi x ∈ D, atunci
(
f

g

)′
=
f ′ g−f g′

g2
.

4.1.16 MATHEMATICA: D[f[x], x]

In[1]:=D[f[x]+g[x], x] 7→ Out[1]=f ′[x]+g′[x]

In[2]:=D[a f[x], x] 7→ Out[2]=a f ′[x]

In[3]:=D[f[x] g[x], x] 7→ Out[3]=f ′[x] g[x]+f [x]g′[x]

In[4]:=D[f[x]/g[x], x] 7→ Out[4]= f ′[x]
g[x]

− f [x] g′[x]
g[x]2

.

4.1.17 Avem

(tg x)′ =

(
sinx

cos x

)′
=

(sinx)′ cos x− sinx(cos x)′

cos2 x
=

cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
.

4.1.18 Teoremă. Fie I
f→J

g→R funcţii definite pe intervalele I, J şi a∈I. Avem:

f derivabilă ı̂n a
g derivabilă ı̂n f(a)

}

=⇒
{
g ◦ f este derivabilă ı̂n a şi
(g ◦ f)′(a) = g′(f(a)) · f ′(a).

Demonstraţie. Funcţia

h : J −→ R, h(y) =

{
g(y)−g(f(a))
y−f(a) dacă y 6= f(a),

g′(f(a)) dacă y = f(a),

este continuă ı̂n f(a) deoarece

lim
y→f(a)

h(y) = lim
y→f(a)

g(y)− g(f(a))
y − f(a) = g′(f(a)) = h(f(a)).

Trecând la limită ı̂n relaţia
g(f(x)) − g(f(a))

x− a = h(f(x))
f(x)− f(a)

x− a ,
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adevărată pentru orice x 6= a, obţinem

(g ◦ f)′(a) = limx→a
g(f(x))−g(f(a))

x−a = limx→a h(f(x))
f(x)−f(a)

x−a

= limx→a h(f(x)) limx→a
f(x)−f(a)

x−a = g′(f(a)) · f ′(a).

4.1.19 Dacă I
f−→J

g−→R sunt funcţii derivabile, atunci

d

dx
g(f(x)) = g′(f(x)) · f ′(x), adică (g◦f)′ = (g′◦f) · f ′.

4.1.20 Exemple:

(sinx2)′ = 2x cosx2;
(

esinx
2
)′

= 2esinx
2
x cos x2;

(sin2 x)′ = 2cos x sinx;
(

esin
2 x
)′

= 2esin
2 x cosx sinx.

4.1.21 MATHEMATICA: D[f[x], x]

In[1]:=D[g[f[x]], x] 7→ Out[1]=g′[f [x]] f ′[x]

In[2]:=D[Sin[x^2], x] 7→ Out[2]=2xCos[x2]

In[3]:=D[(Sin[x])^2, x] 7→ Out[3]=2Cos[x] Sin[x]

In[4]:=D[Exp[Sin[x^2]], x] 7→ Out[4]=2 eSin[x
2] xCos[x2]

In[5]:=D[Exp[(Sin[x])^2], x] 7→ Out[5]=2 eSin[x]
2
Cos[x] Sin[x].

4.1.22 Definiţie. Fie f :D−→R o funcţie definită pe o mulţime D⊆R şi fie a∈D.

Spunem că a este punct de minim local al lui f dacă există ε>0 astfel ı̂ncât

f(a)≤f(x), oricare ar fi x∈(a−ε, a+ε)∩D.

Spunem că a este punct de maxim local al lui f dacă există ε>0 astfel ı̂ncât

f(a)≥f(x), oricare ar fi x∈(a−ε, a+ε)∩D.

Spunem că a este punct de minim global al lui f dacă

f(a)≤f(x), oricare ar fi x∈D.

Spunem că a este punct de maxim global al lui f dacă

f(a)≥f(x), oricare ar fi x∈D.

Spunem că a este punct de extrem local (global) al lui f dacă este punct de

maxim local (respectiv, global) sau punct de minim local (respectiv, global).
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4.1.23 Teoremă (Fermat). Fie f :D⊆R→R o funcţie şi a∈D un punct de extrem

local al lui f . Dacă a∈
◦
D şi f este derivabilă ı̂n a, atunci f ′(a)=0.

Demonstraţie. Dacă a este punct de maxim local, atunci există ε > 0 astfel ı̂ncât

(a−ε, a+ε)⊂D şi f(a)≥f(x), oricare ar fi x∈(a−ε, a+ε). Rezultă relaţia

0 ≤ lim
xրa

f(x)− f(a)
x− a = f ′(a) = lim

xցa

f(x)− f(a)
x− a ≤ 0,

care conduce la f ′(a) = 0. Cazul punctului de minim local se tratează similar.

4.1.24 Teoremă (Rolle). Fie f : [α, β]→R o funcţie continuă cu f(α)=f(β).

Dacă f este derivabilă pe intervalul (α, β) 6=∅,
atunci există ξ∈(α, β) astfel ı̂ncât f ′(ξ)=0.

Demonstraţie. Funcţia f este mărginită şi ı̂şi atinge marginile ı̂n [α, β] ( a se vedea

pag. 83-16). Cel puţin una dintre margini este atinsă ı̂ntr-un punct ξ aparţinând

intervalului deschis (α, β). Conform teoremei lui Fermat, avem f ′(ξ)=0.

4.1.25 Teoremă (Lagrange). Dacă funcţia continuă f : [α, β] −→ R este derivabilă

pe intervalul (α, β) 6=∅, atunci există ξ∈(α, β) astfel

ı̂ncât f(β)− f(α) = (β − α) f ′(ξ).

Demonstraţie. F : [α, β]→R, F (x)=f(x)+ f(β)−f(α)
α−β x verifică condiţiile din teorema

lui Rolle. Există ξ∈(α, β) astfel ı̂ncât F ′(ξ)=0, adică f(β)−f(α)=(β−α) f ′(ξ).

4.1.26 Teorema lui Lagrange mai este numită teorema creşterilor finite.

4.1.27 Teoremă (Darboux). Dacă funcţia f :I→R definită pe un interval I⊆R

este derivabilă, atunci derivata ei f ′ :I→R are

proprietatea lui Darboux (pag. 83-1).

Demonstraţie. Fie α, β ∈ I astfel ı̂ncât α < β. Avem de arătat că, oricare ar fi λ

ı̂ntre f ′(α) şi f ′(β), există ξ∈ [α, β] astfel ı̂ncât f ′(ξ)=λ. Dacă f ′(α)=f ′(β), atunci

λ= f ′(α). Analizăm ı̂n continuare cazul f ′(α)< λ <f ′(β). Funcţia F : [α, β]−→R,

F (x) = f(x)− λx, fiind derivabilă şi prin urmare continuă ı̂şi atinge marginea infe-

rioară m = infx∈[α,β] F (x) ı̂ntr-un punct ξ ∈ [α, β]. Arătăm că F (α) 6= m 6= F (β).

Deoarece F ′(α)<0<F ′(β), există ε > 0 astfel ı̂ncât F ′(α)+ε< 0<F ′(β)−ε. Din

F ′(α) = lim
xցα

F (x)− F (α)
x− α şi F ′(β) = lim

xրβ

F (x)− F (β)
x− β
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rezultă că există δ > 0 astfel ı̂ncât

x∈(α,α+δ) =⇒ F ′(α)−ε< F (x)−F (α)
x− α < F ′(α)+ε< 0 =⇒ F (x)<F (α)

şi

x∈(β−δ, β) =⇒ 0<F ′(β)−ε< F (x)−F (β)
x− β < F ′(β)+ε =⇒ F (x)<F (β).

Rezultă că ξ∈(α, β) şi conform teoremei lui Fermat avem F ′(ξ) = 0, adică f ′(ξ) = λ.

În cazul f ′(β)< λ <f ′(α), se poate face un raţionament similar.

4.1.28 Dacă derivata unei funcţii derivabile f :I→R definite pe un interval I⊆R

nu se anulează, atunci ea păstrează acelaşi semn pe I.

4.2 Funcţii vectoriale de o variabilă reală

4.2.1 Prin funcţie vectorială de o variabilă reală se ı̂nţelege o funcţie de forma

f : D⊆R −→ Rk, f(t)=(f1(t), f2(t), . . . , fk(t)),

unde k > 1. Funcţiile f1, f2, ..., fk : D −→ R se numesc componentele lui f .

4.2.2 Definiţie. Fie f :D−→Rk o funcţie definită pe o submulţime D⊆R şi a∈D
un punct de acumulare pentru D. Spunem că funcţia f este derivabilă

ı̂n a dacă există ı̂n Rk limita (numită derivata lui f ı̂n a)

f ′(a) = lim
t→a

f(t)− f(a)
t− a .

Funcţia f :D−→Rk este numită funcţie derivabilă dacă este derivabilă

ı̂n orice punct t∈D. În acest caz, funcţia f ′ :D−→Rk : t 7→ f ′(t) este

numită derivata lui f .

4.2.3 Propoziţie. Fie D⊆R şi a∈D un punct de acumulare pentru D. O funcţie

f : D −→ Rk, f(t)=(f1(t), f2(t), . . . , fk(t)),

este derivabilă ı̂n a dacă şi numai dacă fiecare dintre funcţiile

f1, f2, ..., fk : D −→ R
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este derivabilă ı̂n a şi f ′(a)=(f ′1(a), f
′
2(a), . . . , f

′
k(a)).

Demonstraţie. Afirmaţia rezultă din propoziţia prezentată la pag. 76-14 şi

f ′(a) = lim
t→a

f(t)− f(a)
t− a =

(

lim
t→a

f1(t)− f1(a)
t− a , . . . , lim

t→a

fk(t)− fk(a)
t− a

)

.

4.2.4 Exemple.

1) Funcţia (al cărei grafic este cercul de rază 1 cu centrul ı̂n (0, 0))

γ : [0, 2π] −→ R2, γ(t) = (cos t, sin t),

este o funcţie derivabilă, cu derivata

γ′ : [0, 2π] −→ R2, γ′(t) = (− sin t, cos t).

2) Funcţia (al cărei grafic este segmentul care uneşte a=(a1, a2) cu b=(b1, b2)),

γ : [0, 1] −→ R2, γ(t)=(1−t)a+tb = (a1+t(b1−a1), a2+t(b2−a2)),
este o funcţie derivabilă, cu derivata

γ′ : [0, 1] −→ R2, γ′(t)=(b1−a1, b2−a2).

3) Funcţia

f : [0, 1) ∪ (1,∞) −→ R3, f(t) =

(√
t, ln t,

1

t−1

)

,

este derivabilă ı̂n orice punct t∈(0, 1) ∪ (1,∞) şi derivata ei este

f ′ : (0, 1) ∪ (1,∞) −→ R3, f ′(t) =

(
1

2
√
t
,
1

t
,
−1

(t−1)2
)

.

4.2.5 Cu ajutorul vectorilor bazei canonice

e1=(1, 0, ..., 0), e2=(0, 1, 0, ..., 0), . . . ek=(0, 0, ..., 0, 1)

putem scrie orice funcţie f :D−→Rk, f(t) = (f1(t), f2(t), ..., fk(t)) sub forma

f(t) = f1(t) e1 + f2(t) e2 + · · ·+ fk(t) ek
şi avem

f ′(t) = f ′1(t) e1 + f ′2(t) e2 + · · ·+ f ′k(t) ek.
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4.2.6 Exerciţiu.

a) Dacă funcţiile ϕ : (α, β)−→R şi f : (α, β)−→Rk sunt derivabile, atunci

ϕf : (α, β)−→Rk, (ϕf)(t)=ϕ(t) f(t)=(ϕ(t) f1(t), ϕ(t) f2(t), ... , ϕ(t) fk(t)),

este derivabilă şi

(ϕf)′ = ϕ′f + ϕf ′.

b) Dacă funcţiile f, g : (α, β) −→ Rk sunt derivabile, atunci
d

dt
〈f, g〉 = 〈f ′, g〉+ 〈f, g′〉

c) Dacă funcţia derivabilă f : (α, β) −→ Rk este astfel ı̂ncât ‖ f ‖= const, atunci

〈f ′, f〉 = f ′1 f + f ′2 f2 + ...+ f ′k fk = 0.

Rezolvare (cazul k=2). Avem:

a) (ϕf)′=((ϕf1)
′, (ϕf2)′) = (ϕ′f1 + ϕf ′1, ϕ

′f2 + ϕf ′2) = ϕ′f + ϕf ′;

b) d
dt〈f, g〉 = (f1 g1 + f2 g2)

′ = f ′1 g1 + f1 g
′
1 + f ′2 g2 + f2 g

′
2 = 〈f ′, g〉 + 〈f, g′〉;

c) ‖f ‖= const =⇒ 〈f, f〉=const =⇒ 〈f ′, f〉+〈f, f ′〉=0 =⇒ 2〈f ′, f〉=0.

4.2.7 Exerciţiu. Dacă funcţia

f : (α, β)−→M2×2(R) ≡ R4, f(t) =

(

f11(t) f12(t)

f21(t) f22(t)

)

,

este derivabilă, atunci aplicaţia

det f : (α, β)−→R, det f(t) =

∣
∣
∣
∣
∣

f11(t) f12(t)

f21(t) f22(t)

∣
∣
∣
∣
∣
,

este derivabilă şi

d
dt

∣
∣
∣
∣
∣

f11(t) f12(t)

f21(t) f22(t)

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

f ′11(t) f ′12(t)

f21(t) f22(t)

∣
∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣
∣

f11(t) f12(t)

f ′21(t) f ′22(t)

∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

f ′11(t) f12(t)

f ′21(t) f22(t)

∣
∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣
∣

f11(t) f ′12(t)

f21(t) f ′22(t)

∣
∣
∣
∣
∣
.

4.2.8 Fie γ :D−→R3, γ(t) = (γ1(t), γ2(t), γ3(t)), o funcţie definită pe o submulţime

D⊆R şi a∈D un punct de acumulare pentru D. Pentru orice α∈D−{a}, ecuaţia
dreptei care trece prin punctele (γ1(a), γ2(a), γ3(a)) şi (γ1(α), γ2(α), γ3(α)) este

x1−γ1(a)
γ1(α)− γ1(a)

=
x2−γ2(a)

γ2(α)− γ2(a)
=

x3−γ3(a)
γ3(α) − γ3(a)
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şi este echivalentă cu

x1−γ1(a)
γ1(α)−γ1(a)

α−a
=

x2−γ2(a)
γ2(α)−γ2(a)

α−a
=

x3−γ3(a)
γ3(α)−γ3(a)

α−a
.

Dacă funcţia f este derivabilă ı̂n a, atunci dreapta de ecuaţie

x1−γ1(a)
γ′1(a)

=
x2−γ2(a)
γ′2(a)

=
x3−γ3(a)
γ′3(a)

este tangentă la imaginea funcţiei f ı̂n punctul (γ1(a), γ2(a), γ3(a)). Această dreaptă

coincide cu imaginea aplicaţiei

R −→ R3 : t 7→ (γ1(a), γ2(a), γ3(a)) + t(γ′1(a), γ
′
2(a), γ

′
3(a)),

adică admite reprezentarea parametrică






x1 = γ1(a) + t γ′1(a)
x2 = γ2(a) + t γ′2(a) unde t ∈ R.
x3 = γ3(a) + t γ′3(a),

4.2.9 Propoziţie. Dacă I
f−→J

g−→Rk sunt funcţii derivabile, atunci

g(f(x))=(g1(f(x)), g2(f(x)), ... , gk(f(x)))

şi

d

dx
g(f(x)) =

(
g′1(f(x)), g

′
2(f(x)), ..., g

′
k(f(x))

)
·f ′(x) = g′(f(x))·f ′(x).

Demonstraţie. Avem

d
dxg(f(x)) =

(
d
dxg1(f(x)),

d
dxg2(f(x)), ... ,

d
dxgk(f(x))

)

= (g′1(f(x)) · f ′(x), g′2(f(x)) · f ′(x), ... , g′k(f(x)) · f ′(x))
= (g′1(f(x)), g

′
2(f(x)), ..., g

′
k(f(x))) · f ′(x) = g′(f(x)) · f ′(x).

4.3 Funcţii diferenţiabile

4.3.1 Prin funcţie reală de mai multe variabile se ı̂nţelege o funcţie de forma

f : D ⊆ Rn −→ R, unde n>1,

iar prin funcţie vectorială de mai multe variabile, o funcţie de forma

f : D ⊆ Rn −→ Rk, unde n>1, k>1.
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4.3.2 Definiţie. Fie f :I−→ R o funcţie definită pe un interval I⊆R. Spunem că

f este derivabilă ı̂n punctul a∈I dacă există şi este finită limita

f ′(a) = lim
x→a

f(x)−f(a)
x−a , (4.1)

numită derivata funcţiei f ı̂n punctul a.

4.3.3 Definiţia anterioară nu poate fi extinsă direct la funcţiile de două variabile

f : D ⊆ R2 −→ R

deoarece relaţia

f ′(a1, a2) = lim
(x1,x2)→(a1,a2)

f(x1, x2)−f(a1, a2)
(x1, x2)−(a1, a2)

este fără sens, ı̂mpărţirea cu vectorul (x1−a1, x2−a2)=(x1, x2)−(a1, a2)
nefiind definită. Vom arăta că relaţia (4.1) poate fi pusă sub o formă care să

permită extinderea ei la funcţii de mai multe variabile.

4.3.4 Relaţia (4.1) este echivalentă cu relaţia

lim
x→a

∣
∣
∣
∣

f(x)−f(a)
x−a −f ′(a)

∣
∣
∣
∣
= 0,

adică cu relaţia

lim
x→a

|f(x)−f(a)−f ′(a) · (x−a)|
|x−a| = 0.

4.3.5 Dacă A : R −→ R este o aplicaţie liniară, atunci

Au = A(u · 1) = u · A(1) = λu, unde λ=A(1).

Astfel, orice aplicaţie liniară A : R −→ R este de forma Au = λu.

4.3.6 Unei funcţii f :I−→R, derivabile ı̂n a∈I, i se asociază aplicaţia liniară

A : R −→ R, Au = f ′(a)u,

numită diferenţiala lui f ı̂n punctul a şi notată cu df(a), adică aplicaţia liniară

df(a) : R −→ R, df(a)u = f ′(a)u.

4.3.7 Definiţie. Spunem că funcţia f : I −→ R definită pe un interval I⊆R este

diferenţiabilă ı̂n a∈I dacă există o aplicaţie liniară A :R−→R astfel ı̂ncât

lim
x→a

|f(x)− f(a)−A(x− a)|
|x− a| = 0. (4.2)

Aplicaţia A, notată cu df(a), este numită diferenţiala funcţiei f ı̂n punctul a.
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4.3.8 Propoziţie. Fie f :I−→R o funcţie definită pe un interval I şi a∈I. Avem:

f este derivabilă ı̂n a ⇐⇒ f este diferenţiabilă ı̂n a.

4.3.9 Definiţie. Fie f : D −→ Rk o funcţie definită pe o mulţime D ⊆ Rn şi a ∈
◦
D.

Spunem că f este diferenţiabilă ı̂n a dacă există o aplicaţie liniară

A :Rn−→Rk

astfel ı̂ncât

lim
x→a

‖ f(x)− f(a)−A(x− a) ‖
‖ x− a ‖ = 0. (4.3)

Aplicaţia A este numită diferenţiala funcţiei f ı̂n punctul a şi se notează cu df(a).

4.3.10 Teoremă. Dacă funcţia f : D −→ Rk, definită pe o mulţime D ⊆ Rn, este

diferenţiabilă ı̂n punctul a ∈
◦
D, atunci ea este continuă ı̂n a.

Demonstraţie. Deoarece aplicaţia liniară A :Rn −→Rk este continuă (v. pag. 79-

16), trecând la limită ı̂n relaţia

0 ≤‖ f(x)−f(a) ‖ =‖ f(x)−f(a)−A(x−a)+A(x−a) ‖
≤‖ f(x)−f(a)−A(x−a) ‖+‖A(x−a)‖

= ‖f(x)−f(a)−A(x−a)‖
‖x−a‖ ‖x−a‖+‖A(x−a)‖

obţinem că limx→a f(x) = f(a).

4.3.11 Dacă A : R −→ Rk este o aplicaţie liniară, atunci

Au = A(u · 1) = u ·A(1) = u (λ1, λ2, . . . , λk) = (λ1 u, λ2 u, . . . , λk u)

unde (λ1, λ2, . . . , λk) = A(1). Astfel, orice aplicaţie liniară A : R −→ Rk

este de forma

Au = (λ1 u, λ2 u, . . . , λk u).

4.3.12 Conform definiţiei, o funcţie f : I −→ Rk, f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fk(x))

definită pe un interval I este diferenţiabilă ı̂n a ∈ I dacă există o aplicaţie liniară
A : R −→ Rk, Au = (λ1 u, λ2 u, . . . , λk u),

astfel ı̂ncât

lim
x→a

‖ f(x)− f(a)−A(x− a) ‖
|x− a| = 0. (4.4)
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4.3.13 Propoziţie. Fie f :I−→Rk definită pe un interval I şi a∈I. Avem:

f este derivabilă ı̂n a ⇐⇒ f este diferenţiabilă ı̂n a.

Demonstraţie (cazul k = 2). Relaţia (4.4), care ı̂n acest caz devine

lim
x→a

‖ (f1(x), f2(x))− (f1(a), f2(a))− (λ1(x− a), λ2(x− a)) ‖
|x− a| = 0,

este echivalentă cu

lim
x→a

(
f1(x)− f1(a)

x− a ,
f2(x)− f2(a)

x− a

)

= (λ1, λ2).

adică (λ1, λ2) = (f ′1(a), f
′
2(a)).

4.3.14 Dacă funcţia f :I−→Rk, f(x)=(f1(x), f2(x), . . . , fk(x)) este derivabilă

ı̂ntr-un punct a∈I, atunci diferenţiala lui f ı̂n a este

df(a) : R −→ Rk, df(a)u = (f ′1(a)u, f
′
2(a)u, . . . , f

′
k(a)u),

adică aplicaţia liniară a cărei matrice ı̂n raport cu bazele canonice este

df(a) =








f ′1(a)
f ′2(a)
...

f ′k(a)







.

4.4 Funcţii reale de mai multe variabile

4.4.1 Orice vector u = (u1, u2, ..., un)∈Rn admite ı̂n raport cu baza canonică

{e1=(1, 0, ..., 0), e2=(0, 1, 0, ..., 0), . . . en=(0, 0, ..., 0, 1)}

reprezentarea u=u1 e1+ · · ·+un en. Dacă A :Rn→R este aplicaţie liniară, atunci

A(u1, u2, ..., un)=A(u1 e1+u2 e2+ · · ·+un en)= λ1u1 + λ2u2 + · · ·+ λnun,

unde λ1=Ae1, ..., λn=Aen. Astfel, orice aplicaţie liniară A :Rn−→R este de forma

A(u1, u2, ..., un) = λ1u1 + λ2u2 + · · · + λnun.
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4.4.2 Conform definiţiei, o funcţie f :D−→R definită pe o mulţime D ⊆ Rn este

diferenţiabilă ı̂ntr-un punct a∈
◦
D dacă există o aplicaţie liniară

A : Rn −→ R, A(u1, u2, ..., un) = λ1u1 + λ2u2 + · · ·+ λnun,

astfel ı̂ncât

lim
x→a

|f(x)− f(a)−A(x−a)|
‖ x− a ‖ = 0. (4.5)

În particular, pentru x de forma x = a+ t ej avem relaţia

lim
t→0

|f(a+t ej)− f(a)−A(t ej)|
‖ t ej ‖

= 0,

echivalentă cu

λj = lim
t→0

f(a+t ej)− f(a)
t

.

4.4.3 Definiţie. Fie f :D−→R o funcţie definită pe o mulţime D ⊆ Rn.

Spunem că f este derivabilă parţial ı̂n raport cu variabila xj

ı̂n punctul a∈
◦
D dacă există şi este finită limita

∂f

∂xj
(a) = lim

t→0

f(a+t ej)− f(a)
t

, (4.6)

numită derivata parţială a lui f ı̂n raport cu xj ı̂n a.

4.4.4 Pentru a putea defini derivata parţială a lui f ı̂n raport cu xj ı̂n a nu este

necesar ca a să fie punct interior al mulţimii D. Este suficient ca D să conţină

un segment de dreaptă paralel cu axa Oxj care trece prin a.

4.4.5 Propoziţie. Dacă f :D−→R definită pe D ⊆ Rn este diferenţiabilă ı̂n a∈
◦
D,

atunci ea este derivabilă parţial ı̂n a şi diferenţiala ei ı̂n a este aplicaţia

df(a) :Rn−→R, df(a)(u1, u2, ..., un)=
∂f

∂x1
(a)u1+

∂f

∂x2
(a)u2+ · · ·+

∂f

∂xn
(a)un,

adică aplicaţia liniară df(a) :Rn→R a cărei matrice ı̂n raport cu bazele canonice este

df(a) =
(

∂f
∂x1

(a) ∂f
∂x2

(a) · · · ∂f
∂xn

(a)
)

.

4.4.6 În cazul unei funcţii de două variabile f :D⊆ R2−→R, relaţia (4.6) devine

∂f

∂x1
(a1, a2) = lim

t→0

f(a1+t, a2)− f(a1, a2)
t

,
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∂f

∂x2
(a1, a2) = lim

t→0

f(a1, a2+t)− f(a1, a2)
t

,

sau ı̂n notaţii alternative

∂f

∂x
(a1, a2) = lim

x→a1

f(x, a2)− f(a1, a2)
x− a1

,

∂f

∂y
(a1, a2) = lim

y→a2

f(a1, y)− f(a1, a2)
y − a2

.

4.4.7 Definiţie. Spunem că funcţia f :D→R, definită pe o mulţime deschisă

D ⊆ Rn, este o funcţie derivabilă parţial ı̂n raport cu xj dacă
∂f
∂xj

(a) există,

oricare ar fi a∈D. În acest caz, funcţia

∂f

∂xj
:D−→R : a 7→ ∂f

∂xj
(a)

se numeşte derivata parţială a lui f ı̂n raport cu xj .

4.4.8 Exemplu. Funcţia f : {(x, y) | y 6= 0}→R, f(x, y)= x
y , este derivabilă parţial,

∂f
∂x : {(x, y) | y 6= 0} −→ R, ∂f

∂x(x, y) =
1
y ,

∂f
∂y : {(x, y) | y 6= 0} −→ R, ∂f

∂y (x, y) = − x
y2
.

4.4.9 MATHEMATICA: D[f[x,y], x], D[f[x,y], y]

In[1]:=D[f[x,y], x] 7→ Out[1]=f(1,0)[x,y]

In[2]:=D[f[x,y], y] 7→ Out[2]=f(0,1)[x,y]

In[3]:=D[x/y, x] 7→ Out[3]= 1
y

In[4]:=D[x/y, y] 7→ Out[4]=− x
y2
.

4.4.10 Pentru ca o funcţie f :D→R definită pe o mulţimeD⊆Rn să fie diferenţiabilă

ı̂ntr-un punct a∈
◦
D, nu este suficient ca ea să fie derivabilă parţial ı̂n a. Funcţia

f : R2 −→ R, f(x, y) =

{
xy

x2+y2
dacă (x, y) 6= (0, 0),

0 dacă (x, y) = (0, 0),

necontinuă ı̂n (0, 0) (a se vedea pag. 76-13), este derivabilă parţial ı̂n (0, 0)

∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)−f(0, 0)
x

= lim
x→0

0

x
= 0

∂f

∂y
(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)−f(0, 0)
y

= lim
y→0

0

y
= 0.

Nefiind continuă ı̂n (0, 0), f nu este diferenţiabilă ı̂n (0, 0) (a se vedea pag. 101-10).
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4.4.11 Teoremă. Fie f :D→R o funcţie definită pe o mulţime D⊆Rn şi fie a∈
◦
D.

Dacă f este derivabilă parţial ı̂ntr-o vecinătate a lui a şi dacă derivatele

parţiale ∂f
∂x1

, ..., ∂f
∂xn

sunt continue ı̂n a, atunci f este diferenţiabilă ı̂n a.

Demonstraţie (Cazul n=2). Conform ipotezei, există r > 0 astfel ı̂ncât Br(a)⊂D
şi f este derivabilă parţial ı̂n Br(a). Fie (xk, yk)k≥0 un şir convergent din Br(a) cu

limk→∞(xk, yk)=(a1, a2). Avem de arătat că

lim
k→∞

∣
∣
∣f(xk, yk)−f(a1, a2)− ∂f

∂x(a1, a2) (xk−a1)−
∂f
∂y (a1, a2) (yk−a2)

∣
∣
∣

√

(xk − a1)2 + (yk − a2)2
= 0. (4.7)

Conform teoremei lui Lagrange, există ξk ı̂ntre xk şi a1 şi ηk ı̂ntre yk şi a2 astfel ı̂ncât

f(xk, yk)− f(a1, a2) = f(xk, yk)− f(a1, yk) + f(a1, yk)− f(a1, a2)
= ∂f

∂x (ξk, yk) (xk − a1) +
∂f
∂y (a1, ηk) (yk − a2).

Relaţia (4.7) se obţine trecând la limită ı̂n

0 ≤
∣

∣

∣
f(xk,yk)−f(a1 ,a2)−∂f

∂x
(a1,a2) (xk−a1)−∂f

∂y
(a1,a2) (yk−a2)

∣

∣

∣√
(xk−a1)2+(yk−a2)2

≤
∣

∣

∣

∂f
∂x

(ξk,yk) (xk−a1)+ ∂f
∂y

(a1,ηk) (yk−a2)−∂f
∂x

(a1,a2) (xk−a1)−∂f
∂y

(a1,a2) (yk−a2)
∣

∣

∣√
(xk−a1)2+(yk−a2)2

≤
∣
∣
∣
∂f
∂x (ξk, yk)−

∂f
∂x(a1, a2)

∣
∣
∣

|xk−a1|√
(xk−a1)2+(yk−a2)2

+
∣
∣
∣
∂f
∂y (a1, ηk)−

∂f
∂y (a1, a2)

∣
∣
∣

|yk−a2|√
(xk−a1)2+(yk−a2)2

≤
∣
∣
∣
∂f
∂x(ξk, yk)−

∂f
∂x(a1, a2)

∣
∣
∣+
∣
∣
∣
∂f
∂y (a1, ηk)−

∂f
∂y (a1, a2)

∣
∣
∣ .

4.4.12 Definiţie. Fie f :D→R o funcţie definită pe o mulţime deschisă D⊆Rn.

Spunem că f este o funcţie de clasă C1 ı̂n D şi scriem

f ∈C1(D)

dacă este derivabilă parţial şi ∂f
∂x1

, ..., ∂f
∂xn

sunt continue ı̂n orice punct din D.

4.4.13 (Derivarea funcţiilor compuse). Ştim că:

a) Dacă I
f−→J

g−→R sunt funcţii derivabile, atunci

d

dt
g(f(t)) = g′(f(t)) · f ′(t);

b) Dacă I
f−→J

g−→Rk sunt funcţii derivabile, atunci
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d

dt
(g1(f(t)), g2(f(t)), ... , gk(f(t)))=

(
g′1(f(t)), g

′
2(f(t)), ..., g

′
k(f(t))

)
·f ′(t),

adică matriceal

d

dt






g1(f(t))
...

gk(f(t))




 =






g′1(f(t))
...

g′k(f(t))




 · f ′(t).

4.4.14 Se poate arăta că:

c) Dacă I
f−→Rn

g−→R sunt funcţii diferenţiabile, atunci

d

dt
g(f1(t), ..., fn(t))=

∂g

∂x1
(f1(t), ..., fn(t)) · f ′1(t)+ ...+

∂g

∂xn
(f1(t), ..., fn(t)) · f ′n(t),

adică matriceal

d

dt
g(f(t)) =

(
∂g
∂x1

(f(t)) · · · ∂g
∂xn

(f(t))
)






f ′1(t)
...

f ′n(t)




 .

d) Dacă Rn
f−→R

g−→R sunt funcţii diferenţiabile, atunci

∂

∂xj
g(f(x1, ..., xn)) = g′(f(x1, ..., xn))

∂f

∂xj
(x1, ..., xn).

e) Dacă Rn
f−→Rk

g−→R sunt funcţii diferenţiabile, atunci

∂

∂xj
g(f1(x), ..., fk(x)) =

k∑

i=1

∂g

∂yi
(f1(x), ..., fk(x))

∂fi
∂xj

(x),

adică matriceal

(
∂
∂x1

g(f(x)) ... ∂
∂xn

g(f(x))
)

=
(
∂g
∂y1

(f(x)) ... ∂g
∂yk

(f(x))
)






∂f1
∂x1

(x) ... ∂f1
∂xn

(x)
...

...
∂fk
∂x1

(x) ... ∂fk∂xn
(x)




 .

4.4.15 MATHEMATICA: D[g[f[t],h[t]], t], D[g[f[x,y]], x], D[g[f[x,y],h[x,y]], x]

In[1]:=D[g[f[t],h[t]], t] 7→ Out[1]=h′[t] g(0,1)[f [t],h[t]]+f ′[t] g(1,0)[f [t],h[t]]

In[2]:=D[g[f[x,y]], x] 7→ Out[2]=g′[f [x,y]] f(1,0) [x,y]

In[3]:=D[g[f[x,y]], y] 7→ Out[3]=g′[f [x,y]] f(0,1) [x,y]

In[4]:=D[g[f[x,y],h[x,y]], x] 7→ Out[4]=f(1,0)[x,y] g(1,0)[f [x,y],h[x,y]]

+g(0,1)[f [x,y],h[x,y]] h(1,0)[x,y]

In[5]:=D[g[f[x,y],h[x,y]], y] 7→ Out[5]=f(0,1)[x,y] g(1,0)[f [x,y],h[x,y]]

+g(0,1)[f [x,y],h[x,y]] h(0,1)[x,y]
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4.4.16 Exemple. a) Dacă g : R −→ R este derivabilă, atunci

∂
∂xg

(√

x2 + y2
)

= g′(
√

x2 + y2) x√
x2+y2

,

∂
∂yg

(√

x2 + y2
)

= g′(
√

x2 + y2) y√
x2+y2

.

b) Dacă g : R2 −→ R : (u, v) 7→ g(u, v) este diferenţiabilă, atunci

d
dtg(
√
t, et

2
)= ∂g

∂u(
√
t, et

2
) 1
2
√
t
+ ∂g
∂v (
√
t, et

2
) 2tet,

∂
∂xg

(
x
y ,
√

x2 + y2
)

= ∂g
∂u

(
x
y ,
√

x2 + y2
)

1
y +

∂g
∂v

(
x
y ,
√

x2 + y2
)

x√
x2+y2

,

∂
∂yg

(
x
y ,
√

x2 + y2
)

= ∂g
∂u

(
x
y ,
√

x2 + y2
)

−x
y2

+ ∂g
∂v

(
x
y ,
√

x2 + y2
)

y√
x2+y2

.

4.4.17 MATHEMATICA: D[g[f[t],h[t]], t], D[g[f[x,y]], x], D[g[f[x,y],h[x,y]], x]

In[1]:=D[g[Sqrt[x^2+y^2]], x] 7→ Out[1]=
x g′[

√
x2+y2]√

x2+y2

In[2]:=D[g[Sqrt[x^2+y^2]], y] 7→ Out[2]= y g′[
√

x2+y2]√
x2+y2

In[3]:=D[g[Sqrt[t],Exp[t^2]], t] 7→ Out[3]=2et t g(0,1)[
√
t,et

2
]+

g(1,0)[
√
t,et

2
]

2
√

t

In[4]:=D[g[x/y, Sqrt[x^2+y^2]], x], x] 7→ Out[4]=
x g(0,1)[xy ,

√
x2+y2]√

x2+y2
+

g(1,0)[ xy ,
√

x2+y2]

y

In[5]:=D[g[x/y, Sqrt[x^2+y^2]], y] 7→ Out[5]=
y g(0,1)[xy ,

√
x2+y2]√

x2+y2
−

x g(1,0)[xy ,
√

x2+y2]

y2

4.4.18 Definiţie. Fie f :D⊆Rn→R o funcţie, a∈
◦
D, r>0 astfel ı̂ncât Br(a) ⊂ D

şi w∈Rn cu ‖w‖= 1. Spunem că f este derivabilă ı̂n a după

versorul w dacă funcţia

ϕ : (−r, r) −→ R, ϕ(t) = f(a+tw),

este derivabilă ı̂n punctul t = 0. Numărul
df

dw
(a) = ϕ′(0) =

d

dt
f(a+tw)

∣
∣
∣
∣
t=0

se numeşte derivata lui f după versorul w ı̂n a.

4.4.19 Dacă f :D⊆Rn→R este diferenţiabilă ı̂n a∈
◦
D şi w∈Rn, ‖w‖=1, atunci

df

dw
(a) =

d

dt
f(a+tw)

∣
∣
∣
∣
t=0

=
∂f

∂x1
(a)w1 +

∂f

∂x2
(a)w2 + · · · +

∂f

∂xn
(a)wn. (4.8)

În particular, derivatele parţiale corespund derivatelor după vectorii bazei canonice
∂f

∂xj
(a) =

d

dt
f(a+tej)

∣
∣
∣
∣
t=0

=
df

dej
(a).
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f

a

0
t

D

r−r

a+tw
R

Figura 4.2: Derivata lui f după versorul w ı̂n a.

4.4.20 Utilizând produsul scalar şi operatorul gradient

∇ =

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2
, ...,

∂

∂xn

)

relaţia (4.8) se mai poate scrie sub forma

df

dw
(a) =

d

dt
f(a+tw)

∣
∣
∣
∣
t=0

= 〈∇f(a), w〉 = ||∇f(a)|| cos∠(∇f(a), w)

şi arată că, ı̂n jurul lui a, creşterea/descreşterea funcţiei f este maximă ı̂n direcţia

w=∇f(a) =
(
∂f

∂x1
(a),

∂f

∂x2
(a), ...,

∂f

∂xn
(a)

)

.

4.4.21 O aplicaţie liniară A : Rn −→ R este diferenţiabilă ı̂n orice punct a∈Rn şi

diferenţiala ei este chiar A, adică dA(a) = A. În particular, funcţiile coordonate

x1 : R
n −→ R, x1(u1, u2, ..., un) = u1,

x2 : R
n −→ R, x2(u1, u2, ..., un) = u2,

.......................................

xn : Rn −→ R, xn(u1, u2, ..., un) = un,

fiind liniare avem dx1(a)=x1, dx2(a)=x2, ... , dxn(a)=xn, adică

dx1(a)(u1, u2, ..., un)=u1, ... , dxn(a)(u1, u2, ..., un)=un

şi relaţia (a se vedea pag. 103-5)

df(a)(u1, u2, ..., un)=
∂f

∂x1
(a)u1+

∂f

∂x2
(a)u2+ · · · +

∂f

∂xn
(a)un

se mai poate scrie
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df(a)=
∂f

∂x1
(a) dx1(a)+

∂f

∂x2
(a) dx2(a)+ · · ·+

∂f

∂xn
(a) dxn(a)

sau

df=
∂f

∂x1
dx1+

∂f

∂x2
dx2+ · · ·+

∂f

∂xn
dxn.

4.4.22 Ultima relaţie poate fi scrisă simbolic sub forma

df=

(
∂

∂x1
dx1+

∂

∂x2
dx2+ · · ·+

∂

∂xn
dxn

)

f

şi sugerează introducerea operatorului de diferenţiere

d=
∂

∂x1
dx1+

∂

∂x2
dx2+ · · ·+

∂

∂xn
dxn =

n∑

k=1

∂

∂xk
dxk.

4.4.23 În notaţii alternative, ı̂n cazurile n = 2 şi n = 3 avem:

df = ∂f
∂x dx+ ∂f

∂y dy; d = ∂
∂x dx+ ∂

∂y dy;

df = ∂f
∂x dx+ ∂f

∂y + ∂f
∂z dz; d = ∂

∂x dx+ ∂
∂y dy +

∂
∂z dz.

4.5 Funcţii vectoriale de mai multe variabile

4.5.1 Dacă A :Rn→Rk este aplicaţie liniară, atunci

A(u1, u2, ..., un) =A(u1(1, 0, ..., 0) + u2(0, 1, 0, ..., 0) + · · ·+ un(0, ..., 0, 1) )

= u1A(1, 0, ..., 0) + u2A(0, 1, 0, ..., 0) + · · ·+ unA(0, ..., 0, 1)

=(α11u1+α12u2+ · · ·+α1nun, . . . , αk1u1+αk2u2+ · · ·+αknun),

unde A(1, 0, ..., 0) = (α11, α21, ..., αk1), ... , A(0, ..., 0, 1) = (α1n, α2n, ..., αkn).

Dacă ı̂n loc de vectori linie utilizăm vectori coloană, relaţia anterioară devine

A








u1
u2
...
un







=








α11u1+α12u2+ · · ·+α1nun
α21u1+α22u2+ · · ·+α2nun

...
αk1u1+αk2u2+ · · · +αknun







=








α11 α12 · · · α1n

α21 α22 · · · α2n
...

...
. . .

...
αk1 αk2 · · · αkn















u1
u2
...
un







.

Matricea
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






α11 α12 · · · α1n

α21 α22 · · · α2n
...

...
. . .

...
αk1 αk2 · · · αkn








este matricea asociată aplicaţiei liniare A ı̂n raport cu bazele canonice ı̂n Rn şi Rk.

4.5.2 Conform definiţiei, o funcţie f :D−→Rk,

f(x1, x2, ..., xn) = (f1(x1, x2, ..., xn), f2(x1, x2, ..., xn), ..., fk(x1, x2, ..., xn)),

definită pe o mulţimeD⊆Rn este diferenţiabilă ı̂n a∈
◦
D dacă există o aplicaţie liniară

A : Rn −→ Rk, A








u1
u2
...
un







=








α11 α12 · · · α1n

α21 α22 · · · α2n
...

...
. . .

...
αk1 αk2 · · · αkn















u1
u2
...
un







.

astfel ı̂ncât

lim
x→a

‖ f(x)− f(a)−A(x−a) ‖
‖ x− a ‖ = 0. (4.9)

4.5.3 Propoziţie. Funcţia f :D⊆Rn−→Rk, f(x)=(f1(x), ..., fk(x)), este

diferenţiabilă ı̂n a∈
◦
D dacă şi numai dacă toate funcţiile f1, f2, ..., fk

sunt diferenţiabile ı̂n a şi avem

αij=
∂fi
∂xj

(a), oricare ar fi
i∈{1, 2, ..., k},
j∈{1, 2, ..., n},

adică diferenţiala lui f ı̂n a este aplicaţia liniară

df(a) : Rn −→ Rk

a cărei matrice ı̂n raport cu bazele canonice este matricea Jacobi

∂f

∂x
(a) =

∂(f1, f2, ..., fk)

∂(x1, x2, ..., xn)
(a) =










∂f1
∂x1

(a) ∂f1
∂x2

(a) · · · ∂f1
∂xn

(a)

∂f2
∂x1

(a) ∂f2
∂x2

(a) · · · ∂f2
∂xn

(a)

...
...

. . .
...

∂fk
∂x1

(a) ∂fk
∂x2

(a) · · · ∂fk
∂xn

(a)










.

În cazul n=k, determinantul
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D(f1, f2, ..., fk)

D(x1, x2, ..., xn)
(a) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂f1
∂x1

(a) ∂f1
∂x2

(a) · · · ∂f1
∂xn

(a)

∂f2
∂x1

(a) ∂f2
∂x2

(a) · · · ∂f2
∂xn

(a)

...
...

. . .
...

∂fk
∂x1

(a) ∂fk
∂x2

(a) · · · ∂fk
∂xn

(a)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

este numit jacobianul lui f ı̂n a.

4.5.4 Orice aplicaţie de clasă C1

S : [a, b]×[c, d]−→R3, S(u, v)=(S1(u, v), S2(u, v), S3(u, v)),

cu proprietatea

rang








∂S1
∂u (u, v) ∂S1

∂v (u, v)

∂S2
∂u (u, v) ∂S2

∂v (u, v)

∂S3
∂u (u, v) ∂S3

∂v (u, v)







=2, oricare ar fi (u, v)∈D,

este o parametrizare a unei suprafeţe S⊂R3. Pentru orice (u0, v0)∈ [a, b]×[c, d] fixat,
aplicaţiile

γu : [a, b] −→ R3, γu(t) = S(t, v0) = (S1(t, v0), S2(t, v0), S3(t, v0)),

γv : [c, d] −→ R3, γv(t) = S(u0, t) = (S1(u0, t), S2(u0, t), S3(u0, t)),

reprezintă drumuri pe suprafaţa S. Ele trec prin punctul S(u0, v0) şi vectorii tangenţi

~τu(u0, v0) =
d
dtγu(u0) =

(
∂S1
∂u (u0, v0),

∂S2
∂u (u0, v0),

∂S3
∂u (u0, v0)

)

,

~τv(u0, v0) =
d
dtγv(v0) =

(
∂S1
∂v (u0, v0),

∂S2
∂v (u0, v0),

∂S3
∂v (u0, v0)

)

determină planul tangent la S ı̂n S(u0, v0). În particular, produsul lor vectorial

~N(u0, v0) = ~τu(u0, v0)× ~τv(u0, v0) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

~i ~j ~k

∂S1
∂u (u0, v0)

∂S2
∂u (u0, v0)

∂S3
∂u (u0, v0)

∂S1
∂v (u0, v0)

∂S2
∂v (u0, v0)

∂S3
∂v (u0, v0)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂S2
∂u (u0, v0)

∂S3
∂u (u0, v0)

∂S2
∂v (u0, v0)

∂S3
∂v (u0, v0)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

~i+

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂S3
∂u (u0, v0)

∂S1
∂u (u0, v0)

∂S3
∂v (u0, v0)

∂S1
∂v (u0, v0)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

~j+

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂S1
∂u (u0, v0)

∂S2
∂u (u0, v0)

∂S1
∂v (u0, v0)

∂S2
∂v (u0, v0)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

~k

cu coordonatele (A(u0, v0), B(u0, v0), C(u0, v0)) definite prin relaţiile
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ba

c

d

u0

v0

S

~N

S(u0, v0)

~τu

~τv

Figura 4.3: Normala la o suprafaţă.

A(u0, v0)=
D(S2,S3)
D(u,v) (u0, v0), B(u0, v0)=

D(S3,S1)
D(u,v) (u0, v0), C(u0, v0)=

D(S1,S2)
D(u,v) (u0, v0)

este un vector perpendicular pe planul tangent la suprafaţa S ı̂n punctul S(u0, v0).

π

2π

θ

ϕ

S

(θ, ϕ)

S(θ, ϕ)

~N

~τθ

~τϕ

Figura 4.4: Normala la sferă.

4.5.5 Exemplu. Aplicaţia S : [0, π] × [0, 2π] −→ R3,

S(θ, ϕ) = (S1(θ, ϕ), S2(θ, ϕ), S3(θ, ϕ))

= (x0+R sin θ cosϕ, y0+R sin θ sinϕ, z0+R cos θ)

reprezintă o parametrizare a sferei de rază R şi centru (x0, y0, z0).
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4.5.6 Ştim că tangenta la graficul unui drum de clasă C1

γ :D−→R3, γ(t) = (γ1(t), γ2(t), γ3(t)),

ı̂ntr-un punct γ(t0) cu γ
′(t0) 6=0 este imaginea aplicaţiei

R−→R3 : α 7→ γ(t0)+α γ
′(t0),

adică

R −→ R3 : α 7→ (γ1(t0), γ2(t0), γ3(t0))+α(γ
′
1(t0), γ

′
2(t0), γ

′
3(t0)),

şi admite reprezentarea parametrică






x = γ1(t0) + γ′1(t0)α
y = γ2(t0) + γ′2(t0)α unde α∈R.
z = γ3(t0) + γ′3(t0)α,

Planul tangent la o suprafaţă

S : [a, b]×[c, d]−→R3, S(u, v)=(S1(u, v), S2(u, v), S3(u, v)),

ı̂ntr-un punct S(u0, v0) coincide cu imaginea aplicaţiei

R2 −→ R3 : (α, β) 7→ S(u0, v0) + dS(u0, v0) (α, β),

adică

R2−→R3 :

(
α
β

)

7→





S1(u0, v0)
S2(u0, v0)
S3(u0, v0)



+








∂S1
∂u (u0, v0)

∂S1
∂v (u0, v0)

∂S2
∂u (u0, v0)

∂S2
∂v (u0, v0)

∂S3
∂u (u0, v0)

∂S3
∂v (u0, v0)








(
α
β

)

,

şi admite reprezentarea parametrică






x = S1(u0, v0) +
∂S1
∂u (u0, v0)α+ ∂S1

∂v (u0, v0)β

y = S2(u0, v0) +
∂S2
∂u (u0, v0)α + ∂S2

∂v (u0, v0)β

z = S3(u0, v0) +
∂S3
∂u (u0, v0)α+ ∂S3

∂v (u0, v0)β.

Eliminând parametrii α şi β rezultă ecuaţia planului tangent ı̂n S(u0, v0):

A(u0, v0) (x−S1(u0, v0))+B(u0, v0) (y−S2(u0, v0))+C(u0, v0) (z−S3(u0, v0))=0.
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4.6 Derivate parţiale de ordin superior

4.6.1 Definiţie. Fie f :D⊆ R→R o funcţie derivabilă ı̂n vecinătatea (a−ε, a+ε)∩D
a unui punct a∈D. Spunem că f este derivabilă de două ori ı̂n a dacă

f ′ : (a−ε, a+ε) ∩D −→ R

este derivabilă ı̂n a. Numărul

f ′′(a) = (f ′)′(a) = lim
x→a

f ′(x)−f ′(a)
x−a

se numeşte derivata a doua a lui f ı̂n a.

4.6.2 Definiţie. Fie f :D⊆ R→R o funcţie derivabilă. Spunem că f este o funcţie

derivabilă de două ori dacă f ′ este derivabilă ı̂n orice punct din D. În acest caz,

aplicaţia D−→R : a 7→f ′′(a) se numeşte derivata a doua a lui f şi se notează cu f ′′.

4.6.3 În unele situaţii este avantajoasă utilizarea notaţiilor alternative

f (0)=f, f (1)=
df

dx
=f ′, f (2)=

d2f

dx2
=f ′′,

dnf

dxn
=f (n).

4.6.4 Definiţie. Fie f :D⊆ R−→R o funcţie derivabilă de n−1 ori şi a∈D.

Spunem că f este derivabilă de n ori ı̂n a dacă f (n−1) :D−→R este

derivabilă ı̂n a. Numărul

f (n)(a) = (f (n−1))′(a) = lim
x→a

f (n−1)(x)−f (n−1)(a)

x−a
se numeşte derivata de ordinul n a lui f ı̂n a.

4.6.5 Definiţie.

Spunem că f :D⊆ R−→R este o funcţie de clasă Cn ı̂n D şi scriem

f ∈ Cn(D)

dacă f este derivabilă de n ori şi f (n) :D−→R este continuă.

Spunem că f :D⊆ R−→R este o funcţie de clasă C∞ ı̂n D şi scriem

f ∈ C∞(D)

dacă f este indefinit derivabilă, adică este derivabilă de n ori, oricare ar fi n∈N.

4.6.6 Exemple:

(xk)′ = k xk−1;
(
1
x

)′
= − 1

x2
; (sinx)′ = cos x;

(xk)′′ = k(k − 1)xk−2;
(
1
x

)′′
= 2

x3
; (sinx)′′ = − sinx;

(xk)(3) = k(k−1)(k−2)xk−3;
(
1
x

)(3)
= − 6

x4
; (sinx)(3) = − cos x.
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4.6.7 MATHEMATICA: D[f[x], {x,n}]

In[1]:=D[1/x, x] 7→ Out[1]=− 1
x2

In[4]:=D[Sin[x], x] 7→ Out[4]=Cos[x]

In[2]:=D[1/x, {x,2}] 7→ Out[2]= 2
x3

In[5]:=D[Sin[x], {x,2}] 7→ Out[5]=−Sin[x]

In[3]:=D[1/x, {x,3}] 7→ Out[3]=− 6
x4

In[6]:=D[Sin[x], {x,3}] 7→ Out[6]=−Cos[x]

4.6.8 Propoziţie. Dacă funcţiile f, g :D⊆ R−→R sunt derivabile de n ori şi λ∈R,
atunci funcţiile f+g, λf şi fg sunt derivabile de n ori şi

(f+g)(n) = f (n)+g(n),

(λf)(n) = λ f (n),

(fg)(n)=C0
n f

(n) g(0)+C1
n f

(n−1) g(1)+ · · · +Cn−1
n f (1) g(n−1)+Cnn f

(0) g(n).

4.6.9 MATHEMATICA: D[f[x], {x,n}]

In[1]:=D[f[x] g[x], x] 7→ Out[1]=g[x] f ′[x]+f [x] g′[x]

In[2]:=D[f[x] g[x], {x,2}] 7→ Out[2]=2 f ′[x] g′[x]+g[x]f ′′[x]+f [x] g′′[x]

In[3]:=D[f[x] g[x], {x,3}] 7→ Out[3]=3 g′[x] f ′′[x]+3 f ′[x] g′′[x]+g[x] f(3)[x]+f [x]g(3)[x]

4.6.10 Exemple:

(x f(x))(n) = Cn−1
n f (n−1)(x) + Cnn x f

(n)(x) = n f (n−1)(x) + x f (n)(x);

(x2f(x))(n)=2Cn−2
n f (n−2)(x)+2Cn−1

n xf (n−1)(x)+Cnnx
2f (n)(x)

=n(n−1)f (n−1)(x)+2nxf (n−1)(x)+x2f (n)(x).

4.6.11 MATHEMATICA: D[x^k f[x], {x,n}]

In[1]:=D[x^2 f[x] , x] 7→ Out[1]=2x f [x]+x2 f ′[x]

In[2]:=D[x^2 f[x], {x,2}] 7→ Out[2]=2 f [x]+4x f ′[x]+x2 f ′′[x]

In[3]:=D[x^2 f[x], {x,3}] 7→ Out[3]=6 f ′[x]+6xf ′′[x]+x2 f(3)[x]

4.6.12 Definiţie. Fie f :D⊆ Rn−→R o funcţie definită pe o mulţime D ⊆ Rn,

derivabilă parţial ı̂ntr-o vecinătate Br(a)⊂D a unui punct a∈
◦
D.

Dacă derivatele parţiale
∂f

∂xk
: Br(a) −→ R

sunt derivabile parţial ı̂n a, derivatele lor parţiale

∂2f

∂xj ∂xk
(a) =

∂

∂xj

(
∂f

∂xk

)

(a)

se numesc derivatele parţiale de ordinul al doilea ale lui f ı̂n a.

4.6.13 Derivatele parţiale de ordin mai ı̂nalt se pot defini asemanător:

∂3f

∂xi ∂xj ∂xk
(a) =

∂

∂xi

(
∂2f

∂xj ∂xk

)

(a), etc.
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4.6.14 În cazul unei funcţii f :D⊆ R2→R se pot defini derivatele de ordinul al 2-lea:

∂2f
∂x2 = ∂

∂x

(
∂f
∂x

)

; ∂2f
∂x ∂y = ∂

∂x

(
∂f
∂y

)

;

∂2f
∂y ∂x = ∂

∂y

(
∂f
∂x

)

; ∂2f
∂y2

= ∂
∂y

(
∂f
∂y

)

.

4.6.15 Exemplu. Funcţia f : R2 −→ R, f(x, y) = ex
2+y2 admite derivate parţiale

de orice ordin şi
∂2f
∂x2 (x, y) =

∂2

∂x2 e
x2+y2 = 2ex

2+y2 + 4x2ex
2+y2 ,

∂2f
∂y2

(x, y) = ∂2

∂y2
ex

2+y2 = 2ex
2+y2 + 4y2ex

2+y2 ,

∂2f
∂x ∂y (x, y) =

∂2

∂x ∂y e
x2+y2 = 4xy ex

2+y2 ,

∂2f
∂y ∂x(x, y) =

∂2

∂y ∂xe
x2+y2 = 4xy ex

2+y2 .

4.6.16 MATHEMATICA: D[f[x,y], {x,2}] D[f[x,y], x,y]

In[1]:=D[Exp[x^2 + y^2], {x, 2}] 7→ Out[1]=2 ex
2+y2+4ex

2+y2 x2

In[2]:=D[Exp[x^2 + y^2], {y, 2}] 7→ Out[2]=2 ex
2+y2+4ex

2+y2 y2

In[3]:=D[Exp[x^2 + y^2], x, y] 7→ Out[3]=4 ex
2+y2 x y

In[4]:=D[Exp[x^2 + y^2], y, x] 7→ Out[4]=4 ex
2+y2 x y

4.6.17 Exerciţiu. Să se arate că funcţia

u(x, t)=
1

2
√
t
e−

x2

4t

verifică ecuaţia căldurii

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0.

4.6.18 Exerciţiu. Să se arate că funcţia

u(x, y, z)=
1

√

x2+y2+z2

verifică ecuaţia Laplace

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0.

4.6.19 Funcţia

f : R2 −→ R, f(x, y) =

{
xy(x2−y2)
x2+y2

dacă (x, y) 6= (0, 0),

0 dacă (x, y) = (0, 0),
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este derivabilă parţial şi

∂f

∂x
(x, y) =

{
y(x4−y4+4x2y2)

(x2+y2)2
dacă (x, y) 6= (0, 0),

0 dacă (x, y) = (0, 0),

∂f

∂y
(x, y) =

{
x(x4−y4−4x2y2)

(x2+y2)2 dacă (x, y) 6= (0, 0),

0 dacă (x, y) = (0, 0).

În punctul (0, 0) derivatele parţiale mixte de ordinul al doilea au valori diferite:

∂2f

∂x ∂y
(0, 0) = lim

x→0

∂f
∂y (x, 0) −

∂f
∂y (0, 0)

x
= 1;

∂2f

∂y ∂x
(0, 0)= lim

y→0

∂f
∂x(0, y)−

∂f
∂x (0, 0)

y
=−1.

4.6.20 Teoremă (Schwarz) Dacă funcţia f :D⊆ R2→R are derivate parţiale mixte

de ordinul al doilea ∂2f
∂x ∂y ,

∂2f
∂y ∂x ı̂ntr-o vecinătate (a1−r, a1+r)×(a2−r, a2+r)

a unui punct (a1, a2)∈
◦
D şi dacă ele sunt continue ı̂n (a1, a2), atunci

∂2f

∂x ∂y
(a1, a2) =

∂2f

∂y ∂x
(a1, a2).

Demonstraţie. Fie (xn, yn)n≥0 un şir din Br(a) cu limn→∞(xn, yn) = (a1, a2) şi

(xn, yn) 6=(a1, a2), oricare ar fi n∈N. Funcţiile
ϕn : (a1−r, a1+r) −→ R, ϕn(x) = f(x, yn)− f(x, a2),
ψn : (a2−r, a2+r) −→ R, ψn(y) = f(xn, y)− f(a1, y),

verifică condiţiile din teorema lui Lagrange (pag. 95-25) şi relaţia

ϕn(xn)− ϕn(a1) = ψn(yn)− ψn(a2).
Rezultă că există αn ı̂ntre xn şi a1 şi există βn ı̂ntre yn şi a2 astfel ı̂ncât

ϕ′
n(αn)(xn − a1) = ψ′

n(βn)(yn − a2),
adică

(
∂f

∂x
(αn, yn)−

∂f

∂x
(αn, a2)

)

(xn−a1) =
(
∂f

∂y
(xn, βn)−

∂f

∂y
(a1, βn)

)

(yn−a2).

Din teorema lui Lagrange rezultă că există ξn ı̂ntre xn şi a1 şi ηn ı̂ntre yn şi a2 ı̂ncât

∂2f

∂y ∂x
(αn, ηn) (yn − a2)(xn − a1) =

∂2f

∂x ∂y
(ξn, βn) (xn − a1)(yn − a2),

adică
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∂2f

∂y ∂x
(αn, ηn) =

∂2f

∂x ∂y
(ξn, βn).

Derivatele parţiale mixte fiind continue ı̂n (0, 0), din relaţia anterioară rezultă

∂2f

∂x ∂y
(a1, a2)= lim

n→∞
∂2f

∂y ∂x
(αn, ηn)= lim

n→∞
∂2f

∂x ∂y
(ξn, βn)=

∂2f

∂y ∂x
(a1, a2).

4.6.21 Definiţie. Spunem că f :D⊆Rn→R că este funcţie de clasă Ck şi scriem

f ∈Ck(D)

dacă toate derivatele parţiale de ordin mai mic sau egal cu k

există şi sunt continue ı̂n orice punct din D.

Prin f ∈C0(D) se ı̂nţelege că f este funcţie continuă.

Spunem că f :D⊆Rn→R că este funcţie de clasă C∞ şi scriem

f ∈C∞(D)

dacă f ∈Ck(D), oricare ar fi k∈N.

4.6.22 Dacă D⊆Rn este o mulţime deschisă şi f ∈C2(D), atunci

∂2f

∂xj ∂xk
(a) =

∂2f

∂xk ∂xj
(a),

oricare ar fi a∈D şi j, k∈{1, 2, ..., n}. Demonstraţia este similară celei de mai sus.

4.6.23 Dacă D⊆R3 este o mulţime deschisă şi f ∈C3(D), atunci

∂3f

∂x ∂y ∂z
=

∂3f

∂y ∂x ∂z
=

∂3f

∂y ∂z ∂x
,

∂3f

∂x ∂y2
=

∂3f

∂y ∂x ∂y
=

∂3f

∂y2 ∂x
, etc.

4.6.24 (Derivate de ordin superior ale funcţiilor compuse).

a) Dacă I
f−→J

g−→R sunt derivabile de două ori, atunci

d2

dt2
g(f(t)) = g′(f(t)) f ′′(t) + g′′(f(t)) f ′2(t).

b) Dacă I
(ϕ,ψ)−→ R2 g−→R sunt funcţii de clasă C2, atunci

d2

dt2 g(ϕ(t), ψ(t))=
∂2g
∂x2 (ϕ(t), ψ(t)) (ϕ

′(t))2+ ∂2g
∂x ∂y (ϕ(t), ψ(t))ϕ

′(t)ψ′(t)

+ ∂2g
∂y2 (ϕ(t), ψ(t)) (ψ

′(t))2 + ∂g
∂x(ϕ(t), ψ(t))ϕ

′′(t)) + ∂g
∂y (ϕ(t), ψ(t))ψ

′′(t)).

c) Dacă R2 f−→R
g−→R sunt funcţii de clasă C2, atunci:
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∂2

∂u2 g(f(u, v)) = g′′(f(u, v))
(
∂f
∂u(u, v)

)2
+ g′(f(u, v)) ∂

2f
∂u2 (u, v);

∂2

∂u ∂vg(f(u, v))=g
′′(f(u, v)) ∂f∂u(u, v)

∂f
∂v (u, v)+g

′(f(u, v)) ∂2f
∂u ∂v (u, v);

∂2

∂v2 g(f(u, v)) = g′′(f(u, v))
(
∂f
∂v (u, v)

)2
+ g′(f(u, v)) ∂

2f
∂v2 (u, v).

e) Dacă R2 (ϕ,ψ)−→ R2 g−→R sunt funcţii de clasă C2, atunci

∂2

∂u2
g(ϕ(u, v), ψ(u, v)) = ∂2g

∂x2
(ϕ(u, v), ψ(u, v))

(
∂ϕ
∂u (u, v)

)2

+2 ∂2g
∂x ∂y (ϕ(u, v), ψ(u, v))

∂ϕ
∂u (u, v)

∂ϕ
∂v (u, v)

+ ∂2g
∂y2

(ϕ(u, v), ψ(u, v))
(
∂ψ
∂u (u, v)

)2

+ ∂g
∂x(ϕ(u, v), ψ(u, v))

∂2ϕ
∂u2

(u, v)

+ ∂g
∂y (ϕ(u, v), ψ(u, v))

∂2ψ
∂u2

(u, v).

4.6.25 MATHEMATICA: D[g[f[x,y]], {x,2}] D[g[f[x,y],h[x,y]], x,y]

In[1]:=D[g[f[t]], {t,2}] 7→ Out[1]=g′[f [t]] f ′′[t]+f ′[t]2 g′′[f [t]]

In[2]:=D[g[f[t], h[t]], {t,2}] 7→ Out[2]=h′′[t] g(0,1)[f [t],h[t]]+f ′′[t] g(1,0)[f [t],h[t]]

+h′[t](h′[t] g(0,2)[f [t],h[t]]+f ′[t] g(1,1)[f [t],h[t]])
+f ′[t](h′[t] g(1,1)[f [t],h[t]]+f ′[t] g(2,0)[f [t],h[t]])

In[3]:=D[g[f[u,v]], {u,2}] 7→ Out[3]=g′′[f [u,v]] f(1,0)[u,v]2+g′[f [u,v]] f(2,0)[u,v]

In[4]:=D[g[f[u,v]], u,v] 7→ Out[4]=g′′[f [u,v]] f(0,1)[u,v] f(1,0)[u,v]+g′[f [u,v]] f(1,1)[u,v]

In[5]:=D[g[f[u,v]], {v,2}] 7→ Out[5]=g′′[f [u,v]] f(0,1)[u,v]2+g′[f [u,v]] f(0,2)[u,v]

In[6]:=D[g[f[u,v],h[u,v]],{u,2}] 7→ Out[6]=h(1,0)[u,v] (g(0,2)[f [u,v],h[u,v]]h(1,0)[u,v]
+f(1,0)[u,v] g(1,1)[f [u,v],h[u,v]])
+g(1,0)[f [u,v],h[u,v]]f(2,0)[u,v]

+f(1,0)[u,v](h(1,0)[u,v] g(1,1)[f [u,v],h[u,v]]
+f(1,0)[u,v] g(2,0)[f [u,v],h[u,v]])
+g(0,1)[f [u,v],h[u,v]]h(2,0)[u,v]

4.6.26 În cazul ecuaţiei

∂2u

∂t2
− a2 ∂

2u

∂x2
= 0,

unde a>0, schimbarea de variabile
{
ξ = x− at
η = x+ at

conduce la ecuaţia
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∂2U

∂ξ ∂η
= 0

cu soluţii de forma U(ξ, η) = ϕ(ξ)+ψ(η). Într-adevăr, din relaţia

u(x, t)=U(x−at, x+at),

prin derivare, se obţine că

∂2u

∂t2
(x, t)− a2 ∂

2u

∂x2
(x, t) = −4a2 ∂2U

∂ξ ∂η
(x−at, x+at).

4.7 Diferenţiale de ordin superior

4.7.1 Propoziţie. Dacă f :D⊆Rn→R este diferenţiabilă ı̂n a, atunci

df(a)u =
d

dt
f(a+tu)|t=0.

Demonstraţie. Ştim că (a se vedea pag. 103-5)

df(a)(u1, u2, ..., un)=
∂f

∂x1
(a)u1+

∂f

∂x2
(a)u2+ · · ·+

∂f

∂xn
(a)un.

Pe de altă parte, ţinând seama de derivarea funcţiilor compuse (pag. 105-13), avem

d
dtf(a1+tu1, ..., an+tun)=

∂f
∂x1

(a+tu) d
dt(a1+tu1)+ · · ·+

∂f
∂xn

(a+tu) d
dt(an+tun)

şi prin urmare

d

dt
f(a+ tu)|t=0=

∂f

∂x1
(a)u1+

∂f

∂x2
(a)u2+ · · ·+

∂f

∂xn
(a)un.

4.7.2 Dacă funcţia continuă f : [α, β]⊆R−→R este derivabilă ı̂n intervalul (α, β) 6=∅,
atunci există ξ∈(α, β) astfel ı̂ncât (a se vedea pag. 95-25)

f(β)− f(α) = f ′(ξ) (β − α),

adică astfel ı̂ncât

f(β) = f(α) + df(ξ) (β − α).
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4.7.3 Teoremă. Dacă f :D−→R este o funcţie diferenţiabilă definită pe o mulţime

deschisă D⊂Rn, atunci, oricare ar fi punctele a, x∈D, există ξ

aparţinând segmentului [a, x]={a+t(x−a) | t∈ [0, 1]} astfel ı̂ncât

f(x) = f(a) + df(ξ) (x− a).

Demonstraţie. Funcţia continuă ϕ : [0, 1]−→R, ϕ(t)=f(a+t(x−a)), este derivabilă

ı̂n intervalul (0, 1). Conform teoremei lui Lagrange, există t0∈(0, 1) astfel ı̂ncât

ϕ(1) − ϕ(0) = ϕ′(t0),
adică

f(x)−f(a)= ∂f

∂x1
(a+t0(x−a)) (x1−a1)+ · · · +

∂f

∂xn
(a+t0(x−a)) (xn−an).

Punând ξ = a+t0(x−a), ultima relaţie devine

f(x)−f(a)= ∂f

∂x1
(ξ) (x1−a1)+ · · · +

∂f

∂xn
(ξ) (xn−an)=df(ξ) (x− a).

4.7.4 Definiţie. Fie D ⊆ Rn o mulţime deschisă şi f ∈Ck(D). Prin diferenţiala de

ordinul k a lui f ı̂n punctul a∈D se ı̂nţelege aplicaţia

dkf(a) : Rn −→ R, dkf(a) (u) =
dk

dtk
f(a+tu)|t=0.

4.7.5 Dacă D ⊆ R2 este mulţime deschisă şi f ∈C3(D), atunci (v. pag. 109-23):

df(a) :R2→R, df(a)u = ∂f
∂x (a)u1 +

∂f
∂y (a)u2,

d2f(a) :R2→R, d2f(a)u = ∂2f
∂x2

(a)u21 + 2 ∂2f
∂x∂y (a)u1 u2 +

∂2f
∂y2

(a)u22,

d3f(a) :R2→R, d3f(a)u= ∂3f
∂x2 (a)u

3
1+3 ∂3f

∂x2∂y (a)u
2
1 u2+3 ∂3f

∂x ∂y2 (a)u1 u
2
2+

∂3f
∂y3 (a)u

3
2,

oricare ar fi a ∈ D şi u = (u1, u2) ∈ R2, adică formal avem

df = ∂f
∂x dx+ ∂f

∂y dy =
(
∂
∂x dx+ ∂

∂y dy
)

f,

d2f = ∂2f
∂x2

dx2 + 2 ∂2f
∂x∂y dx dy +

∂2f
∂y2

dy2 =
(
∂
∂x dx+ ∂

∂y dy
)2
f,

d3f = ∂3f
∂x2

dx3+3 ∂3f
∂x2∂y

dx2 dy+3 ∂3f
∂x ∂y2

dx dy2+ ∂3f
∂y3

dy3=
(
∂
∂x dx+

∂
∂y dy

)3
f.

4.7.6 Se poate arăta că, ı̂n cazul unei funcţii f : D ⊆ Rn −→ R de clasă Ck, avem

dkf =

(
∂

∂x1
dx1 +

∂

∂x2
dx2 + · · · +

∂

∂xn
dxn

)k

f.
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4.7.7 Deoarece

(α1 + α2)
k =

k∑

j=0

Cjk α
k−j
1 αj2 =

∑

j1+j2=k

k!

j1! j2!
αj11 αj22 ,

(α1 + α2 + α3)
k =

∑

j1+j2+j3=k

k!

j1! j2! j3!
αj11 αj22 αj33 ,

(α1 + α2 + · · ·+ αn)
k =

∑

j1+j2+···+jn=k

k!

j1! j2! ... jn!
αj11 αj22 · · ·αjnn ,

ı̂n cazul unei funcţii f : D ⊆ Rn −→ R de clasă Ck, avem

dkf(a) (u) =
∑

j1+j2+···+jn=k

k!

j1! j2! ... jn!

∂kf

∂xj11 ∂x
j2
2 ... ∂xjnn

(a)uj11 uj22 · · · ujnn .

4.8 Dezvoltări Taylor

4.8.1 Definiţie. Spunem despre o funcţie f : D ⊆ R −→ R că este de clasă Ck şi

scriem f ∈Ck(D) dacă f este derivabilă de k ori ı̂n orice punct a∈D
şi aplicaţia f (k) : D −→ R este continuă.

4.8.2 Teoremă (Taylor). Dacă f : (α, β) −→ R este o funcţie de clasă Ck+1, atunci

pentru orice a, x∈(α, β) cu x 6=a, există ξ ı̂ntre a şi x astfel ı̂ncât

f(x)=f(a)+ f ′(a)
1! (x−a)+ · · ·+ f(k)(a)

k! (x−a)k+ f(k+1)(ξ)
(k+1)! (x−a)k+1.

Demonstraţie. În cazul a<x, funcţia continuă h : [a, x] −→ R,

h(t)=f(x)−f(t)− f ′(t)
1! (x−t)− f ′′(t)

2! (x−t)2− · · · − f(k)(t)
k! (x−t)k− δ

(k+1)!
(x−t)k+1

cu constanta δ alesă astfel ı̂ncât h(a) = 0, este derivabilă pe intervalul (a, x) şi

h(x)=0. Conform teoremei lui Rolle există ξ ı̂ntre a şi x astfel ı̂ncât h′(ξ)=0, adică

−f ′(ξ)− f ′′(ξ)
1! (x−ξ) + f ′(ξ)

1! −
f(3)(ξ)

2! (x−ξ)2 + f ′′(ξ)
2! 2(x−ξ)− · · ·

− f(k+1)(ξ)
k! (x−ξ)k + f(k)(ξ)

k! k(x−ξ)k−1 + δ
(k+1)!(k+1)(x − ξ)k = 0.

După reducerea termenilor rămâne δ=f (k+1)(ξ). Cazul a>x este similar.
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4.8.3 Teoremă (Taylor). Dacă funcţia f : D ⊆ Rn −→ R că este de clasă Ck+1

ı̂ntr-o vecinătate Br(a) ⊂ D a unui punct a∈
◦
D, atunci pentru orice

x∈Br(a), există pe segmentul care uneşte a cu x un punct c astfel ı̂ncât

f(x) = f(a) + 1
1! df(a) (x−a) + 1

2! d
2f(a) (x−a) + · · ·

+ 1
k! d

kf(a) (x−a) + 1
(k+1)! d

k+1f(c) (x−a).
(4.10)

Demonstraţie. Dacă x∈Br(a), atunci ‖ x−a ‖<r. Aplicaţia

F :
(

− r
‖x−a‖ ,

r
‖x−a‖

)

−→ R, F (t) = f(a+t(x−a)),

este de clasă Ck. Conform teoremei precedente, există ξ∈(0, 1) astfel ı̂ncât

F (1)=F (0)+ F ′(0)
1! + F ′′(0)

2! + · · ·+ F (k)(0)
k! + F (k+1)(ξ)

(k+1)! ,

adică

f(x)=f(a)+ 1
1!

d
dtf(a+t(x− a))|t=0+

1
2!

d2

dt2
f(a+t(x− a))|t=0+ · · ·

+1
k!

dk

dtk
f(a+t(x− a))|t=0+

1
(k+1)!

dk+1

dtk+1 f(a+t(x− a))|t=ξ .

Ultima relaţie coincide pentru c=a+ξ(x−a) cu (4.10) deoarece

dk+1

dtk+1
f(a+t(x−a))|t=ξ=

dk+1

dtk+1
f(a+ξ(x−a)+t(x−a))|t=0=d

k+1f(c) (x−a).

4.8.4 În cazul unei funcţii f : D ⊆ R2 −→ R de clasă C2, relaţia (4.10) devine

f(x, y) = f(a1, a2) +
1
1!

(
∂f
∂x(a1, a2)(x− a1) +

∂f
∂y (a1, a2)(y − a2)

)

+ 1
2!

(
∂2f
∂x2

(c1, c2)(x−a1)2+2 ∂2f
∂x ∂y (c1, c2)(x−a1)(y−a2)+

∂2f
∂y2

(c1, c2)(y−a2)2
)

,

iar ı̂n cazul unei funcţii f : D ⊆ R3 −→ R de clasă C2, relaţia (4.10) devine

f(x, y, z) = f(a1, a2, a3)

+ 1
1!

(
∂f
∂x(a1, a2, a3)(x−a1)+

∂f
∂y (a1, a2, a3)(y−a2)+

∂f
∂z (a1, a2, a3)(z−a3)

)

+ 1
2!

(
∂2f
∂x2

(c1, c2, c3)(x−a1)2+ ∂2f
∂y2

(c1, c2, c3)(y−a2)2+ ∂2f
∂z2

(c1, c2, c3)(z−a3)2

+2 ∂2f
∂x ∂y (c1, c2, c3)(x−a1)(y−a2) + 2 ∂2f

∂y ∂z (c1, c2, c3)(y−a2)(z−a3)

+2 ∂2f
∂z ∂x(c1, c2, c3)(z−a3)(x−a1)

)

.
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4.9 Extremele funcţiilor de mai multe variabile

4.9.1 Propoziţie. Fie f : I−→R o funcţie derivabilă definită pe un interval I⊆R.

Avem: a) Dacă f ′>0, atunci funcţia f este strict crescătoare;

b) Dacă f ′<0, atunci funcţia f este strict descrescătoare.

Demonstraţie. Utilizăm teorema lui Lagrange (pag. 95-25). Pentru orice x, y ∈ I
există ξ ı̂ntre x şi y astfel ı̂ncât f(x) − f(y) = f ′(ξ) (x − y). Dacă f ′ > 0, atunci:

x<y ⇒ f(x)<f(y). Dacă f ′<0, atunci: x<y ⇒ f(x)>f(y).

4.9.2 Definiţie. Fie f :D−→R o funcţie definită pe o mulţime D⊆Rn şi fie a∈D.

Spunem că a este punct de minim local al lui f dacă există ε>0 astfel ı̂ncât

f(a)≤f(x), oricare ar fi x∈Bε(a)∩D.

Spunem că a este punct de maxim local al lui f dacă există ε>0 astfel ı̂ncât

f(a)≥f(x), oricare ar fi x∈Bε(a)∩D.

Spunem că a este punct de minim global al lui f dacă

f(a)≤f(x), oricare ar fi x∈D.

Spunem că a este punct de maxim global al lui f dacă

f(a)≥f(x), oricare ar fi x∈D.

Spunem că a este punct de extrem local (global) al lui f dacă este punct de

maxim local (respectiv, global) sau punct de minim local (respectiv, global).

4.9.3 Fie f :D⊆R→R o funcţie şi a∈D un punct de extrem local al lui f .

Dacă a∈
◦
D şi f este derivabilă ı̂n a, atunci ştim că f ′(a)=0 (v. pag. 95-23).

4.9.4 Definiţie. Fie f :D⊆ Rn−→R o funcţie şi a∈
◦
D un punct ı̂n care f este

diferenţiabilă . Spunem că a este punct staţionar (sau punct critic) al lui f dacă
∂f

∂xj
(a) = 0, oricare ar fi j ∈ {1, 2, ..., n}.

4.9.5 Teoremă. Fie f :D⊆ Rn−→R o funcţie. Orice punct de extrem local din

interiorul lui D ı̂n care funcţia este diferenţiabilă este punct staţionar.

Demonstraţie (Cazul n=2). Fie a∈
◦
D un punct de extrem ı̂n care f este diferenţiabilă
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şi r>0 cu Br(a)⊂D. Deoarece a1 este punct de extrem pentru funcţia derivabilă

ϕ1 : (a1 − r, a1 + r) −→ R, ϕ1(t) = f(t, a2),

din teorema lui Fermat ( a se vedea pag. 95-23) rezultă că ϕ′
1(a1) = 0 şi avem

∂f
∂x1

(a) = limt→a1
f(t,a2)−f(a1,a2)

t−a1 = limt→a1
ϕ1(t)−ϕ1(a1)

t−a1 = ϕ′
1(a1) = 0.

Similar, a2 fiind punct de extrem pentru funcţia derivabilă

ϕ2 : (a2 − r, a2 + r) −→ R, ϕ1(t) = f(a1, t),

din teorema lui Fermat rezultă

∂f
∂x2

(a) = limt→a2
f(a1,t)−f(a1,a2)

t−a2 = limt→a2
ϕ2(t)−ϕ2(a2)

t−a2 = ϕ′
2(a2) = 0.

4.9.6 Propoziţie. Fie f :D⊆R−→R o funcţie de clasă C2 ı̂ntr-o vecinătate

(a− r, a + r) ⊂ D a unui punct staţionar a∈
◦
D. Avem:

Dacă f ′′(a) < 0, atunci a este punct de maxim;
Dacă f ′′(a) > 0, atunci a este punct de minim.

Demonstraţie. În cazul f ′′(a) 6= 0, derivata a doua f ′′ păstrează acelaşi semn pe o

vecinătate (a− ε, a+ ε) ⊂ (a− r, a+ r) a lui a. Pentru orice x∈(a− ε, a+ ε), există

ξ ı̂ntre a şi x astfel ı̂ncât

f(x)−f(a) = f ′′(ξ)
2!

(x−a)2.

4.9.7 Teoremă. Fie f :D⊆R−→R o funcţie de clasă Ck ı̂ntr-o vecinătate

(a− r, a + r) ⊂ D a unui punct a∈
◦
D cu proprietăţile:

f ′(a)=0, f ′′(a)=0, . . . , f (k−1)(a)=0, f (k)(a) 6=0.

Avem:

Dacă k este par, atunci a este punct de extrem :

−Dacă f (k)(a)<0, atunci a este punct de maxim;

−Dacă f (k)(a)>0, atunci a este punct de minim.
Dacă k este impar, atunci a nu este punct de extrem.

Demonstraţie. Derivata f (k) păstrează acelaşi semn pe o vecinătate (a− ε, a+ ε) ⊂
(a− r, a + r) a lui a. Pentru orice x∈(a− ε, a+ ε) există ξ ı̂ntre a şi x astfel ı̂ncât

f(x)−f(a) = f (k)(ξ)

k!
(x−a)k.

Dacă k este impar, atunci (x−a)k<0 pentru x<a şi (x−a)k>0 pentru x>a.
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4.9.8 Dacă funcţia f :D⊆ Rn−→R este de clasă C2 ı̂ntr-o vecinătate Br(a) a unui

punct staţionar a∈
◦
D, atunci pentru orice x∈Br(a) există c pe segmentul

care uneşte a cu x astfel ı̂ncât

f(x)−f(a) = 1

2!
d2(f)(c) (x−a).

4.9.9 Dacă funcţia f :D⊆ Rn−→R este de clasă C2 ı̂ntr-o vecinătate Br(a) ⊂ D a

unui punct a∈
◦
D, atunci

g : Rn × Rn −→ R, g(u, v) =
n∑

j,k=1

∂f2

∂xj ∂xk
(a)uj vk,

este o formă biliniară simetrică. Forma pătratică asociată este diferenţiala de

ordinul doi

d2f(a) : Rn −→ R, d2f(a) (u) =

n∑

j,k=1

∂f2

∂xj ∂xk
(a)uj uk.

Matricea acestei forme pătratice ı̂n raport cu baza canonică este matricea










∂f2

∂x21
(a) ∂f2

∂x1 ∂x2
(a) · · · ∂f2

∂x1 ∂xn
(a)

∂f2

∂x2 ∂x1
(a) ∂f2

∂x22
(a) · · · ∂f2

∂x2 ∂xn
(a)

...
...

. . .
...

∂f2

∂xn ∂x1
(a) ∂f2

∂xn ∂x2
(a) · · · ∂f2

∂x2n
(a)











.

numită hessiana lui f ı̂n a (după numele matematicianului O. Hesse).

4.9.10 Definiţie. Spunem despre o formă pătratică

Q : Rn −→ R, Q(u) =
n∑

j,k=1

gjk uj uk,

că este pozitiv definită ( respectiv, negativ definită ) dacă

Q(u)>0 (respectiv, Q(u)<0), oricare ar fi u∈Rn, u 6= 0.

4.9.11 Matricea formei pătratice Q,










g11 g12 · · · g1n

g21 g22 · · · g2n

...
...

. . .
...

gn1 gn2 · · · gnn











,
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fiind reală şi simetrică, valorile ei proprii sunt reale. Ele sunt rădăcinile ecuaţiei
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

g11−λ g12 · · · g1n

g21 g22−λ · · · g2n

...
...

. . .
...

gn1 gn2 · · · gnn−λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0.

Forma pătratică Q este pozitiv (respectiv, negativ) definită dacă are toate valorile

proprii strict pozitive (respectiv, negative).

4.9.12 Exemple.

a) Forma pătratică Q :R2−→R, Q(u1, u2)=αu
2
1+2βu1u2+γu

2
2 cu matricea asociată

(
α β

β γ

)

este pozitiv (respectiv, negativ) definită dacă valorile proprii

λ1,2 =
(α+ γ ±

√

(α− γ)2 + 4β2

2

sunt pozitive (respectiv, negative).

b) Forma pătratică Q :R3−→R, Q(u1, u2, u3)=2u1u2+2u2u3+2u3u1 nu este nici

pozitiv definită, nici negativ definită deoarece matricea asociată






0 1 1

1 0 1

1 1 0







are valorile proprii λ1 = 2, λ2 = −1 şi λ3 = −1.

4.9.13 MATHEMATICA: Eigenvalues[{{a, b}, {b, c}}

In[1]:=Eigenvalues[{{a, b}, {b, c}}]

Out[1]={ 1
2(a+c−

√
a2+4b2−2ac+c2), 1

2(a+c+
√
a2+4b2−2ac+c2)}

In[2]:=Eigenvalues[{{0, 1, 1}, {1, 0, 1}, {1, 1, 0}}]

Out[2]={2,−1,−1}

4.9.14 Teoremă. Fie f :D⊆ Rn−→R o funcţie de clasă C2 ı̂ntr-o vecinătate Br(a)

a unui punct staţionar a∈
◦
D. Avem:
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Dacă d2f(a) este pozitiv definită, atunci a este punct de minim;
Dacă d2f(a) este negativ definită, atunci a este punct de maxim;
Dacă d2f(a) 6= 0 nu este nici pozitiv nici negativ definită, atunci

a nu este punct de extrem.

Demonstraţie. Dacă d2f(a) este pozitiv definită, atunci avem

m = min
‖u‖=1

1

2!
d2f(a) (u) > 0

deoarece funcţia continuă Rn −→ R : u 7→ d2f(a) (u) este mărginită pe mulţimea

compactă {u∈Rn | ‖ u ‖=1} şi ı̂şi atinge marginile. Pentru orice punct x∈Br(a)
există un punct c pe segmentul ce uneşte a cu x astfel ı̂ncât

f(x)−f(a) = 1

2!
d2f(c) (x−a) = 1

2!

n∑

j,k=1

∂2f

∂xj ∂xk
(c) (xj−aj)(xk−ak).

Ultima relaţie se poate scrie sub forma

f(x)−f(a)= 1

2!
d2f(a)

(
x−a
‖x−a‖

)

‖x−a‖2+ω(x−a) ‖x−a‖2,

unde

ω(x−a) = 1

2

n∑

j,k=1

(
∂2f

∂xj ∂xk
(c)− ∂2f

∂xj ∂xk
(a)

)
(xj−aj)(xk−ak)
‖ x−a ‖2 .

Deoarece funcţia f este de clasă C2 ı̂n Br(a) şi

|ω(x−a)| ≤ 1

2

n∑

j,k=1

∣
∣
∣
∣

∂2f

∂xj ∂xk
(c)− ∂2f

∂xj ∂xk
(a)

∣
∣
∣
∣
,

există ε∈(0, r) astfel ı̂ncât pentru x∈Bε(a) avem |ω(x−a)|≤ m
2 şi prin urmare

f(x)−f(a)=
[
1

2!
d2f(a)

(
x−a
‖x−a‖

)

+ ω(x−a)
]

‖x−a‖2≥
[

m−m
2

]

‖x−a‖2≥ 0.

Celelalte afirmaţii pot fi justificate asemănător.

4.9.15 Pentru a obţine informaţii privind punctele de extrem ale unei funcţii de clasă

C2, f :D⊆ Rn→R, determinăm punctele staţionare (critice) rezolvând sistemul






∂f
∂x1

(a) = 0

...............
∂f
∂xn

(a) = 0.

Apoi, pentru fiecare punct staţionar a găsit studiem forma pătratică d2f(a) :Rn→R.

Matricea asociată acestei forme ı̂n raport cu o bază a lui Rn depinde de baza aleasă.
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4.9.16 Teoremă (Jacobi). Fie Q : Rn −→ R o formă pătratică şi fie






g11 g12 · · · g1n
g21 g22 · · · g2n
· · · · · · · · · · · ·
gn1 gn2 · · · gnn







matricea ei ı̂n raport cu o bază B = {e1, e2, ..., en} a spaţiului Rn. Dacă

∆1 = g11 6= 0,

∆2 =

∣
∣
∣
∣

g11 g12
g21 g22

∣
∣
∣
∣
6= 0,

...................................

∆n =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

g11 g12 · · · g1n
g21 g22 · · · g2n
· · · · · · · · · · · ·
gn1 gn2 · · · gnn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

6= 0,

atunci există o bază B′ = {e′1, e′2, ..., , e′n} ı̂n raport cu care Q are expresia

Q(x) =
1

∆1
x′1

2
+

∆1

∆2
x′2

2
+ · · ·+ ∆n−1

∆n
x′n

2
,

unde x=x1e1+x2e2+ · · ·+xnen = x′1e
′
1+x

′
2e

′
2+ · · ·+x′ne′n.

4.9.17 Dacă ∆1>0, ∆2>0, ... , ∆n>0, atunci Q este pozitiv definită .

Dacă ∆1<0, ∆2>0, ∆3<0, ... , (−1)n∆n>0, atunci Q este negativ definită.

4.9.18 Propoziţie. Fie f :D⊆ R2−→R o funcţie diferenţiabilă şi a∈D un punct

staţionar. Dacă f este de clasă C2 ı̂ntr-o vecinătate Br(a) a lui a, atunci:

Dacă ∆2=
∂2f
∂x2

(a) ∂
2f
∂y2

(a)−
(
∂2f
∂x ∂y (a)

)2
>0, atunci a este punct de extrem :

− Dacă ∆1=
∂2f
∂x2

(a)>0, atunci a este punct de minim

− Dacă ∆1=
∂2f
∂x2

(a)<0, atunci a este punct de maxim

Dacă ∆2=
∂2f
∂x2 (a)

∂2f
∂y2 (a)−

(
∂2f
∂x ∂y (a)

)2
<0, atunci a nu este punct de extrem.

Demonstraţie. Utilizăm teorema lui Jacobi. Matricea formei pătratice d2f(a) ı̂n

raport cu baza canonică B={e1=(1, 0), e2=(0, 1)} este




∂2f
∂x2 (a)

∂2f
∂x ∂y (a)

∂2f
∂x ∂y (a)

∂2f
∂y2

(a)



 .
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4.9.19 Propoziţia nu oferă informaţii despre punctele de extrem ı̂n cazul ∆2=0.

4.9.20 Exerciţiu. Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei

f : R2 −→ R, f(x, y) = x3 − y3 + 3xy + 1.

Rezolvarea 1. Rezolvând sistemul
{

∂f
∂x(a1, a2) = 3a21 + 3a2 = 0
∂f
∂y (a1, a2) = −3a22 + 3a1 = 0

obţinem punctele staţionare (0, 0) şi (1,−1). Punctul a = (0, 0) nu este punct de

extrem deoarece matricea




∂2f
∂x2 (0, 0)

∂2f
∂x ∂y (0, 0)

∂2f
∂x ∂y (0, 0)

∂2f
∂y2

(0, 0)



 =

(
0 3

3 0

)

are valorile proprii λ1,2=±3. Punctul a=(1,−1) este punct de minim deoarece




∂2f
∂x2

(1,−1) ∂2f
∂x ∂y (1,−1)

∂2f
∂x ∂y (1,−1)

∂2f
∂y2

(1,−1)



 =

(
6 3

3 6

)

are valorile proprii λ1 = 3 şi λ2 = 9.

Rezolvarea 2. Rezolvând sistemul
{

∂f
∂x(a1, a2) = 3a21 + 3a2 = 0
∂f
∂y (a1, a2) = −3a22 + 3a1 = 0

obţinem punctele staţionare (0, 0) şi (1,−1). Punctul a = (0, 0) nu este punct de

extrem deoarece

∆2=
∂2f
∂x2

(0, 0) ∂2f
∂y2

(0, 0)−
(

∂2f
∂x ∂y (0, 0)

)2
=−9<0.

Punctul a=(1,−1) este punct de minim deoarece

∆2=
∂2f
∂x2

(1,−1) ∂2f
∂y2

(1,−1)−
(

∂2f
∂x ∂y (1,−1)

)2
=27>0 şi ∆1=

∂2f
∂x2

(1,−1)=6>0.
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4.10 Teorema funcţiilor implicite

4.10.1 Fie funcţia F : R2 −→ R, F (x, y)=x2+y2−1. Mulţimea

C = { (x, y) | F (x, y)=0 } = { (x, y) | x2+y2=1 }

nu reprezintă graficul unei funcţii de forma f : (α, β) −→ R deoarece la anumite

valori ale lui x corespund două valori ale lui y:

x2+y2−1=0 =⇒ y = ±
√

1−x2, oricare ar fi x∈ [−1, 1].

Totuşi, pentru orice punct (a, b) ∈ C diferit de punctele (1, 0) şi (−1, 0), există

ε > 0, δ > 0 astfel ı̂ncât ((a− ε, a+ ε)× (b− δ, b+ δ)) ∩C este graficul unei funcţii

f : (a−ε, a+ε)−→(b−δ, b+δ) cu proprietăţile f(a)=b şi F (x, f(x))=0 (v. Fig. 4.5).

Spunem că f este o funcţie definită implicit de ecuaţia F (x, y) = 0.

a

b

(1, 0)(−1, 0)

Figura 4.5: Cercul C = { (x, y) | x2+y2=1 }.

4.10.2 Punctele ı̂n jurul cărora o curbă de forma {(x, y) | F (x, y)=0 }, definită de o

funcţie F :D⊆R2→R de clasă C1, nu reprezintă graficul unei funcţii f : (α, β)→ R

sunt cele ı̂n care tangenta la curbă este paralelă cu Oy (normala paralela cu Ox).

4.10.3 Fie F :D⊆R2→R o funcţie de clasă C1 şi (a, b)∈D astfel ı̂ncât F (a, b)=0 şi

dF (a, b) 6=0 . Dacă (−ε, ε)→D :t 7→(ϕ(t), ψ(t)) este un drum de clasă C1 astfel ı̂ncât

(ϕ(0), ψ(0))=(a, b) şi F (ϕ(t), ψ(t))=0, oricare ar fi t∈(−ε, ε),
atunci
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d

dt
F (ϕ(t), ψ(t))

∣
∣
∣
∣
t=0

= 0,

adică avem relaţia
∂F

∂x
(a, b) ϕ′(0) +

∂F

∂y
(a, b) ψ′(0) = 0,

care se mai poate scrie
〈(

∂F

∂x
(a, b),

∂F

∂y
(a, b)

)

, (ϕ′(0), ψ′(0))

〉

= 0.

Din ultima relaţie rezultă că vectorul
(
∂F
∂x (a, b),

∂F
∂y (a, b)

)

este perpendicular pe

tangenta la {(x, y)|F (x, y)=0}. Este paralel cu Ox dacă şi numai dacă ∂F
∂y (a, b)=0.

4.10.4 Teoremă. Fie D⊆R2 o mulţime deschisă şi F :D→R funcţie de clasă C1.

Dacă (a, b)∈D este astfel ı̂ncât

F (a, b)=0 şi
∂F

∂y
(a, b) 6=0,

atunci există ε>0, δ>0 astfel ı̂ncât (a−ε, a+ε) × (b−δ, b+δ)⊂D
şi există o funcţie f : (a−ε, a+ε)−→(b−δ, b+δ) cu proprietăţile:

1) f(a)=b;

2) F (x, f(x))=0, oricare ar fi x∈(a−ε, a+ε);
3) funcţia f este de clasă C1 şi

f ′(x) = −
∂F
∂x (x, f(x))
∂F
∂y (x, f(x))

.

Demonstraţie. Considerăm cazul ∂F
∂y (a, b) > 0. Funcţia f fiind de clasă C1 ı̂n D,

există r>0, δ>0 astfel ı̂ncât ∂F
∂y (x, y)>0, oricare ar fi (x, y)∈(a−r, a+r)× [b−δ, b+δ].

Deoarece ∂F
∂y (a, y) > 0 şi F (a, b)=0, rezultă că F (a, b−δ)<0 şi F (a, b+δ)>0. Funcţia

F fiind continuă, rezultă că există ε∈(0, r) astfel ı̂ncât F (x, b−δ)<0 şi F (x, b+δ)>0,

oricare ar fi x∈(a−ε, a+ε). Pentru orice x∈(a−ε, a+ε), funcţia continuă

[b−δ, b+δ] −→ R : y 7→ F (x, y)

este crescătoare, F (x, b−δ)< 0 şi F (x, b+δ)> 0. Rezultă că există yx∈ (b−δ, b+δ)
astfel ı̂ncât F (x, yx) = 0. Funcţia

f : (a−ε, a+ε)−→(b−δ, b+δ), f(x) = yx,

ı̂ndeplineşte condiţiile f(a) = b şi F (x, f(x)) = 0, oricare ar fi x∈ (a−ε, a+ε). Fie

x0 ∈ (a−ε, a+ε) fixat. Oricare ar fi x ∈ (a−ε, a+ε) diferit de x0, există (ξ, η) pe
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segmentul ce uneşte (x0, f(x0)) cu (x, f(x)) astfel ı̂ncât (v. pag. 121-3)

F (x, f(x))− F (x0, f(x0)) =
∂F

∂x
(ξ, η)(x − x0) +

∂F

∂y
(ξ, η)(f(x) − f(x0)).

Deoarece F (x, f(x)) = F (x0, f(x0)) = 0, obţinem

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

= − lim
x→x0

∂F
∂x (ξ, η)
∂F
∂y (ξ, η)

= −
∂F
∂x (x0, f(x0))
∂F
∂y (x0, f(x0))

.

Cazul ∂F∂y (a, b) > 0 poate fi analizat asemănător.

4.10.5 Teoremă. Fie F :D⊆Rn×Rk−→Rk : (x, y) 7→F (x, y) o funcţie de clasă C1

definită pe o mulţime deschisă D. Dacă (a, b)∈D este astfel ı̂ncât

F (a, b)=0 şi
D(F1, F2, ..., Fk)

D(y1, y2, ..., yk)
(a, b) 6=0,

atunci există ε>0, δ>0 astfel ı̂ncât Bε(a)×Bδ(b)⊂D şi există o

funcţie f :Bε(a)−→Bδ(b) cu proprietăţile:

1) f(a)=b;

2) F (x, f(x))=0, oricare ar fi x∈Bε(a);
3) funcţia f este de clasă C1 şi

∂(f1, ..., fk)

∂(x1, ..., xn)
(x)=−

(
∂(F1, ..., Fk)

∂(y1, ..., yk)
(x, f(x))

)−1∂(F1, ..., Fk)

∂(x1, ..., xn)
(x, f(x)).

4.10.6 În cazul n = k = 2, relaţia anterioară devine
(∂f1
∂x1

(x) ∂f1
∂x2

(x)

∂f2
∂x1

(x) ∂f2
∂x2

(x)

)

=−
(∂F1
∂y1

(x, f(x)) ∂F1
∂y2

(x, f(x))

∂F2
∂y1

(x, f(x)) ∂F2
∂y2

(x, f(x))

)−1(∂F1
∂x1

(x, f(x)) ∂F1
∂x1

(x, f(x))

∂F2
∂x2

(x, f(x)) ∂F2
∂x2

(x, f(x))

)

şi este echivalentă cu:

∂f1
∂xi

(x) = −

∣
∣
∣
∣
∣

∂F1
∂xi

(x, f(x)) ∂F1
∂y2

(x, f(x))

∂F2
∂xi

(x, f(x)) ∂F2
∂y2

(x, f(x))

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

∂F1
∂y1

(x, f(x)) ∂F1
∂y2

(x, f(x))

∂F2
∂y1

(x, f(x)) ∂F2
∂y2

(x, f(x))

∣
∣
∣
∣
∣

= −
D(F1,F2)
D(xi,y2)

(x, f(x))

D(F1,F2)
D(y1,y2)

(x, f(x))
;

∂f2
∂xi

(x) = −

∣
∣
∣
∣
∣

∂F1
∂y1

(x, f(x)) ∂F1
∂xi

(x, f(x))

∂F2
∂y1

(x, f(x)) ∂F2
∂xi

(x, f(x))

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

∂F1
∂y1

(x, f(x)) ∂F1
∂y2

(x, f(x))

∂F2
∂y1

(x, f(x)) ∂F2
∂y2

(x, f(x))

∣
∣
∣
∣
∣

= −
D(F1,F2)
D(y1,xi)

(x, f(x))

D(F1,F2)
D(y1,y2)

(x, f(x))
.
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4.11 Teorema de inversiune locală

4.11.1 Teoremă. Dacă funcţia continuă şi bijectivă f :I→J definită pe un interval

I este derivabilă ı̂n a∈I şi dacă f ′(a) 6=0, atunci funcţia inversă

f−1 :J−→I este derivabilă ı̂n punctul b=f(a) şi

(f−1)′(f(a)) =
1

f ′(a)
, adică (f−1)′(b) =

1

f ′(f−1(b))
.

Demonstraţie. Funcţia f−1 fiind continuă (a se vedea pag. 84-5), avem

limy→b
f−1(y)−f−1(b)

y−b = limy→b
f−1(y)−f−1(b)

f(f−1(y))−f(f−1(b))

= limy→b
1

f(f−1(y))−f(f−1(b))

f−1(y)−f−1(b)

= 1
f ′(f−1(b))

.

4.11.2 Fie f :I−→R o funcţie derivabilă definită pe un interval I cu f ′(x) 6=0,

oricare ar fi x∈I. Funcţia f ′ având proprietatea lui Darboux

(v. pag. 95-27), păstrează semn constant pe I şi prin urmare, f este strict

monotonă. Funcţia f :I−→f(I) este bijectivă şi pentru orice y∈f(I), avem

(f−1)′(y) =
1

f ′(f−1(y))
.

4.11.3 Dacă funcţia bijectivă f :I→J şi inversa ei sunt derivabile, atunci

f−1(f(x)) = x
d
dx=⇒ (f−1)′(f(x)) f ′(x) = 1,

oricare ar fi x∈I. Din această relaţie rezultă

(f−1)′(f(x)) =
1

f ′(x)
dacă f ′(x) 6= 0.

4.11.4 Exemple.

a) Inversa funcţiei bijective sin:
[
−π

2 ,
π
2

]
→ [−1, 1] este arcsin : [−1, 1]→

[
−π

2 ,
π
2

]
şi

arcsin(sinx)=x
d
dx=⇒ (arcsin)′(sinx) cos x=1.

Pentru orice x∈
(
−π

2 ,
π
2

)
, avem

(arcsin)′(sinx)=
1

√

1− sin2 x
, adică (arcsin t)′ =

1√
1− t2

.
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b) Inversa funcţiei bijective tg :
(
−π

2 ,
π
2

)
−→R este arctg :R−→

(
−π

2 ,
π
2

)
şi

arctg(tg x)=x
d
dx=⇒ (arctg)′(tg x)

1

cos2 x
=1,

relaţie din care rezultă

(arctg)′(tg x)=cos2 x =
1

1+tg2x
, adică (arctg t)′ =

1

1+t2
.

c) Inversa funcţiei bijective R−→(0,∞) : x 7→ ex este ln :(0,∞)−→R şi

ln(ex)=x
d
dx=⇒ (ln)′(ex) ex=1,

relaţie din care rezultă

(ln)′(ex)=
1

ex
, adică (ln t)′ =

1

t
.

4.11.5 Teoremă. Fie f :D→Rn :x 7→(f1(x), f2(x), ..., fn(x)) o funcţie de clasă C1

definită pe o mulţime deschisă D⊆Rn. Dacă a∈D este astfel ı̂ncât

D(f1, f2, ..., fn)

D(x1, x2, ..., xn)
(a) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂f1
∂x1

(a) ... ∂f1
∂xn

(a)

...
...

∂fn
∂x1

(a) ... ∂fn∂xn
(a)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

6= 0,

atunci există ε>0 şi o funcţie g : Bε(f(a)) −→ D astfel ı̂ncât:

1) g(f(a)) = a;

2) f(g(y)) = y, oricare ar fi y∈Bε(f(a));
3) funcţia g este de clasă C1 şi

∂(g1, g2, ..., gn)

∂(y1, y2, ..., yn)
(y) =

(
∂(f1, f2, ..., fn)

∂(x1, x2, ..., xn)
(g(y))

)−1

.

Demonstraţie. Funcţia F :D×Rn−→Rn, F (x, y)=f(x)−y este de clasă C1 şi

F (a, f(a))=0, det
∂(F1, F2, ..., Fn)

∂(x1, x2, ..., xn)
(a, f(a))=

D(f1, f2, ..., fn)

D(x1, x2, ..., xn)
(a) 6=0.

Conform teoremei funcţiilor implicite, există δ>0 şi g :Bδ(f(a))−→D astfel ı̂ncât:

1) g(f(a)) = a;

2) F (g(y), y) = f(g(y))− y=0, oricare ar fi y∈Bδ(f(a));
3) funcţia g este de clasă C1 şi

∂(g1, ..., gn)

∂(y1, ..., yn)
(y)=−

(
∂(F1, ..., Fn)

∂(x1, ..., xn)
(g(y), y)

)−1∂(F1, ..., Fn)

∂(y1, ..., yn)
(g(y), y).
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4.11.6 Definiţie. O funcţie f :D−→U de clasă C1 ı̂ntre două mulţimi deschise D

şi U din Rn se numeşte difeomorfism dacă este bijectivă şi inversa

ei f−1 : U −→ D este de clasă C1.

4.11.7 Se poate arăta ([29], pag. 220) că o funcţie bijectivă f :D→U de clasă C1

ı̂ntre două mulţimi deschise D şi U din Rn este difeomorfism dacă şi numai

dacă f−1 este continuă şi
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂f1
∂x1

(a) ... ∂f1
∂xn

(a)

...
...

∂fn
∂x1

(a) ... ∂fn∂xn
(a)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

6= 0, oricare ar fi a∈D.
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Primitive şi integrale simple

5.1 Primitive

5.1.1 Propoziţie. Fie f : I−→R o funcţie derivabilă definită pe un interval I⊆R.

Dacă f ′=0, atunci f este funcţie constantă.

Demonstraţie. Utilizăm teorema lui Lagrange (pag. 95-25). Pentru orice x, y ∈ I,
există ξ ı̂ntre x şi y astfel ı̂ncât f(x)−f(y)=f ′(ξ) (x−y), adică avem f(x)−f(y)=0.

5.1.2 Fie f, g : I−→R două funcţii derivabile definite pe un interval I⊆R.

Dacă f ′=g′, atunci g−f=const, adică există c∈R astfel ı̂ncât

g(x) = f(x) + c, oricare ar fi x∈I.

5.1.3 Definiţie. Fie f : I→R o funcţie definită pe un interval I⊆R. Prin primitivă

a lui f se ı̂nţelege o funcţie derivabilă F : I−→R astfel ı̂ncât

F ′(x) = f(x), oricare ar fi x∈I.

5.1.4 Dacă F1, F2 : I−→R sunt două primitive ale unei funcţii f : I→R definite pe

intervalul I, atunci există c∈R astfel ı̂ncât F1 = F2 + c.

5.1.5 Mulţimea primitivelor unei funcţii f : I→R se notează cu
∫
f(x)dx, adică

∫

f(x)dx = { F : I→R | F este primitivă a lui f }.

Vom nota cu C mulţimea funcţiilor constante definite pe intervalul considerat.
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5.1.6 Primitivele unor funcţii uzuale f : I→R

(I este un interval inclus ı̂n domeniul maxim de derivabilitate al primitivelor)

Funcţia Mulţimea primitivelor Intervalul Condiţii

f(x) = 1
∫
dx = x+C I⊆R

f(x) = xn
∫
xndx = 1

n+1 x
n+1+C I⊆R n∈N

f(x) = xα
∫
xαdx = 1

α+1 x
α+1+C I⊆(0,∞) α∈R\{−1}

f(x) = 1
x

∫
1
x dx = ln |x|+C I⊆R\{0}

f(x) = ex
∫
exdx = ex+C I⊆R

f(x) = ax
∫
axdx = 1

ln a a
x+C I⊆R 0<a 6=1

f(x)=sinx
∫
sinx dx = − cos x+C I⊆R

f(x)=cos x
∫
cos x dx = sinx+C I⊆R

f(x) = 1
cos2 x

∫
1

cos2 x
dx = tg x+C I⊆R\

(
π
2+Zπ

)

f(x)= 1
sin2 x

∫
1

sin2 x
dx = −ctg x+C I⊆R−Zπ

f(x)= 1√
a2−x2

∫
1√

a2−x2 dx = arcsin x
a+C I⊆(−a, a) a 6=0

f(x)= 1√
x2−a2

∫
1√

x2−a2 dx=ln
∣
∣
∣x+
√
x2−a2

∣
∣
∣+C I⊆R\[−a, a] a>0

f(x)= 1√
x2+a2

∫
1√

x2+a2
dx=ln

(

x+
√
x2+a2

)

+C I⊆R a 6=0

f(x)= 1
a2+x2

∫
1

a2+x2
dx = 1

a arctg
x
a+C I⊆R a 6=0

f(x)= 1
x2−a2

∫
1

x2−a2 dx = 1
2a ln

∣
∣
∣
x−a
x+a

∣
∣
∣+C I⊆R\{±a} a 6=0

f(x)=shx
∫
shx dx = chx+C I⊆R

f(x)=ch x
∫
chx dx = shx+C I⊆R

5.1.7 MATHEMATICA: Integrate[f[x], x]

In[1]:=Integrate[f[x], x] 7→ Out[1]=
∫

f(x) dx

In[2]:=Integrate[x^a, x] 7→ Out[2]=x1+a

1+a

In[3]:=Integrate[a^x, x] 7→ Out[3]= ax

Log [a]

In[4]:=Integrate[1/Sqrt[x^2+a^2], x] 7→ Out[4]=Log [x+
√
a2+x2 ]

5.1.8 Teoremă. Dacă funcţiile f, g :I→R definite pe un interval I admit primitive

şi λ∈R∗, atunci funcţiile f+g şi λ f admit primitive şi
∫
(f(x)+g(x))dx=

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx,

∫
λf(x)dx=λ

∫
f(x)dx.

Demonstraţie. Dacă F ∈
∫
f(x)dx şi G∈

∫
g(x)dx, atunci (F+G)′=f+g, (λF )′=λf .

5.1.9 Teoremă. Dacă f :I−→R admite primitive pe intervalul I,

atunci f are proprietatea lui Darboux pe I.
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Demonstraţie. Dacă f admite primitive, atunci există F :I−→R astfel ı̂ncât f=F ′.

Dar, derivata unei funcţii pe un interval are proprietatea lui Darboux (pag. 95-27).

5.1.10 Teoremă. O funcţie continuă definită pe un interval admite primitive.

Demonstraţie. A se vedea pag. 149-25.

5.1.11 Teoremă (Integrarea prin părţi). Dacă f, g :I→R sunt funcţii de clasă C1

definite pe un interval I, atunci funcţiile f ′g şi fg′ admit primitive şi
∫

f(x) g′(x) dx=f(x) g(x)−
∫

f ′(x) g(x) dx.

Demonstraţie. Funcţiile f ′g şi fg′ fiind continue, admit primitive şi

f(x) g(x) + C =
∫

(f · g)′(x)dx =

∫

f ′(x) g(x)dx +

∫

f(x) g′(x)dx.

5.1.12 Exerciţiu. Să se calculeze integralele
∫

xexdx,

∫

lnx dx,

∫
√

4− x2 dx.

Rezolvare. Avem:
∫
xexdx =

∫
x(ex)′dx = xex −

∫
exdx = xex − ex + C;

∫
lnx dx =

∫
x′ lnx dx = x lnx−

∫
x (ln x)′dx = x lnx−

∫
dx = x lnx− x+ C;

∫√
4−x2 dx=

∫
4−x2√
4−x2 dx = 4

∫
dx√
4−x2 −

∫
x x√

4−x2 dx = 4 arcsin x
2+
∫
x(
√
4−x2)′dx

= 4 arcsin x
2+x
√
4−x2 −

∫√
4−x2dx.

Din ultima relaţie rezultă că
∫√

4− x2 dx = 2 arcsin x
2+

x
2

√
4−x2 + C.

5.1.13 MATHEMATICA: Integrate[f[x], x]

In[1]:=Integrate[x Exp[x], x] 7→ Out[1]=ex(−1+x)

In[2]:=Integrate[Log[x], x] 7→ Out[2]=−x+xLog [x]

In[3]:=Integrate[Sqrt[4-x^2], x] 7→ Out[3]= 1
2
x
√
4−x2+2ArcSin [x2 ]

5.1.14 Teoremă (Schimbarea de variabilă). Fie I, J⊆ R intervale şi I
ϕ−→ J

f−→ R

două funcţii. Dacă ϕ : I −→ J este derivabilă şi F este o primitivă a

lui f , atunci I→R :x 7→(F◦ϕ)(x)=F (ϕ(x)) este o primitivă a funcţiei

I→R :x 7→ f(ϕ(x))ϕ′(x), adică
∫

f(ϕ(x))ϕ′(x) dx =

(∫

f(t) dt

)

◦ϕ.
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Demonstraţie. Avem d
dxF (ϕ(x)) = F ′(ϕ(x))ϕ′(x) = f(ϕ(x))ϕ′(x).

5.1.15 Exerciţiu. Să se calculeze integralele
∫

e
√
x

√
x
dx,

∫
dx

x
√
x+ 1

,

∫
√

−x2+6x−5 dx.

Rezolvare. Avem (a se vedea exerciţiul anterior):
∫

e
√

x√
x
dx = 2

∫
e
√
x 1
2
√
x
dx = 2

∫
e
√
x(
√
x)′dx = 2

(∫
etdt

)

t=
√
x
= 2e

√
x + C;

∫
dx

x
√
x+1

= 2
∫

1
(
√
x+1)2−1

(
√
x+1)′dx =

(∫
dt
t2−1

)

t=
√
x+1

= ln
√
x+1−1√
x+1+1

+ C;
∫√
−x2+6x−5 dx =

∫ √

4−(x−3)2 (x−3)′dx
=
(∫√

4−t2dt
)

t=x−3
= 2 arcsin x−3

2 + x−3
2

√
−x2+6x−5 + C.

5.1.16 MATHEMATICA: Integrate[f[x], x]

In[1]:=Integrate[Exp[Sqrt[x]]/Sqrt[x], x] 7→ Out[1]=2 e
√

x

In[2]:=Integrate[1/(x Sqrt[x+1]), x] 7→ Out[2]=Log[−1+
√
1+x]−Log[1+

√
1+x]

In[3]:=Integrate[Sqrt[-x^2+6x-5], x] 7→ Out[3]= 1
2
(−3+x)

√
−5+6x−x2+2ArcSin[ 12 (−3+x)]

5.1.17 Teoremă Fie I, J intervale şi I
u−→J

f−→R, unde f este o funcţie continuă

şi u este o funcţie de clasă C1 bijectivă cu u′(t) 6=0, oricare ar fi t∈I.
Dacă G este o primitivă a funcţiei I−→R :t 7→ f(u(t))u′(t), atunci

J −→ R : x 7→ G(u−1(x)) este o primitivă a lui f , adică
∫

f(x)dx=G◦u−1 + C.

Demonstraţie. Utilizând teorema de derivare a funcţiei inverse (pag. 134-1), obţinem

(G◦u−1)′(x)=G′(u−1(x)) (u−1)′(x)=f(u(u−1(x)))u′(u−1(x))
1

u′(u−1(x))
=f(x).

5.1.18 Exerciţiu. Să se determine mulţimea primitivelor funcţiei

f : (0,∞) −→ R, f(x) =

√
x

1+
√
x
.

Rezolvare. Funcţia u : (0,∞) −→ (0,∞), u(t) = t2 este bijectivă şi u−1(x) =
√
x.

Deoarece
∫
f(u(t))u′(t) dt =

∫
2t2

1+tdt = 2
∫ (t2−1)+1

1+t dt = t2 − 2t+ 2 ln (1+t) + C,
avem

∫ √
x

1+
√
x
dx =

(∫
f(u(t))u′(t) dt

)

t=
√
x
= x− 2

√
x+ 2 ln (1+

√
x) + C.
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5.1.19 MATHEMATICA: Integrate[f[x], x]

In[1]:=Integrate[Sqrt[x]/(1+Sqrt[x]), x] 7→ Out[1]=−2
√
x+x+2Log[1+

√
x]

5.2 Integrala definită

5.2.1 Definiţie. Fie [a, b] ⊂ R un interval ı̂nchis şi mărginit. Prin diviziune a in-

tervalului [a, b] se ı̂nţelege un sistem de puncte δ = {x0, x1, . . . , xn} astfel ı̂ncât

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b.

Lungimea celui mai mare dintre intervalele [x0, x1], [x1, x2], . . . , [xn−1, xn], adică

||δ|| = max
i=1,n

(xi − xi−1),

este numită norma diviziunii δ.

ba x1 x2 x3 x4ξ1 ξ2 ξ3 ξ4 ξ5

f(ξ1)

f(ξ2)

Figura 5.1: Integrala definită.

5.2.2 Exemplu. Punctele

x0 = a, x1=a+
b−a
n

, x2=a+2
b−a
n

, ... , xn−1=a+(n−1)b−a
n

, xn=b

formează o diviziune (echidistantă) δ cu norma ||δ|| = b−a
n .
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5.2.3 Definiţie. Fie f : [a, b] −→ R o funcţie, δ = {x0, x1, . . . , xn} o diviziune a

intervalului [a, b] şi {ξi}i=1,n un sistem de puncte intermediare asociat diviziunii cu

ξ1∈ [x0, x1], ξ2∈ [x1, x2], ... ξn∈ [xn−1, xn].

Prin sumă Riemann asociată funcţiei f , diviziunii δ şi sistemului de puncte inter-

mediare {ξi}i=1,n se ı̂nţelege numărul

σδ(f, {ξi}) =
n∑

i=1

f(ξi) (xi − xi−1).

În cazul ı̂n care f(x)≥0 pentru orice x∈ [a, b], numărul σδ(f, {ξi}) reprezintă suma

ariilor unor dreptunghiuri. Ea aproximează aria de sub grafic (v. Fig. 5.1).

5.2.4 Definiţie. Spunem că funcţia f : [a, b] −→ R este integrabilă (Riemann) pe

[a, b] dacă există un număr If ∈R cu proprietatea că, pentru orice

ε>0, există ν>0 astfel ı̂ncât relaţia

|σδ(f, {ξi})− If | < ε

are loc pentru orice diviziune δ cu ||δ|| < ν şi pentru orice alegere

a sistemului de puncte intermediare {ξi}i=1,n.

Numărul If se numeşte integrala funcţiei f pe [a, b] şi se utilizează

pentru el notaţia
∫ b
a f(x) dx.

5.2.5 Teoremă. Funcţia f : [a, b] −→ R este integrabilă (Riemann) pe [a, b] dacă şi

numai dacă există un număr I∈R astfel ı̂ncât, pentru orice şir de

diviziuni (δn)
∞
n=1 cu limn→∞ ||δn|| = 0 şi pentru orice alegere a

sistemelor de puncte intermediare asociate {ξni }, avem

lim
n→∞

σδn(f, {ξni }) = I.

În cazul ı̂n care f este integrabilă, avem I =
∫ b
a f(x) dx.

Demonstraţie. “⇒” Arătăm că pentru orice şir (δn)
∞
n=1 cu limn→∞ ||δn|| = 0 avem

limn→∞ σδn(f, {ξni }) = If , oricare ar fi {ξni }. Fie ε > 0. Conform ipotezei există

ν > 0 astfel ı̂ncât |σδ(f, {ξi}) − If | < ε pentru orice diviziune δ cu ||δ|| < ν şi orice

{ξi}i=1,n. Deoarece limn→∞ ||δn|| = 0, există nε ∈ N astfel ı̂ncât ||δn|| < ν pentru

n ≥ nε. Rezultă |σδn(f, {ξni }) − If | < ε, oricare ar fi n ≥ nε. “⇐” Arătăm prin

reducere la absurd că f este integrabilă şi If = I. Presupunând că
∫ b
a f(x) dx 6= I,
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există ε0 > 0 astfel ı̂ncât pentru orice ν > 0, există o diviziune δν şi un sistem de

puncte intermediare {ξνi } cu |σδν (f, {ξνi })− I| ≥ ε0. În particular, alegând ν = 1
n cu

n ∈ N∗, obţinem un şir de diviziuni (δn)
∞
n=1 cu ||δn|| < 1

n şi |σδn(f, {ξni }) − I| ≥ ε0

pentru anumite sisteme de puncte {ξni }. Rezultă că limn→∞ σδn(f, {ξni }) 6= I, deşi

limn→∞ ||δn|| = 0, ı̂n contradicţie cu ipoteza.

5.2.6 Propoziţie.

a) Dacă f : [a, b]→ R este integrabilă şi α∈R, atunci funcţia αf este integrabilă şi
∫ b

a
(αf)(x) dx = α

∫ b

a
f(x) dx.

b) Dacă f, g : [a, b] −→ R sunt integrabile, atunci funcţiile f ± g sunt integrabile şi
∫ b

a
(f ± g)(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx±

∫ b

a
g(x) dx.

Demonstraţie. Pentru orice (δn)
∞
n=1 cu limn→∞ ||δn|| = 0 şi orice {ξni } avem

limn→∞ σδn(αf, {ξni }) = α limn→∞ σδn(f, {ξni }) = α
∫ b
a f(x) dx,

limn→∞ σδn(f±g, {ξni })=limn→∞ σδn(f, {ξni })
± limn→∞ σδn(g, {ξni })=

∫ b
a f(x) dx±

∫ b
a g(x) dx.

5.2.7 Se poate arăta că:

1) Dacă f, g : [a, b] −→ R sunt integrabile, atunci fg este funcţie integrabilă;

2) Dacă f : [a, b] −→ R este integrabilă, atunci |f | : [a, b] −→ R este integrabilă.

5.2.8 Propoziţie.

a) Dacă f : [a, b] −→ R este integrabilă şi f(x) ≥ 0, oricare ar fi x ∈ [a, b], atunci
∫ b

a
f(x) dx ≥ 0.

b) Dacă f, g : [a, b] −→ R sunt integrabile şi f(x)≤g(x), oricare ar fi x∈ [a, b], atunci
∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

a
g(x) dx.

c) Dacă funcţiile f : [a, b] −→ R şi |f | : [a, b] −→ R sunt integrabile, atunci
∣
∣
∣
∣

∫ b

a
f(x) dx

∣
∣
∣
∣
≤
∫ b

a
|f(x)| dx.

Demonstraţie. a) Fie (δn)
∞
n=1 = ({xn0 , xn1 , . . . , xnkn})∞n=1 un şir de diviziuni astfel

ı̂ncât limn→∞ ||δn||=0 şi {ξni } puncte intermediare ξni ∈ [xni−1, x
n
i ]. Avem
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σδn(f, {ξni })=
kn∑

i=1

f(ξni ) (x
n
i −xni−1)≥0 =⇒

∫ b

a
f(x) dx= lim

n→∞
σδn(f, {ξni }) ≥ 0.

b) Utilizând a), obţinem

f≤g =⇒ g−f≥0 =⇒
∫ b

a
g(x) dx−

∫ b

a
f(x) dx=

∫ b

a
(g−f)(x) dx≥0.

c) Avem

−|f | ≤ f ≤ |f | =⇒ −
∫ b

a
|f(x)| dx ≤

∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

a
|f(x)| dx.

5.2.9 Definiţie. Spunem că f : [a, b] −→ R este mărginită dacă există M ∈R ı̂ncât

|f(x)| ≤M, oricare ar fi x ∈ [a, b].

În caz contrar, spunem că f este nemărginită.

5.2.10 Propoziţie. Dacă funcţia f : [a, b] −→ R este nemărginită, atunci există un

şir (αk)k≥0 ı̂n [a, b] astfel ı̂ncât

lim
k→∞

f(αk) = −∞ sau lim
k→∞

f(αk) =∞.

Demonstraţie. Oricare ar fi n∈N, există xn∈ [a, b] astfel ı̂ncât |f(xn)| ≥ n. Cel puţin
una dintre mulţimile {xn |n∈N, f(xn)≥n } şi {xn |n∈N, f(xn)≤−n } este infinită
şi elementele ei corespund unui subşir (αk)n≥0 al lui (xn)n≥0 cu lim

k→∞
f(αk)=±∞.

5.2.11 Teoremă. Dacă funcţia f : [a, b] −→ R este integrabilă, atunci este mărginită.

Demonstraţie. Fie f : [a, b]−→R o funcţie nemărginită superior şi δ={x0, x1, . . . , xm}
o diviziune a lui [a, b] . Există un şir (αk)k≥0 ı̂n [a, b] astfel ı̂ncât limk→∞ f(αk) =∞.

Cel puţin unul dintre intervalele [x0, x1], [x1, x2], ... , [xn−1, xn] conţine un număr

infinit de termeni ai şirului (αk)n≥0. Fie [xj−1, xj] un astfel de interval. Există un

şir (ξnj )n≥0 ı̂n [xj−1, xj ] cu limn→∞ f(ξnj )(xj − xj−1) =∞. Valoarea unei sume Rie-

mann σδ(f, {ξi}) =
∑n

i=1 f(ξi) (xi− xi−1) asociate diviziunii δ poate fi făcută oricât

de mare modificând convenabil alegerea lui ξj. O relaţie de tipul |σδ(f, {ξi})−If | < ε

nu poate avea loc pentru orice alegere a punctelor intermediare {ξi}.

5.2.12 Propoziţie. Dacă f : [a, b] −→ R este o funcţie integrabilă, atunci

m(b−a) ≤
∫ b

a
f(x)dx ≤M(b−a),
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unde m = infx∈[a,b] f(x) şi M = supx∈[a,b] f(x).

Demonstraţie. Funcţia integrabilă f fiind mărginită, există marginile m şi M cu

m ≤ f(x) ≤M, oricare ar fi x∈ [a, b],
şi prin urmare ( a se vedea pag. 143-8 )

m(b−a) =
∫ b

a
mdx ≤

∫ b

a
f(x)dx ≤

∫ b

a
M dx =M(b−a).

5.2.13 Definiţie. Fie f : [a, b] −→ R o funcţie mărginită şi δ = {x0, x1, . . . , xn}
o diviziune a intervalului [a, b]. Sumele (v. Fig. 5.2)

sδ(f) =

n∑

i=1

mi (xi − xi−1), unde mi = inf
x∈[xi−1,xi]

f(x),

şi

Sδ(f) =

n∑

i=1

Mi (xi − xi−1), unde Mi = sup
x∈[xi−1,xi]

f(x),

se numesc suma Darboux inferioară şi respectiv, suma Darboux superioară.

ba x1 x2 x3 x4

Figura 5.2: Sumele Darboux inferioară şi superioară.

5.2.14 Propoziţie. Dacă f : [a, b] −→ R este o funcţie mărginită şi δ o diviziune

a intervalului [a, b], atunci sδ(f) ≤ σδ(f, {ξi}) ≤ Sδ(f), oricare ar fi punctele {ξi}.

Demonstraţie. Dacă δ = {x0, ... , xn}, avem mi ≤ f(ξi) ≤ Mi, pentru orice ξi ∈
[xi−1, xi].
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5.2.15 Propoziţie. Dacă f : [a, b] −→ R este o funcţie mărginită şi δ o diviziune

fixată, atunci

sδ(f) = inf
{ξi}

σδ(f, {ξi}), Sδ(f) = sup
{ξi}

σδ(f, {ξi}),

unde marginea inferioară şi cea superioară se consideră pentru

toate alegerile posibile ale punctelor intermediere ξi.

Demonstraţie. Fie δ={x0, x1, ... , xn} şi ε>0. Alegând pentru fiecare i∈{1, 2, ..., n}
un punct ξi cu f(ξi)−mi <

ε
b−a (a se vedea pag. 32-30), avem

σδ(f, {ξi})− sδ(f) =
n∑

i=1

(f(ξi)−mi) (xi−xi−1) <
ε

b−a

n∑

i=1

(xi−xi−1) = ε,

adică sδ(f) ≤ σδ(f, {ξi}) < sδ(f)+ε. A doua relaţie se poate dovedi similar.

5.2.16 Teoremă. Dacă f : [a, b] −→ R este o funcţie integrabilă, atunci pentru

orice şir de diviziuni (δn)n≥0 ale intervalului [a, b] cu limn→∞ ‖δn ‖=0, avem

lim
n→∞

sδn(f) =

∫ b

a
f(x)dx = lim

n→∞
Sδn(f).

Demonstraţie. Fie If =
∫ b
a f(x)dx şi ε> 0. Funcţia f fiind integrabilă, există ν > 0

astfel ı̂ncât, pentru orice diviziune δ cu ‖ δ ‖≤ ν, avem |σδ(f, {ξi})−If |<ε, pentru
orice alegere a punctelor ξi. Deoarece limn→∞ ‖ δn ‖= 0, există nε ∈N astfel ı̂ncât

‖ δn ‖< ν şi prin urmare |σδn(f, {ξi})−If |< ε, pentru orice n≥ nε şi orice alegere

a punctelor ξi. Ţinând seama de rezultatul prezentat la pag. 32-30 şi propoziţia

anterioară, deducem că |sδn(f)−If |≤ε şi |Sδn(f)−If |≤ε, pentru orice n ≥ nε.

5.2.17 Propoziţie. Fie f : [a, b] −→ R o funcţie mărginită şi δ = {x0, x1, . . . , xn},
δ′ = {x′0, x′1, . . . , x′m} două diviziuni ale intervalului [a, b]. Dacă δ ⊂ δ′, atunci

sδ(f) ≤ sδ′(f) ≤ Sδ′(f) ≤ Sδ(f).
Demonstraţie. Diviziunea δ′ se obţine din δ prin adăugarea de noi puncte de diviz-

iune. Este suficient să analizăm cazul ı̂n care δ′ conţine un singur punct suplimentar

y∈(xj−1, xj), adică δ
′=δ∪{y}={x0, . . . , xj−1, y, xj , . . . , xn}. Avem

sδ(f) =
∑

i 6=jmi(xi−xi−1) +mj(xj−xj−1)

=
∑

i 6=jmi(xi−xi−1) +mj(y−xj−1)+mj(xj−y)
≤∑i 6=jmi(xi−xi−1) + infx∈[xi−1,y] f(x) (y−xj−1)

+ infx∈[y,xi] f(x) (xj−y) = sδ′(f).
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Inegalitatea Sδ′(f)≤Sδ(f) se poate obţine asemănător.

5.2.18 Propoziţie. Dacă f : [a, b] −→ R este o funcţie mărginită, atunci

m(b− a) ≤ sδ(f) ≤ Sδ′(f) ≤M(b− a), (5.1)

unde m = infx∈[a,b]f(x), M = supx∈[a,b]f(x), oricare ar fi diviziunile δ şi δ′.

Demonstraţie. Fie δ0={a, b} şi δ̃=δ∪δ′. Deoarece δ0⊂δ⊂ δ̃ şi δ0⊂δ′ ⊂ δ̃, avem
sδ0(f) ≤ sδ(f) ≤ sδ̃(f) ≤ Sδ̃(f) ≤ Sδ′(f) ≤ Sδ0(f).

5.2.19 Din relaţia (5.1) rezultă

m(b−a) ≤ sup
δ
sδ(f) ≤ inf

δ
Sδ(f) ≤M(b−a).

Numerele

I = sup
δ
sδ(f), Ī = inf

δ
Sδ(f)

se numesc integrala Darboux inferioară şi respectiv, integrala Darboux superioară.

Pentru orice diviziune δ, are loc relaţia

sδ(f) ≤ I ≤ Ī ≤ Sδ(f).

5.2.20 Lemă. Dacă f : [a, b]−→R este o funcţie mărginită astfel ı̂ncât, pentru orice

şir de diviziuni (δn)
∞
n=1 cu limn→∞ ||δn|| = 0, avem

lim
n→∞

(Sδn(f)− sδn(f)) = 0,

atunci există I∈R astfel ı̂ncât pentru orice şir δ1⊂δ2⊂ ... cu limn→∞ ||δn|| = 0 avem

lim
n→∞

sδn(f) = lim
n→∞

Sδn(f) = I.

Demonstraţie. Dacă δ1⊂δ2 ⊂ ..., atunci sδ1(f)≤sδ2(f)≤ ... şi Sδ1(f)≥Sδ2(f)≥ ... .
Orice şir monoton şi mărginit de numere reale fiind convergent, există I ∈ R cu

lim
n→∞

sδn(f) = I = lim
n→∞

Sδn(f).

Dacă δ′1⊂δ′2 ⊂ ... este un alt şir de diviziuni cu limn→∞ ||δ′n|| = 0, există I ′∈R cu

lim
n→∞

sδ′n(f) = I ′ = lim
n→∞

Sδ′n(f).

Deoarece (δn∪δ′n)n≥1 are proprietăţile δ1∪δ′1⊂δ2 ∪ δ′2 ⊂ ..., limn→∞ ||δn∪δ′n|| = 0 şi

sδn(f) ≤ sδn∪δ′n(f) ≤ Sδn(f), sδ′n(f) ≤ sδn∪δ′n(f) ≤ Sδ′n(f),

rezultă I ′ = I. În particular, avem sδn(f) ≤ I ≤ Sδn(f), pentru orice n ≥ 1.
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5.2.21 Teoremă (Criteriul lui Darboux). Funcţia f : [a, b]→R este integrabilă dacă

şi numai dacă este mărginită şi, pentru orice şir de diviziuni (δn)
∞
n=1

cu limn→∞ ||δn|| = 0, avem

lim
n→∞

(Sδn(f)− sδn(f)) = 0.

În cazul ı̂n care f este integrabilă, avem

lim
n→∞

sδn(f) =

∫ b

a
f(x) dx = lim

n→∞
Sδn(f) .

Demonstraţie. “⇒” A se vedea pag. 146-16. “⇐” Utilizăm lema precedentă. Fie

(δn)
∞
n=1 un şir de diviziuni cu limn→∞ ||δn||=0 şi fie δ̃n=

⋃n
k=1 δk, pentru orice n≥1.

Deoarece δ̃1 ⊂ δ̃2 ⊂ ..., limn→∞ ||δ̃n||= 0 şi sδn(f)≤ sδ̃n(f)≤ I ≤ Sδ̃n(f)≤ Sδn(f),
avem

0 ≤ Sδn(f)−I ≤ Sδn(f)−sδn(f), 0 ≤ I−sδn(f) ≤ Sδn(f)−sδn(f).

Rezultă limn→∞ Sδn(f) = limn→∞ sδn(f) = I. Dar sδn(f)≤ σδn(f, {ξi})≤ Sδn(f) şi

prin urmare limn→∞ σδn(f, {ξi}) = I.

5.2.22 Teoremă Dacă f : [a, b] −→ R este funcţie integrabilă şi c ∈ (a, b), atunci

restricţiile funcţiei f la intervalele [a, c] şi [c, b] sunt integrabile şi
∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx+

∫ b

c
f(x) dx.

Demonstraţie. Utilizăm criteriul lui Darboux. Fie (δ′n)
∞
n=1 un şir de diviziuni

ale intervalului [a, c] cu limn→∞ ||δ′n|| = 0, sδ′n(f), Sδ′n(f) sumele Darboux core-

spunzătoare restricţiei f |[a,c] şi fie (δ′′n)∞n=1 un şir de diviziuni ale intervalului [c, b] cu

limn→∞ ||δ′′n||=0, sδ′′n(f), Sδ′′n(f) sumele Darboux corespunzătoare restricţiei f |[c,b].
Şirul (δn)

∞
n=1, unde δn = δ′n ∪ δ′′n, fiind un şir de diviziuni ale intervalului [a, b] cu

limn→∞ ||δn||=0, avem limn→∞ (Sδn(f)− sδn(f)) = 0. Din

Sδ′n(f)−sδ′n(f)+Sδ′′n(f)−sδ′′n(f) = Sδn(f)−sδn(f)
rezultă relaţiile

0≤Sδ′n(f)−sδ′n(f)≤Sδn(f)−sδn(f), 0≤Sδ′′n(f)−sδ′′n(f)≤Sδn(f)−sδn(f),
care conduc la limn→∞

(
Sδ′n(f)− sδ′n(f)

)
= limn→∞

(
Sδ′′n(f)− sδ′′n(f)

)
= 0, relaţie

din care rezultă că funcţiile f |[a,c] şi f |[c,b] sunt integrabile. Egalitatea din enunţ se

obţine din Sδn(f) = Sδ′n(f) + Sδ′′n(f) prin trecere la limită.
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5.2.23 Teoremă Dacă pentru f : [a, b] −→ R există c ∈ (a, b) astfel ı̂ncât restricţiile

funcţiei f la [a, c] şi [c, b] sunt integrabile, atunci funcţia f este integrabilă pe [a, b].

Demonstraţie. Utilizăm criteriul lui Darboux. Funcţia f este mărginită. Fie (δn)
∞
n=0

un şir de diviziuni ale intervalului [a, b] cu limn→∞ ||δn||=0 şi fie δ̃n = δn∪{c}. Şirul
(δ̃′n)

∞
n=0, unde δ̃

′
n = δ̃n ∩ [a, c], este o diviziune a intervalului [a, c] iar şirul (δ̃′′n)

∞
n=0,

unde δ̃′′n = δ̃n ∩ [c, b], este o diviziune a intervalului [c, b]. Avem

lim
n→∞

sδ̃′n
(f)=

∫ c

a
f(x)dx= lim

n→∞
Sδ̃′n

(f), lim
n→∞

sδ̃′′n
(f)=

∫ b

c
f(x)dx= lim

n→∞
Sδ̃′′n

(f).

Deoarece sδ̃n(f)=sδ̃′n
(f)+sδ̃′′n

(f) şi Sδ̃n(f)=Sδ̃′n
(f)+Sδ̃′′n

(f), avem

lim
n→∞

sδ̃n(f)=

∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx= lim

n→∞
Sδ̃n(f)

şi prin urmare, limn→∞(Sδ̃n(f)−sδ̃n(f)) = 0. Notând M = supx∈[a,b] |f(x)|, avem

|sδ̃n(f)− sδn(f)| ≤ 2M ‖δn ‖, |Sδ̃n(f)− Sδn(f)| ≤ 2M ‖δn ‖ .

Rezultă relaţiile limn→∞ sδn(f)= limn→∞ sδ̃n(f) şi limn→∞ Sδn(f)= limn→∞ Sδ̃n(f)

care conduc la limn→∞(Sδn(f)−sδn(f)) = 0.

5.2.24 Teoremă. Orice funcţie monotonă f : [a, b] −→ R este integrabilă.

Demonstraţie. Utilizăm criteriul lui Darboux. Fie (δn)
∞
n=0, unde δn={xn0 , . . . , xnkn},

un şir de diviziuni ale intervalului [a, b] cu limn→∞ ||δn||=0. Dacă f este crescătoare,

atunci este mărginită şi avem relaţia

0 ≤ Sδn(f)−sδn(f)=
∑kn

i=1(f(x
n
i )−f(xni−1))(x

n
i −xni−1)

≤‖δn ‖
∑kn

i=1(f(x
n
i )−f(xni−1))=‖δn ‖ (f(b)−f(a)),

din care rezultă limn→∞(Sδn(f)−sδn(f)) = 0.

5.2.25 Teoremă. Orice funcţie continuă f : [a, b] −→ R este integrabilă.

Demonstraţie. Utilizăm criteriul lui Darboux. Fie (δn)
∞
n=0, unde δn={xn0 , . . . , xnkn},

un şir de diviziuni ale intervalului [a, b] cu limn→∞ ‖ δn ‖=0 şi fie ε > 0. Funcţia

f fiind continuă pe mulţimea compactă [a, b], este uniform continuă (v. pag. 82-

11). Există η > 0 astfel ı̂ncât |x−x′| < η ⇒ |f(x)− f(x′)| < ε
b−a . Deoarece

limn→∞ ‖ δn ‖=0, există nε ∈ N astfel ı̂ncât ‖ δn ‖< η pentru n ≥ nε. Funcţia f ı̂şi
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atinge extremele pe fiecare interval [xni−1, x
n
i ]. Dacă n ≥ nε, atunci

0 ≤ Sδn(f)−sδn(f)=
∑kn

i=1

(

maxx∈[xni−1,x
n
i ]
f(x)−minx∈[xni−1,x

n
i ]
f(x)

)

(xni −xni−1)

≤ ε
b−a

∑kn
i=1(x

n
i −xni−1)=

ε
b−a (b− a) = ε

şi prin urmare limn→∞(Sδn(f)−sδn(f)) = 0.

5.2.26 Propoziţie. Dacă f : [a, b] −→ R este continuă pe (a, b) şi limitele laterale

la= lim
xցa

f(x) , lb = lim
xրb

f(x)

există şi sunt finite, atunci f este integrabilă pe [a, b].

Demonstraţie. Funcţia f este integrabilă deoarece este suma a trei funcţii integrabile

f = f̃ + g + h,

unde f̃ : [a, b] −→ R este funcţia continuă

f̃(x) =







la dacă x = a,
f(x) dacă x∈(a, b),
lb dacă x = b,

iar g, h : [a, b] −→ R sunt funcţiile monotone

g(x) =

{
f(a)− la dacă x = a,
0 dacă x∈(a, b], h(x) =

{
0 dacă x∈ [a, b),
f(b)− lb dacă x = b.

5.2.27 Definiţie. Un punt c ∈ (a, b) ı̂n care funcţia f : [a, b] −→ R este discontinuă

este numit punct de discontinuitate de prima speţă dacă limitele

laterale limxրc f(x), limxցc f(x) există şi sunt finite.

5.2.28 Teoremă. O funcţie f : [a, b] −→ R continuă cu excepţia unui număr finit

de puncte, unde are discontinuităţi de prima speţă, este integrabilă.

Demonstraţie (Cazul a două puncte de discontinuitate). Fie x1, x2 punctele de

discontinuitate, a < x1 < x2 < b. Conform propoziţiei anterioare f , este integrabilă

pe [a, x1], [x1, x2] şi [x2, b]. Funcţia f fiind integrabilă pe [a, x1] şi [x1, x2] este

integrabilă pe [a, x2] (v. pag. 149-23). Similar, f fiind integrabilă pe [a, x2] şi

[x2, b], este integrabilă pe [a, b] (v. pag. 149-23).

5.2.29 Dacă f : [a, b]−→R este integrabilă şi dacă g : [a, b]−→R este o funcţie care

diferă de f ı̂ntr-un număr finit de puncte, atunci se poate arăta că g este integrabilă şi
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∫ b

a
g(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx.

5.2.30 Teoremă (Teorema de medie).

Dacă f : [a, b] −→ R este continuă, atunci există ξ ∈ [a, b] astfel ı̂ncât
∫ b

a
f(x) dx = f(ξ) (b− a).

Demonstraţie. Funcţia f fiind continuă pe [a, b], este mărginită şi ı̂şi atinge marginile,

adică există u, v ∈ [a, b] astfel ı̂ncât

m = min
x∈[a,b]

f(x) = f(u), M = max
x∈[a,b]

f(x) = f(v).

Relaţia (v. pag. 144-12)

m (b− a) ≤
∫ b

a
f(x) dx ≤M (b− a)

se mai poate scrie

f(u) ≤ 1

b− a

∫ b

a
f(x) dx ≤ f(v).

Funcţia continuă f având proprietatea lui Darboux, există ξ ı̂ntre u şi v astfel ı̂ncât

1

b− a

∫ b

a
f(x) dx = f(ξ).

5.2.31 Teoremă (Primitivele unei funcţii continue definite pe un interval).

Dacă f : [a, b]−→R este continuă, atunci pentru orice c∈ [a, b], funcţia
F : [a, b] −→ R, F (x) =

∫ x

c
f(t) dt,

este o primitivă a lui f ,

F ′(x)=f(x), oricare ar fi x∈ [a, b],
adică avem

d

dx

∫ x

c
f(t) dt=f(x), oricare ar fi x∈ [a, b].

Demonstraţie. Fie x0∈ [a, b]. Conform definiţiei derivatei

F ′(x0) = lim
x→x0

F (x)− F (x0)
x− x0

= lim
x→x0

∫ x
c f(t) dt−

∫ x0
c f(t) dt

x− x0
= lim

x→x0

∫ x
x0
f(t) dt

x− x0
.

Pentru fiecare x 6= x0, există conform teoremei de medie ξx ı̂ntre x0 şi x astfel ı̂ncât
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∫ x

x0

f(t) dt = f(ξx) (x− x0)
şi prin urmare

F ′(x0) = lim
x→x0

f(ξx) (x− x0)
x− x0

= lim
x→x0

f(ξx) = f(x0).

5.2.32 Teoremă (Formula Leibniz-Newton).

Dacă funcţia integrabilă f : [a, b] −→ R admite primitive, atunci
∫ b

a
f(x) dx = F (x)|ba = F (b)−F (a),

unde F : [a, b] −→ R este o primitivă arbitrară a lui f .

Demonstraţie. Fie δn = {xn0 , xn1 , . . . , xnkn} un şir de diviziuni cu limn→∞ ||δn||=0.

Conform teoremei lui Lagrange (pag. 95-25), există ξni ∈(xni−1, x
n
i ) astfel ı̂ncât

F (xni )−F (xni−1) = F ′(ξni ) (x
n
i −xni−1) = f(ξni ) (x

n
i −xni−1).

Utilizând ξni drept puncte intermediare pentru sumele Riemann, obţinem

σδn(f, {ξni }) =
kn∑

i=1

f(ξni ) (x
n
i −xni−1) =

kn∑

i=1

(F (xni )−F (xni−1)) = F (b)−F (a)

şi prin urmare (v. pag. 142-5)
∫ b

a
f(x) dx = lim

n→∞
σδn(f, {ξni }) = F (b)−F (a).

5.2.33 Teoremă (Formula de integrare prin părţi).

Dacă funcţiile f, g :I−→R sunt de clasă C1 pe intervalul I, atunci
∫ b

a
f ′(x) g(x) dx = f(x) g(x)

∣
∣b

a
−
∫ b

a
f(x) g′(x) dx,

oricare ar fi a, b∈I.

Demonstraţie. Utilizând formula Leibniz-Newton, obţinem

f(x) g(x)|ba =
∫ b
a (f · g)′(x) dx =

∫ b
a (f

′(x)g(x) + f(x)g′(x))dx

=
∫ b
a f

′(x) g(x) dx +
∫ b
a f(x) g

′(x) dx.

5.2.34 Exerciţiu. Să se calculeze integralele
∫ π

0
x cosx dx,

∫ 1

0
x2 ex dx,

∫ π/4

0
x tg2x dx.

Rezolvare. Utilizând integrarea prin părţi, obţinem:
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∫ π
0 x cos x dx=

∫ π
0 x (sinx)

′ dx = x (sinx)|π0−
∫ π
0 sinx dx=cos x|π0 = −1− 1 = −2;

∫ 1
0 x

2 ex dx =
∫ 1
0 x

2 (ex)′ dx = x2 ex
∣
∣1

0
− 2

∫ 1
0 x e

x dx = e− 2
∫ 1
0 x (e

x)′ dx

= e− 2x ex|10 + 2
∫ 1
0 e

x dx = −e + 2 ex|10 = e− 2;

∫ π/4
0 x tg2x dx =

∫ π/4
0 x (tg2x+ 1) dx −

∫ π/4
0 x dx =

∫ π/4
0 x (tg x)′ dx− x2

2

∣
∣
∣

π/4

0

= x tg x|π/40 −
∫ π/4
0 tg x dx− π2

32 =
π
4− π2

32 +(ln | cos x|)|π/40 = π
4− π2

32 +ln
√
2
2 .

5.2.35 MATHEMATICA: Integrate[f[x], {x, a, b}] NIntegrate[f[x], {x, a, b}]

In[1]:=Integrate[x Cos[x], {x, 0, Pi}] 7→ Out[1]=−2

In[2]:=Integrate[x^2 Exp[x], {x, 0, 1}] 7→ Out[2]=−2+e

In[3]:=Integrate[x Tan[x]^2, {x, 0, Pi/4}] 7→ Out[3]= 1
32(8π−π

2−16Log[2])

In[4]:=NIntegrate[Sin[Sin[x]], {x, 0, 2}] 7→ Out[4]=1.24706

5.2.36 Teoremă (Prima metodă de schimbare de variabilă).

Fie funcţiile [a, b]
ϕ−→ J

f−→ R, unde J ⊂ R este un interval.

Dacă f este continuă şi ϕ este derivabilă cu derivata continuă, atunci
∫ b

a
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(x) dx.

Demonstraţie. Dacă F ′=f , atunci F ◦ϕ este o primitivă a funcţiei (f ◦ϕ)·ϕ′ şi
∫ b

a
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt= (F ◦ϕ)(t)|ba=F (ϕ(b))−F (ϕ(a))=

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(x) dx.

5.2.37 Exerciţiu. Să se calculeze integralele
∫ 4

1

e
√
t

√
t
dt,

∫ 2

1

1

1+
√
t
dt,

∫ 1

1
2

√
1−x

x+
√
x
dx.

Rezolvare. Utilizând schimbarea de variabilă, obţinem:
∫ 4
1

e
√

t√
t
dt = 2

∫ 4
1 e

√
t(
√
t)′ dt = 2

∫ 2
1 ex dx = 2ex|21 = 2(e2 − e);

∫ 2
1

1
1+
√
t
dt = 2

∫ 2
1

√
t

1+
√
t
(
√
t)′ dt =

∫ √
2

1
x
x+1 dx =

∫√
2

1

(

1− 1
x+1

)

dx

= 2(x−ln(1 + x))|
√
2

1 = 2
√
2−2+ln 4−2 ln(1+

√
2);

∫ 1
1
2

√
1−x

x+
√
x
dx =

∫ π
2
π
4

√
1−sin2 t

sin2 t+sin t
(sin2 t)′ dt = 2

∫ π
2
π
4

cos2 t
sin t+1 dt = 2

∫ π
2
π
4
(1−sin t) dt

= 2(t+cos t)
∣
∣
∣

π
2
π
4
= π

2−
√
2.
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5.2.38 MATHEMATICA: Integrate[f[x], {x, a, b}]

In[1]:=Integrate[Exp[Sqrt[t]]/Sqrt[t], {t, 1, 4}] 7→ Out[1]=2 (−1+e) e

In[2]:=Integrate[1/(1 + Sqrt[t]), {t, 1, 2}] 7→ Out[2]=−2+2
√
2+Log [4]−2Log[1+

√
2]

In[3]:=Integrate[Sqrt[1-x]/(x+Sqrt[x]), {x, 1/2, 1}] 7→ Out[3]= 1
2
(−2

√
2+π)

5.2.39 Teoremă (A doua metodă de schimbare de variabilă).

Fie [a, b]
u−→ [c, d]

f−→ R două funcţii. Dacă f este continuă, u este

bijectivă, u şi u−1 sunt derivabile cu derivate continue, atunci
∫ b

a
f(u(t)) dt=

∫ u(b)

u(a)
f(x) (u−1)′(x) dx.

Demonstraţie. Funcţia f◦u : [a, b] −→ R este continuă şi deci admite primitive. Dacă

P ′=f ◦u, adică P ′(t)=f(u(t)), atunci P ◦u−1 este o primitivă a funcţiei f ·(u−1)′,

(P ◦u−1)′(x) = P ′(u−1(x)) (u−1)′(x) = f(u(u−1(x))) (u−1)′(x) = f(x) (u−1)′(x),

şi prin urmare
∫ b

a
f(u(t)) dt= P (t)|ba=P (b)−P (a)= P ◦u−1(x)

∣
∣
u(b)

u(a)
=

∫ u(b)

u(a)
f(x) (u−1)′(x) dx.

5.2.40 Exerciţiu. Să se calculeze integrala
∫ 4

1

√

1 +
√
t dt.

Rezolvare. Aplicaţia u : [1, 4]→ [2, 3], u(t)=1+
√
t, este bijectivă, u−1(x)=(1−x)2 şi

∫ 4
1

√

1 +
√
t dt = 2

∫ 3
2

√
x (x−1) dx = 2

∫ 3
2

(

x
3
2 − x 1

2

)

dx = 8
15

(
6
√
3−
√
2
)
.

5.2.41 MATHEMATICA: Integrate[f[x], {x, a, b}]

In[1]:=Integrate[Sqrt[1+Sqrt[t]], {t, 1, 4}] 7→ Out[1]=− 8
15(

√
2−6

√
3)
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5.3 Integrale improprii

5.3.1 În cazul integralelor definite considerate ı̂in liceu, intervalul de integrare era

mărginit şi se ştie că pentru ca o funcţie să fie integrabilă, trebuie să fie mărginită.

Vom arăta că noţiunea de integrală se poate extinde pentru a include şi cazul ı̂n care

intervalul de integrare este nemărginit şi/sau funcţia integrată este nemărginită.

5.3.2 În cazul unei serii definim
∞∑

n=m

an := lim
k→∞

k∑

n=m

an ,

k∑

n=−∞
:= lim

m→−∞

k∑

n=m

an

dacă limita există şi este finită, adică dacă seria este convergentă . Prin analogie

definim integralele improprii (de prima speţă)
∫ ∞

a
f(x) dx := lim

b→∞

∫ b

a
f(x) dx ,

∫ b

−∞
f(x) dx := lim

a→−∞

∫ b

a
f(x) dx

dacă limita există şi este finită, adică dacă integrala improprie este convergentă (C).

O integrală improprie neconvergentă este numită divergentă (D). Prin analogie cu
∞∑

n=−∞
an := lim

m→ −∞
k → ∞

k∑

n=m

an definim

∫ ∞

−∞
f(x) dx := lim

a→ −∞
b → ∞

∫ b

a
f(x) dx

ı̂n cazul ı̂n care limita există şi este finită, adică integrala improprie este convergentă.

5.3.3 Exemplu (v. Fig. 5.3).
∫ ∞

0
e−xdx = lim

b→∞

∫ b

0
e−xdx = lim

b→∞
(−e−x)|b0 = lim

b→∞
(−e−b + 1) = 1.

5.3.4 Exemplu (v. Fig. 5.4).
∫ ∞

−∞

1

1 + x2
dx = lim

a→ −∞
b → ∞

∫ b

a

1

1 + x2
dx = lim

a→ −∞
b → ∞

(arctg b− arctg a) =
π

2
+
π

2
= π.

5.3.5 MATHEMATICA: Integrate[f[x], {x, a, b}]

In[1]:=Integrate[Exp[-x], {x, 0, Infinity}] 7→ Out[1]=1

In[2]:=Integrate[1/(1+x^2), {x, -Infinity, Infinity}] 7→ Out[2]=π
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b −→∞0

1

e−x

Figura 5.3: Calculul integralei
∫∞
0 e−xdx.

5.3.6 Ştim că
∞∑

n=1

1

nλ
este

{
convergentă dacă λ > 1,
divergentă dacă λ ≤ 1 .

Fie a > 0 fixat. Deoarece pentru λ 6= 1,
∫ ∞

a

1

xλ
dx = lim

b→∞

(
b1−λ

1− λ −
a1−λ

1− λ

)

=

{
a1−λ

λ−1 dacă λ > 1,

∞ dacă λ < 1,
şi

∫ ∞

a

1

x
dx = lim

b→∞

∫ b

a

1

x
dx = lim

b→∞
(ln b− ln a) =∞

rezultă că integrala improprie
∫ ∞

a

1

xλ
dx este

{
convergentă dacă λ > 1,
divergentă dacă λ ≤ 1 .

5.3.7 MATHEMATICA: NIntegrate[f[x], {x, a, b}]

In[1]:=NIntegrate[1/x^2, {x, 1, Infinity}] 7→ Out[1]=1

5.3.8 O serie
∑∞

k=0 ak este numită absolut convergentă dacă seria
∑∞

k=0 |ak| este
convergentă. Se ştie că orice serie absolut convergentă de numere reale este

convergentă şi că, ı̂n general, este mai uşor de studiat absolut convergenţa

unei serii decât direct convergenţa ei. Spunem că integrala improprie
∫ ∞

a
f(x) dx
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b −→∞−∞←− a

1

1
1+x2

Figura 5.4: Calculul integralei
∫∞
−∞

1
1+x2

dx.

este absolut convergentă (AC) dacă integrala
∫ ∞

a
|f(x)| dx

este convergentă.

5.3.9 Teoremă Orice integrală improprie absolut convergentă este convergentă.

5.3.10 Criteriul comparaţiei. Dacă pentru seriile
∑∞

n=0 an şi
∑∞

n=0 bn există n0 ∈ N

astfel ı̂ncât 0 ≤ an ≤ bn, oricare ar fi n ≥ n0, atunci:
∞∑

n=0

bn C =⇒
∞∑

n=0

an C,
∞∑

n=0

an D =⇒
∞∑

n=0

bn D.

Similar, dacă pentru funcţiile continue f, g : [a,∞) → R există b ≥ a astfel ı̂ncât

0≤f(x)≤g(x), oricare ar fi x ∈ [b,∞), atunci:
∫ ∞

a
g(x) dx C =⇒

∫ ∞

a
f(x) dx C,

∫ ∞

a
f(x) dx D =⇒

∫ ∞

a
g(x) dx D.

5.3.11 Exerciţiu. Să se arate că integrala
∫ ∞

0
e−x

2
dx

este convergentă.

Rezolvare. Convergenţa integralei rezultă din relaţia e−x
2 ≤ e−x, care are loc oricare

ar fi x ∈ [1,∞), şi din convergenţa integralei
∫∞
1 e−xdx.



158 Elemente de Analiză Matematică

5.3.12 Exerciţiu. Să se arate că integrala
∫ ∞

a
xλ e−x dx,

unde a > 0, este convergentă, oricare ar fi λ ∈ R.

Rezolvare. Fie n un număr natural astfel ı̂ncât n>λ+1. Afirmaţia rezultă din relaţia

xλ e−x =
xλ

ex
=

xλ

1 + 1
1!x+ 1

2!x
2 + · · ·+ 1

n!x
n
<

xλ

1
n!x

n
=

n!

xn−λ
,

adevărată oricare ar fi x > 0, şi din convergenţa integralei
∫∞
a

1
xn−λ dx.

5.3.13 Exerciţiu. Fie P (x)=α0x
n+α1x

n−1+· · ·+αn, Q(x)=β0x
m+β1x

m−1+· · ·+βm
polinoame cu coeficienţi reali şi fie a∈R astfel ı̂ncât Q(x) 6= 0,

oricare ar fi x≥a. Integrala improprie
∫ ∞

a

α0x
n+α1x

n−1+· · ·+αn
β0xm+β1xm−1+· · ·+βm

dx este convergentă dacă m>n+1.

Rezolvare. Funcţia f(x) = xm−n P (x)
Q(x) este mărginită deoarece limx→∞ f(x) = α0

β0
.

Rezultă că există M > 0 astfel ı̂ncât |f(x)| ≤M , oricare ar fi x ∈ [a,∞), şi prin

urmare
∣
∣
∣
∣

α0x
n+α1x

n−1+· · ·+αn
β0xm+β1xm−1+· · ·+βm

∣
∣
∣
∣
≤M 1

xm−n .

5.3.14 Teoremă. Dacă funcţiile continue f, g : [a,∞) −→ (0,∞) sunt astfel ı̂ncât

limita limx→∞
f(x)
g(x) este finită şi nenulă, atunci integralele improprii

∫ ∞

a
f(x) dx şi

∫ ∞

a
g(x) dx

au aceeşi natură (sunt ambele convergente sau ambele divergente).

Demonstraţie. Fie limx→∞
f(x)
g(x) = λ. Din definiţia limitei, rezultă că există b > a

astfel ı̂ncât
1

2
λ <

f(x)

g(x)
<

3

2
λ , oricare ar fi x ∈ (b,∞),

adică
1

2
λ g(x) < f(x) <

3

2
λ g(x) , oricare ar fi x ∈ (b,∞),

ceea ce arată că integralele
∫∞
b f(x) dx şi

∫∞
b g(x) dx au aceeaşi natură. Dar

∫ ∞

a
f(x) dx=

∫ b

a
f(x) dx+

∫ ∞

b
f(x) dx şi

∫ ∞

a
g(x) dx=

∫ b

a
g(x) dx+

∫ ∞

b
g(x) dx.
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5.3.15 Funcţia

f : (0, 1] −→ R , f(x) =
1√
x
,

nu este integrabilă pe [0, 1] deoarece nu este mărginită,

lim
x→0

1√
x
=∞,

dar (v. Fig. 5.5)

lim
a→0

∫ 1

a

1√
x
dx = lim

a→0
2
√
x|1a = lim

a→0
2(1 −√a) = 2.

0←a 1

1√
x

Figura 5.5: Calculul integralei
∫ 1
0

1√
x
dx.

5.3.16 Definiţie. Fie f : (a, b] −→ R o funcţie nemărginită ı̂n vecinătatea lui a,

integrabilă pe [c, b], oricare ar fi c∈(a, b). Dacă limita există şi este finită, definim
∫ b

a
f(x) dx := lim

c→a

∫ b

c
f(x) dx

şi spunem că integrala este convergentă (C). În caz contrar spunem ca integrala este

divergentă (D). Similar, pentru f : [a, b) −→ R nemărginită ı̂n vecinătatea lui b,

integrabilă pe [a, c], oricare ar fi c∈(a, b), definim ı̂n caz de convergenţă
∫ b

a
f(x) dx := lim

c→b

∫ c

a
f(x) dx.
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5.3.17 Exerciţiu. Să se arate că
∫ b

a

1

(x− a)λ dx este

{
convergentă dacă λ < 1,
divergentă dacă λ ≥ 1,

şi
∫ b

a

1

(b− x)λ dx este

{
convergentă dacă λ < 1,
divergentă dacă λ ≥ 1 .

Rezolvare. Avem
∫ b

a

1

(x− a) dx = lim
c→a

∫ b

c

1

(x− a) dx = lim
c→a

ln(x− a)|bc = lim
c→a

ln
b− a
c− a =∞

şi
∫ b

a

1

(x−a)λ dx=
1

1−λ lim
c→a

[(b−a)1−λ−(c−a)1−λ] =
{

(b−a)1−λ

1−λ dacă λ < 1,

∞ dacă λ > 1 ,

ı̂n cazul λ 6= 1.

5.3.18 Propoziţie (Criteriul comparaţiei).

Dacă funcţiile continue f, g : (a, b]→ R sunt astfel

ı̂ncât 0≤f(x)≤g(x), oricare ar fi x ∈ (a, b], atunci:
∫ b
ag(x) dx C =⇒

∫ b
af(x) dx C,

∫ b
af(x) dx D =⇒

∫ b
ag(x) dx D.

5.3.19 Exerciţiu. Să se studieze convergenţa integralei
∫ 1

0

ex√
1− x2

dx.

Rezolvare. Funcţia continuă f : [0, 1] −→ R, f(x) = ex/
√
1 + x, este mărginită pe

[0, 1]. Rezultă că există M > 0 astfel ı̂ncât f(x) ≤M , oricare ar fi x ∈ [0, 1].

Integrala din exerciţiu este convergentă deoarece

0 ≤ ex√
1− x2

= f(x)
1√
1− x ≤

M

(1− x)1/2

şi integrala
∫ 1
0

1
(1−x)1/2 dx este convergentă.

5.3.20 MATHEMATICA: NIntegrate[f[x], {x, a, b}]

In[1]:=NIntegrate[Exp[x]/Sqrt[1 - x^2], {x, 0, 1}] 7→ Out[1]=3.10438
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5.3.21 Exerciţiu. Să se studieze convergenţa integralei
∫ ∞

0

e−x√
x
dx.

Rezolvare. În acest caz, atât intervalul de integrare cât şi funcţia de integrat sunt

nemărginite. Integrala este convergentă deoarece este o sumă de integrale conver-

gente:
∫ ∞

0

e−x√
x
dx =

∫ 1

0

e−x√
x
dx+

∫ ∞

1

e−x√
x
dx.

5.3.22 MATHEMATICA: NIntegrate[f[x], {x, a, b}]

In[1]:=NIntegrate[Exp[-x]/Sqrt[x], {x, 0, Infinity}] 7→ Out[1]=1.77245

5.4 Integrale ı̂n sensul valorii principale

5.4.1 Dacă a < 0 < b, atunci integrala improprie
∫ b

a

1

x
dx

nu este convergentă. Funcţia este nemărginită ı̂n jurul lui 0 şi limita
∫ b

a

1

x
dx = lim

ε→ 0
δ → 0

(∫ −ε

a

1

x
dx+

∫ b

δ

1

x
dx

)

= ln

∣
∣
∣
∣

b

a

∣
∣
∣
∣
+ lim

ε→ 0
δ → 0

ln
ε

δ

nu există. Considerând ı̂nsă o trecere la limită mai puţin restrictivă (cazul ε = δ),

lim
ε→0

(∫ −ε

a

1

x
dx+

∫ b

ε

1

x
dx

)

= ln

∣
∣
∣
∣

b

a

∣
∣
∣
∣
.

Spunem că integrala este convergentă ı̂n sensul valorii principale şi scriem

v.p.

∫ b

a

1

x
dx = lim

ε→0

(∫ −ε

a

1

x
dx+

∫ b

ε

1

x
dx

)

= ln

∣
∣
∣
∣

b

a

∣
∣
∣
∣
.

5.4.2 Integrala improprie
∫ ∞

−∞
x2n+1 dx,

unde n un număr natural, nu este convergentă deoarece limita
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∫ ∞

−∞
x2n+1 dx = lim

a→ −∞
b → ∞

x2n+2

2n+ 2

∣
∣
∣
∣

b

a

=
1

2n+ 2
lim

a→ −∞
b → ∞

(b2n+2 − a2n+2)

nu există. Există ı̂nsă limita mai puţin restrictivă
∫ ∞

−∞
x2n+1 dx = lim

a→∞

∫ a

−a
x2n+1 dx = 0.

Spunem că integrala este convergentă ı̂n sensul valorii principale şi scriem

v.p.

∫ ∞

−∞
x2n+1 dx = lim

a→∞

∫ a

−a
x2n+1 dx = 0.

5.5 Integrale cu parametru

5.5.1 Teoremă. Dacă funcţia

F : [a, b]× [c, d] −→ R

este continuă, atunci funcţia

f : [a, b] −→ R, f(t) =

∫ d

c
F (t, x) dx,

definită cu ajutorul unei integrale cu parametru este continuă,

adică avem

lim
t→t0

f(t) = f(t0), (5.2)

oricare ar fi t0 ∈ [a, b].

Demonstraţie. Fie t0 ∈ [a, b] arbitrar şi ε > 0. Funcţia F fiind continuă pe mulţimea

compactă [a, b] × [c, d], este uniform continuă (v. pag. 82-11). Rezultă că pentru

ε > 0, există δ > 0 astfel incât

||(t, x) − (t′, x′)|| < δ =⇒ |F (t, x)− F (t′, x′)| < ε .

Deoarece

|f(t)− f(t0)| =
∣
∣
∣

∫ d
c F (t, x)dx −

∫ d
c F (t0, x)dx

∣
∣
∣

=
∣
∣
∣

∫ d
c [F (t, x)− F (t0, x)]dx

∣
∣
∣ ≤

∫ d
c |F (t, x)− F (t0, x)|dx
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şi ||(t, x) − (t0, x)||=
√

(t− t0)2 + (x− x)2= |t− t0|, are loc relaţia

|t− t0| < δ =⇒ |f(t)− f(t0)| ≤ ε(d− c),
care arată că funcţia f este continuă ı̂n punctul t0.

5.5.2 Relaţia (5.2) se mai poate scrie

lim
t→t0

∫ d

c
F (t, x) dx=

∫ d

c
[ lim
t→t0

F (t, x)] dx.

Teorema precedentă prezintă condiţii suficiente ca limita să comute cu integrala.

5.5.3 Teoremă. Dacă funcţia continuă

F : [a, b]× [c, d] −→ R : (t, x) 7→ F (t, x)

este derivabilă partial ı̂n raport cu t şi

∂F

∂t
: [a, b]× [c, d] −→ R

este continuă, atunci funcţia

f : [a, b] −→ R, f(t) =

∫ d

c
F (t, x) dx,

este derivabilă ı̂n (a, b), are derivata continuă şi

f ′(t) =
∫ d

c

∂F

∂t
(t, x) dx. (5.3)

Demonstraţie. Fie t0 ∈ [a, b] arbitrar. Funcţia Φ : [a, b] × [c, d] −→ R,

Φ(t, x) =







F (t,x)−F (t0,x)
t−t0 dacă t 6= t0,

∂F
∂t (t0, x) dacă t = t0,

este continuă. Din teorema precedentă rezultă că funcţia

ϕ : [a, b] −→ R, ϕ(t) =

∫ d

c
Φ(t, x) dx,

este continuă şi prin urmare limt→t0 ϕ(t) = ϕ(t0), adică avem relaţia

lim
t→t0

∫ d

c

F (t, x)− F (t0, x)
t− t0

dx =

∫ d

c

∂F

∂t
(t0, x)dx.

Dar

f ′(t0) = lim
t→t0

f(t)− f(t0)
t− t0

= lim
t→t0

∫ d

c

F (t, x)− F (t0, x)
t− t0

dx.

Continuitatea lui f ′ rezultă pe baza teoremei precedente din continuitatea lui Φ.
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5.5.4 Regula lui Leibniz de derivare a integralelor cu parametru se mai scrie

∂

∂t

∫ d

c
F (t, x) dx =

∫ d

c

∂F

∂t
(t, x) dx .

Teorema prezintă condiţii suficiente pentru ca derivata să comute cu integrala.

5.5.5 Teoremă (Leibniz). Dacă funcţia continuă

F : [a, b]× [c, d] −→ R

este derivabilă partial ı̂n raport cu t,
∂F

∂t
: [a, b]× [c, d] −→ R

este continuă şi dacă

ϕ : [a, b] −→ [c, d] , ψ : [a, b] −→ [c, d]

sunt două funcţii derivabile pe (a, b), atunci funcţia

f : [a, b] −→ R, f(t) =

∫ ψ(t)

ϕ(t)
F (t, x) dx,

este derivabilă ı̂n (a, b) şi

f ′(t)=
∫ ψ(t)

ϕ(t)

∂F

∂t
(t, x) dx + F (t, ψ(t))ψ′(t)− F (t, ϕ(t))ϕ′(t). (5.4)

a b

c

d

t

x

ϕ(t)

ψ(t)

(t, x)

ϕ

ψ

Figura 5.6: Derivarea integralelor cu parametru.

Demonstraţie. Ştim că ı̂n cazul unei funcţii continue g : [α, β] −→ R avem
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d

dx

∫ x

x0

g(t)dt = g(x),

oricare ar fi x0 ∈ [α, β] fixat. Funcţia de trei variabile Φ : [a, b]× [c, d]× [c, d] −→ R,

Φ(t, y, z) =

∫ z

y
F (t, x)dx =

∫ z

t0

F (t, x)dx−
∫ y

t0

F (t, x)dx,

unde t0 ∈ (a, b) este un punct fixat, admite derivate parţiale continue
∂

∂t
Φ(t, y, z)=

∫ z

y

∂F

∂t
(t, x)dx ,

∂

∂y
Φ(t, y, z)=−F (t, y) , ∂

∂z
Φ(t, y, z)=F (t, z)

şi prin urmare este diferenţiabilă ı̂n [a, b]× (c, d) × (c, d). Deoarece

f(t) = Φ(t, φ(t), ψ(t)),

din formula de derivare a funcţiilor compuse, rezultă

f ′(t) = ∂Φ
∂t (t, φ(t), ψ(t)) +

∂Φ
∂y (t, φ(t), ψ(t))φ

′(t) + ∂Φ
∂z (t, φ(t), ψ(t))ψ

′(t)

=
∫ ψ(t)
ϕ(t)

∂F (t,x)
∂t dx+ F (t, ψ(t))ψ′(t)− F (t, ϕ(t))ϕ′(t).

5.5.6 Regula generală (Leibniz) de derivare a integralelor cu parametru se mai scrie

∂

∂t

∫ ψ(t)

ϕ(t)
F (t, x) dx =

∫ ψ(t)

ϕ(t)

∂F

∂t
(t, x) dx + F (t, ψ(t))ψ′(t)− F (t, ϕ(t))ϕ′(t).

5.5.7 Definiţie. Fie F : [a, b]×[c,∞) −→ R o funcţie continuă. Spunem că integrala
∫ ∞

c
F (t, x)dx = lim

d→∞

∫ d

c
F (t, x)dx

este uniform convergentă ı̂n [a, b] dacă, pentru orice ε > 0, există M ∈ R astfel ı̂ncât
∣
∣
∣
∣

∫ β

α
F (t, x)dx

∣
∣
∣
∣
< ε, oricare ar fi

t∈ [a, b],
[α, β]⊂ [M,∞).

5.5.8 Exerciţiu. Să se arate că dacă c > 0, integrala improprie
∫ ∞

c

sinx

t2 + x2
dx

este uniform convergentă ı̂n [a, b], oricare ar fi intervalul [a, b].

Rezolvare. Afirmaţia rezultă din relaţia
∣
∣
∣
∣

sinx

t2 + x2

∣
∣
∣
∣
≤ 1

x2

şi din convergenţa integralei improprii
∫∞
c

1
x2
dx. Pentru orice ε > 0, există M ∈ R

astfel ı̂ncât
∫∞
M

1
x2
dx < ε. Dacă [α, β] ⊂ [M,∞), atunci
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∣
∣
∣
∣

∫ β

α

sinx

t2 + x2
dx

∣
∣
∣
∣
≤
∫ β

α

∣
∣
∣
∣

sinx

t2 + x2

∣
∣
∣
∣
dx ≤

∫ ∞

M

1

x2
dx < ε.

5.5.9 Teoremă. Dacă funcţia F : [a, b]×[c,∞) −→ R este continuă şi dacă integrala
∫ ∞

c
F (t, x)dx = lim

d→∞

∫ d

c
F (t, x)dx

este uniform convergentă, atunci funcţia

f : [a, b] −→ R, f(t) =

∫ ∞

c
F (t, x) dx,

este continuă şi prin urmare

lim
t→t0

∫ ∞

c
F (t, x) dx=

∫ ∞

c
[ lim
t→t0

F (t, x)] dx , oricare ar fi t0∈ [a, b].

5.5.10 Teoremă. Dacă funcţia continuă F : [a, b] × [c,∞) −→ R este derivabilă

parţial ı̂n raport cu t, ∂F
∂t : [a, b] × [c,∞) −→ R este continuă,

integrala improprie
∫ ∞

c
F (t, x)dx este convergentă pentru t ∈ (a, b)

şi integrala improprie
∫ ∞

c

∂F

∂t
(t, x)dx este uniform convergentă pentru t∈(a, b),

atunci funcţia

f : [a, b] −→ R, f(t) =

∫ ∞

c
F (t, x) dx,

este derivabilă ı̂n (a, b) şi

f ′(t) =
∫ ∞

c

∂F

∂t
(t, x) dx, (5.5)

adică

d

dt

∫ ∞

c
F (t, x) dx =

∫ ∞

c

∂F

∂t
(t, x) dx .
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5.6 Funcţia Γ a lui Euler

5.6.1 Exerciţiu. Să se arate că integrala improprie
∫ ∞

0
e−t tx−1 dt

este convergentă, oricare ar fi x∈(0,∞).

Rezolvare. Fie x>0 şi n∈N astfel ı̂ncât n>x. Deoarece (v. pag. 64-11)

0 < e−t tx−1 =
tx−1

et
≤
{

tx−1 pentru orice t∈(0, 1],
n!

tn−x+1 pentru orice t∈ [1,∞),

şi integralele
∫ 1

0
tx−1 dt =

1

x
,

∫ ∞

1

dt

tn−x+1

sunt convergente, rezultă că integrala
∫ ∞

0
e−t tx−1 dt =

∫ 1

0
e−t tx−1 dt+

∫ ∞

1
e−t tx−1 dt

este convergentă, oricare ar fi x∈(0,∞).

5.6.2 Se poate arăta că funcţia definită cu ajutorul unei integrale cu parametru

Γ : (0,∞) −→ R , Γ(x) =

∫ ∞

0
e−t tx−1 dt,

este o funcţie continuă.

5.6.3 Teoremă. Avem:
Γ(x+1)=xΓ(x), oricare ar fi x∈(0,∞);
Γ(n+1)=n!, oricare ar fi n∈{0, 1, 2, . . . }.

Demonstraţie. Integrând prin părţi, obţinem

Γ(x+1)=
∫∞
0 e−t tx dt=−

∫∞
0 (e−t)′ tx dt=−e−t tx

∣
∣∞
0
+x
∫∞
0 (e−t) tx−1 dt=xΓ(x).

Avem

Γ(1)=
∫∞
0 e−t dt = 1 şi Γ(n+1)=nΓ(n)=n(n−1)Γ(n−1)= · · · =n! .

5.6.4 Se poate arăta că

Γ(x) Γ(1−x) = π

sin(πx)
, oricare ar fi x∈(0, 1).
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5.6.5 Pentru orice n ∈ N, avem

Γ(x) =
Γ(x+n)

x(x+1)...(x+n−1) .

5.6.6 Definiţie. Funcţia Γ:R\{0,−1,−2, ...}−→R,

Γ(x) =







∫∞
0 e−t tx−1 dt dacă x>0,

Γ(x+n)
x(x+1)...(x+n−1) dacă x>−n pentru n∈N,

se numeşte funcţia gamma a lui Euler.

5.6.7 Graficul funcţiei Γ se poate obtine utilizând MATHEMATICA:

In[1]:=Plot[Gamma[x], {x, -3, 3}]

şi este prezentat ı̂n figura 5.7 .

-3 -2 -1 1 2 3

-10

-5

5

10

Figura 5.7: Funcţia gamma a lui Euler.



Capitolul 6

Integrale curbilinii

6.1 Integrala curbilinie de primul tip

6.1.1 Definiţie. Prin drum de clasă C1 ı̂n R2 se ı̂nţelege o aplicaţie de forma

γ : [a, b] −→ R2 : t 7→ γ(t) = (ϕ(t), ψ(t))

cu ϕ,ψ : [a, b] −→ R funcţii derivabile şi cu derivată continuă.

Drumul γ este numit drum ı̂nchis dacă γ(a)=γ(b),

adică ϕ(a)=ϕ(b) şi ψ(a)=ψ(b).

γ

a b

γ(a)

γ(b)

t
γ(t)

ϕ(t)

ψ(t)

Figura 6.1: Drum de clasă C1 ı̂n R2.

6.1.2 Exemple.

a) Fie (x0, y0), (x1, y1) ∈ R2 puncte fixate. Aplicaţia
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γ : [0, 1] −→ R2, γ(t) = (1− t)(x0, y0) + t(x1, y1)

= ( (1−t)x0 + tx1, (1−t)y0 + ty1 )

= (x0 + t(x1−x0), y0 + t(y1−y0) ),
este drum de clasă C1. Imaginea lui este segmentul ce uneşte (x0, y0) cu (x1, y1).

b) Fie r ∈ (0,∞) şi fie (x0, y0) ∈ R2 un punct fixat. Aplicaţia

γ : [0, 2π] −→ R2, γ(t) = (x0, y0) + r(cos t, sin t)

= (x0+r cos t, y0+r sin t),

este drum de clasă C1. Imaginea lui este cercul de rază r cu centrul ı̂n (x0, y0).

c) Fie a, b ∈ (0,∞). Aplicaţia

γ : [0, 2π] −→ R2, γ(t) = (a cos t, b sin t),

este drum de clasă C1. Imaginea lui este elipsa (x/a)2 + (y/b)2 = 1.

6.1.3 Definiţie. Spunem că drumurile γ : [a, b] −→ R2 şi γ0 : [a0, b0] −→ R2

de clasă C1 sunt echivalente dacă există o aplicaţie

χ : [a0, b0] −→ [a, b]

bijectivă, derivabilă şi cu χ′(t) 6= 0, oricare ar fi t∈ [a0, b0],
astfel ı̂ncât

γ0(t) = γ(χ(t)), oricare ar fi t∈ [a0, b0].

6.1.4 Relaţia astfel definită este o relaţie de echivalenţă pe mulţimea tuturor

drumurilor de clasă C1 care permite ı̂mpărţirea ei ı̂n clase. Fiecare clasă

de drumuri echivalente este numită curbă. Despre drumurile aparţinând

unei curbe spunem că sunt reprezentanţi sau parametrizări ale curbei.

6.1.5 Exemplu. Drumul γ : [a, b] −→ R2 este echivalent cu

γ0 : [0, 1] −→ R2, γ0(t) = γ( (1−t)a+ tb ).

6.1.6 Fie (δn)n≥1 un şir de diviziuni

δn = {tni }i=0,kn
, a = tn0 < tn1 < tn2 < . . . < tnkn−1 < tnkn = b,

cu limn→∞ ||δn|| = 0. Un drum de clasă C1 de forma

γ : [a, b] −→ R2, γ(t) = (t, ψ(t)),



Integrale curbilinii 171

poate fi aproximat cu drumul poligonal γn cu vârfurile

γ(a) = γ(tn0 ), γ(tn1 ), γ(tn2 ), . . . , γ(tnkn−1), γ(b) = γ(tnkn)

alegând n suficient de mare. Lungimea drumului poligonal γn este

l(γn) =

kn∑

i=1

√

(tni − tni−1)
2 + (ψ(tni )− ψ(tni−1))

2.

Deoarece, din teorema creşterilor finite rezultă că există ξni ∈ [tni−1, t
n
i ] cu

ψ(tni )− ψ(tni−1) = ψ′(ξni ) (ti − ti−1),

lungimea lui γn se poate scrie sub forma sumei Riemann

l(γn) =

kn∑

i=1

√

1 + (ψ′(ξni ))
2 (tni − tni−1)

corespunzătoare funcţiei g : [a, b] −→ R, g(t) =
√

1 + (ψ′(t))2 şi prin urmare

lim
n→∞

l(γn) = lim
n→∞

kn∑

i=1

√

1 + (ψ′(ξni ))
2 (tni − tni−1) =

∫ b

a

√

1 + (ψ′(t))2 dt.

În cazul unui drum de clasă C1 oarecare γ : [a, b] −→ R2, γ(t) = (ϕ(t), ψ(t)), se

poate arăta că limita lungimilor drumurilor poligonale corespunzătoare este
∫ b

a

√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt.

γ

a= t0 b= t4
γ(a)

γ(b)

t1 t2 t3

γ(t1)
γ(t2)

γ(t3)

Figura 6.2: Aproximarea cu un drum poligonal.
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6.1.7 Definiţie. Prin lungimea drumului de clasă C1

γ : [a, b] −→ R2, γ(t) = (ϕ(t), ψ(t)),

se ı̂nţelege numărul

l(γ) =

∫ b

a

√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt.

6.1.8 Exemplu. În cazul drumului circular

γ : [0, 2π] −→ R2, γ(t) = (x0+r cos t, y0+r sin t),

avem ϕ(t) = x0 + r cos t, ψ(t) = y0 + r sin t şi

l(γ) =

∫ 2π

0

√

(−r sin t)2 + (r cos t)2 dt =

∫ 2π

0
r dt = 2πr.

6.1.9 Pentru a aproxima masa unui fir material descris de un drum de clasă C1

γ : [a, b] −→ R2, γ(t) = (ϕ(t), ψ(t)),

plecând de la densitatea firului (de exemplu, ı̂n g/cm ) descrisă de o funcţie continuă

̺ : { (ϕ(t), ψ(t)) | t∈ [a, b] } −→ R,

putem considera partiţii ale firului corespunzătoare unor diviziuni δn={tn0 , tn1 , ..., tnkn},
γ(a) = γ(tn0 ), γ(tn1 ), γ(tn2 ), . . . , γ(tnkn−1), γ(b) = γ(tnkn)

şi aproxima pe fiecare segment γ(tni−1), γ(t
n
i ) densitatea cu o valoare intermediară

̺(ϕ(cni ), ψ(c
n
i )), unde c

n
i ∈ [tni−1, t

n
i ]. Se poate arăta că dacă limn→∞ ‖δn ‖= 0, atunci

limn→∞
kn∑

i=1
̺(ϕ(cni ), ψ(c

n
i ))
∫ tni
tni−1

√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt

=
∫ b
a ̺(ϕ(t), ψ(t))

√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt.

6.1.10 Definiţie. Fie un drum de clasă C1

γ : [a, b] −→ R2, γ(t) = (ϕ(t), ψ(t)),

şi o funcţie continuă (câmp scalar) definită pe imaginea drumului

f : { (ϕ(t), ψ(t)) | t ∈ [a, b] } −→ R.

Prin integrala curbilinie a lui f de-a lungul drumului γ se ı̂nţelege numărul
∫

γ
f ds =

∫ b

a
f(ϕ(t), ψ(t))

√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt.
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6.1.11 Exemplu. În cazul drumului γ : [0, 1] −→ R2, γ(t) = (t, t2), avem
∫

γ
x ds =

∫ 1

0
t
√

1 + 4t2 dt =
1

2

∫ 1

0

√
1 + 4θ dθ =

1

12
(1 + 4θ)3/2

∣
∣
∣
∣

1

0

=
1

12
(5
√
5− 1).

6.1.12 Propoziţie. Dacă drumurile de clasă C1 γ : [a, b]−→R2 şi γ0 : [a0, b0]−→R2

sunt echivalente şi dacă f : { γ(t) | t ∈ [a, b] } −→ R este o funcţie continuă, atunci
∫

γ
f ds =

∫

γ0

f ds.

Demonstraţie. Conform ipotezei, există o aplicaţie χ : [a0, b0] −→ [a, b] bijectivă,

derivabilă şi cu χ′(t) 6= 0, oricare ar fi t∈ [a0, b0], astfel ı̂ncât
γ0(t) = γ(χ(t)), oricare ar fi t∈ [a0, b0].

Notând γ(t) = (ϕ(t), ψ(t)), ϕ0(t) = ϕ(χ(t)) şi ψ0(t) = ψ(χ(t)), avem
∫

γ0
f ds =

∫ b0
a0
f(ϕ0(t), ψ0(t))

√

(ϕ′
0(t))

2 + (ψ′
0(t))

2 dt

=
∫ b0
a0
f(ϕ(χ(t)), ψ(χ(t)))

√

(ϕ′(χ(t)))2 + (ψ′(χ(t)))2 |χ′(t)| dt

=
∫ b
a f(ϕ(θ), ψ(θ))

√

(ϕ′(θ))2 + (ψ′(θ))2 dθ =
∫

γ f ds.

6.1.13 Fiecare curbă este o clasă de drumuri echivalente. Putem defini integrala

unei funcţii de-a lungul unei curbe folosind o parametrizare particulară a

curbei pentru că valoarea integralei nu depinde de parametrizarea aleasă.

6.1.14 Definiţie. Prin lungimea drumului ı̂n R3

γ : [a, b] −→ R3, γ(t) = (γ1(t), γ2(t), γ3(t)),

se ı̂nţelege numărul

l(γ) =

∫ b

a

√

(γ′1(t))
2 + (γ′2(t))

2 + (γ′3(t))
2 dt.

6.1.15 Definiţie. Fie un drum de clasă C1 in R3

γ : [a, b] −→ R3, γ(t) = (γ1(t), γ2(t), γ3(t)),

şi o funcţie continuă (câmp scalar) definită pe imaginea γ([a, b]) a drumului

f : { (γ1(t), γ2(t), γ3(t)) | t ∈ [a, b] } −→ R.

Prin integrala curbilinie a lui f de-a lungul drumului γ se ı̂nţelege numărul
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γ

a b

γ1(t)

γ2(t)

t

γ(t)

γ3(t)

Figura 6.3: Drum ı̂n R3.

∫

γ
f ds =

∫ b

a
f(γ1(t), γ2(t), γ3(t))

√

(γ′1(t))
2 + (γ′2(t))

2 + (γ′3(t))
2 dt.

6.2 Integrala curbilinie de al doilea tip

6.2.1 Definiţie. Fie un drum de clasă C1

γ : [a, b] −→ R2, γ(t) = (ϕ(t), ψ(t)),

şi o funcţie continuă (câmp vectorial) definită pe imaginea drumului

~F : { (ϕ(t), ψ(t)) | t ∈ [a, b] } −→ R2, ~F (x, y) = (P (x, y), Q(x, y)).

Prin integrala curbilinie a lui ~F de-a lungul drumului γ se ı̂nţelege numărul
∫

γ

~F · ~dr =
∫ b

a
[P (ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t) +Q(ϕ(t), ψ(t))ψ′(t)] dt.

Folosind o notaţie alternativă, ultima relaţie se mai scrie
∫

γ
P dx+Qdy =

∫ b

a
[P (ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t) +Q(ϕ(t), ψ(t))ψ′(t)] dt.
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γ

a b
γ(a)

γ(b)

t

γ(t)

ϕ(t)

ψ(t)

R2

~F

Figura 6.4: Integrala unui câmp vectorial definit de-a lungul unui drum.

6.2.2 Exemplu. În cazul drumului γ : [0, 2π]−→R2, γ(t)=(1+cos t, 1+sin t), avem
∫

γ
y2 dx− x2 dy = −

∫ 2π

0
(2 + sin t+ cos t+ sin3 t+ cos3 t) dt = −4π.

6.2.3 Integrala curbilinie de al doilea tip permite calculul lucrului mecanic efectuat

de o forţă care deplasează un punct material de-a lungul unui drum.

6.2.4 Definiţie. Spunem că drumurile γ : [a, b]−→R2 şi γ0 : [a0, b0]−→R2

de clasă C1 sunt echivalente cu păstrarea sensului dacă există o

aplicaţie χ : [a0, b0] −→ [a, b] bijectivă, derivabilă şi cu χ′(t) > 0,

oricare ar fi t∈ [a0, b0], astfel ı̂ncât
γ0(t) = γ(χ(t)), oricare ar fi t∈ [a0, b0].

6.2.5 Propoziţie. Dacă drumurile de clasă C1 γ : [a, b]−→R2 şi γ0 : [a0, b0]−→R2

sunt echivalente cu păstrarea sensului şi dacă

~F : { γ(t) | t ∈ [a, b] } −→ R2, ~F (x, y) = (P (x, y), Q(x, y)),

este o funcţie continuă, atunci
∫

γ
P dx+Qdy =

∫

γ0

P dx+Qdy.

Demonstraţie. Conform ipotezei, există o aplicaţie χ : [a0, b0] −→ [a, b] bijectivă,

derivabilă şi cu χ′(t) > 0, oricare ar fi t∈ [a0, b0], astfel ı̂ncât
γ0(t) = γ(χ(t)), oricare ar fi t∈ [a0, b0].
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Notând γ(t) = (ϕ(t), ψ(t)), ϕ0(t) = ϕ(χ(t)) şi ψ0(t) = ψ(χ(t)), avem

∫

γ0
P dx+Qdy =

b0∫

a0

[P (ϕ0(t), ψ0(t))ϕ
′
0(t) +Q(ϕ0(t), ψ0(t))ψ

′
0(t)] dt

=
b0∫

a0

[P (ϕ(χ(t)), ψ(χ(t))) ϕ′(χ(t)) +Q(ϕ(χ(t)), ψ(χ(t))) ψ′(χ(t))] χ′(t)dt

=
b∫

a
[P (ϕ(θ), ψ(θ))ϕ′(θ)+Q(ϕ(θ), ψ(θ))ψ′(θ)] dθ=

∫

γ P dx+Qdy.

6.2.6 Propoziţie. Dacă γ : [a, b]→R2, γ(t)=(ϕ(t), ψ(t)), este un drum de clasă C1,

γ̃ : [a, b] −→ R2, γ̃(t)=(ϕ̃(t), ψ̃(t))=(ϕ(a+b−t), ψ(a+b−t))=γ(a+b−t),
este opusul lui γ (adică drumul γ parcurs ı̂n sens invers) şi

~F : { γ(t) | t ∈ [a, b] } −→ R2, ~F (x, y) = (P (x, y), Q(x, y))

o funcţie continuă, atunci
∫

γ̃
P dx+Qdy = −

∫

γ
P dx+Qdy.

Demonstraţie. Utilizând schimbarea de variabilă θ = a+ b− t, obţinem
∫

γ̃ P dx+Qdy =
∫ b
a [P (ϕ̃(t), ψ̃(t)) ϕ̃

′(t) +Q(ϕ̃(t), ψ̃(t)) ψ̃′(t)] dt

=
∫ a
b [P (ϕ(θ), ψ(θ))ϕ

′(θ) +Q(ϕ(θ), ψ(θ))ψ′(θ)] dθ

= −
∫

γ P dx+Qdy.

6.2.7 Definiţie. Fie un drum de clasă C1 ı̂n R3

γ : [a, b] −→ R3, γ(t) = (γ1(t), γ2(t), γ3(t)),

şi o funcţie continuă (câmp vectorial) definită pe imaginea drumului

~F : γ([a, b]) −→ R3, ~F (x, y, z)=(P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)).

Prin integrala curbilinie a lui ~F de-a lungul drumului γ se ı̂nţelege numărul
∫

γ

~F · ~dr =
∫ b

a
[P (γ(t)) γ′1(t) +Q(γ(t)) γ′2(t) +R(γ(t)) γ′3(t)] dt.

Folosind o notaţie alternativă, ultima relaţie se mai scrie
∫

γ
P dx+Qdy+Rdz =

∫ b

a
[P (γ(t)) γ′1(t)+Q(γ(t)) γ′2(t)+R(γ(t)) γ

′
3(t)] dt.



Capitolul 7

Integrale duble

7.1 Definiţie şi proprietăţi

7.1.1 Definiţie. Fie dreptunghiul A=[a, b]× [c, d] = { (x, y) | a≤x≤b, c≤y≤d }.
Plecând de la o diviziune a intervalului [a, b]

δ = {xi}i=0,n , a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b,

şi o diviziune a intervalului [c, d]

δ̃ = {yj}j=0,k , c = y0 < y1 < y2 < . . . < yk−1 < yk = d,

obţinem o diviziune a dreptunghiului A,

∆ = {Aij} i = 1, n

j = 1, k

, Aij = [xi−1, xi]× [yj−1, yj ].

Diametrul celui mai mare dintre dreptunghiurile diviziunii

||∆|| = max
1 ≤ i ≤ n
1 ≤ j ≤ k

√

(xi − xi−1)2 + (yj − yj−1)2

se numeşte norma diviziunii ∆.

7.1.2 Definiţie. Fie f :A −→R o funcţie definită pe dreptunghiul A=[a, b]×[c, d],
∆={Aij} i = 1, n

j = 1, k

o diviziune a lui A şi fie {(ξij , ηij)} i = 1, n

j = 1, k

un

sistem de puncte intermediare asociat diviziunii, adică astfel ı̂ncât

(ξij , ηij) ∈ Aij , oricare ar fi i, j. Prin sumă Riemann asociată

funcţiei f , diviziunii ∆ şi sistemului de puncte intermediare {(ξij , ηij)}
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se ı̂nţelege numărul (v. Fig. 7.1)

σδ(f, {(ξij , ηij)}) =
n∑

i=1

k∑

j=1

f(ξij, ηij) (xi − xi−1) (yj − yj−1).

În cazul ı̂n care f(x, y)≥0 pentru orice (x, y)∈A, numărul

σ∆(f, {(ξij , ηij)}) reprezintă suma volumelor unor prisme.

x0

x1

x2

y0 y1 y2

(x2, y2)

(ξ11, η11) (ξ12, η12)

(ξ21, η21) (ξ22, η22)

Figura 7.1: Aproximarea cu suma volumelor unor prisme.

7.1.3 Definiţie. Spunem că funcţia f : A −→ R este integrabilă (Riemann) pe A

dacă există un număr If ∈R cu proprietatea că pentru orice ε>0,

există ν>0 astfel ı̂ncât relaţia

|σδ(f, {(ξij , ηij)}) − If | < ε

are loc pentru orice diviziune ∆ cu ||∆|| < ν şi pentru orice alegere

a sistemului de puncte intermediare {(ξij , ηij)}. Numărul If se
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numeşte integrala funcţiei f pe A şi se utilizează pentru el notaţia
∫∫

A
f(x, y) dx dy.

7.1.4 Teoremă. Funcţia f : A −→ R este integrabilă (Riemann) pe A dacă şi

numai dacă există un număr I ∈ R astfel ı̂ncât pentru orice şir

de diviziuni (∆n)
∞
n=1 cu limn→∞ ||∆n|| = 0 şi pentru orice alegere

a sistemelor de puncte intermediare asociate {(ξnij , ηnij)} avem
lim
n→∞

σδ(f, {(ξnij , ηnij)}) = I.

În cazul ı̂n care f este integrabilă, avem I =
∫∫

A f(x, y) dx dy.

Demonstraţie. Este similară celei prezentate ı̂n cazul integralei simple (pag. 142-5).

7.1.5 Propoziţie.

a) Dacă f : A −→ R este integrabilă şi α∈R, atunci funcţia αf este integrabilă şi
∫∫

A
(α f)(x, y) dx dy = α

∫∫

A
f(x, y) dx dy.

b) Dacă f, g : A −→ R sunt integrabile, atunci funcţiile f ± g sunt integrabile şi
∫∫

A
(f ± g)(x, y) dx dy =

∫∫

A
f(x, y) dx dy ±

∫∫

A
g(x, y) dx dy.

Demonstraţie. Similară celei prezentate ı̂n cazul integralei simple (pag. 143-6).

7.1.6 Se poate arăta că:

1) O funcţie integrabilă pe A este integrabilă pe orice dreptunghi B ⊂ A;
2) Dacă f, g : A −→ R sunt integrabile, atunci fg este funcţie integrabilă;

3) Dacă f : A −→ R este integrabilă, atunci |f | : A −→ R este integrabilă.

7.1.7 Propoziţie.

a) Dacă f : A −→ R este integrabilă şi f(x, y) ≥ 0, oricare ar fi (x, y) ∈ A, atunci
∫∫

A
f(x, y) dx dy ≥ 0.

b) Dacă f, g : A −→ R sunt integrabile şi f(x, y)≤ g(x, y)), oricare ar fi (x, y)∈A,
atunci

∫∫

A
f(x, y) dx dy ≤

∫∫

A
g(x, y) dx dy.
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c) Dacă f : A −→ R este integrabilă, atunci
∣
∣
∣
∣

∫∫

A
f(x, y) dx dy

∣
∣
∣
∣
≤
∫∫

A
|f(x, y)| dx dy.

Demonstraţie. Este similară celei prezentate ı̂n cazul integralei simple (pag. 143-8).

7.1.8 Definiţie. Spunem că f : A −→ R este mărginită dacă există M ∈R ı̂ncât

|f(x, y)| ≤M, oricare ar fi (x, y) ∈ A.
În caz contrar, spunem că f este nemărginită.

7.1.9 Teoremă. Dacă funcţia f : A −→ R este integrabilă, atunci este mărginită.

Demonstraţie. Este similară celei prezentate ı̂n cazul integralei simple (pag. 144-11).

7.1.10 Definiţie. Fie f : A −→ R o funcţie mărginită şi ∆={Aij} i = 1, n

j = 1, k

o diviziune a dreptunghiului A. Sumele

s∆(f) =

n∑

i=1

k∑

j=1

mij (xi − xi−1)(yj − yj−1), unde mij = inf
(x,y)∈Aij

f(x, y),

S∆(f) =

n∑

i=1

k∑

j=1

Mij (xi−xi−1)(yj − yj−1), unde Mij = sup
(x,y)∈Aij

f(x, y),

se numesc suma Darboux inferioară şi respectiv, suma Darboux superioară.

7.1.11 Definiţie. Fie dreptunghiul A=[a, b]× [c, d] şi diviziunile

∆ = {Aij} i = 1, n

j = 1, k

, ∆′ = {A′
ij} i = 1, n′

j = 1, k′

,

obţinute plecând de la diviziunile δ = {xi}i=0,n , δ′ = {x′i}i=0,n′ ale lui

[a, b] şi de la diviziunile δ̃ = {yj}j=0,k , δ̃′ = {y′j}j=0,k′ ale lui [c, d], adică

Aij = [xi−1, xi]× [yj−1, yj] , A′
ij = [x′i−1, x

′
i]× [y′j−1, y

′
j ].

Spunem că diviziunea ∆ este mai fină decât ∆′ dacă δ ⊂ δ′ şi δ̃ ⊂ δ̃′.

7.1.12 Propoziţie. Fie f : A −→ R o funcţie mărginită şi ∆, ∆′ două diviziuni

ale dreptunghiului A. Dacă ∆ este mai fină decât ∆′, atunci

s∆(f) ≤ s∆′(f) şi S∆′(f) ≤ S∆(f).
Demonstraţie. Este similară celei prezentate ı̂n cazul integralei simple (pag. 146-17).
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7.1.13 Propoziţie. Dacă f : A −→ R este o funcţie mărginită, atunci

s∆(f) ≤ S∆′(f),

oricare ar fi diviziunile ∆ şi ∆′.

Demonstraţie. Este similară celei prezentate ı̂n cazul integralei simple (pag. 147-18).

7.1.14 Teoremă (Criteriul lui Darboux). Funcţia f :A−→R este integrabilă

dacă şi numai dacă este mărginită şi pentru orice şir de diviziuni

(∆n)
∞
n=1 cu limn→∞ ||∆n|| = 0 avem

lim
n→∞

(S∆n(f)− s∆n(f)) = 0.

În cazul ı̂n care f este integrabilă, avem

lim
n→∞

s∆n(f) =

∫∫

A
f(x, y) dx dy = lim

n→∞
S∆n(f).

Demonstraţie. Este similară celei prezentate la pag. 148-21.

7.1.15 Teoremă. Dacă funcţia f : A −→ R definită pe dreptunghiul

A = [a, b]× [c, d] este integrabilă, există integrala
∫ d

c
f(x, y) dy, oricare ar fi x ∈ [a, b],

şi dacă funcţia

F : [a, b] −→ R , F (x) =

∫ d

c
f(x, y) dy,

este integrabilă pe [a, b], atunci
∫∫

A
f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ d

c
f(x, y) dy

)

dx.

Demonstraţie. Pentru orice diviziune ∆, cu notaţiile de mai sus, avem relaţiile

mij ≤ f(x, y) ≤Mij , ∀(x, y) ∈ [xi−1, xi]× [yj−1, yj ],

din care rezultă, pentru orice i, j, că

mij(yj − yj−1) ≤
∫ yj

yj−1

f(x, y) dy ≤Mij(yj − yj−1) , ∀x ∈ [xi−1, xi].

Existenţa integralelor
∫ d
c f(x, y) dy implică existenţa integralelor

∫ yj
yj−1

f(x, y) dy şi
m∑

j=1

mij(yj−yj−1)≤
∫ d

c
f(x, y) dy≤

m∑

j=1

Mij(yj−yj−1) , ∀x∈ [xi−1, xi].
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Funcţia F fiind integrabilă pe [a, b], obţinem relaţiile

(xi−xi−1)

m∑

j=1

mij(yj−yj−1)≤
∫ xi

xi−1

(∫ d

c
f(x, y) dy

)

dx≤(xi−xi−1)

m∑

j=1

Mij(yj−yj−1)

din care, prin sumare, rezultă că

s∆(f) ≤
∫ b

a

(∫ d

c
f(x, y) dy

)

dx ≤ S∆(f).

Alegând un şir de diviziuni {∆n}∞n=1 cu limn→∞ ||∆n|| = 0, din

s∆n(f) ≤
∫ b

a

(∫ d

c
f(x, y) dy

)

dx ≤ S∆n(f)

obţinem prin trecere la limită relaţia cerută.

7.1.16 Teoremă. Orice funcţie continuă f : A −→ R este integrabilă.

Demonstraţie. Este similară celei prezentate ı̂n cazul integralei simple (pag. 149-25).

7.1.17 Exerciţiu. Fie A = [1, 3] × [0, 2]. Calculaţi
∫∫

A
(2xy + 1) dx dy.

Rezolvare. Funcţia continuă f : [1, 3]×[0, 2] −→ R, f(x, y)=2xy+1, este integrabilă şi
∫∫

A(2xy + 1) dx dy =
∫ 3
1

(∫ 2
0 (2xy + 1) dy

)

dx =
∫ 3
1 (xy

2 + y)|20 dx

=
∫ 3
1 (4x+ 2)dx = (2x2 + 2x)|31 = 20.

7.1.18 MATHEMATICA: Integrate[f[x,y], {x, a, b}, {y, c, d}]

In[1]:=Integrate[2 x y +1, {x, 1, 3}, {y, 0, 2}] 7→ Out[1]=20

7.1.19 Definiţie. Spunem despre o mulţime S ⊂ R2 că are aria nulă dacă, pentru

orice ε > 0, mulţimea S poate fi acoperită cu o familie de

dreptunghiuri având suma ariilor mai mică decât ε.

7.1.20 Exerciţiu.

a) Orice mulţime numărabilă {(xn, yn)}∞n=1 are aria nulă.

b) Imaginea unui drum de clasă C1, adică a unei aplicaţii

γ : [α, β] −→ R2 , γ(t) = (ϕ(t), ψ(t)),

cu ϕ, ψ derivabile şi cu derivată continuă, are aria nulă.

c) Circumferinţa S = {(x, y) | x2 + y2 = 1 } are arie nulă.
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Rezolvare. a) Alegând pentru fiecare punct (xn, yn) un pătrat cu latura mai mică

decât
√

ε/2n, suma ariilor va fi mai mică decât
∞∑

n=1

ε

2n
= ε

∞∑

n=1

(
1

2

)n

= ε lim
k→∞

k∑

n=0

(
1

2

)n

= ε.

b) Funcţiile ϕ′, ψ′ : [α, β] −→ R fiind continue, rezultă că există M ∈ R astfel ı̂ncât

|ϕ′(t)| ≤M şi |ψ′(t)| ≤M , oricare ar fi t ∈ [α, β]. Pentru orice n > 1, punctele

t0=α , t1=α+
β−α
n

, t2=α+2
β−α
n

, ... tn−1=α+(n−1)β−α
n

, tn=β

determină o diviziune echidistantă a intervalului [α, β]. Conform teoremei creşterilor

finite (Lagrange), pentru orice t ∈ [ti−1, ti] există ci, di ∈ [t, ti] astfel ı̂ncât

||γ(ti)− γ(t)|| =
√

(ϕ(ti)− ϕ(t))2 + (ϕ(ti)− ϕ(t))2

=
√

(ϕ′(ci))2 + (ψ′(di))2 (ti − t) ≤
√
2M(β−α)

n .

Pătratele de latură 2
√
2M(β − α)/n centrate ı̂n γ(t1), γ(t2), ... , γ(tn) acoperă

imaginea drumului γ şi suma ariilor lor este 8M2(β−α)2/n. Pentru orice ε > 0 dat,

se poate alege n ∈ N astfel ı̂ncât 8M2(β − α)2/n < ε.

c) Circumferinţa S este imaginea drumului γ : [0, 2π] −→ R2 , γ(t) = (cos t, sin t).

g

(x1, y1)

(x2, y2)

Figura 7.2: Mulţimile numărabile şi imaginile drumurilor de clasă C1 au arie nulă.

7.1.21 Se poate arăta că orice funcţie f : [a, b]× [c, d] −→ R continuă, cu excepţia

imaginilor unui număr finit de drumuri de clasă C1
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γi : [αi, βi] −→ [a, b]× [c, d] , i ∈ {1, 2, ..., k},
este integrabilă.

7.1.22 Fie D un domeniu mărginit, cu frontiera formată dintr-un număr finit de

drumuri de clasă C1 şi

f : D −→ R

o funcţie continuă. Funcţia

f̃ : [a, b]× [c, d] −→ R , f̃(x, y) =

{
f(x, y) dacă (x, y) ∈ D,
0 dacă (x, y) 6∈ D,

definită pe dreptunghiul A = [a, b] × [c, d] care include pe D, este integrabilă.

Numărul
∫∫

A
f̃(x, y) dx dy

nu depinde de alegerea dreptunghiului A conţinând D, şi prin definiţie
∫∫

D
f(x, y) dx dy =

∫∫

A
f̃(x, y) dx dy.

a b

c

d

x

y

D
ϕ(x)

ψ(x)

(x, y)

ϕ

ψ

Figura 7.3: Domeniu simplu ı̂n raport cu Ox.
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7.1.23 Definiţie. Prin domeniu simplu ı̂n raport cu Ox se ı̂nţelege un domeniu

de forma (v. Fig. 7.3)

D = { (x, y) | a ≤ x ≤ b, ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x) },
unde ϕ, ψ : [a, b] −→ R sunt funcţii continue, de clasă C1 ı̂n (a, b).

Analog, prin domeniu simplu ı̂n raport cu Oy se ı̂nţelege un

domeniu de forma

D = { (x, y) | c ≤ y ≤ d, ϕ(y) ≤ x ≤ ψ(y) },
unde ϕ, ψ : [c, d] −→ R sunt funcţii continue, de clasă C1 ı̂n (c, d).

7.1.24 Propoziţie.

a) Dacă funcţia f : D −→ R, definită pe domeniul simplu ı̂n raport cu Ox

D = { (x, y) | a ≤ x ≤ b, ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x) },
este continuă, atunci

∫∫

D
f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(
∫ ψ(x)

ϕ(x)
f(x, y) dy

)

dx.

b) Dacă funcţia f : D −→ R, definită pe domeniul simplu ı̂n raport cu Oy

D = { (x, y) | c ≤ y ≤ d, ϕ(y) ≤ x ≤ ψ(y) },
este continuă, atunci

∫∫

D
f(x, y) dx dy =

∫ d

c

(
∫ ψ(y)

ϕ(y)
f(x, y) dx

)

dy.

Demonstraţie. a) Fie intervalul [c, d] astfel ı̂ncât D ⊂ [a, b]× [c, d] şi

f̃ : [a, b]× [c, d] −→ R , f̃(x, y) =

{
f(x, y) dacă (x, y) ∈ D,

0 dacă (x, y) 6∈ D .

Avem
∫∫

D f(x, y) dx dy =
∫ b
a

(∫ d
c f̃(x, y) dy

)

dx =
∫ b
a

(∫ ϕ(x)
c f̃(x, y) dy

)

dx

+
∫ b
a

(∫ ψ(x)
ϕ(x) f(x, y) dy

)

dx+
∫ b
a

(∫ d
ψ(x) f̃(x, y) dy

)

dx.

7.1.25 În loc de
∫ b

a

(
∫ ψ(x)

ϕ(x)
f(x, y) dy

)

dx se mai scrie

∫ b

a
dx

∫ ψ(x)

ϕ(x)
dy f(x, y).
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7.1.26 Exerciţiu. Să se calculeze integrala dublă
∫∫

D
y dx dy,

unde D = { (x, y) | x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0 }.

Rezolvare. Funcţia considerată f :D−→R, f(x, y)=y, este integrabilă deoarece este

continuă şi D are frontiera formată din imaginile a două drumuri de clasă C1

γ1 : [−1, 1] −→ R2, γ1(t)=(t, 0) şi γ2 : [0, π] −→ R2, γ2(t)=(cos t, sin t).

Domeniul D fiind simplu ı̂n raport cu Ox,

D =
{

(x, y)
∣
∣
∣ −1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤

√

1− x2
}

,

obţinem
∫∫

D
y dx dy =

∫ 1

−1
dx

∫ √
1−x2

0
y dy =

1

2

∫ 1

−1
y2
∣
∣

√
1−x2

0
dx =

1

2

∫ 1

−1
(1− x2)dx =

2

3
.

Deoarece domeniul D este simplu şi ı̂n raport cu Oy,

D =
{

(x, y)
∣
∣
∣ 0 ≤ y ≤ 1, −

√

1− y2 ≤ x ≤
√

1− y2
}

,

o variantă alternativă de calcul este
∫∫

D
y dx dy =

∫ 1

0
dy

∫
√

1−y2

−
√

1−y2
y dx = 2

∫ 1

0
y
√

1− y2 dy =
2

3
.

7.1.27 MATHEMATICA: Integrate[f[x,y], {x, a, b}, {y, c, d}]

In[1]:=Integrate[y, {x, -1, 1}, {y, 0, Sqrt[1-x^2]}] 7→ Out[1]= 2
3

In[2]:=Integrate[y, {y, 0, 1}, {x, -Sqrt[1-y^2], Sqrt[1-y^2]}] 7→ Out[2]= 2
3

7.2 Schimbări de variabile

7.2.1 În cazul integralei simple avem
∫ b

a
dx = b− a = lungimea intervalului [a, b],

iar ı̂n cazul unui domeniu simplu D={ (x, y) | a≤x≤b, ϕ(x)≤y≤ψ(x) },
∫∫

D
dx dy=

∫ b

a

(
∫ ψ(x)

ϕ(x)
dy

)

dx=

∫ b

a
(ψ(x)−ϕ(x)) dx = aria domeniului D.

În general, dacă
∫∫

D dx dy există, atunci
∫∫

D dx dy este aria lui D.
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7.2.2 Plecând de la produsul scalar a doi vectori nenuli calculat ı̂n două feluri

〈(x1, y1), (x2, y2)〉 = x1 x2 + y1 y2 =
√

x21 + y21

√

x22 + y22 cosα,

putem deduce sinusul unghiului format de ei

sinα =
√

1− cos2 α =

√

1− (x1 x2 + y1 y2)2

(x21 + y21)(x
2
2 + y22)

=
|x1 y2 − x2 y1|

√

x21 + y21
√

x22 + y22
şi apoi aria paralelogramului determinat de cei doi vectori

aria =
√

x21 + y21

√

x22 + y22 sinα =

∣
∣
∣
∣
det

(
x1 y1
x2 y2

) ∣
∣
∣
∣
.

a b

c

d
T

A
T (A)(a, c)

(b, c)

(a, d) (b, d)

Figura 7.4: Transformarea liniară T .

7.2.3 Prin transformarea liniară (v Fig. 7.4)

T : R2 −→ R2 : (u, v) 7→ (x(u, v), y(u, v)) = (αu+ β v, γ u+ δ v)

dreptunghiului A = [a, b]× [c, d] ı̂i corespunde paralelogramul T (A) cu vârfurile

(αa+β c, γ a+δ c), (α b+β c, γ b+δ c),

(αa+β d, γ a+δ d), (α b+β d, γ b+δ d)

şi

∫∫

T (A) dx dy = aria(T (A)) =

∣
∣
∣
∣
det

(
α(b− a) β(b− a)
γ(d− c) δ(d − c)

) ∣
∣
∣
∣

= |detT | (b− a)(d− c) = |detT |
∫∫

A du dv =
∫∫

A |detT |du dv.
Pe de altă parte, transformarea T fiind liniară, avem
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D(x, y)

D(u, v)
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

α β

γ δ

∣
∣
∣
∣
∣
= detT

şi prin urmare, putem scrie
∫∫

T (A)
dx dy =

∫∫

A

∣
∣
∣
∣

D(x, y)

D(u, v)

∣
∣
∣
∣
du dv.

7.2.4 Se ştie că orice funcţie continuă definită pe un interval are proprietatea lui

Darboux şi prin urmare, pentru a fi injectivă trebuie să fie monotonă. Fie aplicaţiile

[α, β]
ϕ−→ [a, b]

f−→ R

cu f continuă iar ϕ injectivă, derivabilă şi cu derivata continuă. Deoarece

ϕ([α, β]) =

{

[ϕ(α), ϕ(β)] dacă ϕ este crescătoare ,

[ϕ(β), ϕ(α)] dacă ϕ este descrescătoare ,

formula de schimbare de variabilă
∫ ϕ(β)

ϕ(α)
f(x) dx =

∫ β

α
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

se mai poate scrie
∫

ϕ([α,β])

f(x) dx =

∫

[α,β]

f(ϕ(t)) |ϕ′(t)| dt.

u

v
(u,v)

D

T

T (D)

T (u,v) f

f(T (u,v))

R

Figura 7.5: Schimbarea de variabile.
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7.2.5 Teoremă (Formula de schimbare de variabile). Fie D⊂R2 un domeniu com-

pact cu frontiera formată dintr-un număr finit de drumuri de clasă C1 şi fie

T : D −→ R2, T (u, v) = (ϕ(u, v), ψ(u, v)),

o aplicaţie injectivă, de clasă C1 cu proprietatea că

D(ϕ,ψ)

D(u, v)
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂ϕ
∂u (u, v)

∂ϕ
∂v (u, v)

∂ψ
∂u (u, v)

∂ψ
∂v (u, v)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

6= 0 , oricare ar fi (u, v) ∈ D.

Dacă f : T (D) −→ R este o funcţie continuă, atunci
∫∫

T (D)
f(x, y) dx dy =

∫∫

D
f(ϕ(u, v), ψ(u, v))

∣
∣
∣
∣

D(ϕ,ψ)

D(u, v)

∣
∣
∣
∣
du dv.

7.2.6 Exerciţiu. Să se calculeze integrala dublă
∫∫

D
y dx dy, unde D = { (x, y) | x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0 }.

Rezolvare. Alegem A = [0, 1] × [0, π] şi utilizăm coordonate polare. Aplicaţia

T : A −→ R2 : (r, θ) 7→ (x(r, θ), y(r, θ)) = (r cos θ, r sin θ)

este injectivă , T (A) = D şi

D(x, y)

D(r, θ)
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂x
∂r (r, θ)

∂x
∂θ (r, θ)

∂y
∂r (r, θ)

∂y
∂θ (r, θ)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ

∣
∣
∣
∣
∣
= r.

Utilizând formula de schimbare de variabile, obţinem
∫

T (A)

∫

y dx dy=

∫

A

∫

r sin θ

∣
∣
∣
∣

D(x, y)

D(r, θ)

∣
∣
∣
∣
dr dθ=

∫ 1

0
dr

∫ π

0
r2 sin θ dθ=2

∫ 1

0
r2 dr=

2

3
.

7.2.7 Exerciţiu. Să se calculeze integrala dublă
∫

D

∫

x dx dy, unde D=
{

(x, y)
∣
∣
∣ x>0, 1≤xy≤2, 1≤ y

x
≤2

}

.

Rezolvare. Alegând A = [1, 2] × [1, 2] şi transformarea bijectivă

T : A −→ D : (u, v) 7→ (x(u, v), y(u, v)) =

(√
u

v
,
√
uv

)

cu jacobianul

D(x, y)

D(u, v)
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂x
∂u(u, v)

∂x
∂v (u, v)

∂y
∂u(u, v)

∂y
∂v (u, v)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

1
2
√
uv
− 1

2v

√
u
v

1
2

√
v
u

1
2

√
u
v

∣
∣
∣
∣
∣
=

1

2v
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11 −1

π

r

r

θ

θ

T

(r, θ)
T (r, θ)

0

Figura 7.6: Schimbarea de variabile T (r, θ) = (r cos θ, r sin θ).

obţinem
∫

D

∫

x dx dy=

∫

T (A)

∫

x dx dy=

∫

A

∫ √
u

v

∣
∣
∣
∣

D(x, y)

D(u, v)

∣
∣
∣
∣
du dv=

1

2

2∫

1

du

2∫

1

1

v

√
u

v
dv=

1

3
(5
√
2−6).

7.3 Formula lui Green

7.3.1 Definiţie. Prin drum de clasă C1 pe porţiuni se ı̂nţelege o aplicaţie continuă

γ : [a, b] −→ R2, γ(t) = (ϕ(t), ψ(t)),

cu γ′ = (ϕ′, ψ′) continuă pe porţiuni.

7.3.2 Fie D ⊂ R2 un domeniu compact a cărui frontieră este imaginea unui drum

de clasă C1 pe porţiuni şi fie ~F : D −→ R2, ~F (x, y) = (P (x, y), Q(x, y)),

o funcţie continuă. Vom utiliza notaţia
∫

∂D
P (x, y) dx+Q(x, y) dy

pentru integrala curbilinie a lui ~F de-a lungul frontierei lui D, parcursă ı̂n

sens direct (cu domeniul ı̂n stânga).

7.3.3 Teoremă (Formula lui Green) Fie D ⊂ R2 un domeniu compact, simplu ı̂n

raport cu ambele axe şi a cărui frontieră este imaginea unui drum
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ba

ϕ

ψ

γ1

γ2

γ3

γ4
(a, ϕ(a))

(b, ϕ(b)

(a, ψ(a))
(b, ψ(b)

Figura 7.7: Frontiera domeniului D simplu ı̂n raport cu Ox.

de clasă C1 pe porţiuni. Dacă funcţia continuă

~F : D −→ R2, ~F (x, y) = (P (x, y), Q(x, y)),

este astfel ı̂ncât există ∂P
∂y şi ∂Q

∂x continue pe D, atunci
∫

∂D
P (x, y) dx +Q(x, y) dy =

∫∫

D

[
∂Q

∂x
(x, y)− ∂P

∂y
(x, y)

]

dx dy.

Demonstraţie. Domeniul D fiind simplu ı̂n raport cu axa Ox, există un interval [a, b]

şi funcţiile continue ϕ,ψ : [a, b] −→ R, de clasă C1 ı̂n (a, b), astfel ı̂ncât

D = { (x, y) | a ≤ x ≤ b, ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x) }.

Frontiera lui D parcursă ı̂n sens direct se compune din drumurile:

γ1 : [a, b] −→ R2, γ1(t) = (t, ϕ(t));

γ2 : [0, 1] −→ R2, γ2(t) = (b, (1− t)ϕ(b) + t ψ(b));

γ3 : [a, b] −→ R2, γ3(t) = (a+ b− t, ψ(a+ b− t));

γ4 : [0, 1] −→ R2, γ4(t) = (a, (1− t)ψ(a) + t ϕ(a)).

Prin calcul direct, obţinem
∫

∂D P (x, y) dx =
∫

γ1
P (x, y) dx +

∫

γ2
P (x, y) dx+

∫

γ3
P (x, y) dx +

∫

γ4
P (x, y) dx

=
∫ b
a P (t, ϕ(t)) dt + 0 +

∫ b
a P (a+ b− t, ψ(a+ b− t))(−1)dt + 0

=
∫ b
a [P (t, ϕ(t)) − P (t, ψ(t))]dt.
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Deoarece
∫∫

D

∂P

∂y
(x, y) dx dy=

∫ b

a
dx

∫ ψ(x)

ϕ(x)

∂P

∂y
(x, y) dy=

∫ b

a
[P (t, ψ(t))−P (t, ϕ(t))]dt,

rezultă că
∫

∂D
P (x, y) dx = −

∫∫

D

∂P

∂y
(x, y) dx dy.

Plecând de la faptul că domeniul D este simplu ı̂n raport cu Oy, se obţine relaţia
∫

∂D
Q(x, y) dy =

∫∫

D

∂Q

∂x
(x, y) dx dy,

care adunată cu precedenta conduce la formula lui Green.

7.3.4 Formula lui Green se poate extinde la domenii care se pot descompune in

domenii de tipul celui din enunţul teoremei. Relaţia
∫

∂D
x dy − y dx = 2

∫∫

D
dx dy,

bazată pe formula lui Green, poate fi utilizată pentru calculul ariei unui domeniu

aria(D) =
1

2

∫

∂D
x dy − y dx.

7.3.5 Exerciţiu. Să se afle aria domeniului D limitat de elipsa

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Rezolvare. Utilizând pentru ∂D parametrizarea

γ : [0, 2π] −→ R2, γ(t) = (a cos t, b sin t),

obţinem

aria(D) =
1

2

∫

∂D
x dy − y dx =

1

2

∫ 2π

0
[ab cos2 t+ ab sin2 t] dt = πab.

7.3.6 Exerciţiu. Să se calculeze
∫

∂D
y2 dx+ x2 dy, unde D = { (x, y) | x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0 }.

Rezolvare. Utilizând formula lui Green şi apoi coordonate polare, obţinem
∫

∂D y
2 dx+ x2 dy = 2

∫∫

D(x− y) dx dy = 2
∫ π
0 dθ

∫ 1
0 (r cos θ − r sin θ)r dr

= 2
∫ π
0 (cos θ − sin θ)dθ

∫ 1
0 r

2 dr = 2
3(sin θ + cos θ)|π0 = −4

3 .
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7.4 Integrale curbilinii ı̂n plan independente de drum

7.4.1 Orice drum γ : [a, b] −→ R2 este echivalent cu drumul

γ1 : [0, 1] −→ R2, γ1(t) = γ((1− t)a+ tb).

Fără a restrânge generalitatea, putem utiliza doar drumuri definite pe [0, 1].

0

1

1

(t, s)

g(t, s)

g

γ0(0)

γ0(1)

γ

γ0

D

Figura 7.8: Drumul γ se poate deforma continuu ı̂n γ0 fără a ieşi din D .

7.4.2 Definiţie. Fie D ⊂ R2 un domeniu şi γ0, γ : [0, 1] −→ D două drumuri de

clasă C1 din D cu aceleaşi extremităţi, adică astfel ı̂ncât

γ0(0) = γ(0) şi γ0(1) = γ(1). Spunem că drumul γ se poate

deforma continuu ı̂n γ0 fără a ieşi din D dacă există o

aplicaţie continuă g : [0, 1] × [0, 1] −→ D astfel ı̂ncât:

1) g(t, 0) = γ0(t), oricare ar fi t ∈ [0, 1];

2) g(t, 1) = γ(t), oricare ar fi t ∈ [0, 1];

3) g(0, s) = γ0(0), oricare ar fi s ∈ [0, 1];

4) g(1, s) = γ0(1), oricare ar fi s ∈ [0, 1].
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7.4.3 Definiţie. Un domeniu D⊂R2 cu proprietatea că, orice două drumuri din D

cu aceleaşi extremităti se pot deforma continuu unul ı̂n altul fără

a ieşi din D, este numit domeniu simplu conex.

Intuitiv, D este un domeniu “fără găuri”.

7.4.4 Teoremă. Dacă D ⊂ R2 este un domeniu simplu conex şi

~F : D −→ R2, ~F (x, y) = (P (x, y), Q(x, y)),

este o aplicaţie de clasă C1, atunci următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a) Oricare ar fi drumul ı̂nchis de clasă C1 pe porţiuni γ[a, b] −→ D, avem
∫

γ
P (x, y) dx +Q(x, y) dy = 0.

b) Dacă γ0 şi γ1 sunt două drumuri din D cu aceleaşi extremităţi, atunci
∫

γ0

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

∫

γ1

P (x, y) dx +Q(x, y) dy.

c) Există o funcţie Φ : D −→ R de clasă C2 astfel ı̂ncât

P (x, y) =
∂Φ

∂x
(x, y), Q(x, y) =

∂Φ

∂y
(x, y),

oricare ar fi (x, y) ∈ D.

d) Are loc relaţia

∂P

∂y
(x, y) =

∂Q

∂x
(x, y), oricare ar fi (x, y) ∈ D.

Demonstraţie.“a)⇒b)” Fie două drumuri de clasa C1 cu aceleaşi extremităţi

γ0, γ1 : [0, 1] −→ D, γ0(0)=γ1(0), γ0(1)=γ1(1).

Compunând γ0 cu opusul drumului γ1 (v. pag. 176-6) rezultă drumul ı̂nchis

γ : [0, 1] −→ D, γ(t) =

{

γ0(2t) dacă t∈ [0, 12 ],
γ1(2−2t) dacă t∈ [12 , 2],

şi avem

∫

γ0
P (x, y) dx+Q(x, y) dy−

∫

γ1
P (x, y) dx+Q(x, y) dy=

∫

γP (x, y) dx+Q(x, y) dy=0.

“b)⇒c)” Fie (x0, y0)∈D un punct fixat şi fie

Φ : D −→ R, Φ(x, y) =

∫ (x,y)

(x0,y0)
P (x, y) dx+Q(x, y) dy,

unde
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∫ (x,y)

(x0,y0)
P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

∫

γ(x,y)

P (x, y) dx+Q(x, y) dy

şi γ(x,y) : [0, 1]−→D este un drum arbitrar cu γ(x,y)(0)=(x0, y0) şi γ(x,y)(1)=(x, y).

Calculând Φ(x+h, y) cu ajutorul drumului rezultat compunând γ(x,y) cu drumul

(x0, y0)

(x, y) (x+h, y)

γ(x,y)

γ(x+h,y)
D

Figura 7.9: Drumul utilizat ı̂n demonstraţia teoremei.

liniar γ : [0, 1] −→ D, γ(t) = (x+ th, y), obţinem (v. Fig. 7.9)

Φ(x+h, y)− Φ(x, y) =

∫

γ
P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

∫ x+h

x
P (t, y) dt.

Conform teoremei de medie (pag. 151-30), există ξ ı̂ntre x şi x+ h astfel ı̂ncât
∫ x+h

x
P (t, y) dt = hP (ξ, y)

şi prin urmare

∂Φ

∂x
(x, y) = lim

h→0

Φ(x+ h, y)− Φ(x, y)

h
= lim

h→0
P (ξ, y) = P (x, y).

Similar, se arată că ∂Φ
∂y (x, y) = Q(x, y). Din P,Q∈C1(D) rezultă Φ∈C2(D).

“c)⇒d)” Utilizăm teorema lui Schwarz (pag. 117-20). Deoarece Φ∈C2(D), avem

∂P

∂y
(x, y)=

∂2Φ

∂y ∂x
(x, y)=

∂2Φ

∂x ∂y
(x, y)=

∂Q

∂x
(x, y), oricare ar fi (x, y)∈D.
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“d)⇒a)” Utilizăm formula lui Green. Fie γ : [0, 1] −→ D un drum ı̂nchis de clasă

C1 şi fie Dγ domeniul a cărui frontieră este γ . Deoarece Dγ⊂D, avem
∫

γ
P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

∫∫

Dγ

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

dx dy = 0.

7.5 Integrale duble improprii

7.5.1 Pe parcursul acestei secţiuni vom considera doar domenii ale planului cu

proprietatea că, orice parte finită a frontierei este imaginea unui drum de clasă

C1 sau o reuniune finită de astfel de imagini.

7.5.2 Definiţie. Fie D ⊂ R2 un domeniu nemărginit şi fie (Dn)n≥1 un şir de

domenii compacte conţinute ı̂n D. Spunem că şirul (Dn)n≥1

epuizează pe D dacă, pentru orice mulţime compactă K ⊂ D,

există nK ∈ N astfel ı̂ncât

K ⊂ Dn , oricare ar fi n ≥ nK .
Şirul (Dn)n≥1 este numit crescător dacă Dn⊆Dn+1, oricare ar fi n≥1.

7.5.3 Definiţie. Fie D ⊂ R2 un domeniu nemărginit şi f : D −→ R o funcţie

integrabilă pe orice domeniu compact K ⊂ D. Spunem că funcţia f este

integrabilă dacă, pentru orice şir crescător (Dn)n≥1 care epuizează pe D, şirul
(∫∫

Dn

f(x, y) dx dy

)

n≥1

este convergent şi limita lui nu depinde de şirul (Dn)n≥1 ales.

Valoarea acestei limite este numită integrala lui f pe D şi se utilizeză notaţia
∫∫

D
f(x, y) dx dy = lim

n→∞

∫∫

Dn

f(x, y) dx dy.

7.5.4 Teoremă. Fie D ⊂ R2 un domeniu nemărginit şi f : D −→ R o funcţie

integrabilă pe orice domeniu compact K ⊂ D. Dacă

f(x, y) ≥ 0 , oricare ar fi (x, y) ∈ D,
şi dacă există un şir crescător (Dn)n≥1 care epuizează pe D, pentru care şirul
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(∫∫

Dn

f(x, y) dx dy

)

n≥1

este mărginit, atunci f este integrabilă.

Demonstraţie. Fie M > 0 astfel ı̂ncât
∫∫

Dn

f(x, y) dx dy ≤M , oricare ar fi n ≥ 1,

şi fie (D′
m)m≥1 un alt şir crescător care epuizează pe D. Oricare ar fi m ≥ 1, există

m′ ≥ 1 astfel ı̂ncât D′
m ⊂ Dm′ şi avem

∫∫

D′
m

f(x, y) dx dy ≤
∫∫

Dm′
f(x, y) dx dy ≤M,

ceea ce arată că şirul
(
∫∫

D′
n

f(x, y) dx dy

)

n≥1

este mărginit. Şirurile crescătoare şi mărginite fiind convergente, există limitele

lim
n→∞

∫∫

Dn

f(x, y) dx dy şi lim
m→∞

∫∫

D′
m

f(x, y) dx dy.

Plecând de la (Dn)n≥1 şi (D′
m)m≥1 generăm un şir crescător care epuizează pe D

de forma D1 ⊆ D′
m1
⊆ Dn1 ⊆ D′

m2
⊆ Dn2 ⊆ D′

m3
⊆ ... Deoarece şirul crescător şi

mărginit
∫∫

D1

f(x, y) dx dy ≤
∫∫

D′
m1

f(x, y) dx dy ≤
∫∫

Dn1

f(x, y) dx dy ≤ . . .

este convergent, orice subşir al lui are aceeaşi limită. În particular, avem relaţia

lim
k→∞

∫∫

Dnk

f(x, y) dx dy = lim
k→∞

∫∫

D′
mk

f(x, y) dx dy

din care rezultă independenţa limitei de şirul ales

lim
n→∞

∫∫

Dn

f(x, y) dx dy = lim
m→∞

∫∫

D′
m

f(x, y) dx dy.

7.5.5 Exerciţiu. Arătaţi că
∫∫

R2

e−x
2−y2 dx dy = π şi

∫ ∞

−∞
e−x

2
dx =

√
π.

Rezolvare. În acest caz D = R2 şi f(x, y) = e−x
2−y2 > 0. Şirul de discuri

(Dn)n≥1, unde Dn = { (x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ n2 },
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este crescător şi epuizează R2. Utilizând schimbarea de variabile

An −→ Dn : (r, θ) 7→ (r cos θ, r sin θ)

(coordonate polare), unde An = [0, n] × [0, 2π], obţinem
∫∫

Dn
e−x

2−y2 dx dy =
∫∫

An
e−r

2
r dr dθ=

∫ n
0 dr

∫ 2π
0 e−r

2
r dθ

=2π
∫ n
0 e−r

2
r dr = π(1− e−n

2
)

şi

lim
n→∞

∫∫

Dn

e−x
2−y2 dx dy = π.

Alegând ı̂nsă un alt şir crescător care epuizează R2 şi anume

(D′
n)n≥1, unde D′

n = [−n, n]× [−n, n],
obţinem relaţia

∫∫

D′
n

e−x
2−y2 dx dy =

∫ n

−n
dx

∫ n

−n
e−x

2−y2dy =

(∫ n

−n
e−x

2
dx

)2

,

din care rezultă
∫ ∞

−∞
e−x

2
dx = lim

n→∞

∫ n

−n
e−x

2
dx = lim

n→∞

√∫∫

D′
n

e−x2−y2 dx dy =
√
π.

3

33

1

11

2

22

D1

D2

D3

D′
1

D′
2

D′
3

Figura 7.10: Şiruri de domenii compacte care epuizează pe R2.



Capitolul 8

Integrale de suprafaţă

8.1 Integrala de suprafaţă de primul tip

8.1.1 Noţiunea de suprafaţă este un analog bidimensional al noţiunii de curbă.

O curbă este o clasă de drumuri echivalente, numite parametrizări ale curbei.

Similar, o suprafaţă se poate defini ca fiind o clasă de pânze netede echivalente.

8.1.2 Definiţie. Prin pânză netedă ı̂n R3 se ı̂nţelege o aplicaţie de clasă C1

S : D −→ R3, S(u, v) = (S1(u, v), S2(u, v), S3(u, v)),

definită pe un domeniu compact D ⊂ R2, cu proprietatea că

rang








∂S1
∂u (u, v) ∂S1

∂v (u, v)

∂S2
∂u (u, v) ∂S2

∂v (u, v)

∂S3
∂u (u, v) ∂S3

∂v (u, v)







=2, oricare ar fi (u, v)∈D.

8.1.3 Exemplu. Pânza netedă S : [0, π] × [0, 2π] −→ R3,

S(θ, ϕ) = (S1(θ, ϕ), S2(θ, ϕ), S3(θ, ϕ))

= (x0+R sin θ cosϕ, y0+R sin θ sinϕ, z0+R cos θ),

reprezintă o parametrizare a sferei de rază R şi centru (x0, y0, z0).
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8.1.4 Fie S : [a, b]×[c, d]−→R3, S(u, v)=(S1(u, v), S2(u, v), S3(u, v)) o pânză netedă.

Ea este o parametrizare a unei suprafeţe S. Pentru (u0, v0)∈ [a, b]×[c, d] fixat,
γu : [a, b] −→ R3, γu(t) = S(t, v0) = (S1(t, v0), S2(t, v0), S3(t, v0)),

γv : [c, d] −→ R3, γv(t) = S(u0, t) = (S1(u0, t), S2(u0, t), S3(u0, t)),

reprezintă drumuri pe suprafaţa S. Ele trec prin punctul S(u0, v0) şi vectorii tangenţi

~τu(u0, v0) =
d
dtγu(u0) =

(
∂S1
∂u (u0, v0),

∂S2
∂u (u0, v0),

∂S3
∂u (u0, v0)

)

,

~τv(u0, v0) =
d
dtγv(v0) =

(
∂S1
∂v (u0, v0),

∂S2
∂v (u0, v0),

∂S3
∂v (u0, v0)

)

determină planul tangent la S ı̂n S(u0, v0). În particular, produsul lor vectorial

~N(u0, v0) = ~τu(u0, v0)× ~τv(u0, v0) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

~i ~j ~k

∂S1
∂u (u0, v0)

∂S2
∂u (u0, v0)

∂S3
∂u (u0, v0)

∂S1
∂v (u0, v0)

∂S2
∂v (u0, v0)

∂S3
∂v (u0, v0)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂S2
∂u (u0, v0)

∂S3
∂u (u0, v0)

∂S2
∂v (u0, v0)

∂S3
∂v (u0, v0)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

~i+

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂S3
∂u (u0, v0)

∂S1
∂u (u0, v0)

∂S3
∂v (u0, v0)

∂S1
∂v (u0, v0)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

~j+

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂S1
∂u (u0, v0)

∂S2
∂u (u0, v0)

∂S1
∂v (u0, v0)

∂S2
∂v (u0, v0)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

~k,

cu coordonatele (A(u0, v0), B(u0, v0), C(u0, v0)) definite prin relaţiile

A(u0, v0)=
D(S2,S3)
D(u,v) (u0, v0), B(u0, v0)=

D(S3,S1)
D(u,v) (u0, v0), C(u0, v0)=

D(S1,S2)
D(u,v) (u0, v0),

este un vector perpendicular pe planul tangent la suprafaţa S ı̂n punctul S(u0, v0).

~i=(1, 0, 0)

~j=(0, 1, 0)

~k=(0, 0, 1)

ba

c

d

u0

v0

S

~N

S(u0, v0)

~τu

~τv

Figura 8.1: Normala la o suprefaţă.
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8.1.5 Fiecărei diviziuni

∆ = {[ui, ui+1]× [vj , vj+1]} i = 0, n − 1

j = 0, k − 1

a dreptunghiului [a, b]× [c, d], obţinute plecând de la o diviziune

δ = {ui}i=0,n−1 , a = u0 < u1 < · · · < un−1 < un = b,

a intervalului [a, b] şi o diviziune

δ̃ = {vj}j=0,k−1 , c = v0 < v1 < · · · < vk−1 < vn = d,

a intervalului [c, d], ı̂i corespunde o partiţie a suprafeţei S. În cazul ı̂n care norma

diviziunii este ‘suficient de mică’,

S(ui+1, vj) = (S1(ui+1, vj), S2(ui+1, vj), S3(ui+1, vj))

≈
(

S1(ui, vj)+
∂S1
∂u (ui, vj) (ui+1−ui), S2(ui, vj)+ ∂S2

∂u (ui, vj) (ui+1−ui),

S3(ui, vj)+
∂S3
∂u (ui, vj) (ui+1−ui)

)

= S(ui, vj)+~τu(ui, vj) (ui+1−ui),

adică

S(ui+1, vj)− S(ui, vj) ≈ ~τu(ui, vj) (ui+1 − ui)

şi similar

S(ui, vj+1)− S(ui, vj) ≈ ~τv(ui, vj) (vj+1 − vj).

Rezultă că aria porţiunii de suprafaţă S([ui, ui+1]×[vj , vj+1]) poate fi aproximată cu

ba

c

d

S

Figura 8.2: Aproximarea unei suprafeţe cu una poliedrală.
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||~τu(ui, vj)× ~τv(ui, vj)|| (ui+1 − ui)(vj+1 − vj)

= ||(A(ui, vj), B(ui, vj), C(ui, vj))|| (ui+1 − ui)(vj+1 − vj)

=
√

A2(ui, vj) +B2(ui, vj) + C2(ui, vj) (ui+1 − ui)(vj+1 − vj),
iar aria suprafeţei cu

n−1∑

i=0

k−1∑

j=0

√

A2(ui, vj) +B2(ui, vj) + C2(ui, vj) (ui+1 − ui)(vj+1 − vj).

Acest rezultat sugerează următoarea definiţie.

8.1.6 Definiţie. Prin aria suprafeţei S : D −→ R3 se ı̂nţelege numărul

aria(S) =

∫∫

D

√

A2(u, v) +B2(u, v) + C2(u, v) du dv,

notaţiile fiind cele prezentate la pag. 200-4.

8.1.7 Dacă unghiul dintre vectorii ~a, ~b ∈ R3 are măsura α, atunci

~a ·~b = ||a|| · ||b|| cosα , ||~a×~b|| = ||a|| · ||b|| sinα,
şi are loc relaţia

||~a×~b||2 + (~a ·~b)2 = ||~a||2 ||~b||2.
Notând

E(u, v) = ||~τu(u, v)||2, F (u, v) = ~τu(u, v) · ~τu(u, v) , G(u, v) = ||~τv(u, v)||2,
din

||~τu(u, v)× ~τv(u, v)||2 + (~τu(u, v) · ~τv(u, v))2 = ||~τu(u, v)||2 ||~τv(u, v)||2

rezultă relaţia

A2(u, v)+B2(u, v)+C2(u, v)= ||~τu(u, v)× ~τv(u, v)||2=E(u, v)G(u, v)−F 2(u, v),

adică avem

aria(S) =

∫∫

D

√

E(u, v)G(u, v) − F 2(u, v) du dv.

8.1.8 Exemplu. În cazul sferei S : [0, π] × [0, 2π] −→ R3,

S(θ, ϕ) = (S1(θ, ϕ), S2(θ, ϕ), S3(θ, ϕ))

= (x0+R sin θ cosϕ, y0+R sin θ sinϕ, z0+R cos θ),
avem
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~τθ(θ, ϕ) = (R cos θ cosϕ, R cos θ sinϕ, −R sin θ),

~τϕ(θ, ϕ) = (−R sin θ sinϕ, R sin θ cosϕ, 0),

şi

E(θ, ϕ) = R2, F (θ, ϕ) = 0 , G(θ, ϕ) = R2 sin2 θ.

Rezultă că

aria(S) =

∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
R2 sin θ dϕ = R2

∫ π

0
sin θ dθ

∫ 2π

0
dϕ = 4πR2.

8.1.9 În cazul unei pânze materiale S : [a, b]×[c, d]−→R3 cu densitatea (de exemplu,

ı̂n g/cm2) descrisă de o funcţie continuă ̺ :{S(u, v) | (u, v)∈ [a, b]×[c, d] }−→R, masa

pânzei poate fi aproximată folosind o diviziune ∆ suficient de fină cu ajutorul sumei
n−1∑

i=0

k−1∑

j=0

̺(S(ui, vj))
√

A2(ui, vj)+B2(ui, vj)+C2(ui, vj) (ui+1−ui)(vj+1−vj).

0
ba

c

d

(u,v)
S(u,v)

S

D

f(S(u,v))

R

f

Figura 8.3: Integrala unui câmp scalar f definit pe o suprafaţă S.

8.1.10 Definiţie. Fie S : D −→ R3 o pânză netedă şi f : {S(u, v) | (u, v)∈D} −→ R

o aplicaţie continuă. Prin integrala funcţiei f pe suprafaţa S se ı̂nţelege integrala
∫

S

∫
f(x, y, z) dσ =

∫

D

∫
f(S(u, v))

√

A2(u, v) +B2(u, v) + C2(u, v) du dv

=
∫

D

∫
f(S(u, v))

√

E(u, v)G(u, v) − F 2(u, v) du dv.
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8.1.11 Definiţie. Spunem că pânzele netede S : D −→ R3 şi S̃ : D̃ −→ R3 sunt

echivalente dacă există o bijecţie

D−→D̃ : (u, v) 7→(ϕ(u, v), ψ(u, v))

de clasă C1 cu
D(ϕ,ψ)

D(u, v)
(u, v) 6= 0 şi S(u, v) = S̃(ϕ(u, v), ψ(u, v)),

oricare ar fi (u, v) ∈ D.

8.1.12 Relaţia definită este o relaţie de echivalenţă care permite ı̂mpărţirea mulţimii

tuturor pânzelor netede ı̂n clase de echivalenţă. Clasele de echivalenţă rezultate sunt

numite suprafeţe. Pânzele corespunzătoare unei suprafeţe sunt numite parametrizări.

Se poate arăta ca integrala unei funcţii f definite pe o suprafaţă nu depinde de

parametrizarea aleasă, adică ı̂n cazul ı̂n care S şi S̃ sunt echivalente, avem
∫

S

∫

f(x, y, z) dσ =

∫

S̃

∫

f(x, y, z) dσ.

8.2 Integrala de suprafaţă de al doilea tip

8.2.1 Fie S : [a, b]× [c, d]−→R3 o pânză netedă traversată de un fluid cu viteza la

nivelul suprafeţei descrisă de câmpul vectorial ~V : S([a, b]×[c, d]) −→ R3. Vectorul

~ν(u, v) = (ν1(u, v), ν2(u, v), ν3(u, v)) =
(A(u, v), B(u, v), C(u, v))

√

A2(u, v) +B2(u, v) + C2(u, v)

reprezintă versorul normalei la suprafaţa S ı̂n punctul S(u, v). Cantitatea de fluid

care traverseaza suprafaţa S ı̂n unitatea de timp (fluxul) se poate aproxima alegând

o diviziune ∆ a dreptunghiului [a, b]×[c, d] cu norma suficient de mică prin suma
n−1∑

i=0

k−1∑

j=0

~V (S(ui, vj))·~ν(ui, vj)
√

A2(ui, vj)+B2(ui, vj)+C2(ui, vj)(ui+1−ui)(vj+1−vj).

8.2.2 Definiţie. Fie S : D −→R3 o pânză netedă şi un câmp vectorial continuu

~F : S(D) −→ R3, ~F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)).

Integrala de suprafaţă a câmpului vectorial ~F pe suprafaţa S, notată cu
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ba

c

d

S

~ν

~V

Figura 8.4: Cantitatea de fluid care traversează, ı̂n unitatea de timp porţiunea
indicată, coincide cu volumul prismei oblice.

∫∫

S

~F · ~ν dσ sau

∫∫

S
P dy dz +Qdz dx+Rdxdy,

se defineşte prin relaţia
∫

S

∫

~F · ~ν dσ=
∫

D

∫

[P (S(u, v))A(u, v)+Q(S(u, v))B(u, v)+R(S(u, v))C(u, v)] du dv.

8.2.3 Definiţie. Spunem că pânzele netede S :D−→R3 şi S̃ :D̃−→R3 sunt

echivalente cu păstrarea (respectiv, schimbarea) orientării dacă există

D−→D̃ : (u, v) 7→(ϕ(u, v), ψ(u, v))

bijectivă de clasă C1 cu
D(ϕ,ψ)

D(u, v)
(u, v) > 0,

(

respectiv,
D(ϕ,ψ)

D(u, v)
(u, v) < 0

)

şi

S(u, v) = S̃(ϕ(u, v), ψ(u, v)), oricare ar fi (u, v) ∈ D.
8.2.4 Propoziţie. Dacă pânzele S :D −→ R3 şi S̃ : D̃ −→ R3 sunt echivalente cu

păstrarea (respectiv, schimbarea) orientării şi ~F : S(D) −→ R3 este continuă, atunci
∫∫

S

~F · ~ν dσ=
∫∫

S̃

~F · ~ν dσ
(

respectiv

∫∫

S

~F · ~ν dσ=−
∫∫

S̃

~F · ~ν dσ
)

.
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8.3 Formula lui Stokes

8.3.1 Definiţie. Prin rotorul câmpului vectorial de clasă C1

~F : Ω −→ R3, ~F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)),

definit pe un domeniu Ω ⊂ R3, se ı̂nţelege câmpul vectorial

rot ~F : Ω −→ R3, rot ~F =

(
∂R

∂y
− ∂Q
∂z

,
∂P

∂z
− ∂R
∂x

,
∂Q

∂x
− ∂P
∂y

)

.

8.3.2 Formal, rot ~F este produsul vectorial dintre operatorul ∇=
(
∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z

)

şi ~F :

∇× ~F =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

~i ~j ~k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)

~i+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)

~j+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

~k=rot ~F .

8.3.3 Lemă. Fie D⊂R2 un domeniu pentru care are loc formula lui Green şi

S : D −→ R3, S(x, y) = (x, y, h(x, y)),

o suprafaţă mărginită de curba ı̂nchisă ∂S.

Dacă ~F este un câmp de clasă C1 de forma

~F : Ω −→ R3, ~F (x, y, z) = (P (x, y, z), 0, 0),

definit pe un domeniu Ω ce include suprafaţa S, atunci
∫

∂S

~F · ~dr =
∫∫

S
rot ~F · ~ν dσ.

Demonstraţie. Fie [a, b] −→ R2 : t 7→ (ϕ(t), ψ(t)) un drum de clasă C1 pe porţiuni a

cărui imagine coincide cu frontiera lui D. Marginea (bordul) suprafeţei S coincide cu

imaginea drumului γ : [a, b] −→ R3, γ(t) = S(ϕ(t), ψ(t)) = (ϕ(t), ψ(t), h(ϕ(t), ψ(t))).

Deoarece

rot ~F =
(

0, ∂P∂z ,−∂P
∂y

)

şi (A,B,C) =
(
−∂h
∂u ,−∂h

∂v , 0
)
,

utilizând formula lui Green, obţinem
∫

∂S
~F · ~dr=

∫

γ P dx =
∫ b
a P (ϕ(t), ψ(t), h(ϕ(t), ψ(t)))ϕ

′ (t) dt=
∫

∂D P (u, v, h(u, v)) du

= −
∫∫

D
∂
∂vP (u, v, h(u, v)) du dv =

∫∫

S rot
~F · ~ν dσ.
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8.3.4 Teoremă (Formula lui Stokes).

Dacă S este o suprafaţă astfel ı̂ncât orice paralelă dusă la axele

de coordonate ı̂ntâlneşte S ı̂n cel mult un punct şi dacă

~F : Ω −→ R3, ~F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)),

este un câmp vectorial de clasă C1 definit pe un domeniu Ω ce

include pe S, atunci
∫

∂S

~F · ~dr =
∫∫

S
rot ~F · ~ν dσ.

Demonstraţie. Se utilizează lema, plecând de la descompunerea

(P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z))=(P (x, y, z), 0, 0)+(0, Q(x, y, z), 0)+(0, 0, R(x, y, z)).

8.3.5 Formula lui Stokes se poate extinde la suprafeţe care pot fi descompuse ı̂n

unele de tipul celor din teoremă. În notaţii alternative, formula devine

∫

∂S
P dx+Qdy+Rdz=

∫∫

S

(
∂R

∂y
− ∂Q
∂z

)

dy dz+

(
∂P

∂z
− ∂R
∂x

)

dz dx+

(
∂Q

∂x
− ∂P
∂y

)

dx dy.

8.4 Integrale curbilinii ı̂n spaţiu independente de drum

8.4.1 Teoremă. Dacă Ω ⊂ R3 este un domeniu simplu conex şi

~F : Ω −→ R3, ~F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)),

este o aplicaţie de clasă C1, atunci următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a) Oricare ar fi drumul ı̂nchis de clasă C1 pe porţiuni γ[a, b] −→ Ω, avem
∫

γ
P dx+Qdy +Rdz = 0;

b) Dacă γ0 şi γ sunt două drumuri din Ω cu aceleaşi extremităţi, atunci
∫

γ
P dx+Qdy +Rdz =

∫

γ0

P dx+Qdy +Rdz;

c) Există o funcţie Φ : Ω −→ R de clasă C2 astfel ı̂ncât ı̂n Ω

P (x, y, z)=
∂Φ

∂x
(x, y, z), Q(x, y, z)=

∂Φ

∂y
(x, y, z), R(x, y, z)=

∂Φ

∂z
(x, y, z);
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d) Au loc ı̂n Ω relaţiile

∂R

∂y
=
∂Q

∂z
,

∂P

∂z
=
∂R

∂x
,

∂Q

∂x
=
∂P

∂y
.

Demonstraţie. Este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 194-4. În loc de

formula lui Green se utilizează formula lui Stokes.
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Integrale triple

9.1 Definiţie şi proprietăţi

9.1.1 Integralele triple pot fi definite şi studiate bazându-ne pe analogia cu

integralele duble. Vom prezenta doar cateva definiţii şi rezultate.

9.1.2 Definiţie. Fie paralelipipedul A=[a, a′]× [b, b′]× [c, c′].

Plecând de la o diviziune a intervalului [a, a′]

δ = {xi}i=0,n, a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = a′,

o diviziune a intervalului [b, b′]

δ′ = {yj}j=0,m, b = y0 < y1 < y2 < . . . < ym−1 < ym = b′,

şi o diviziune a intervalului [c, c′]

δ′′ = {zk}k=0,p, c = z0 < z1 < z2 < . . . < zp−1 < zp = c′,

obţinem o diviziune

∆ = {Aijk} i = 1, n
j = 1, m
k = 1, p

, Aijk = [xi−1, xi]× [yj−1, yj]× [xk−1, zk],

a paralelipipedului A cu norma

||∆|| = max
1 ≤ i ≤ n
1 ≤ j ≤ m
1 ≤ k ≤ p

√

(xi − xi−1)2 + (yj − yj−1)2 + (zk − zk−1)2.
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9.1.3 Definiţie. Fie f : A −→ R o funcţie definită pe paralelipipedul A, ∆ =

{Aijk} i = 1, n
j = 1, m
k = 1, p

o diviziune a lui A şi fie {(ξijk, ηijk, ζijk)} i = 1, n
j = 1, m
k = 1, p

un sistem de puncte

intermediare asociat diviziunii, adică astfel ı̂ncât (ξijk, ηijk, ζijk) ∈ Aijk, oricare ar fi

i, j, k. Prin sumă Riemann asociată funcţiei f , diviziunii ∆ şi sistemului de puncte

intermediare {(ξijk, ηijk, ζijk)} se ı̂nţelege numărul

σ∆(f, {(ξijk, ηijk, ζijk)})=
n∑

i=1

m∑

j=1

p
∑

k=1

f(ξijk, ηijk, ζijk)(xi−xi−1)(yj−yj−1)(zk−zk−1).

9.1.4 Definiţie. Spunem că funcţia f : A −→ R este integrabilă (Riemann) pe A

dacă există un număr If ∈R cu proprietatea că, pentru orice ε>0,

există ν>0 astfel ı̂ncât relaţia

|σ∆(f, {(ξijk, ηijk, ζijk)})− If | < ε

are loc pentru orice diviziune ∆ cu ||∆|| < ν şi pentru orice alegere

a sistemului de puncte intermediare {(ξijk, ηijk, ζijk)}.
Numărul If se numeşte integrala funcţiei f pe A şi se utilizează

pentru el notaţia
∫∫∫

A f(x, y, z) dx dy dz sau
∫∫∫

A f dv.

9.1.5 Teoremă. Funcţia f :A→R este integrabilă pe A dacă şi numai dacă există

un număr I∈R astfel ı̂ncât, pentru orice şir de diviziuni (∆n)
∞
n=1

cu limn→∞ ||∆n||=0 şi pentru orice alegere a sistemelor de puncte

intermediare asociate {(ξnijk, ηnijk, ζnijk)}
lim
n→∞

σ∆(f, {(ξnijk, ηnijk, ζnijk)}) = I.

În cazul ı̂n care f este integrabilă, avem I =
∫∫∫

A f(x, y, z) dx dy dz.

Demonstraţie. Este similară celei prezentate ı̂n cazul integralei simple (pag. 142-5).

9.1.6 Propoziţie.

a) Dacă f : A −→ R este integrabilă şi α∈R, atunci funcţia αf este integrabilă şi
∫∫∫

A
(α f)(x, y, z) dx dy dz = α

∫∫∫

A
f(x, y, z) dx dy dz.

b) Dacă f, g : A −→ R sunt integrabile, atunci funcţiile f ± g sunt integrabile şi
∫∫∫

A
(f ± g)(x, y, z) dx dy dz =

∫∫∫

A
f(x, y, z) dx dy dz ±

∫∫∫

A
g(x, y, z) dx dy dz.

Demonstraţie. Este similară celei prezentate ı̂n cazul integralei simple (pag. 143-6).
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9.1.7 Propoziţie. a) Dacă f :A −→ R este integrabilă şi f(x, y, z) ≥ 0, oricare ar

fi (x, y, z) ∈ A, atunci
∫∫∫

A
f(x, y, z) dx dy dz ≥ 0.

b) Dacă f, g :A−→R sunt integrabile şi f(x, y, z)≤g(x, y, z),
oricare ar fi (x, y, z)∈A, atunci
∫∫∫

A
f(x, y, z) dx dy dz ≤

∫∫∫

A
g(x, y, z) dx dy dz.

c) Dacă f : A −→ R este integrabilă, atunci
∣
∣
∣
∣

∫∫∫

A
f(x, y, z) dx dy dz

∣
∣
∣
∣
≤
∫∫∫

A
|f(x, y, z)| dx dy dz.

Demonstraţie. Este similară celei prezentate ı̂n cazul integralei simple (pag. 143-8).

9.1.8 Teoremă. Dacă funcţia f : A −→ R este integrabilă, atunci este mărginită.

Demonstraţie. Este similară celei prezentate ı̂n cazul integralei simple (pag. 144-11).

9.1.9 Teoremă. Fie paralelipipedul A = [a, a′]× [b, b′]× [c, c′].

Dacă f : A −→ R este integrabilă, funcţia

[b, b′]× [c, c′] −→ R : (y, z) 7→ f(x, y, z)

este integrabilă pe dreptunghiul D=[b, b′]×[c, c′], oricare ar fi

x ∈ [a, b], şi dacă funcţia

[a, a′] −→ R : x 7→
∫∫

D
f(x, y, z) dy dz

este integrabilă pe [a, b], atunci
∫∫∫

A
f(x, y, z) dx dy dz =

∫ b

a

(∫∫

D
f(x, y, z) dy dz

)

dx.

Demonstraţie. Este similară celei prezentate ı̂n cazul integralei duble (pag. 181-15).

9.1.10 Teoremă. Orice funcţie continuă f : A −→ R este integrabilă.

Demonstraţie. Este similară celei prezentate ı̂n cazul integralei simple (pag. 149-25).

9.1.11 Definiţie. Spunem despre o mulţime V ⊂ R3 că are volum nul dacă, pentru

orice ε > 0, mulţimea V poate fi acoperită cu o familie de

paralelipipede având suma volumelor mai mică decât ε.



212 Elemente de Analiză Matematică

9.1.12 Imaginea unei pânze netede are volum nul şi se poate arăta că, orice funcţie

f : [a, a′]× [b, b′]× [c, c′] −→ R continuă cu excepţia imaginilor unui număr

finit de pânze netede, este integrabilă.

9.1.13 Dacă f : Ω −→ R este o funcţie continuă definită pe un domeniu mărginit Ω

cu frontiera formată dintr-un număr finit de pânze netede, atunci funcţia

f̃ : [a, a′]×[b, b′]×[c, c′] −→ R , f̃(x, y, z)=

{
f(x, y, z) dacă (x, y, z)∈Ω,

0 dacă (x, y, z) 6∈Ω,
definită pe paralelipipedul A = [a, a′]× [b, b′]× [c, c′] care include pe Ω, este

integrabilă. Valoarea integralei
∫∫∫

A
f̃(x, y, z) dx dy dz

nu depinde de alegerea paralelipipedului A conţinând Ω şi prin definiţie
∫∫∫

Ω
f(x, y, z) dx dy dz =

∫∫∫

A
f̃(x, y, z) dx dy dz.

9.1.14 Definiţie. Prin domeniu simplu ı̂n raport cu xOy se ı̂nţelege un domeniu

Ω={ (x, y, z) | (x, y)∈D, ϕ(x, y)≤z≤ψ(x, y) },

unde D ⊂ R2 este un domeniu compact cu frontiera formată dintr-un număr finit

de drumuri de clasă C1, iar ϕ, ψ : D −→ R sunt funcţii continue, de clasă C1 ı̂n
◦
D.

9.1.15 Propoziţie.

Dacă funcţia f :Ω→ R, definită pe domeniul simplu ı̂n raport cu planul xOy

Ω={ (x, y, z) | (x, y)∈D, ϕ(x, y)≤z≤ψ(x, y) },

este continuă, atunci
∫∫∫

Ω
f(x, y, z) dx dy dz =

∫∫

D

(
∫ ψ(x,y)

ϕ(x,y)
f(x, y, z) dz

)

dx dy.

9.1.16 Teoremă (Formula de schimbare de variabilă). Fie Ω ⊂ R3 un domeniu

compact cu frontiera formată dintr-un număr finit de imagini de pânze netede şi fie

T : Ω −→ R3, T (u, v, w) = (ϕ(u, v, w), ψ(u, v, w), χ(u, v, w)),

o aplicaţie injectivă, de clasă C1 cu proprietatea că
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D(ϕ,ψ, χ)

D(u, v, w)
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂ϕ
∂u (u, v, w)

∂ϕ
∂v (u, v, w)

∂ϕ
∂w (u, v, w)

∂ψ
∂u (u, v, w)

∂ψ
∂v (u, v, w)

∂ψ
∂w (u, v, w)

∂χ
∂u (u, v, w)

∂χ
∂v (u, v, w)

∂χ
∂w (u, v, w)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

6= 0 , ∀(u, v, w) ∈ Ω.

Dacă f : T (Ω) −→ R este o funcţie continuă, atunci
∫∫

T (Ω)

∫

f(x, y, z) dx dy dz=

∫∫

Ω

∫

f(ϕ(u, v, w), ψ(u, v, w), χ(u, v, w))

∣
∣
∣
∣

D(ϕ,ψ, χ)

D(u, v, w)

∣
∣
∣
∣
du dv dw.

9.2 Formula Gauss-Ostrogradski

9.2.1 Definiţie. Prin divergenţa câmpului vectorial de clasă C1

~F : Ω −→ R3, ~F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)),

definit pe un domeniu Ω ⊂ R3, se ı̂nţelege câmpul scalar

div ~F : Ω −→ R, div ~F =
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
.

9.2.2 Formal, div ~F este produsul scalar dintre operatorul ∇=
(
∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z

)

şi ~F

div ~F =
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
=∇· ~F .

9.2.3 Lemă. Dacă Ω este un domeniu simplu ı̂n raport cu xOy,

Ω={(x, y, z) | (x, y)∈D, ϕ(x, y)≤z≤ψ(x, y)},
şi dacă ~F este un câmp vectorial de clasă C1 de forma

~F : Ω −→ R3, ~F (x, y, z) = (0, 0, R(x, y, z)),

atunci are loc relaţia
∫∫

∂Ω

~F · ~ν dσ =

∫∫∫

Ω
div ~F dv,

unde ~ν este versorul normalei exterioare.

Demonstraţie. Pe faţa {(x, y, ψ(x, y)) | (x, y)∈D}, avem
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~ν(x, y) =
(

−∂ψ
∂x ,−

∂ψ
∂y , 1

)/
√
(
∂ψ
∂x

)2
+
(
∂ψ
∂y

)2
+ 1,

iar pe faţa {(x, y, ϕ(x, y)) | (x, y)∈D}, normala exterioară este

~ν(x, y) =
(
∂ϕ
∂x ,

∂ϕ
∂y ,−1

)/
√
(
∂ϕ
∂x

)2
+
(
∂ϕ
∂y

)2
+ 1.

Deoarece pe restul frontierei lui Ω versorul ~ν este perpendicular pe Oz, avem
∫∫

∂Ω

~F · ~ν dσ =

∫∫

D
[R(x, y, ψ(x, y)) −R(x, y, ϕ(x, y))] dx dy.

Pe de altă parte,
∫∫∫

Ω div ~F dv =
∫∫∫

Ω
∂R
∂z dv =

∫∫

D

(∫ ψ(x,y)
ϕ(x,y)

∂R
∂z (x, y, z) dz

)

dx dy

=
∫∫

D[R(x, y, ψ(x, y)) −R(x, y, ϕ(x, y))] dx dy.

9.2.4 Teoremă. (Formula Gauss-Ostrogradski) Dacă Ω ⊂ R3 este un domeniu

simplu in raport cu cele trei plane de coordonate şi dacă

~F : Ω −→ R3, ~F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)),

este un câmp vectorial de clasă C1, atunci are loc relaţia
∫∫

∂Ω

~F · ~ν dσ =

∫∫∫

Ω
div ~F dv,

unde ~ν este versorul normalei exterioare.

Demonstraţie. Se utilizeaza lema plecând de la descompunerea

(P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z))=(P (x, y, z), 0, 0)+(0, Q(x, y, z), 0)+(0, 0, R(x, y, z)).

9.2.5 Formula Gauss-Ostrogradski (numită şi formula flux-divergenţă) se poate

extinde la domenii care pot fi descompuse ı̂n unele de tipul celor din teoremă.

În notaţii alternative, formula devine
∫∫

∂Ω
P dy dz+Qdz dx+Rdz dx =

∫∫∫

Ω

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)

dv.
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Elemente de analiză complexă

10.1 Numere complexe

10.1.1 Mulţimea numerelor complexe

C = R+ Ri = {z = x+ yi | x, y ∈ R },
considerată ı̂mpreună cu operaţiile de adunare

(x+ yi) + (x′ + y′i) = (x+ x′) + (y + y′)i

şi de ı̂nmulţire cu un număr real

α(x+ yi) = αx+ αyi,

este spaţiu vectorial real de dimensiune 2. Scrierea unui număr complex sub

forma z = x+yi reprezintă dezvoltarea lui ı̂n raport cu baza {1, i}. Aplicaţia
R2 −→ C : (x, y) 7→ x+ yi

este un izomorfism care permite identificarea celor două spaţii vectoriale şi

conduce la o reprezentare geometrică naturală a numerelor complexe ı̂n plan.

10.1.2 Relaţia i2 = −1 permite definirea unei operaţii suplimentare pe C,

(x+ yi)(x′ + y′i) = (xx′ − yy′) + (xy′ + yx′)i,

numită ı̂nmulţirea numerelor complexe. Mulţimea C, considerată ı̂mpreună

cu operaţiile de adunare şi ı̂nmulţire a numerelor complexe, este corp

comutativ. În particular, fiecare număr complex nenul admite un invers
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(x+ yi)−1 =
1

x+ yi
=

x− yi
x2 + y2

=
x

x2 + y2
− y

x2 + y2
i.

Re z

Im z z

|z|

z̄

Figura 10.1: Conjugatul unui număr complex

10.1.3 Definiţie. Fie z = x+ yi un număr complex.

Numărul Re z = x se numeşte partea reală a lui z.

Numărul Im z = y se numeşte partea imaginară a lui z.

Numărul z̄ = x− yi se numeşte conjugatul lui z.

Numărul |z| =
√

x2 + y2 se numeşte modulul lui z.

10.1.4 MATHEMATICA Re[x+y I], Im[x+y I], Abs[x+y I], Conjugate[x+y I]

In[1]:=I 7→ Out[1]= ıi In[5]:=Re[3+4 I] 7→ Out[5]=3

In[2]:=Sqrt[-4] 7→ Out[2]=2 ıi In[6]:=Im[3+4 I] 7→ Out[6]=4

In[3]:=(3+2 I)^2 7→ Out[3]=5+12 ıi In[7]:=Abs[3+4 I] 7→ Out[7]=5

In[4]:=(3+2 I)/(5-I) 7→ Out[4]= 1
2
+ ıi

2
In[8]:=Conjugate[3+4 I] 7→ Out[8]=3−4 ıi.

10.1.5 Propoziţie. Relaţiile

z1 ± z2 = z̄1 ± z̄2, z1 z2 = z̄1 z̄2, (zn) = (z̄)n,

|z̄| = |z|, |z|2 = z z̄, (z̄) = z,

Re z = z+z̄
2 , Im z = z−z̄

2 i , z=Re z+i Im z.

au loc oricare ar fi numerele complexe z1, z2 şi z.

Demonstraţie. Relaţiile rezultă direct din definiţie (v. pag. 216-3).
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10.1.6 Oricare ar fi ϕ şi ψ, avem

(cosϕ+ i sinϕ)(cosψ + i sinψ) = (cosϕ cosψ − sinϕ sinψ)

+i(cosϕ sinψ + sinϕ cosψ) = cos(ϕ+ψ) + i sin(ϕ+ψ).

Utilizând notaţia lui Euler

eit = cos t+ i sin t,

relaţia anterioară devine

eiϕ eiψ = ei(ϕ+ψ).

10.1.7 Pentru orice număr nenul z=x+yi, există arg z∈(−π, π] astfel ı̂ncât
z = |z|(cos(arg z) + i sin(arg z)) = |z| ei argz.

x

y z

|z|
arg z

Figura 10.2: Modulul şi argumentul unui număr complex

Numărul arg z, numit argumentul principal al lui z=x+yi, este

arg z =







arctg y
x dacă x > 0,

π + arctg y
x dacă x < 0, y > 0,

−π + arctg y
x dacă x < 0, y < 0,

π
2 dacă x = 0, y > 0,

−π
2 dacă x = 0, y < 0.

10.1.8 MATHEMATICA Arg[x+y I], N[Arg[x+y I]]

In[1]:=Arg[-1] 7→ Out[1]=π In[3]:=Arg[2+3 I] 7→ Out[3]=ArcTan[ 32 ]
In[2]:=Arg[I^15] 7→ Out[2]=−π

2
In[4]:=N[Arg[2+3 I],9] 7→ Out[4]=0.982793723
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10.1.9 Funcţia

arg : C∗ −→ (−π, π],
unde C∗=C\{0}, este discontinuă pe semidreapta numerelor reale negative

(−∞, 0) = { z | Re z<0, Im z=0 }
deoarece, pentru x∈(−∞, 0), avem

lim
yր0

arg(x+ yi) = −π şi lim
yց0

arg(x+ yi) = π.

|Re z|

|Im z|

z
|z|

Figura 10.3: Relaţia ı̂ntre |z|, |Re z| şi |Im z|.

10.1.10 Propoziţie. Oricare ar fi numărul complex z = x+ yi, avem

|x|

|y|

}

≤ |x+yi| ≤ |x|+ |y|,

adică

|Re z|

|Im z|

}

≤ |z| ≤ |Re z|+ |Im z|.

Demonstraţie. Avem

|x+ yi| =
√

x2 + y2 ≥
√
x2 = |x|, |x+ yi| =

√

x2 + y2 ≥
√

y2 = |y|,
iar relaţia

√

x2 + y2 ≤ |x|+ |y|
este echivalentă cu relaţia evident adevărată

x2 + y2 ≤ (|x|+ |y|)2.

10.1.11 Propoziţie. Aplicaţia modul | | : C −→ R,

|z| = |x+ yi| =
√

x2 + y2

este o normă pe spaţiul vectorial real C, iar d : C× C −→ R,
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d(z1, z2) = |z1 − z2| =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2,
este distanţa asociată.

Demonstraţie. Oricare ar fi numărul complex z = x+ yi, avem

|z| =
√

x2 + y2 ≥ 0

şi

|z| = 0 ⇐⇒ z = 0.

Dacă α este număr real, atunci

|αz| = |(αx) + (αy)i| =
√

(αx)2 + (αy)2 =
√

α2(x2 + y2) = |α| |z|.
Oricare ar fi numerele z1 = x1 + y1i şi z2 = x2 + y2i, avem relaţia

|z1 + z2|2 = (z1 + z2)(z̄1 + z̄2) = |z1|2 + |z2|2 + z1 z̄2 + z̄1 z2

= |z1|2 + |z2|2 + 2Re (z1 z̄2) ≤ |z1|2 + |z2|2 + 2|Re (z1 z̄2)|

≤ |z1|2 + |z2|2 + 2|z1 z̄2| = (|z1|+ |z2|)2,
din care rezultă că

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|.

10.1.12 Dacă considerăm R2 ı̂nzestrat cu norma uzuală

|| || : R2 −→ R, ||(x, y)|| =
√

x2 + y2,

atunci

||(x, y)|| =
√

x2 + y2 = |x+ yi|,
ceea ce arată că aplicaţia liniară

R2 −→ C : (x, y) 7→ x+ yi

este un izomorfism de spaţii vectoriale normate care permite identificarea spaţiilor

normate (R2, || ||) şi (C, | |). Dacă se are ı̂n vedere doar structura de spaţiu vec-

torial normat, spaţiile (R2, || ||) şi (C, | |) diferă doar prin notaţiile utilizate. Distanţa

d(z1, z2) = |z1 − z2| =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2
dintre două numere z1=x1+y1i şi z2=x2+y2i ı̂n planul complex corespunde distanţei

dintre punctele corespunzătoare din planul euclidian (v. Fig. 10.4 )

d((x1, y1), (x2, y2)) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2
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x1 x2

y1

y2

z1

z2

Figura 10.4: Distanţa dintre două puncte

10.1.13 În planul complex:

|z1 − z2| = distanţa dintre z1 şi z2;

|z| = |z − 0| = distanţa dintre z şi origine.

Fie a ∈ C fixat şi r > 0. Mulţimea

Br(a) = { z | |z−a|<r }

se numeşte discul (deschis) de centru a şi rază r (v. Fig. 10.5 ).

a
r

Br(a)

Figura 10.5: Discul de centru a şi rază r

10.1.14 Definiţie. Spunem că o mulţime M⊂C este mărginită dacă

există a∈C şi r>0 astfel ı̂ncât M ⊆ Br(a).
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r

M
Br(0)

Figura 10.6: Mulţime mărginită.

10.1.15 Exerciţiu. Mulţimea M este mărginită dacă şi numai dacă există r>0

astfel ı̂ncât |z| ≤ r, oricare ar fi z ∈M .

a D
Br(a)

Figura 10.7: Mulţime deschisă.

10.1.16 Definiţie. O mulţime D⊆C este numită mulţime deschisă dacă, oricare

ar fi a∈D, există r>0 astfel ı̂ncât Br(a) ⊂ D. Spunem că despre o

mulţime F ⊆C că este ı̂nchisă dacă mulţimea C\F este deschisă.

10.1.17 Exemple.

a) Discul B1(0) este mulţime deschisă.

b) Semiplanul { z | Im z>0 } este mulţime deschisă.

c) Orice mulţime finită F ⊆C este o mulţime ı̂nchisă.

d) Semiplanul { z | Re z≥0 } este mulţime ı̂nchisă.

10.1.18 Definiţie. O mulţime K⊆C este numită mulţime compactă

dacă este ı̂nchisă şi mărginită.
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10.1.19 Exerciţiu. Să se arate că relaţiile

a) |z1 z2| = |z1| |z2|,

b) | |z1| − |z2| | ≤ |z1 − z2|,

c) |z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = 2 |z1|2 + 2 |z2|2
au loc oricare ar fi numerele complexe z1 şi z2.

Rezolvare. a) Avem

(x1x2 − y1y2)2 + (x1y2 + x2y1)
2 = (x21 + y21)(x

2
2 + y22).

b) Din

|z1| = |z1 − z2 + z2| ≤ |z1 − z2|+ |z2|, |z2| = |z2 − z1 + z1| ≤ |z2 − z1|+ |z1|
rezultă relaţia

−|z1 − z2| ≤ |z1| − |z2| ≤ |z1 − z2|,
echivalentă cu

| |z1| − |z2| | ≤ |z1 − z2|.
c) Prin calcul direct obţinem

|z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = (z1 + z2)(z̄1 + z̄2) + (z1 − z2)(z̄1 − z̄2) = 2 |z1|2 + 2 |z2|2.

10.2 Şiruri de numere complexe

10.2.1 Definiţie. Spunem că şirul (zn)n≥0 este convergent la a şi scriem

lim
n→∞

zn = a

dacă

lim
n→∞

|zn − a| = 0.

10.2.2 Din relaţia

|xn − α|

|yn − β|

}

≤ |(xn + yni)− (α+ βi)| ≤ |xn − α|+ |yn − β|

rezultă că
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lim
n→∞

(xn + yni) = α+ βi ⇐⇒
{

limn→∞ xn = α,

limn→∞ yn = β,

adică şirul de numere complexe (zn)n≥0 este convergent dacă şi numai dacă

şirurile de numere reale (Re zn)n≥0 şi (Im zn)n≥0 sunt convergente şi

lim
n→∞

zn = lim
n→∞

Re zn + i lim
n→∞

Im zn.

10.2.3 Exemplu:

lim
n→∞

(
n

n+ 1
+ i

(

1 +
1

n

)n)

= lim
n→∞

n

n+ 1
+ i lim

n→∞

(

1 +
1

n

)n

= 1 + e i.

10.2.4 MATHEMATICA: Lim[z[n],n->Infinity]

In[1]:=Lim[n/(n+1),n->Infinity] 7→ Out[1]=1

In[2]:=Lim[(1+1/n)^n,n->Infinity] 7→ Out[2]=e

In[3]:=Lim[n/(n+1)+I (1+1/n)^n,n->Infinity] 7→ Out[3]=1+ıie

a

r

z0

z1

z2 z3

Figura 10.8: Şir mărginit convergent.

10.2.5 Definiţie. Un şir (zn)n≥0 este mărginit dacă există r>0 astfel ı̂ncât

|zn| ≤ r, oricare ar fi n ≥ 0.

10.2.6 Din relaţia



224 Elemente de Analiză Matematică

|xn|

|yn|

}

≤ |xn + yni| ≤ |xn|+ |yn|

rezultă că şirul de numere complexe (zn)n≥0 este mărginit dacă şi numai dacă

şirurile de numere reale (Re zn)n≥0 şi (Im zn)n≥0 sunt mărginite.

10.2.7 Exerciţiu. Să se arate că:

a) |z| < 1 =⇒ lim
n→∞

zn = 0;

b) |z| < 1 =⇒
∞∑

n=0
zn = 1

1−z ;

c) |z| < 1 =⇒ 1
1−z =1+z+z2+z3+· · ·

Rezolvare. Avem:

lim
n→∞

|zn − 0| = lim
n→∞

|z|n = 0;

∞∑

n=0
zn = lim

k→∞

k∑

n=0
zn = lim

k→∞
1−zk+1

1−z = 1
1−z ;

1
1−z =

∞∑

n=0
zn=1+z+z2+z3+· · ·

1

|z|<1

|z|>1

Figura 10.9: Mulţimea numerelor z cu proprietatea |z| < 1.

10.2.8 Definiţie. Spunem că şirul de numere complexe (zn)n≥0 are limita infinită,

lim
n→∞

zn =∞,
dacă

lim
n→∞

|zn| =∞.
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10.2.9 Dacă |z| > 1, atunci lim
n→∞

zn =∞.

10.3 Functii complexe de variabilă complexă

10.3.1 Prin funcţie complexă se ı̂nţelege orice funcţie cu valori complexe.

10.3.2 Definiţie. Spunem că funcţia reală de variabilă reală

f : (a, b) −→ R

este derivabilă ı̂n punctul x0∈(a, b) dacă există şi este finită limita

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

,

numită derivata funcţiei f ı̂n punctul x0.

10.3.3 Definiţia anterioară nu poate fi extinsă direct la funcţiile de două variabile

f : D ⊆ R2 −→ R

deoarece relaţia

f ′(x0, y0) = lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)− f(x0, y0)
(x, y)− (x0, y0)

este fără sens, ı̂mpărţirea cu vectorul (x−x0, y−y0)=(x, y)−(x0, y0) nefiind definită.

Posibilitatea ı̂mpărţirii cu un număr complex nenul permite ı̂nsă definirea deri-

vabilităţii unei funcţii de variabilă complexă urmând direct analogia cu cazul real.

10.3.4 Definiţie. Fie D ⊆ C o mulţime deschisă. Spunem că funcţia complexă

f : D −→ C

este C-derivabilă (sau olomorfă) ı̂n punctul z0∈D dacă există şi este finită limita

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)
z − z0

,

numită derivata funcţiei f ı̂n punctul z0. În loc de f ′(z0), scriem uneori dfdz (z0).

10.3.5 Exemplu. Funcţia

f : C −→ C, f(z) = z3,

este C-derivabilă ı̂n orice punct z0 ∈ C,
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f ′(z0) = lim
z→z0

z3 − z30
z − z0

= lim
z→z0

(z2 + z0z + z20) = 3z20

şi f ′(z) = 3z2, adică avem

(z3)′ = 3z2.

1n
n+1

1 + 1
n+1 i

Figura 10.10: Funcţia f(z) = z̄ nu este C-derivabilă ı̂n z0 = 1.

10.3.6 Funcţia

f : C −→ C, f(z) = z̄,

nu este C-derivabilă ı̂n z0 = 1 deoarece limita

lim
z→1

z̄ − 1

z − 1
nu există. Alegând şirul zn = n

n+1 cu limn→∞ zn = 1, obţinem

lim
n→∞

z̄n − 1

zn − 1
= 1,

dar alegând şirul zn = 1 + 1
n+1 i cu limn→∞ zn = 1, obţinem

lim
n→∞

z̄n − 1

zn − 1
= −1.

10.3.7 Bazându-ne pe identificarea lui C cu R2,

C −→ R2 : x+ yi 7→ (x, y),

putem descrie orice funcţie complexă de o variabilă complexă

f : D −→ C

cu ajutorul a două funcţii reale de câte două variabile reale
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f(x+ yi) = u(x, y) + v(x, y) i

unde

u = Re f : D −→ R este partea reală a lui f,

v = Im f : D −→ R este partea imaginară a lui f.

10.3.8 Exemple. a) În cazul funcţiei

f : C −→ C, f(z) = z̄,

avem

f(x+ yi) = x− yi,
adică

u(x, y) = x, v(x, y) = −y.
b) În cazul funcţiei

f : C −→ C, f(z) = z2,

avem

f(x+ yi) = (x+ yi)2 = (x2 − y2) + 2xyi

şi prin urmare

u(x, y) = x2 − y2, v(x, y) = 2xy.

10.3.9 Conform definiţiei, funcţia

f : D −→ C, f(x+ yi) = u(x, y) + v(x, y) i,

este C-derivabilă ı̂n z0 = x0 + y0i dacă şi numai dacă există şi este finită limita

lim
z→z0

f(z)− f(z0)
z − z0

.

Pentru ca

lim
z→z0

f(z)− f(z0)
z − z0

= α+ βi

este necesar ca

lim
t→0

f(z0 + t)− f(z0)
t

= α+ βi, lim
t→0

f(z0 + ti)− f(z0)
ti

= α+ βi,

adică să aibă loc relaţiile
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lim
t→0

u(x0 + t, y0)− u(x0, y0)
t

+ lim
t→0

v(x0 + t, y0)− v(x0, y0)
t

i = α+ βi,

lim
t→0

u(x0, y0 + t)− u(x0, y0)
ti

+ lim
t→0

v(x0, y0 + t)− v(x0, y0)
ti

i = α+ βi,

echivalente cu
∂u

∂x
(x0, y0) = α =

∂v

∂y
(x0, y0),

∂v

∂x
(x0, y0) = β = −∂u

∂y
(x0, y0).

În particular, dacă f este C-derivabilă ı̂n z0=x0+y0i, atunci

f ′(x0 + y0i) =
∂u

∂x
(x0, y0) +

∂v

∂x
(x0, y0) i.

10.3.10 Teoremă (Cauchy-Riemann) Funcţia

f : D −→ C, f(x+ yi) = u(x, y) + v(x, y) i,

definită pe mulţimea deschisă D⊆C, este C-derivabilă ı̂n punctul

z0=x0+y0i ∈ D dacă şi numai dacă funcţiile reale

u : D −→ R, v : D −→ R

sunt R-diferenţiabile ı̂n (x0, y0) şi verifică relaţiile Cauchy-Riemann
∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0),

∂u

∂y
(x0, y0) = −

∂v

∂x
(x0, y0).

În aceste condiţii

f ′(x0 + y0i) =
∂u

∂x
(x0, y0) +

∂v

∂x
(x0, y0) i.

Demonstraţie. A se vedea [17].

10.3.11 Definiţie. Fie D ⊆ C o mulţime deschisă. Spunem că funcţia

f : D −→ C

este C-derivabilă (sau olomorfă) dacă este C-derivabilă ı̂n orice punct din D.

10.3.12 Exerciţiu. Să se arate ca funcţia

f : C −→ C, f(z) = z2,

este olomorfă şi să se determine f ′(z).

Rezolvare. Utilizăm teorema Cauchy-Riemann. Avem

f(x+ yi) = (x+ yi)2 = (x2 − y2) + 2xyi
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şi prin urmare

u(x, y) = x2 − y2, v(x, y) = 2xy.

Funcţiile u şi v sunt R-diferenţiabile ı̂n orice punct şi
∂u

∂x
(x, y) = 2x =

∂v

∂y
(x, y),

∂u

∂y
(x, y) = −2y = −∂v

∂x
(x, y).

Derivata lui f este

f ′(x+ yi) =
∂u

∂x
(x, y) +

∂v

∂x
(x, y) i = 2x+ 2yi,

adică, f ′(z) = 2z.

10.3.13 Exerciţiu. Să se arate ca funcţia

f : C −→ C, f(z) = z̄,

nu este C-derivabilă ı̂n niciun punct.

Rezolvare. Utilizăm teorema Cauchy-Riemann. Avem

f(x+ yi) = x− yi,
adică

u(x, y) = x, v(x, y) = −y.
În acest caz, relaţiile Cauchy-Riemann nu sunt verificate ı̂n niciun punct deoarece

∂u

∂x
(x, y) = 1,

∂v

∂y
(x, y) = −1.

10.3.14 Definiţie. Funcţia

f : C −→ C, f(z) = ez,

unde

ex+yi = ex eyi = ex (cos y + i sin y) = ex cos y + i ex sin y,

este numită funcţia exponenţială (complexă).

10.3.15 MATHEMATICA: Exp[x+y I], N[Exp[x+y I]]

In[1]:=Exp[x+y I] 7→ Out[1]=e
x+ıiy

In[2]:=ComplexExpand[Exp[x+y I]] 7→ Out[2]=e
x Cos[y]+ıi ex Sin[y]

In[3]:=Exp[2+3 I] 7→ Out[3]=e
2+3 ıi

In[4]:=N[Exp[2+3 I]] 7→ Out[4]=−7.31511+1.04274 ıi

In[5]:=N[Exp[2+3 I],15] 7→ Out[5]=−7.31511009490110+1.04274365623590 ıi
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10.3.16 Funcţia exponenţială este o funcţie periodică cu perioada 2πi,

ez+2πi = ez,

şi

ez1+z2 = ez1 ez2 ,

oricare ar fi z1, z2 ∈ C.

10.3.17 Exerciţiu. Să se arate ca funcţia exponenţială

f : C −→ C, f(z) = ez,

este olomorfă şi

(ez)′ = ez .

Rezolvare. Utilizăm teorema Cauchy-Riemann. Din relaţia

f(x+ yi) = ex cos y + i ex sin y,

rezultă că

u(x, y) = ex cos y şi v(x, y) = ex sin y.

Funcţiile reale u şi v sunt R-diferenţiabile ı̂n orice punct şi
∂u

∂x
(x, y) = ex cos y =

∂v

∂y
(x, y),

∂u

∂y
(x, y) = −ex sin y = −∂v

∂x
(x, y).

Derivata lui f este

f ′(z) = f ′(x+ yi) =
∂u

∂x
(x, y) +

∂v

∂x
(x, y) i = ex cos y + i ex sin y = ez.

10.3.18 Exerciţiu. Să se determine funcţia olomorfă

f : C −→ C

care ı̂ndeplineşte condiţiile

Im f(x, y) = 2xy + y, f(i) = i.

Rezolvare. Căutând funcţia f de forma

f(x+ yi) = u(x, y) + (2xy + y)i,

din teorema Cauchy-Riemann deducem relaţiile
∂u

∂x
(x, y) = 2x+ 1,

∂u

∂y
(x, y) = −2y,
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din care rezultă că u(x, y) = x2 − y2 + x + c, unde c este o constantă. Impunând

condiţia suplimentară f(i) = i, obţinem

f(x+ yi) = x2 − y2 + x+ 1 + (2xy + y)i = (x+ yi)2 + (x+ yi) + 1,

adică f(z) = z2 + z + 1.

10.3.19 a) Dacă funcţiile f, g : D −→ C sunt olomorfe, atunci

(αf ± βg)′ = α f ′ ± β g′ , (fg)′ = f ′g + fg′ ,

oricare ar fi α, β ∈ C. Dacă ı̂n plus g(z) 6= 0, oricare ar fi z ∈ D, atunci
(
f

g

)′
=
f ′g − fg′

g2
.

b) Dacă funcţiile D
f−→ C

g−→ C sunt olomorfe, atunci

d

dz
(g(f(z)) = g′(f(z)) f ′(z).

10.3.20 MATHEMATICA D[f[z],z]

In[1]:=D[a f[z]+b g[z],z] 7→ Out[1]=a f ′[z]+b g′[z]

In[2]:=D[f[z] g[z],z] 7→ Out[2]=f ′[z] g[z]+f[z] g′[z]

In[3]:=D[f[z]/g[z],z] 7→ Out[3]=
f′[z]
g[z]

− f[z] g′[z]
g[z]2

In[4]:=D[g[f[z]],z] 7→ Out[4]=g′[f [z]] f ′[z]

10.3.21 Exerciţiu. Funcţiile complexe

cos : C −→ C, cos z = eiz+e−iz

2 ,

sin : C −→ C, sin z = eiz−e−iz

2i ,

ch : C −→ C, ch z = ez+e−z

2 ,

sh : C −→ C, sh z = ez−e−z

2

sunt olomorfe şi

(cos z)′ = − sin z, (sin z)′ = cos z,

(ch z)′ = sh z, (sh z)′ = ch z.

Rezolvare. Calcul direct.
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10.3.22 MATHEMATICA D[f[z],z]

In[1]:=D[z^n,z] 7→ Out[1]=n z−1+n In[4]:=D[Exp[z],z] 7→ Out[4]=e
z

In[2]:=D[Cos[z],z] 7→ Out[2]=−Sin[z] In[5]:=D[Sin[z],z] 7→ Out[5]=Cos[z]

In[3]:=D[Cosh[z],z] 7→ Out[3]=Sinh[z] In[6]:=D[Sinh[z],z] 7→ Out[6]=Cosh[z]

10.3.23 MATHEMATICA Figura 10.11 s-a obţinut utilizând

In[1]:=Plot[{Exp[x], x, Log[x]}, {x, -3, 3}, PlotStyle -> {Red, Dashed, Thick},

AspectRatio -> Automatic]

-3 -2 -1 1 2 3

-4

-2

2

4

6

Figura 10.11: Funcţia logaritm natural lnx este inversa funcţiei exponenţiale ex.

10.3.24 Funcţia exponenţială reală

R −→ (0,∞) : x 7→ ex

este bijectivă. Inversa ei este funcţia logaritm natural

(0,∞) −→ R : x 7→ lnx.

Avem

x = elnx, oricare ar fix ∈ (0,∞).

În cazul complex, putem obţine o relaţie oarecum similară:

z = |z| ei arg z = eln |z| ei arg z = eln |z|+i(arg z+2kπ),
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adevărată oricare ar fi k ∈ Z.

z
|z|

arg z

log z

π

−π

ln |z|

arg z

log

C0

Figura 10.12: Ramura principală log z=ln |z|+i arg z.

10.3.25 Definiţie. Fie mulţimea

C0 = C\{ z | Im z=0, Re z≤0 }

obţinută eliminând din C “tăietura” { z | Im z=0, Re z≤0}
care uneşte 0 cu ∞. Funcţiile continue

logk : C0 −→ C, logkz = ln |z|+ i(arg z + 2kπ)

depinzând de parametrul k∈Z sunt numite ramuri uniforme ale

funcţiei logaritmice.

Pentru ramura principală log0 se utilizează notaţia log, adică

log : C0 −→ C, log z = ln |z|+ i arg z.

10.3.26 MATHEMATICA ComplexExpand[Log[x+I y]]

In[1]:=ComplexExpand[Log[x+I y]] 7→ Out[1]=ıiArg[x+ıiy]+ 1
2
Log[x2+y2]

In[2]:=ComplexExpand[Log[1+I]] 7→ Out[2]= ıiπ
4
+Log[2]

2

In[3]:=N[ComplexExpand[Log[1+I]]] 7→ Out[3]=0.346574+0.785398 ıi

In[4]:=N[ComplexExpand[Log[1+I]],10] 7→ Out[4]=0.3465735903+0.7853981634 ıi

10.3.27 Deoarece, la nivelul taieturii { z | Im z=0, Re z≤0} avem

lim
tր0

log(−2 + ti) = ln 2− iπ şi lim
tց0

log(−2 + ti) = ln 2 + iπ,

funcţia log nu poate fi prelungită prin continuitate ı̂n punctele tăieturii.
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10.3.28 MATHEMATICA Limit[Log[-2 + t I], t -> 0, Direction -> 1]

In[1]:=Limit[Log[-2 + t I], t -> 0, Direction -> 1] 7→ Out[1]=−ıiπ+Log[2]

In[2]:=Limit[Log[-2 + t I], t -> 0, Direction -> -1] 7→ Out[2]=ıiπ+Log[2]

Exerciţiu. Să se arate că

(logkz)
′ =

1

z
.

Rezolvare. Notând f(z)=logkz=u(x, y)+i v(x, y), obţinem

∂u
∂x(x, y) =

x
x2+y2 = ∂v

∂y (x, y),
∂u
∂y (x, y) =

y
x2+y2 = − ∂v

∂x(x, y)

şi prin urmare

f ′(x+ yi) = ∂u
∂x(x, y) + i ∂v∂x(x, y) =

x−yi
x2+y2

= 1
x+yi .

10.3.29 Ramurile uniforme ale funcţiei putere zα cu exponent complex α sunt

C0 −→ C : z 7→ zα = eα logkz.

În cazul α= 1
n cu n∈N∗, există doar n ramuri uniforme distincte

C0 −→ C : z 7→ z
1
n = e

1
n
logkz = n

√

|z| e i
n
(arg z+2kπ),

de exemplu, cele corespunzătoare lui k∈{0, 1, ..., n−1}.

10.3.30 MATHEMATICA ComplexExpand[Sqrt[x+I y]]

In[1]:=ComplexExpand[Sqrt[x+I y]]

7→ Out[1]=(x2+y2)1/4Cos[ 12Arg[x+ıiy]]+ıi(x2+y2)1/4Sin[ 12Arg[x+ıiy]]
In[2]:=ComplexExpand[Sqrt[1+I]] 7→ Out[2]=21/2Cos[π8 ]+ıi 21/2Sin[π8 ]
In[3]:=N[ComplexExpand[Sqrt[1+I]],10] 7→ Out[3]=1.098684113+0.4550898606 ıi

In[4]:=Limit[Sqrt[-1 + I x], x -> 0, Direction -> 1] 7→ Out[4]=−ıi

In[5]:=Limit[Sqrt[-1 + I x], x -> 0, Direction -> -1] 7→ Out[5]=ıi

10.3.31 MATHEMATICA ComplexExpand[(x + I y)^(1/n)]

In[1]:=ComplexExpand[(x + I y)^(1/3)]

7→ Out[1]=(x2+y2)
1
2nCos

[

Arg[x+ıiy]
n

]

+ıi(x2+y2)
1
2n Sin

[

Arg[x+ıiy]
n

]

10.3.32 Exerciţiu. Să se descrie ramura uniformă a funcţiei

f(z) = 3

√
z

i− z cu f(1) =
1
6
√
2
ei

5π
12 .

Rezolvare. Pentru ca
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z

0

i

1

r1

r2

θ1

θ2

Figura 10.13: Relaţia z=r1 e
iθ1 =i+r2 e

iθ2 .

z

i− z ∈ C0

este necesar şi suficient ca z să aparţină domeniului

D = C\[0, i] = C\{ z | Re z = 0, 0 ≤ Im z ≤ 1 },
obţinut eliminând din C “tăietura” [0, i]. Notând

z=r1 e
iθ1 =i+r2 e

iθ2 ,

deducem că i−z=−r2 eiθ2 =r2 ei(θ2+π) şi

f(z) = 3

√
r1
r2

ei
θ1−θ2−π+2kπ

3 .

Din 1=ei0=i+
√
2 e−iπ

4 , rezultă k = 1 şi prin urmare

f(z) = 3

√
r1
r2

ei
θ1−θ2+π

3 .

10.4 Integrala complexă

10.4.1 Propoziţie. Fie D ⊆ C. Aplicaţia

γ : [a, b] −→ D, γ(t) = ϕ(t) + ψ(t) i,

este continuă dacă şi numai dacă aplicaţiile reale

ϕ = Re γ : [a, b] −→ R, ψ = Im γ : [a, b] −→ R

sunt continue.
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Demonstraţie. Afirmaţia rezultă din relaţia

|ϕ(t)− ϕ(t0)|

|ψ(t)− ψ(t0)|

}

≤ |γ(t)− γ(t0)| ≤ |ϕ(t) − ϕ(t0)|+ |ψ(t) − ψ(t0)|.

a bt

γ

γ(t)

φ(t)

ψ(t)

D

Figura 10.14: Drum de clasă C1 ı̂n D.

10.4.2 Definiţie. Spunem că aplicaţia

γ : (a, b) −→ D

este derivabilă ı̂n punctul t0 ∈ (a, b) dacă există şi este finită limita

γ′(t0) = lim
t→t0

γ(t)− γ(t0)
t− t0

.

Spunem că γ este aplicaţie derivabilă dacă este derivabilă ı̂n orice punct.

10.4.3 În cazul unei aplicaţii

γ : [a, b] −→ D,

prin γ′(a) şi γ′(b) vom ı̂nţelege derivatele laterale

γ′(a) = lim
tցa

γ(t)− γ(a)
t− a , γ′(b) = lim

tրb

γ(t)− γ(b)
t− b .

10.4.4 Propoziţie. Aplicaţia

γ : [a, b] −→ D, γ(t) = ϕ(t) + ψ(t) i,

este derivabilă dacă şi numai dacă aplicaţiile reale
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ϕ = Re γ : [a, b] −→ R, ψ = Im γ : [a, b] −→ R

sunt derivabile şi

γ′(t) = ϕ′(t) + ψ′(t) i.

Demonstraţie. Avem

γ′(t0) = lim
t→t0

γ(t)− γ(t0)
t− t0

= lim
t→t0

ϕ(t)− ϕ(t0)
t− t0

+ lim
t→t0

ψ(t) − ψ(t0)
t− t0

i.

10.4.5 Definiţie. Fie D ⊆ C. Un drum de clasă C1 ı̂n D este o aplicaţie derivabilă

γ : [a, b] −→ D,

cu derivata γ′ : [a, b] −→ C continuă.

10.4.6 Exemple.

a) Oricare ar fi z ∈ C, aplicaţia constantă

γ : [0, 1] −→ C, γ(t) = z,

este drum de clasă C1 ı̂n C (numit drum punctual).

b) Oricare ar fi numerele complexe z1 şi z2, aplicaţia

γ : [0, 1] −→ C, γ(t) = (1− t) z1 + t z2,

este drum de clasă C1 ı̂n C (drumul liniar ce leagă z1 cu z2).

c) Oricare ar fi z0 = x0 + y0i ∈ C şi r > 0, aplicaţia

γ : [0, 2π] −→ C, γ(t) = z0 + reit = x0 + r cos t+ (y0 + r sin t)i,

este drum de clasă C1 ı̂n C (numit drum circular de rază r şi centru z0).

10.4.7 Definiţie. Fie f : D −→ C o funcţie continuă şi γ : [a, b] −→ D un drum

de clasă C1 ı̂n D. Prin integrala complexă a funcţiei f de-a lungul

drumului γ (v. Fig. 10.16) se ı̂nţelege numărul
∫

γ
f(z)dz =

∫ b

a
f(γ(t)) γ′(t) dt.
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f

a

C

bt

γ

γ(t)

φ(t)

ψ(t)

D

Figura 10.15: Integrala complexă.

1

γ

0

t
t 2π

γ(t)sin t

cos t

Figura 10.16: Drumul γ(t) = eit = cos t+ i sin t.

10.4.8 Exerciţiu. Fie funcţia

f : C∗ −→ C, f(z) =
1

z
,

unde C∗ = C\{0}, şi drumul de clasă C1

γ : [0, 2π] −→ C∗, γ(t) = eit = cos t+ i sin t.

Să se calculeze ∫

γ
f(z)dz.

Rezolvare. Deoarece f(γ(t)) = 1
γ(t) = e−it şi γ′(t) = ieit, obţinem

∫

γ
f(z)dz =

∫ 2π

0
f(γ(t)) γ′(t) dt =

∫ 2π

0
e−it i eitdt = 2πi.
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10.4.9 În cazul unui drum punctual γ(t)=z, avem γ′(t)=0 şi prin urmare
∫

γ
f(z) dz = 0,

oricare ar fi funcţia f .

10.4.10 Dacă f(x+ yi) = u(x, y) + v(x, y)i şi γ(t) = ϕ(t) + ψ(t) i, atunci

∫

γ f(z)dz =
∫ b
a [u(ϕ(t), ψ(t))ϕ

′(t)− v(ϕ(t), ψ(t))ψ′(t)] dt

+i
∫ b
a [u(ϕ(t), ψ(t))ψ

′(t) + v(ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t)] dt.

1

i

Figura 10.17: Drumul liniar ce leagă 1 cu i.

10.4.11 Exerciţiu. Calculaţi
∫

γ
z̄ dz,

unde γ este drumul liniar ce leagă z1 = 1 cu z2 = i.

Rezolvare. Deoarece

γ : [0, 1] −→ C, γ(t) = (1− t)1 + ti,

avem relaţiile f(γ(t)) = γ(t) = 1− t− ti şi γ′(t) = −1 + i, din care rezultă
∫

γ
z̄ dz =

∫ 1

0
(1− t− ti)(−1 + i)dt =

∫ 1

0
(−1 + 2t)dt+ i

∫ 1

0
dt = i.

10.4.12 MATHEMATICA: Integrala pe un drum poligonal

In[1]:=Integrate[Conjugate[z], {z, 1, I}] 7→ Out[1]=ıi

In[2]:=Integrate[1/z, {z, 1, I, -1, -I, 1}] 7→ Out[2]=2 ıi π
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a

a1

b

b1s

D

γ1

γ

χ

γ1(s)=γ(χ(s))

Figura 10.18: Drumuri echivalente.

10.4.13 Definiţie. Fie D ⊆ C o submulţime. Spunem că drumurile de clasă C1

γ : [a, b] −→ D şi γ1 : [a1, b1] −→ D

sunt echivalente dacă există o aplicaţie bijectivă, derivabilă, strict crescătoare

χ : [a1, b1] −→ [a, b]

astfel ı̂ncât

γ1(s) = γ(χ(s)), oricare ar fi s ∈ [a1, b1].

10.4.14 Relaţia definită este o relaţie de echivalenţă care permite ı̂mpărţirea mulţimii

drumurilor ı̂n clase de echivalenţă. Fiecare clasă de echivalenţă corespunde

unei curbe, elementele clasei fiind numite parametrizări ale curbei considerate.

10.4.15 Propoziţie. Dacă

f : D −→ C

este o funcţie continuă şi dacă drumurile de clasă C1

γ : [a, b] −→ D, γ1 : [a1, b1] −→ D

sunt echivalente, atunci
∫

γ
f(z) dz =

∫

γ1

f(z) dz,
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adică valoarea integralei depinde de curba aleasă şi nu de

parametrizarea utilizată.

Demonstraţie. Folosind metoda schimbării de variabilă, obţinem
∫

γ1
f(z) dz =

∫ b1
a1
f(γ1(s)) γ

′
1(s) ds

=
∫ b1
a1
f(γ(χ(s))) γ′(χ(s))χ′(s) ds =

∫ b
a f(γ(t)) γ

′(t) dt =
∫

γ f(z) dz.

10.4.16 Orice drum

γ : [a, b] −→ D

este echivalent cu un drum definit pe [0, 1] şi anume

γ0 : [0, 1] −→ D, γ0(t) = γ((1− t)a+ tb).

10.4.17 Definiţie. Fie γ : [a, b] −→ D un drum de clasă C1. Drumul

γ̃ : [a, b] −→ D, γ̃(t) = γ(a+ b− t),
se numeşte inversul drumului γ.

10.4.18 Propoziţie. Dacă

f : D −→ C

este o funcţie continuă şi

γ : [a, b] −→ D

un drum de clasă C1 ı̂n D, atunci
∫

γ̃
f(z) dz = −

∫

γ
f(z) dz.

Demonstraţie. Utilizând schimbarea de variabilă s = a+ b− t, obţinem
∫

γ̃ f(z) dz =
∫ b
a f(γ̃(t)) γ̃

′(t) dt = −
∫ b
a f(γ(a+ b− t)) γ′(a+ b− t) dt

=
∫ a
b f(γ(s)) γ

′(s) ds = −
∫

γ f(z) dz.

10.4.19 Definiţie. Fie D ⊆ C. Prin drum de clasă C1 pe portiuni ı̂n D se ı̂nţelege

o aplicaţie continuă

γ : [a, b] −→ D,

cu proprietatea că există o diviziune a = t0 < t1 < · · · < tn = b

astfel ı̂ncât:
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1) restricţiile γ|(ti−1,ti) sunt derivabile şi cu derivata continuă;

2) există şi sunt finite limitele

lim
tցa

γ′(t), lim
tցtj

γ′(t), lim
tրtj

γ′(t), lim
tցb

γ′(t)

oricare ar fi j ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.

10.4.20 Drumul considerat este format din drumurile de clasă C1

γ1 : [t0, t1] −→ D, γ1 = γ|[t0,t1],

γ2 : [t1, t2] −→ D, γ2 = γ|[t1,t2],

................................................

γn : [tn−1, tn] −→ D, γn = γ|[tn−1,tn],

şi pentru orice funcţie continuă

f : D −→ C,

definim integrala complexă a funcţiei f de-a lungul drumului γ ca fiind
∫

γ
f(z)dz =

n∑

j=1

∫

γj

f(z)dz =
n∑

j=1

∫ tj

tj−1

f(γ(t)) γ′(t) dt.

Toate drumurile pe care le vom considera ı̂n continuare vor fi drumuri de

clasă C1 pe porţiuni şi le numim simplu drumuri.

0 1−1

i

Figura 10.19: Drum de clasă C1 pe porţiuni.

10.4.21 Exemplu. Aplicaţia (v. Fig. 10.19)

γ : [0, 2] −→ C, γ(t) =

{

eπit dacă t ∈ [0, 1],

2t− 3 dacă t ∈ (1, 2],

este drum de clasă C1 pe porţiuni ı̂n C şi pentru orice funcţie continuă



Elemente de analiză complexă 243

f : C −→ C,

avem
∫

γ
f(z)dz =

∫ 1

0
f(eπit)πieπitdt+

∫ 2

1
f(2t− 3) 2dt.

10.4.22 Definiţie. Spunem că funcţia

f : D −→ C,

definită pe o mulţime deschisă D, admite primitivă ı̂n D dacă există

g : D −→ C,

funcţie olomorfă cu proprietatea

g′(z) = f(z), oricare ar fi z ∈ D.

10.4.23 Exemple.

a) Dacă k ∈ {0, 1, 2, . . . }, atunci funcţia
f : C −→ C, f(z) = zk = z · z · · · z

︸ ︷︷ ︸

k ori

,

admite ı̂n C primitiva

g : C −→ C, g(z) =
zk+1

k + 1
,

deoarece
(
zk+1

k + 1

)′
= zk, oricare ar fi z ∈ C.

b) Dacă k ∈ {2, 3, 4, . . . }, atunci funcţia
f : C∗ −→ C, f(z) = z−k =

1

zk
,

admite ı̂n C∗ = C\{0} primitiva

g : C∗ −→ C, g(z) =
z1−k

1− k = − 1

(k − 1)zk−1
,

deoarece
(
z1−k

1− k

)′
= z−k, oricare ar fi z ∈ C∗.
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c) Funcţia exponenţială

f : C −→ C, f(z) = ez,

admite ı̂n C primitiva

g : C −→ C, g(z) = ez,

deoarece

(ez)′ = ez, oricare ar fi z ∈ C.

d) Funcţia

cos : C −→ C, f(z) = cos z,

admite ı̂n C primitiva

g : C −→ C, g(z) = sin z,

deoarece

(sin z)′ = cos z, oricare ar fi z ∈ C.

e) Funcţia

sin : C −→ C, f(z) = sin z,

admite ı̂n C primitiva

g : C −→ C, g(z) = − cos z,

deoarece

(− cos z)′ = sin z, oricare ar fi z ∈ C.

10.4.24 Propoziţie. Dacă funcţia continuă

f : D −→ C

admite ı̂n D o primitivă

g : D −→ C

şi dacă

γ : [a, b] −→ D

este un drum conţinut ı̂n D, atunci
∫

γ
f(z)dz = g(z)|γ(b)γ(a) = g(γ(b)) − g(γ(a)).
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Demonstraţie. Utilizând formula de schimbare de variabilă, obţinem
∫

γ f(z)dz =
∫ b
a f(γ(t)) γ

′(t) dt =
∫ b
a g

′(γ(t)) γ′(t) dt

=
∫ b
a
d
dtg(γ(t)) dt = g(γ(t))|t=bt=a = g(z)|z=γ(b)z=γ(a).

10.4.25 Din propoziţia anterioară, rezultă că ı̂n cazul ı̂n care funcţia

f : D −→ C

admite primitivă ı̂n D, integrala pe un drum

γ : [a, b] −→ D

conţinut ı̂n D depinde doar de capetele γ(a) şi γ(b) ale drumului. Dacă

γ : [a, b] −→ D, γ1 : [a, b] −→ D

sunt două drumuri ı̂n D astfel ı̂ncât γ(a) = γ1(a) şi γ(b) = γ1(b), atunci
∫

γ
f(z)dz =

∫

γ1

f(z)dz.

10.4.26 Exerciţiu. Să se calculeze integralele
∫

γ
z3 dz,

∫

γ

1

z2
dz,

∫

γ
ez dz,

∫

γ
(2z3 +

5

z2
− ez) dz,

γ fiind un drum ı̂n C∗ cu originea z1=1 şi extremitatea z2=i (v. Fig. 10.20).

Rezolvare. Fie γ : [a, b] −→ C∗ un drum cu originea z1 = 1 şi extremitatea z2 = i,

1

γ

i

Figura 10.20: Drumul γ cu originea 1 şi extremitatea i.

adică astfel ı̂ncât γ(a) = 1 şi γ(b) = i. Avem:
∫

γ
z3 dz =

z4

4

∣
∣
∣
∣

z=γ(b)

z=γ(a)

=
z4

4

∣
∣
∣
∣

z=i

z=1

=
i4

4
− 14

4
= 0;
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∫

γ

1

z2
dz = −1

z

∣
∣
∣
∣

z=γ(b)

z=γ(a)

= −1

z

∣
∣
∣
∣

z=i

z=1

= −1

i
+ 1 = 1 + i;

∫

γ
ez dz = ez |z=γ(b)z=γ(a) = ez |z=i

z=1 = ei − e = cos 1 + i sin 1− e;

∫

γ(2z
3 + 5

z2
− ez) dz = 2

∫

γ z
3 dz + 5

∫

γ
1
z2
dz −

∫

γ e
z dz

= 5 + e− cos 1 + (5− sin 1)i.

10.4.27 Definiţie. Spunem că γ este drum ı̂nchis dacă

γ(a) = γ(b),

adică originea γ(a) şi extremitatea γ(b) coincid.

10.4.28 Propoziţie. Dacă funcţia continuă

f : D −→ C

admite ı̂n D o primitivă

g : D −→ C

şi dacă

γ : [a, b] −→ D

este un drum ı̂nchis conţinut ı̂n D, atunci
∫

γ
f(z)dz = 0.

Demonstraţie. Deoarece γ(a) = γ(b), avem
∫

γ
f(z)dz = g(z)|γ(b)γ(a) = g(γ(b)) − g(γ(a)) = 0.

10.4.29 Exerciţiu. Fie drumul circular

γ : [0, 2π] −→ C, γ(t) = eit = cos t+ i sin t.

a) Să se arate că dacă k ∈ Z\{−1} = {. . . ,−3,−2, 0, 1, 2, 3, . . . }, atunci
∫

γ
zk dz = 0,

dar
∫

γ
z−1 dz =

∫

γ

1

z
dz = 2πi.
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b) Să se arate că
∫

γ

(a−2

z2
+
a−1

z
+ a0 + a1 z + a2 z

2
)

dz = 2πia−1,

oricare ar fi numerele a−2, a−1, a0, a1, a2 ∈ C.

Rezolvare. a) Drumul γ este conţinut ı̂n mulţimea deschisă C∗ = C\{0} şi funcţia
f : C∗ −→ C, f(z) = zk,

admite ı̂n C∗ primitiva

g : C∗ −→ C, g(z) =
zk+1

k + 1
,

oricare ar fi k ∈ Z\{−1}.
b) Utilizând direct definiţia integralei complexe, obţinem

∫

γ

1

z
dz =

∫ 2π

0

1

γ(t)
γ′(t) dt =

∫ 2π

0

1

eit
i eit dt = i

∫ 2π

0
dt = 2πi.

10.4.30 Din exerciţiul anterior rezultă că funcţia olomorfă

f : C∗ −→ C, f(z) =
1

z
,

nu admite primitivă ı̂n C∗.

10.4.31 Exerciţiu. Fie drumul circular

γ : [0, 2π] −→ C, γ(t) = z0 + reit.

a) Să se arate că dacă k ∈ Z\{−1}, atunci
∫

γ
(z − z0)k dz = 0,

dar
∫

γ
(z − z0)−1 dz =

∫

γ

1

z − z0
dz = 2πi.

b) Să se arate că
∫

γ

(
a−2

(z − z0)2
+

a−1

z − z0
+ a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)2

)

dz = 2πia−1,

oricare ar fi numerele a−2, a−1, a0, a1, a2 ∈ C.

Rezolvare. a) Drumul γ este conţinut ı̂n mulţimea deschisă C\{z0} şi funcţia
f : C\{z0} −→ C, f(z) = (z − z0)k,

admite ı̂n C∗ primitiva
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g : C\{z0} −→ C, g(z) =
(z − z0)k+1

k + 1
,

oricare ar fi k ∈ Z\{−1}.
b) Utilizând direct definiţia integralei complexe, obţinem

∫

γ

1

z − z0
dz =

∫ 2π

0

1

γ(t)− z0
γ′(t) dt =

∫ 2π

0

1

reit
i r eit dt = i

∫ 2π

0
dt = 2πi.

10.4.32 Din exerciţiul anterior, rezultă că funcţia olomorfă

f : C\{z0} −→ C, f(z) = (z − z0)−1 =
1

z − z0
,

nu admite primitivă ı̂n C\{z0}.

10.4.33 Definiţie. Spunem că mulţimea D ⊆ C este conexă (prin drumuri) dacă,

oricare ar fi punctele z1, z2 din D, există un drum conţinut ı̂n D cu originea

z1 şi extremitatea z2. O mulţime deschisă şi conexă este numită domeniu.

B1(0)

B1(2 + i)

Figura 10.21: Discurile B1(0), B1(2 + i) şi B1(−1 + i
√
2).

10.4.34 Exemplu. Mulţimea B1(0) ∪B1(−1 + i
√
2) este domeniu, dar

B1(0) ∪B1(2 + i) nu este domeniu (v. Fig. 10.21).

10.4.35 Ştim că orice drum γ : [a, b] −→ D este echivalent cu drumul

[0, 1] −→ D : t 7→ γ((1 − t)a+ tb).

Fără a reduce generalitatea, putem utiliza doar drumuri definite pe intervalul [0, 1].

10.4.36 Definiţie. Spunem că drumurile cu aceleaşi extremităţi γ0 şi γ1 sunt

omotope ı̂n domeniul D dacă sunt conţinute ı̂n D şi se pot deforma continuu

unul ı̂n celălalt fără a ieşi din D, adică dacă există o aplicaţie continuă
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D

γ1

γ0

Figura 10.22: Drumuri omotope ı̂n domeniul D.

h : [0, 1] × [0, 1] −→ D : (s, t) 7→ h(s, t)

astfel ı̂ncât să fie ı̂ndeplinite următoarele condiţii:

a) h(0, t) = γ0(t), oricare ar fi t ∈ [0, 1];

b) h(1, t) = γ1(t), oricare ar fi t ∈ [0, 1];

c) h(s, 0) = γ0(0) = γ1(0), oricare ar fi s ∈ [0, 1];

d) h(s, 1) = γ0(1) = γ1(1), oricare ar fi s ∈ [0, 1].

10.4.37 Exemplu. Drumurile γ0, γ1 : [0, 1] −→ C,

γ0(t) = e2πit, γ1(t) =
1

2
+

1

2
e2πit,

sunt omotope ı̂n D = C\B̄ 1
4
(12). În acest caz putem alege (v. Fig. 10.23)

h(s, t) = (1− s) γ0(t) + s γ1(t).

10.4.38 În continuare, pentru a decide dacă două drumuri sunt omotope ı̂n raport

cu un anumit domeniu ne vom rezuma la a analiza vizual figura (!).

10.4.39 Exemplu. Drumul circular

γ0 : [0, 1] −→ C, γ0(t) = 3e2πit = 3cos 2πt+ 3i sin 2πt,

este omotop ı̂n C∗ cu drumul eliptic

γ1 : [0, 1] −→ C, γ1(t) = 3 cos 2πt+ i sin 2πt,

dar cele două drumuri nu sunt omotope ı̂n D=C\{2i} (v. Fig. 10.24).
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1−1

i

γ1

γ0

Figura 10.23: Drumuri omotope.

3−3
i

−i

3i

γ1

γ0

Figura 10.24: Drum circular omotop cu unul eliptic.

10.4.40 Exemplu. Drumurile γ0, γ1 : [0, 1] −→ C,

γ0(t) = 1− 2t, γ1(t) = eπit

sunt omotope ı̂n C, dar nu sunt omotope ı̂n C\{12 i} (v. Fig. 10.25).

10.4.41 Definiţie. Spunem că drumul ı̂nchis

γ : [a, b] −→ C

este omotop cu zero ı̂n D dacă el este omotop ı̂n D cu drumul punctual

[a, b] −→ D : t 7→ γ(a).

10.4.42 Exemplu. Drumul circular
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1−1

i

1
2 i

γ1

γ0

Figura 10.25: Drumurile γ0(t) = 1− 2t şi γ1(t) = eπit.

D

γ

γ(a)

Figura 10.26: Drum omotop cu zero ı̂n D.

γ : [0, 1] −→ C, γ(t) = e2πit,

este omotop cu zero ı̂n D = C\{2i}, dar nu este omotop cu zero ı̂n C∗.

10.4.43 Teoremă (Cauchy) Dacă D ⊆ C este o mulţime deschisă,

f : D −→ C

este o funcţie olomorfă şi

γ : [a, b] −→ D

este un drum ı̂nchis omotop cu zero ı̂n D, atunci
∫

γ
f(z) dz = 0.

O demonstraţie poate fi găsită ı̂n [17].

10.4.44 Propoziţie. Dacă D ⊆ C este o mulţime deschisă,
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1

γ
i

2i

Figura 10.27: Drumul γ : [0, 1] −→ C, γ(t) = e2πit.

f : D −→ C

este o funcţie olomorfă şi

γ0 : [a, b] −→ D, γ1 : [a, b] −→ D

sunt două drumuri omotope ı̂n D, atunci
∫

γ0

f(z) dz =

∫

γ1

f(z) dz. (10.1)

Dγ0

γ̃1

Figura 10.28: Drumurile γ0 şi γ̃1 formează un drum ı̂nchis.

Demonstraţie. Drumul obţinut compunând γ0 cu inversul γ̃1 al drumului γ1 este un

drum ı̂nchis omotop cu zero ı̂n D. Utilizând teorema Cauchy obţinem relaţia
∫

γ0

f(z) dz +

∫

γ̃1

f(z) dz = 0.

echivalentă cu (10.1).

10.4.45 Fie k un număr ı̂ntreg pozitiv. Drumul

γ : [0, 1] −→ C, γ(t) = z0 + e2kπit,
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se roteşte de k ori ı̂n jurul lui z0 ı̂n sens direct şi

1

2πi

∫

γ

1

z − z0
dz = k.

Drumul

γ : [0, 1] −→ C, γ(t) = z0 + e−2kπit,

se roteşte de k ori ı̂n jurul lui z0 ı̂n sens invers şi

1

2πi

∫

γ

1

z − z0
dz = −k.

Drumul γ din Fig. 10.29 este omotop ı̂n C\{z0} cu drumul

γ z0 γ(0)

γ1

Figura 10.29: Drumul γ are indexul 2 faţă de z0.

γ1 : [0, 1] −→ C, γ1(t) = z0 + re4πit,

şi prin urmare

1

2πi

∫

γ

1

z − z0
dz =

1

2πi

∫

γ1

1

z − z0
dz = 2.

În general, dacă γ este un drum ı̂nchis care nu trece prin z0 numărul

n(γ, z0) =
1

2πi

∫

γ

1

z − z0
dz,

numit indexul lui γ faţă de z0, ne arată de câte ori se roteşte γ ı̂n jurul lui z0.

O demonstraţie poate fi găsită ı̂n [17].

10.4.46 Un drum ı̂nchis γ determină o partiţie a mulţimii punctelor nesituate pe γ

formată din submulţimi conexe. Toate punctele aparţinând unei componente

conexe au acelaşi index faţă de γ (v. Fig. 10.30).
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1
1

1

1

22

0

0

−1

γ

Figura 10.30: Indexul drumului γ faţă de punctele nesituate pe γ.

10.4.47 Teoremă. (Formulele lui Cauchy) Orice funcţie olomorfă

f : D −→ C

definită pe o mulţime deschisă D este nelimitat derivabilă

şi oricare ar fi drumul

γ : [0, 1] −→ D,

omotop cu zero ı̂n D are loc formula

n(γ, z) f (k)(z) =
k!

2πi

∫

γ

f(ζ)

(ζ − z)k+1
dζ

pentru orice k ∈ N şi orice z ∈ D−{ γ(t) | t ∈ [0, 1] }.
O demonstraţie poate fi găsită ı̂n [17].

1

z

0

D

γ

γ f

C

Figura 10.31: Valoarea derivatei f (k) ı̂ntr-un punct z verifică formula lui Cauchy.
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10.5 Serii Laurent

10.5.1 Definiţie. Fie D ⊆ C o submulţime şi

fn : D −→ C, unde n ∈ N,

funcţii definite pe D. Spunem că seria de funcţii complexe
∞∑

n=0

fn

este convergentă (uniform convergentă) dacă şirul sumelor parţiale (sk)k≥0, unde

sk =
k∑

n=0

fn,

este convergent (respectiv, uniform convergent). Limita acestui şir

∞∑

n=0

fn = lim
k→∞

sk = lim
k→∞

k∑

n=0

fn = lim
k→∞

(f0 + f1 + · · · fk)

se numeşte suma seriei. Spunem că seria considerată este absolut convergentă

dacă seria de funcţii reale
∞∑

n=0

|fn|

este convergentă.

10.5.2 Propoziţie. Dacă |z| < 1, atunci seria geometrică
∞∑

n=0

zn

este convergentă şi suma ei este 1
1−z , adică

|z| < 1 =⇒
∞∑

n=0

zn =
1

1− z .

Demonstraţie. Dacă |z| < 1, atunci

lim
k→∞

k∑

n=0

zn = lim
k→∞

(1 + z + z2 + · · ·+ zk) = lim
k→∞

1− zk+1

1− z =
1

1− z .
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10.5.3 Teoremă. (Weierstrass) Fie D ⊆ C o submulţime şi

fn : D −→ C, unde n ∈ N,

funcţii definite pe D. Dacă există o serie convergentă de numere reale
∞∑

n=0

αn

astfel ı̂ncât

|fn(z)| ≤ αn, oricare ar fi z∈D şi n ∈ N,

atunci seria de funcţii complexe
∞∑

n=0

fn

este absolut şi uniform convergentă.

10.5.4 Definiţie. Prin serie de puteri ı̂n jurul lui z0 se ı̂nţelege o serie de forma
∞∑

n=0

an (z − z0)n

cu coeficienţii a0, a1, a2 ,. . . numere complexe.

Ea mai poate fi scrisă şi sub forma

a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)2 + · · · .

10.5.5 Orice serie de puteri este o serie de funcţii
∞∑

n=0

fn,

ı̂n care funcţiile fn au forma particulară

fn : D −→ C, fn(z) = an (z − z0)n.

10.5.6 Definiţie. Fie D ⊆ C o mulţime deschisă şi

f : D −→ C, fn : D −→ C, unde n ∈ N,

funcţii definite pe D. Spunem că şirul de funcţii (fn)n≥0 converge

uniform pe compacte la f dacă oricare ar fi mulţimea compactăK⊂D,

şirul restricţiilor fn|K converge uniform la f |K .
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10.5.7 Teoremă (Weierstrass). Fie D ⊆ C o mulţime deschisă şi

f : D −→ C, fn : D −→ C, n ∈ N,

funcţii definite pe D. Dacă funcţiile fn sunt olomorfe şi dacă şirul (fn)n≥0

converge uniform pe compacte la f , atunci f este funcţie olomorfă şi

lim
n→∞

f (k)n = f (k), oricare ar fi k ∈ N.

O demonstraţie poate fi găsită ı̂n [17].

10.5.8 Teoremă (Weierstrass). Dacă seria de funcţii olomorfe
∞∑

n=0

fn

converge uniform pe compacte ı̂n mulţimea deschisă D, atunci suma ei

S : D −→ C, S(z) =

∞∑

n=0

fn(z),

este o funcţie olomorfă şi

S(k) =
∞∑

n=0

f (k)n , oricare ar fi k ∈ N.

Demonstraţie. Afirmaţia rezultă direct din teorema precedentă.

z0

z z1

Figura 10.32: Discul de centru z0 şi rază |z1 − z0|.

10.5.9 Teoremă (Abel). Dacă seria de puteri
∞∑

n=0

an (z − z0)n
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este convergentă pentru z = z1 6= z0, atunci ea este convergentă ı̂n discul

{ z | |z−z0|< |z1−z0| }

de centru z0 şi rază |z1 − z0|.

Demonstraţie. Seria
∑∞

n=0 an(z1 − z0)n fiind convergentă, avem

lim
n→∞

an(z1 − z0)n=0

şi prin urmare există n0 ∈ N astfel ı̂ncât

|an (z1 − z0)n| < 1, oricare ar fi n ≥ n0,

adică

|an| <
1

|z1 − z0|n
, oricare ar fi n ≥ n0.

Din relaţia

|an (z − z0)n| <
( |z − z0|
|z1 − z0|

)n

, oricare ar fi n ≥ n0,

şi convergenţa seriei geometrice
∞∑

n=0

( |z − z0|
|z1 − z0|

)n

pentru |z − z0| < |z1 − z0|, rezultă (conform criteriului comparaţiei) convergenţa

seriei
∑∞

n=0 |an (z − z0)n|. Spaţiul normat (C, | |) fiind complet, orice serie absolut

convergentă este convergentă.

10.5.10 Fie seria de puteri
∞∑

n=0

an (z − z0)n.

Pentru z astfel ı̂ncât există

lim
n→∞

n
√

|an(z − z0)n| < 1,

adică astfel ı̂ncât

|z − z0| <
1

limn→∞ n
√

|an|
,

seria considerată este absolut convergentă conform criteriului rădăcinii.
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10.5.11 Teoremă (Cauchy-Hadamard). În cazul unei serii de puteri
∞∑

n=0

an (z − z0)n,

există

R =







0 dacă limn→∞ n
√

|an| =∞,
1

limn→∞ n
√

|an|
dacă limn→∞ n

√

|an| 6∈ {0,∞},

∞ dacă limn→∞ n
√

|an| = 0,

numit raza de convergenţă, astfel ı̂ncât :

a) În discul (numit disc de convergenţă)

BR(z0) = { z | |z − z0| < R },
seria converge absolut şi uniform pe compacte.

b) În C\B̄R(z0) = { z | |z − z0| > R }, seria este divergentă.

c) Suma seriei

S : BR(z0) −→ C, S(z) =
∞∑

n=0

an (z − z0)n,

este funcţie olomorfă.

d) Seria derivată este o serie de puteri cu aceeaşi rază de convergenţă şi

S′(z) =
∞∑

n=1

nan(z − z0)n−1, oricare ar fi k ∈ BR(z0).

O demonstraţie poate fi găsită ı̂n [17].

10.5.12 Se poate arăta că dacă există limita

lim
n→∞

|an+1|
|an|

,

atunci

limn→∞
n
√

|an| = lim
n→∞

|an+1|
|an|

.

10.5.13 Exemple.

a) Raza de convergenţă a seriei geometrice
∞∑

n=0

zn
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este R = 1 deoarece ı̂n acest caz an = 1, oricare ar fi n ∈ N.

b) Raza de convergenţă a seriei
∞∑

n=0

zn

n!

este R = limn→∞
1/n!

1/(n+1)! = limn→∞(n+ 1) =∞.

10.5.14 Admiţând că f este suma unei serii de puteri ı̂n jurul lui z0,

f(z) =
∞∑

n=0

an (z − z0)n,

cu raza de convergenţă nenulă, din teorema Cauchy-Hadamard rezultă relaţia

f (k)(z) =

∞∑

n=0

[an (z − z0)n](k), oricare ar fi k ∈ N,

care conduce la

ak =
f (k)(z0)

k!
.

10.5.15 Teoremă (Dezvoltarea ı̂n serie Taylor) Dacă funcţia

f : Br(z0) −→ C

este olomorfă ı̂n discul Br(z0) şi R este raza de convergenţă

a seriei Taylor asociate
∞∑

n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n,

atunci R ≥ r şi

f(z) =
∑∞

n=0
f(n)(z0)

n! (z − z0)n

= f(z0) +
f ′(z0)
1! (z − z0) + f ′′(z0)

2! (z − z0)2 + · · · ,
oricare ar fi z ∈ Br(z0).

O demonstraţie poate fi găsită ı̂n [17].

10.5.16 Exemplu. Din teorema dezvoltarii ı̂n serie Taylor rezultă dezvoltările:

1

1− z =

∞∑

n=0

zn = 1 + z + z2 + · · · pentru |z| < 1;
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ez =
∞∑

n=0

zn

n!
= 1 +

z

1!
+
z2

2!
+ · · · pentru orice z ∈ C;

sin z =

∞∑

n=0

(−1)n z2n+1

(2n + 1)!
= z − z3

3!
+
z5

5!
+ · · · pentru orice z ∈ C.

Din aceste dezvoltări, prin substituţie şi/sau derivare putem obţine alte dezvoltări:

1

1 + z
=

∞∑

n=0

(−1)nzn = 1− z + z2 − · · · pentru |z| < 1;

1

(1− z)2 =
∞∑

n=0

nzn−1 = 1 + 2z + 3z2 + · · · pentru |z| < 1;

1

(1 + z)2
=

∞∑

n=0

n(−1)n−1zn−1 = 1− 2z + 3z2 − · · · pentru |z| < 1;

cos z =
∞∑

n=0

(−1)n z2n

(2n)!
= 1− z2

2!
+
z4

4!
+ · · · pentru orice z ∈ C.

10.5.17 MATHEMATICA: Series[f[z], {z, z0, n}]

In[1]:=Series[1/(1−z), {z, 0, 5}] 7→ Out[1]=1+z+z2+z3+z4+z5+O[z]6

In[2]:=Series[Exp[z], {z, 0, 6}] 7→ Out[2]=1+z+ z2

2
+ z3

6
+ z4

24
+ z5

120
+ z6

720
+O[z]7

In[3]:=Series[Exp[z], {z, 1, 3}] 7→ Out[3]=e+e(z−1)+ 1
2
e(z−1)2+ 1

6
e(z−1)3+O[z−1]4

In[4]:=Series[Exp[z], {z, I, 3}] 7→ Out[4]=eıi+eıi(z−ıi)+ 1
2
eıi(z−ıi)2+ 1

6
eıi(z−ıi)3+O[z−ıi]4

In[5]:=Series[Cos[z], {z, 0, 6}] 7→ Out[5]=1− z2

2
+ z4

24
− z6

720
+O[z]7

10.5.18 Definiţie. Prin serie Laurent ı̂n jurul lui z0 se ı̂nţelege o serie de forma

∞∑

n=−∞
an (z − z0)n

cu coeficienţii an numere complexe. Ea mai poate fi scrisă şi sub forma

· · ·+ a−2

(z − z0)2
+

a−1

z − z0
+ a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)2 + · · · .

10.5.19 Teoremă (Coroana de convergenţă). Fie seria Laurent
∞∑

n=−∞
an (z−z0)n,

r = limn→∞
n
√

|a−n|

şi
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R =







0 dacă limn→∞ n
√

|an| =∞
1

limn→∞ n
√

|an|
dacă limn→∞ n

√

|an| 6∈ {0,∞}

∞ dacă limn→∞ n
√

|an| = 0.

Dacă r < R, atunci:

a) În coroana circulară (numită coroana de convergenţă)

{ z | r < |z − z0| < R },
seria Laurent converge absolut şi uniform pe compacte;

b) Seria Laurent diverge ı̂n { z | |z− z0| < r }∪ { z | |z− z0| > R };
c) Suma seriei Laurent S : D −→ C,

S(z) =
∞∑

n=−∞
an (z − z0)n =

∞∑

n=1

a−n(z − z0)−n +
∞∑

n=0

an(z − z0)n,

este funcţie olomorfă.

O demonstraţie poate fi găsită ı̂n [17].

z

z0 r
R

Figura 10.33: Coroana circulară { z | r < |z − z0| < R }.

10.5.20 Teoremă (Dezvoltarea ı̂n serie Laurent). Dacă funcţia

f : D = { z | r < |z − z0| < R } −→ C,

definită pe coroana D, este olomorfă, atunci există o unică serie Laurent
∞∑

n=−∞
an (z − z0)n
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cu coroana de convergenţă incluzând pe D şi astfel ı̂ncât

f(z) =
∞∑

n=−∞
an (z − z0)n, oricare ar fi z ∈ D.

10.5.21 Exemple.

a) Funcţia olomorfă

f : D = { z | 0 < |z| < 1 } −→ C, f(z) =
1

z2(1− z) ,

admite ı̂n coroana D dezvoltarea ı̂n serie Laurent ı̂n jurul lui 0

f(z)=
1

z2
1

1−z =
1

z2
(1+z+z2+ · · · )= 1

z2
+
1

z
+1+z+z2+ · · · (10.2)

b) Funcţia olomorfă

f : D = { z | 0 < |z − i| <∞ } −→ C, f(z) =
ez

(z − i)2
,

admite ı̂n coroana D dezvoltarea ı̂n serie Laurent ı̂n jurul lui i

f(z) = ez

(z−i)2
= ei

(z−i)2
ez−i = ei

(z−i)2

(

1 + z−i
1! + (z−i)2

2! + · · ·
)

= ei

(z−i)2 + ei

z−i +
ei

2! +
ei

3!(z − i) + · · ·
(10.3)

c) Funcţia olomorfă

f : D = { z | 0 < |z| <∞ } −→ C, f(z) = z2 e
1
z ,

admite ı̂n coroana D dezvoltarea ı̂n serie Laurent ı̂n jurul lui 0

f(z) = z2 e
1
z = z2

(
1 + 1

1!
1
z +

1
2!

1
z2

+ · · ·
)

= · · ·+ 1
4!

1
z2 + 1

3!
1
z +

1
2! +

1
1! z + z2 + 0 z3 + 0 z4 + · · ·

(10.4)

10.5.22 Definiţie. Fie f :D−→C o funcţie olomorfă definită pe mulţimea deschisă

D. Spunem că punctul z0∈C\D este un punct singular izolat al funcţiei f

dacă există r > 0 astfel ı̂ncât coroana circulară { z | 0 < |z − z0| < r } este
conţinută ı̂n D. Coeficientul a−1 din dezvoltarea Laurent

f(z) = · · ·+ a−2

(z − z0)2
+

a−1

z − z0
+ a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)2 + · · ·

a lui f ı̂n această coroană se numeşte reziduul lui f ı̂n punctul singular izolat

z0 şi se notează cu Rezz0f , adică

Rezz0f = a−1.
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10.5.23 Exemple.

a) Singurul punct singular izolat al funcţiei

f : D = { z | 0 < |z| < 1 } −→ C, f(z) =
1

z2(1− z) ,

este z = 0 şi din (10.2) rezultă că Rez0 = 1.

b) Singurul punct singular izolat al funcţiei

f : D = { z | 0 < |z − i| <∞ } −→ C, f(z) =
ez

(z − i)2
,

este z = i şi din (10.3) rezultă că Rezif = ei.

c) Singurul punct singular izolat al funcţiei

f : D = { z | 0 < |z| <∞ } −→ C, f(z) = z2 e
1
z ,

este z = 0 şi din (10.4) rezultă că Rez0f = 1
3! =

1
6 .

10.5.24 MATHEMATICA: Series[f[z], {z, a, n}] , Residue[f[z], {z, a}]

In[1]:=Series[1/(z^2(1-z)), {z, 0, 4}] 7→ Out[1]= 1
z2

+ 1
z
+1+z+z2+z3+z4+O[z]5

In[2]:=Residue[1/(z^2(1-z)), {z, 0}] 7→ Out[2]=1

In[3]:=Series[1/(z^2(1-z)), {z, 1, 2}] 7→ Out[3]=− 1
z−1

+2−3(z−1)+4(z−1)2+O[z]3

In[4]:=Residue[1/(z^2(1-z)), {z, 1}] 7→ Out[4]=−1

In[5]:=Series[Exp[z]/(z-I)^2, {z, I, 1}] 7→ Out[5]= eıi

(z−ıi)2
+ eıi

z−ıi
+ eıi

2
+ 1

6
eıi(z−ıi)+O[z−ıi]2

In[6]:=Residue[Exp[z]/(z-I)^2, {z, I}] 7→ Out[6]=eıi.

10.5.25 Definiţie. Fie D o mulţime deschisă şi

f : D −→ C

o funcţie olomorfă. Prin zero multiplu de ordinul n al lui f se ı̂nţelege

un punct z0 ∈ D astfel ı̂ncât

f(z0) = f ′(z0) = · · · = f (n−1)(z0) = 0 şi f (n)(z0) 6= 0.

Spunem despre un punct singular izolat z0 al lui f că este pol de ordinul

n dacă este zero multiplu de ordinul n pentru funcţia 1
f .

10.5.26 Teoremă. Dacă punctul singular izolat z0 al funcţiei olomorfe f : D −→ C

este pol de ordinul n, atunci există r > 0 astfel ı̂ncât coroana circulară

{ z | 0 < |z − z0| < r }
este conţinută ı̂n D şi ı̂n acestă coroană f admite o dezvoltare Laurent de forma
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f(z) =
a−n

(z − z0)n
+ · · ·+ a−1

(z − z0)
+ a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)2 + · · ·

10.5.27 a) Dacă z0 este pol simplu, atunci ı̂n jurul lui z0 funcţia f admite dezvoltarea

f(z) =
a−1

(z − z0)
+ a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)2 + · · ·

Înmulţind cu (z − z0), obţinem relaţia

(z − z0) f(z) = a−1 + a0 (z − z0) + a1 (z − z0)2 + a2 (z − z0)3 + · · ·

care conduce la

Rezz0f = a−1 = lim
z→z0

(z − z0) f(z).

b) Dacă z0 este pol dublu, atunci ı̂n jurul lui z0 funcţia f admite dezvoltarea

f(z) =
a−2

(z − z0)2
+

a−1

(z − z0)
+ a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)2 + · · ·

Înmulţind cu (z − z0)2 şi apoi derivând, obţinem relaţia

[(z − z0)2 f(z)]′ = a−1 + 2a0 (z − z0) + 3a1 (z − z0)2 + · · ·

care conduce la

Rezz0f = a−1 = lim
z→z0

[(z − z0)2 f(z)]′.

c) Dacă z0 este pol triplu, atunci ı̂n jurul lui z0 funcţia f admite dezvoltarea

f(z) =
a−3

(z − z0)3
+

a−2

(z − z0)2
+

a−1

(z − z0)
+ a0 + a1 (z − z0) + · · ·

Înmulţind cu (z − z0)3 şi apoi derivând de două ori, obţinem relaţia

[(z − z0)3 f(z)]′′ = 2! a−1 + 6a0 (z − z0) + 12a1 (z − z0)2 + · · ·

care conduce la

Rezz0f = a−1 =
1

2!
lim
z→z0

[(z − z0)3 f(z)]′′.

d) Dacă z0 este pol de ordinul n, atunci

Rezz0f =
1

(n− 1)!
lim
z→z0

[(z − z0)n f(z)](n−1).
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10.5.28 Exemplu. Funcţia

f : C\{0, 1} −→ C, f(z) =
1

z2(1− z)
are două puncte singulare izolate z = 0 şi z = 1.

Punctul z = 0 este pol dublu şi

Rez0f = lim
z→0

[z2 f(z)]′ = lim
z→0

[
1

1− z

]′
= lim

z→0

1

(1− z)2 = 1.

(10.5)
Punctul z = 1 este pol simplu şi

Rez1f = lim
z→1

(z − 1) f(z) = lim
z→1

−1
z2

= −1. (10.6)

10.6 Calculul integralelor cu ajutorul reziduurilor

10.6.1 Dacă

γ : [a, b] −→ C\{z0}
este un drum ı̂nchis care nu trece prin z0, atunci

∫

γ

(
a−2

(z−z0)2 + a−1

(z−z0) + a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)2
)

dz

= a−1

∫

γ
dz
z−z0 = 2πia−1 n(γ, z0),

(10.7)

oricare ar fi numerele a−2, a−1, a0, a1, a2 ∈ C. Punctul z0 este punct

singular izolat (pol de ordinul al doilea) pentru funcţia f : C\{z0} −→ C,

f(z) =
a−2

(z − z0)2
+

a−1

(z − z0)
+ a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)2,

şi Rezz0f = a−1. Relaţia (10.7) se mai poate scrie

∫

γ
f(z) dz = 2πi n(γ, z0) Rezz0f.

10.6.2 Teoremă (Teorema reziduurilor). Dacă D ⊆ C este o mulţime deschisă,

f : D −→ C

este o funcţie olomorfă , S este mulţimea punctelor singulare

izolate ale lui f şi dacă
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γ : [a, b] −→ D

este un drum omotop cu zero ı̂n D̃ = D ∪ S, atunci
∫

γ
f(z) dz = 2πi

∑

z∈S
n(γ, z)Rezzf.

O demonstraţie poate fi găsită ı̂n [17].

10.6.3 Exerciţiu. Să se calculeze
∫

γ

4 dz

(z2 + 1)(z − 3)2
,

unde

γ : [0, 1] −→ C, γ(t) = 2 e2πit.

Rezolvare. Considerăm D = C\{3, i, −i} şi funcţia olomorfă

f : D −→ C, f(z) =
4

(z2 + 1)(z − 3)2
.

Mulţimea punctelor singulare izolate ale lui f este S = {3, i, −i} şi drumul γ este

omotop cu zero ı̂n D ∪ S = C. Conform teoremei reziduurilor, avem
∫

γ

4 dz

(z2 + 1)(z − 3)2
= 2πi (n(γ, 3)Rez3f + n(γ, i)Rezif + n(γ,−i)Rez−if) .

2−2
i

−i

2i

Figura 10.34: Drumul γ : [0, 1] −→ C, γ(t) = 2 e2πit.

Deoarece drumul γ (v. Fig. 10.34) se roteşte de zero ori ı̂n jurul lui 3 şi o singură

dată ı̂n jurul lui i şi −i, rezultă că

n(γ, 3) = 0, n(γ, i) = n(γ,−i) = 1,
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şi prin urmare
∫

γ

4 dz

(z2 + 1)(z − 3)2
= 2πi (Rezif +Rez−if) .

Punctele singulare i şi −i fiind poli simpli, avem

Rezif = lim
z→i

(z − i)f(z) = lim
z→i

4

(z − 3)2(z + i)
=

4

2i(i − 3)2
=

3

25
− 4

25
i,

Rez−if = lim
z→−i

(z + i)f(z) = lim
z→−i

4

(z − 3)2(z − i)
=

4

−2i(i + 3)2
=

3

25
+

4

25
i

şi
∫

γ

4 dz

(z2 + 1)(z − 3)2
=

12

25
πi.

10.6.4 MATHEMATICA: Residue[f[z], {z, a}]

In[1]:=Residue[4/((z^2+1)(z-3)^2), {z, I}] 7→ Out[1]= 3
25

− 4ıi
25

In[2]:=Residue[4/((z^2+1)(z-3)^2), {z, -I}] 7→ Out[2]= 3
25

+ 4ıi
25

10.6.5 Exerciţiu. Să se calculeze
∫

γ

ez

z3
dz,

unde

γ : [0, 1] −→ C, γ(t) = e−4πit.

Rezolvare. Considerăm funcţia olomorfă

f : C∗ −→ C, f(z) =
ez

z3
,

definită pe mulţimea deschisă C∗ = C\{0}. Punctul singular z = 0 este pol de

ordinul al treilea. Pentru calculul reziduului lui f ı̂n 0 putem utiliza dezvoltarea

Laurent ı̂n jurul lui 0

f(z) = ez

z3
= 1

z3

(

1 + z
1! +

z2

2! +
z3

3! + · · ·
)

= 1
z3

+ 1
1!

1
z2

+ 1
2!

1
z +

1
3! +

1
4!z + · · ·

sau relaţia

Rez0f =
1

2!
lim
z→0

(z3 f(z))′′ =
1

2
.

Observând că γ se roteşte de două ori ı̂n jurul lui 0 ı̂n sens invers sau utilizând

formula

n(γ, 0) =
1

2πi

∫

γ

dz

z
= −2,
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obţinem
∫

γ

ez

z3
dz = 2πin(γ, 0)Rez0f = −2πi.

1

γ

Figura 10.35: Drumul γ.

10.6.6 Exerciţiu. Să se calculeze integrala
∫

γ

1

z2(1− z) dz,

unde γ este drumul din Figura 10.35 .

Rezolvare. Funcţia olomorfă

f : C\{0, 1} −→ C, f(z) =
1

z2(1− z) ,

are punctele singulare z = 0 şi z = 1. Ştim că Rez0f = 1 ( a se vedea relaţia (10.5))

şi Rez1f = −1 ( a se vedea relaţia (10.6)). Deoarece drumul γ se roteşte de două

ori ı̂n jurul lui 0 şi o dată ı̂n jurul lui 1, din teorema reziduurilor rezultă că
∫

γ

1

z2(1− z) dz = 2πi (2Rez0f +Rez1f) = 2πi.

10.6.7 Exerciţiu. Să se calculeze integrala

I =

∫ 2π

0

1

a+ cos t
dt, unde a ∈ (1,∞).

Rezolvare. Integrala reală cerută poate fi privită ca o integrală ı̂n planul complex şi

calculată folosind teorema reziduurilor. Avem

I =
∫ 2π
0

1

a+ eit+e−it

2

dt =
∫ 2π
0

1
ieit

2
2a+eit+e−it (e

it)′ dt

= −i
∫

γ
1
z

2
2a+z+ 1

z

dz = −i
∫

γ
2

z2+2az+1
dz,
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unde γ : [0, 2π] −→ C, γ(t) = eit. Funcţia

f : C\{z1, z2} −→ C, f(z) =
2

z2 + 2az + 1
,

unde

z1 = −a+
√

a2 − 1, z2 = −a−
√

a2 − 1

sunt rădăcinile polinomului z2 + 2az + 1, are două puncte singulare izolate (poli

simpli) z1 şi z2.

1

γ

z1z2

i

Figura 10.36: Drumul γ : [0, 2π] −→ C, γ(t) = eit.

Deoarece z1, z2 sunt numere reale, −1 < z1 < 0 şi z2 < −1 rezultă că n(γ, z1) = 1

şi n(γ, z2) = 0 (v. Fig. 10.36). Conform teoremei reziduurilor

I = −i
∫

γ
2

z2+2az+1
dz = 2πRezz1f = 2π limz→z1(z − z1)f(z)

= 2π limz→z1(z − z1) 2
(z−z1)(z−z2) =

4π
z1−z2 = 2π√

a2−1
.

r γr

α
β

Figura 10.37: Drumurile γr.
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10.6.8 Propoziţie. Fie α < β şi o funcţie continuă

f : D −→ C

definită pe un domeniu D ce conţine imaginile drumurilor (v. Fig. 10.37)

γr : [α, β] −→ C, γr(t) = reit,

oricare ar fi r > 0. Dacă

lim
z→∞

z f(z) = 0,

atunci

lim
r→∞

∫

γr

f(z) dz = 0.

Demonstraţie. Din relaţia limz→∞ z f(z) = 0, rezultă că, oricare ar fi ε > 0, există

rε > 0 astfel ı̂ncât

|z| > rε =⇒ |z f(z)| < ε.

În particular, pentru r > rε, avem
∣
∣
∣
∣

∫

γr

f(z) dz

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

∫ β

α
f(reit) ri eit dt

∣
∣
∣
∣
≤
∫ β

α
|f(reit) ri eit| dt < ε

∫ β

α
dt = (β − α)ε.

10.6.9 Oricare ar fi z1, z2 ∈ C, au loc relaţiile

|z1| = |z1 − z2 + z2| ≤ |z1 − z2|+ |z2|,
|z2| = |z2 − z1 + z1| ≤ |z1 − z2|+ |z1|,

care conduc la

− |z1 − z2| ≤ |z1| − |z2| ≤ |z1 − z2|,
adică la

| |z1| − |z2| | ≤ |z1 − z2|.

10.6.10 Exerciţiu. Să se calculeze integrala

I =

∫ ∞

0

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx.

Rezolvare. Integrala I este o integrală reală improprie. Intervalul de integrare este

nemărginit dar funcţia considerată este mărginită, numitorul neanulându-se pe axa

reală. Deoarece

lim
x→∞

x2

(x2+1)(x2+4)

1
x2

= 1,
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integralele
∫ ∞

1

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx şi

∫ ∞

1

1

x2
dx

au aceeaşi natură. Ştim ı̂nsă că integrala improprie
∫ ∞

1

1

xλ
dx

este convergentă pentru λ > 1. Rezultă astfel că integrala considerată

I =

∫ ∞

0

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx =

∫ 1

0

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx+

∫ ∞

1

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx

este convergentă.

r

γr

γ−r

i

2i

Figura 10.38: Drumurile γr.

Pentru a calcula valoarea integralei vom considera funcţia olomorfă

f : C\{−2i, −i, i, 2i} −→ C, f(z) =
z2

(z2 + 1)(z2 + 4)
,

şi drumul de integrare din Fig. 10.38 compus din

γr : [0, π] −→ C, γr(t) = r eit,

şi

γ : [−r, r] −→ C, γ(t) = t.

Conform teoremei reziduurilor, oricare ar fi r > 2, avem relaţia
∫

γr

f(z)dz +

∫ r

−r
f(x)dx = 2πi (Rezif +Rez2if)

care conduce la

lim
r→∞

∫

γr

f(z)dz +

∫ ∞

−∞
f(x)dx = 2πi (Rezif +Rez2if). (10.8)
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Deoarece

|z f(z)| = |z3|
|z2 + 1| · |z2 + 4| =

|z3|
|z2 − (−1)| · |z2 − (−4)| ≤

|z|3
| |z|2 − 1| · | |z|2 − 4| ,

avem

lim
z→∞

z f(z) = 0

şi ı̂n virtutea rezultatului prezentat la pag. 271-8,

lim
r→∞

∫

γr

f(z)dz = 0.

Din relaţia (10.8), ţinând seama şi de faptul că f(−x) = f(x), rezultă
∫ ∞

0
f(x)dx = πi (Rezif +Rez2if).

Dar

Rezi = lim
z→i

(z − i) f(z) = lim
z→i

z2

(z + i)(z2 + 4)
=

i

6
,

Rez2i = lim
z→2i

(z − 2i) f(z) = lim
z→2i

z2

(z2 + 1)(z + 2i)
= − i

3

şi deci
∫ ∞

0
f(x)dx = πi

(
i

6
− i

3

)

=
π

6
.

10.6.11 MATHEMATICA: Residue[f[z], {z, a}], Integrate[f[x], {x, a, b}]

In[1]:=Residue[z^2/((z^2 + 1) (z^2 + 4)), {z, I}] 7→ Out[1]= ıi
6

In[2]:=Residue[z^2/((z^2 + 1) (z^2 + 4)), {z, I}] 7→ Out[2]=− ıi
3

In[3]:=Integrate[x^2/((x^2 + 1) (x^2 + 4)), {x, 0, Infinity}] 7→ Out[3]= ıi
6

10.6.12 Exerciţiu. Să se arate că

1 ≥ sin t

t
≥ 2

π
, oricare ar fi t ∈

[

0,
π

2

]

.

Rezolvare. Funcţia

ϕ :
[

0,
π

2

]

−→ R, ϕ(t) =
sin t

t
,

este descrescătoare deoarece

ϕ′(t) =
t cos t− sin t

t2
≤ 0.
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r

γr

−r

Figura 10.39: Drumurile γr.

10.6.13 Propoziţie (Lema lui Jordan). Dacă funcţia continuă

f : { z = x+ yi | y ≥ 0 } −→ C

este astfel ı̂ncât

lim
z→∞

f(z) = 0 (10.9)

şi

γr : [0, π] −→ C, γr(t) = r eit

(v. Fig. 10.39 ), atunci

lim
r→∞

∫

γr

f(z) eiz dz = 0

Demonstraţie. Fie ε > 0. Din relaţia (10.9), rezultă că există rε > 0 astfel ı̂ncât

r > rε =⇒ |f(r eit)| < 2ε

π
şi

∣
∣
∣

∫

γr
f(z) eiz dz

∣
∣
∣ =

∣
∣
∫ π
0 f(r e

it) eir(cos t+i sin t)ireitdt
∣
∣

≤
∫ π
0 |f(r eit)| e−r sin t r dt ≤ 2ε

π r
∫ π
0 e−r sin t dt

≤ 2ε
π r
∫ π
0 e−r

2
π
t dt = 2ε

π r
−π
2r e−r

2
π
t
∣
∣
∣

π
2

0
= ε(1− e−r) ≤ ε.

10.6.14 Exerciţiu (Integrala Poisson). Să se arate că
∫ ∞

0

sinx

x
dx =

π

2
. (10.10)
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RR r R

γr

γR

−r

Figura 10.40: Drumul utilizat ı̂n cazul integralei Poisson.

Rezolvare. Fie 0 < r < R şi drumurile ( v. Fig. 10.40)

γR : [0, π] −→ C, γR(t) = R eit,

γr : [0, π] −→ C, γr(t) = r ei(π−t).

Din teorema reziduurilor (sau teorema Cauchy) rezultă relaţia
∫

γR

eiz

z
dz +

∫ −r

−R

eix

x
dx+

∫

γr

eiz

z
dz +

∫ R

r

eix

x
dx = 0,

care se mai poate scrie
∫

γR

eiz

z
dz +

∫

γr

eiz

z
dz +

∫ R

r

eix − e−ix

x
dx = 0

sau
∫

γR

eiz

z
dz +

∫

γr

1

z
dz +

∫

γr

eiz − 1

z
dz + 2i

∫ R

r

sinx

x
dx = 0.

Utilizând relaţia
∫

γr

1

z
dz = −πi

şi notând cu g o primitivă a funcţiei f(z) = eiz−1
z , obţinem

∫

γR

eiz

z
dz − πi + (g(r) − g(−r)) + 2i

∫ R

r

sinx

x
dx = 0.

Deoarece, conform lemei lui Jordan,

lim
R→∞

∫

γR

eiz

z
= 0,

pentru R→∞ şi r → 0, obţinem relaţia

2i

∫ ∞

0

sinx

x
dx = πi.
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10.6.15 MATHEMATICA: Integrate[f[x], {x, a, b}]

In[1]:=Integrate[Sin[x]/x, {x, 0, Infinity}] 7→ Out[1]=π
2

γ

π
4

Figura 10.41: Drumul utilizat ı̂n cazul integralelor lui Fresnel.

10.6.16 Integralele lui Fresnel. Integrând funcţia

f(z) = eiz
2

de-a lungul drumului din Fig. 10.41, se poate arăta [17] că

∫ ∞

0
cos x2 dx =

∫ ∞

0
sinx2 dx =

1

2

√
π

2
.

10.6.17 MATHEMATICA: Integrate[f[x], {x, a, b}]

In[1]:=Integrate[Sin[x^2], {x, 0, Infinity}] 7→ Out[1]=

√
π
2

2

In[2]:=Integrate[Cos[x^2], {x, 0, Infinity}] 7→ Out[2]=

√
π
2

2



Capitolul 11

Serii de funcţii ortogonale

11.1 Baze ortonormate ı̂n spaţii finit-dimensionale

11.1.1 Definiţie. Prin produs scalar pe un spaţiu vectorial complex H se ı̂nţelege

o aplicaţie

〈, 〉 : H ×H −→ C

astfel ı̂ncât:

a) 〈x, αy+βz〉=α〈x, y〉+β〈x, z〉, ∀x, y, z∈H şi ∀α, β∈C;
b) 〈x, y〉 = 〈y, x〉, ∀x, y∈H;
c) 〈x, x〉 ≥ 0, ∀x ∈ H şi
〈x, x〉=0 ⇐⇒ x = 0.

11.1.2 Definiţie. Un sistem {e1, e2, ..., em} de vectori din H este numit

sistem ortonormat dacă

〈en, ek〉 = δnk =

{
1 pentru n = k,
0 pentru n 6= k.

Un sistem ortonormat {e1, e2, ..., ed} este numit

bază ortonormată dacă este complet, adică dacă

orice vector x∈H se poate scrie sub forma

x =

d∑

n=1

xn en
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cu x1, x2 , ..., xd numere complexe.

Numărul d reprezintă dimensiunea spaţiului H.

11.1.3 Dacă {e1, e2, ..., ed} este bază ortonormată, din

〈en, x〉 =
〈

en,

d∑

k=1

xk ek

〉

=

d∑

k=1

xk〈en, ek〉 =
d∑

k=1

xkδnk = xn

rezultă că are loc relaţia

x =

d∑

n=1

〈en, x〉 en, oricare ar fi x∈H,

numită relaţie de completitudine.

x

u

Pux

Figura 11.1: Proiecţia ortogonală lui x pe u.

11.1.4 Proiecţia ortogonală Pux a unui vector x pe vectorul nenul u este un vector

de forma λu (Fig. 11.1). Impunând ca u ⊥ (x−λu), obţinem relaţia

0 = 〈u, x− λu〉 = 〈u, x〉 − λ〈u, u〉,

din care rezultă că λ = 〈u, x〉/〈u, u〉, şi prin urmare

Pux =
〈u, x〉
〈u, u〉u.

În particular, dacă ||u|| = 1, atunci

Pux = 〈u, x〉u.

11.1.5 Notaţia lui Dirac. Fiecare vector v∈H defineşte o aplicaţie liniară

H −→ C : x 7→ 〈v, x〉. (11.1)
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Dacă utilizăm notaţia Dirac |v〉 pentru v şi notaţia Dirac 〈v| pentru
funcţionala (11.1) definită de v, atunci

x=
d∑

n=1
〈en, x〉 en se poate scrie sub forma |x〉=

d∑

n=1
|en〉〈en|x〉,

Pux = 〈u, x〉u se poate scrie sub forma Pu|x〉 = |u〉〈u|x〉.

11.1.6 Operatorul identitate

I : H −→ H : |x〉 7→ |x〉
şi proiectorul ortogonal

Pu : H −→ H : |x〉 7→ Pu|x〉,
verifică relaţiile

I|x〉=
d∑

n=1
|en〉〈en|x〉, Pu|x〉 = |u〉〈u|x〉,

oricare ar fi |x〉∈H, şi prin urmare

I=
d∑

n=1
|en〉〈en|, Pu = |u〉〈u|.

11.1.7 {e1, e2, ..., ed} este bază ortonormată dacă şi numai dacă verifică condiţiile:

〈en|ek〉 = δnk (relaţia de ortogonalitate),

I=
d∑

n=1
|en〉〈en| (rezoluţia identităţii).

11.1.8 În cazul lui Cd, produsul scalar exprimat utilizând ı̂nmulţirea matricelor

〈x|y〉 =
d∑

n=1
x̄n yn = (x̄1 x̄2 · · · x̄d)








y1
y2
...
yd








ne permite să facem identificările

〈x| = (x̄1 x̄2 · · · x̄d), |y〉 =








y1
y2
...
yd







.
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11.1.9 În cazul bazei canonice {e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)} din C2, rezoluţia

identităţii I = |e1〉〈e1|+ |e2〉〈e2|, ı̂n scriere matriceală, devine

(

1 0

0 1

)

=

(

1

0

)

(1 0) +

(

0

1

)

(0 1).

11.2 Serii Fourier trigonometrice cu perioada 2π

11.2.1 Pe spaţiul vectorial complex infinit-dimensional

C0[−π, π] = {ϕ : [−π, π] −→ C | ϕ este funcţie continuă }
al funcţiilor continue de forma ϕ : [−π, π] −→ C, unde

(ϕ+ ψ)(t) = ϕ(t) + ψ(t), (αϕ)(t) = α ϕ(t),

relaţia

〈ϕ,ψ〉 = 1

π

∫ π

−π
ϕ(t)ψ(t) dt

defineşte un produs scalar.

11.2.2 Exerciţiu. Să se arate că sistemul infinit de funcţii

1√
2
, cos t, sin t, cos 2t, sin 2t, cos 3t, sin 3t, ... (11.2)

din C0[−π, π] este un sistem ortonormat.

Rezolvare. Avem

〈 1√
2
, 1√

2
〉 = 1

π

∫ π
−π

1√
2

1√
2
dt = 1

2π

∫ π
−π dt = 1,

〈 1√
2
, sinnt〉 = 1

π

∫ π
−π

1√
2
sinnt dt = − 1

nπ
√
2
cosnt

∣
∣
∣

π

−π
= 0,

〈 1√
2
, cosnt〉 = 1

π

∫ π
−π

1√
2
cosnt dt = 1

nπ
√
2
sinnt

∣
∣
∣

π

−π
= 0,

〈cosnt, cosnt〉= 1
π

∫ π
−π cos

2 nt dt = 1
2π

∫ π
−π(1 + cos 2nt)dt = 1,

〈sinnt, sinnt〉= 1
π

∫ π
−π sin

2 nt dt = 1
2π

∫ π
−π(1− cos 2nt)dt = 1,

〈cosnt, sinnt〉= 1
π

∫ π
−π cosnt sinnt dt =

1
2π

∫ π
−π sin 2nt dt = 0,

oricare ar fi n. Pentru n 6= k, obţinem
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〈cosnt, cos kt〉= 1
π

∫ π
−π cosnt cos kt dt =

1
2π

∫ π
−π(cos(n+k)t+ cos(n−k)t)dt = 0,

〈sinnt, sin kt〉= 1
π

∫ π
−π sinnt sin kt dt =

1
2π

∫ π
−π(cos(n−k)t− cos(n+k)t)dt = 0,

〈sinnt, cos kt〉= 1
π

∫ π
−π sinnt cos kt dt =

1
2π

∫ π
−π(sin(n+k)t+ sin(n−k)t)dt = 0.

11.2.3 Definiţie. Un polinom trigonometric este o combinaţie liniară finită de

1√
2
, cos t, sin t, cos 2t, sin 2t, cos 3t, sin 3t, ... ,

adică o expresie de forma

1
2a0 +

k∑

n=1
(an cosnt+ bn sinnt).

O serie Fourier trigonometrică este o serie de funcţii de forma

1

2
a0 +

∞∑

n=1

(an cosnt+ bn sinnt),

unde coeficienţii an, bn sunt numere complexe fixate.

11.2.4 Teoremă. Dacă seria Fourier

1

2
a0 +

∞∑

n=1

(an cosnt+ bn sinnt)

este uniform convergentă şi dacă ϕ : R −→ R,

ϕ(t) =
1

2
a0 +

∞∑

n=1

(an cosnt+ bn sinnt),

este suma ei, atunci

an=
1
π

∫ π
−π ϕ(t) cosnt dt, oricare ar fi n∈{0, 1, 2, ...},

bn=
1
π

∫ π
−π ϕ(t) sinnt dt, oricare ar fi n∈{1, 2, 3, ...},

(11.3)

şi are loc egalitatea lui Parseval

1

2
a20 +

∞∑

n=1

(a2n + b2n) =
1

π

π∫

−π

ϕ2(t) dt. (11.4)

Demonstraţie. Fie sk(t) =
1
2a0 +

∑k
n=1(an cosnt+ bn sinnt). Deoarece

|sk(t) cosnt− ϕ(t) cosnt| = | cosnt| · |sk(t)− ϕ(t)| ≤ |sk(t)− ϕ(t)|,
obţinem (a se vedea pag. 57-10)
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sk
u

−→

R
ϕ =⇒ sk cosnt

u
−→

R
ϕ cosnt =⇒ lim

k→∞

π∫

−π

sk(t) cosnt dt=

π∫

−π

ϕ(t) cosnt dt.

Sistemul de funcţii (11.2) fiind ortonormat, avem
π∫

−π

sk(t) cosnt dt=an

π∫

−π

cos2 nt dt=πan, pentru orice k ≥ n.

Funcţia periodică ϕ cu perioada 2π, fiind limita unui şir uniform convergent de funcţii

continue, este continuă şi deci mărginită. La fel ca mai sus, sk
u

−→

R
ϕ =⇒ sk ϕ

u
−→

R
ϕ2 şi

π∫

−π
ϕ2(t) dt = limk→∞

π∫

−π
sk(t)ϕ(t) dt

= limk→∞

[

1
2a0

π∫

−π
ϕ(t) dt+

∑k
n=1

π∫

−π
(an cosnt+ bn sinnt)ϕ(t) dt

]

= limk→∞ π
[
1
2a

2
0 +
∑k

n=1(a
2
n + b2n)

]

= π
[
1
2a

2
0 +

∑∞
n=1(a

2
n + b2n)

]
.

11.2.5 Definiţie. Fiecărei funcţii periodice ϕ : [−π, π] −→ C, pentru care coeficienţii

an =
1

π

∫ π

−π
ϕ(t) cosnt dt, bn =

1

π

∫ π

−π
ϕ(t) sinnt dt (11.5)

există, i se asociază seria

1

2
a0+

∞∑

n=1

(an cosnt+bn sinnt), (11.6)

numită seria Fourier (trigonometrică) a lui ϕ.

11.2.6

Seria Fourier asociată unei functii pare este de forma 1
2a0 +

∑∞
n=1 an cosnt,

iar seria Fourier asociată unei functii impare este de forma
∑∞

n=1 bn sinnt.

11.2.7 Dacă ϕ ia doar valori reale atunci coeficienţii an şi bn sunt numere reale.

În general, coeficienţii an şi bn sunt numere complexe.

Dacă se modifică valorile funcţiei ϕ ı̂ntr-un număr finit de puncte, atunci

valorile coeficienţilor an, bn şi seria Fourier asociată nu se schimbă.

Fără a restrânge generalitatea, putem considera doar funcţii ϕ : [−π, π] −→ C

satsfăcând condiţia ϕ(−π) = ϕ(π). Fiecare funcţie ϕ cu această proprietate
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poate fi identificată cu funcţia periodică ϕ : R −→ C cu perioada 2π obţinută

folosind prelungirea prin periodicitate.

11.2.8 În cazul ı̂n care seria (11.6) este convergentă, relaţia

S(t) =
1

2
a0+

∞∑

n=1

(an cosnt+bn sinnt)

defineşte o funcţie S : R −→ C periodică cu perioada 2π.

Pentru ca o funcţia ϕ(t) să coincidă cu suma S(t) a seriei Fourier asociate

este necesar (nu şi suficient) ca ea să fie periodică cu perioada 2π.

11.2.9 Fie ϕ este o funcţie periodică cu perioada 2π. Oricare ar fi t0∈R, avem
1
π

∫ π
−π ϕ(t) cos kt dt = 1

π

∫ t0
−π ϕ(t) cos kt dt+

1
π

∫ π
t0
ϕ(t) cos kt dt

= 1
π

∫ t0
−π ϕ(t+ 2π) cos k(t+ 2π) dt+ 1

π

∫ π
t0
ϕ(t) cos kt dt

= 1
π

∫ t0+2π
π ϕ(t) cos kt dt+ 1

π

∫ π
t0
ϕ(t) cos kt dt

= 1
π

∫ t0+2π
t0

ϕ(t) cos kt dt.

Coeficienţii Fourier pot fi calculaţi integrând pe orice interval de lungime 2π:

an = 1
π

∫ t0+2π
t0

ϕ(t) cosnt dt,

bn = 1
π

∫ t0+2π
t0

ϕ(t) sinnt dt,
oricare ar fi t0∈R.

11.2.10 Exerciţiu (Funcţia “dinţi de fierăstrău” (Fig. 11.2)). Să se arate că seria

Fourier asociată funcţiei periodice ϕ : R −→ R cu perioada 2π, definită prin

ϕ(t) = t pentru t∈ [−π, π), (11.7)

este ∞∑

n=1

(−1)n−1 2

n
sinnt. (11.8)

Rezolvare. Utilizând integrarea prin părţi şi relaţia cosnπ=(−1)n, obţinem:

an = 1
π

∫ π
−π t cosnt dt =

1
nπ

∫ π
−π t(sinnt)

′dt = 1
nπ t sinnt

∣
∣π

−π −
1
nπ

∫ π
−π sinnt dt = 0;

bn = 1
π

∫ π
−π t sinnt dt = − 1

nπ

∫ π
−π t(cosnt)

′dt = − 1
nπ t cosnt

∣
∣π

−π +
1
nπ

∫ π
−π cosnt dt

= − 1
nπ [π cosnπ − (−π) cos(−nπ)] = − 2π

nπ cosnπ = − 2
n (−1)n = (−1)n−1 2

n .
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Figura 11.2: Funcţia “dinţi de fierăstrău” ϕ(t) şi suma parţială S3(t).

11.2.11 MATHEMATICA: FourierTrigSeries[f[t], t, k]

In[1]=FourierTrigSeries[t, t, 4] 7→ Out[1]=2 Sin[t]−Sin[2 t]+ 2
3
Sin[3 t]− 1

2
Sin[4 t]

11.2.12 Din teorema de la pag. 287-22 rezultă că seria (11.8) este convergentă şi
∞∑

n=1

(−1)n−1 2

n
sinnt =

{
0 dacă t ∈ Zπ,

ϕ(t) dacă t 6∈ Zπ.

Funcţia ϕ este continuă exceptând punctele t∈Zπ={ kπ | k∈Z }.
Se observă că suma seriei Fourier asociate coincide cu ϕ doar ı̂n punctele

ı̂n care aceasta este continuă.

11.2.13 În cazul seriei (11.8), deoarece

lim
n→∞

(−1)n−1 2

n
= 0,

contribuţiile termenilor devin din ce in ce mai mici pe măsură ce n creşte.

În Fig. 11.2 şi Fig. 11.3 prezentăm funcţia ϕ şi sumele parţiale

S3(t) =

3∑

n=1

(−1)n−1 2

n
sinnt şi S7(t) =

7∑

n=1

(−1)n−1 2

n
sinnt.

11.2.14 MATHEMATICA: Figura 11.2 se poate obţine cu programul
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In[1]= phi[t_] := t; k = 3

a[n_] := (1/Pi) Integrate[phi[t] Cos[ n t], {t, -Pi, Pi}]

b[n_] := (1/Pi) Integrate[phi[t] Sin[n t], {t, -Pi, Pi}]

S[t_, k_] = a[0]/2 + Sum[a[n] Cos[ n t ] + b[n] Sin[ n t], {n, 1, k}]

Plot[phi[Mod[t+Pi, 2 Pi] -Pi], {t,-3 Pi,3 Pi}, AspectRatio -> 0.3]

Plot[S[t,k], {t,-3 Pi,3 Pi}, AspectRatio -> 0.3]

Show[{%,%%}]

Graficul funcţiei S3(t) se poate obţine direct cu utilizând

In[1]=Plot[FourierTrigSeries[t, t, 3], {t, -3 Pi, 3 Pi}]

sau

In[1]=Plot[Sum[(-1)^(n-1) (2/n) Sin[n t], {n,1,3}],{t, -3 Pi, 3 Pi}]
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3

Figura 11.3: Funcţia “dinţi de fierăstrău” ϕ(t) şi suma parţială S7(t).

11.2.15 În funcţie de anumite particularităţi ale lui ϕ, se poate ca:

- seria Fourier asociată să fie divergentă,

- seria Fourier asociată să fie convergentă, dar suma ei să nu coincidă cu ϕ,

- seria Fourier asociată să fie convergentă şi suma ei să coincidă cu ϕ.

11.2.16 Definiţie. Fie ϕ : [a, b]→ R o funcţie definită pe intervalul ı̂nchis [a, b]⊂R.

Spunem că ϕ este continuă pe porţiuni dacă există o diviziune

a= t0 < t1 < t2 < · · · tn−1 < tn=b
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a intervalului [a, b] astfel ı̂ncât:

- restricţiile ϕ|(ti−1 ,ti) sunt continue, oricare ar fi i∈{1, 2, . . . , n};
- limitele laterale ϕ(t0+), ϕ(t1−), ϕ(t1+), ϕ(t2−), . . . , ϕ(tn−), unde

ϕ(ti−) = lim
tրti

ϕ(t), ϕ(ti+) = lim
tցti

ϕ(t)

există şi sunt finite.

11.2.17 Teoremă. Dacă ϕ : [−π, π] −→ R este o funcţie continuă pe porţiuni şi

pn(t) =
α0

2
+

n∑

k=1

(αk cos kt+ βk sin kt)

un polinom trigonometric de gradul n,

atunci cea mai mică valoare a integralei

δ2n =

∫ π

−π
[ϕ(t)− pn(t)]2dt (11.9)

se obţine ı̂n cazul ı̂n care αk şi βk sunt coeficienţii Fourier (11.5).

Demonstraţie. Utilizând relaţiile (11.5), obţinem

δ2n =
∫ π
−π ϕ

2(t) dt− 2
∫ π
−π ϕ(x) pn(t) dt+

∫ π
−π p

2
n(t) dt

=
∫ π
−π ϕ

2(t) dt− α0

∫ π
−π ϕ(t) dt− 2

∑n
k=1

[

αk
∫ π
−π ϕ(t) cos ktdt

+βk
∫ π
−π ϕ(t) sin ktdt

]

+ π
[
1
2α

2
0 +

∑n
k=1(α

2
k + β2k)

]

=
∫ π
−π ϕ

2(x) dx+π
[
1
2(α

2
0−2a0α0)+

∑n
k=1(α

2
k+β

2
k−2αkak−2βkbk)

]

=
∫ π
−π ϕ

2(t) dt− π
[
1
2a

2
0 +

∑n
k=1(a

2
k + b2k)

]

+π
{
1
2(α0 − a0)2 +

∑n
k=1[(αk − ak)2 + (βk − bk)2]

}
.

(11.10)

11.2.18 Teoremă. Dacă ϕ : [−π, π] −→ R este o funcţie continuă pe porţiuni şi

dacă an, bn sunt coeficienţii Fourier asociaţi funcţiei ϕ, atunci

seria
∞∑

n=1
(a2n+b

2
n) este convergentă şi are loc inegalitatea lui Bessel

1

2
a20 +

∞∑

n=1

(a2n + b2n) ≤
1

π

∫ π

−π
ϕ2(t) dt.

Demonstraţie. În cazul ı̂n care αk = ak şi βk = bk, din (11.9) şi (11.10) rezultă
∫ π

−π
ϕ2(t) dt− π

[

1

2
a20 +

n∑

k=1

(a2k + b2k)

]

=

∫ π

−π
[ϕ(t)− tn(t)]2dt ≥ 0
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şi

1

2
a20 +

∞∑

k=1

(a2k + b2k) = lim
n→∞

[

1

2
a20 +

n∑

k=1

(a2k + b2k)

]

≤ 1

π

∫ π

−π
ϕ2(t) dt.

11.2.19 Dacă ϕ : [−π, π]−→R este o funcţie continuă pe porţiuni,

atunci din convergenţa seriei
∑∞

n=1(a
2
n + b2n) şi relaţiile

0 ≤ |an| ≤
√

a2n + b2n, 0 ≤ |bn| ≤
√

a2n + b2n

rezultă că

lim
n→∞

an = 0 şi lim
n→∞

bn = 0.

11.2.20 Teoremă. Dacă ϕ : [−π, π]→R este o funcţie continuă, derivabilă

exceptând eventual un număr finit de puncte, cu derivata ϕ′

continuă pe porţiuni şi astfel ı̂ncât ϕ(−π)=ϕ(π), atunci seria
Fourier asociată lui f este convergentă şi suma ei este ϕ, adică

1

2
a0 +

∞∑

n=1

(an cosnt+ bn sinnt) = ϕ(t), ∀t∈ [−π, π].

Demonstraţie. A se vedea [16], pag 120.

11.2.21 Dacă notăm funcţiile din şirul (11.2) cu ϕ0, ϕ1, ϕ2, ... , atunci

〈ϕn|ϕk〉 = δnk,

coeficienţii seriei Fourier verifică relaţiile

a0=〈ϕ0|ϕ〉, a1=〈ϕ1|ϕ〉, b1=〈ϕ2|ϕ〉, a2=〈ϕ3|ϕ〉, b2=〈ϕ4|ϕ〉, ...,

iar pe spaţiul funcţiilor ϕ cu proprietăţile din teoremă, are loc relaţia

|ϕ〉 =
∞∑

n=0

|ϕn〉〈ϕn|ϕ〉,

adică rezoluţia identităţii

I =
∞∑

n=0

|ϕn〉〈ϕn|.

11.2.22 Teoremă. Dacă ϕ : [−π, π]−→R este o funcţie continuă pe porţiuni,

derivabilă ı̂n intervalele de continuitate şi cu derivata ϕ′

continuă pe porţiuni, atunci seria Fourier asociată lui ϕ
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este convergentă ı̂n orice punct şi

1

2
a0+

∞∑

n=1

(an cosnt+ bn sinnt)=
ϕ(t−)+ϕ(t+)

2
.

Demonstraţie. A se vedea [16], pag 118.

11.2.23 Dacă funcţia ϕ este continuă ı̂n punctul x, atunci ϕ(t−)+ϕ(t+)
2 = ϕ(t).

11.2.24 Teoremă (A doua teoremă de aproximare a lui Weierstrass).

Orice funcţie continuă ϕ : R −→ R, periodică cu perioada 2π este

limita unui şir uniform convergent de polinoame trigonometrice.

Demonstraţie. A se vedea [38], vol.2, pag 119.

11.2.25 Exerciţiu. Să se arate că seria Fourier asociată funcţiei (Fig. 11.4)

ϕ : [−π, π] −→ R, ϕ(t) = |t|,
este

π

2
− 4

π

∞∑

k=0

1

(2k + 1)2
cos(2k + 1)t. (11.11)

Rezolvare. Avem

a0 =
1
π

∫ π
−π |t| dt = 2

π

∫ π
0 t dt = π,

iar pentru n 6= 0:

an = 1
π

∫ π
−π |t| cosnt dt = 2

π

∫ π
0 t cosnt dt =

2
nπ [t sinnt|

π
0 −

∫ π
0 sinnt dt

]

= 2
n2π

cosnt
∣
∣π

0
= 2

n2π
((−1)n − 1);

bn = 1
π

∫ π
−π |t| sinnt dt = 0 (funcţie impară).

Funcţia obţinută prelungind ϕ prin periodicitate este o funcţie continuă deoarece

ϕ(π) = ϕ(−π). Din teorema fundamentală (pag. 287-20) rezultă că seria (11.11)

este convergentă şi suma ei coincide cu ϕ, adică

ϕ(t) =
π

2
− 4

π

∞∑

k=0

1

(2k + 1)2
cos(2k + 1)t, oricare ar fi t∈R.

11.2.26 MATHEMATICA: FourierTrigSeries[f[t], t, k]

In[1]=FourierTrigSeries[Abs[t], t, 2] 7→ Out[1]=π
2
− 4Cos[t]

π
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Figura 11.4: Prelungirea periodică a funcţiei |t| şi suma parţială S2(t).

11.2.27 Exerciţiu. Să se arate că seria Fourier asociată funcţiei (Fig. 11.5)

ϕ : [−π, π] −→ R, ϕ(t) = t2,

este

π2

3
+ 4

∞∑

n=1

(−1)n
n2

cosnt. (11.12)

Rezolvare. Avem

a0 =
1
π

∫ π
−π t

2 dt = 2π2

3 ,

iar pentru n 6= 0 se obţine:

an = 1
π

∫ π
−π t

2 cosnt dt = 2
π

∫ π
0 t

2 cosnt dt = 2
nπ

[
t2 sinnt

∣
∣π

0
− 2

∫ π
0 t sinnt dt

]
;

= − 4
nπ

∫ π
0 t sinnt dt =

4
nπ [t cosnt|

π
0 −

∫ π
0 cosnt dt

]
= 4

n2 (−1)n

bn = 1
π

∫ π
−π t

2 sinnt dt = 0 (funcţie impară).

Funcţia obţinută prelungind ϕ prin periodicitate este o funcţie continuă deoarece

ϕ(π) = ϕ(−π). Din teorema fundamentală (pag. 287-20) rezultă că seria (11.12)

este convergentă şi suma ei coincide cu ϕ, adică

ϕ(t) =
π2

3
+ 4

∞∑

n=1

(−1)n
n2

cosnt, oricare ar fi t∈R.

11.2.28 MATHEMATICA: FourierTrigSeries[f[t], t, k]

In[1]=FourierTrigSeries[t^2, t, 2] 7→ Out[1]=π2

3
+4(−Cos[t]+ 1

4
Cos[2 t])
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Figura 11.5: Prelungirea periodică a funcţiei t2 şi suma parţială S2(t).

11.2.29 Funcţia un(x, t) = (αn cosnat+ βn sinnat) sinnx verifică ecuaţia

∂2u

∂t2
− a2 ∂

2u

∂x2
= 0 (11.13)

şi condiţiile la limită

u(−π, t) = 0, u(π, t) = 0 (11.14)

oricare ar fi n∈{1, 2, 3, ...} şi constantele a > 0, αn, βn∈R.
Dacă seria este convergentă şi poate fi derivată termen cu termen, atunci

u(x, t) =

∞∑

n=1

(αn cosnat+ βn sinnat) sinnx

verifică relaţiile (11.13), (11.14). Pentru ca u să verifice şi condiţiile iniţiale

u(x, 0)=f(x),
∂u

∂t
(x, 0)=0 (11.15)

este necesar şi suficient ca
∞∑

n=1

αn sinnx=f(x),
∞∑

n=1

nβn sinnx=0,

adică să avem βn=0 şi dezvoltarea ı̂n serie Fourier

f(x)=

∞∑

n=1

αn sinnx.

11.2.30 În cazul ı̂n care coeficienţii an şi bn sunt numere reale, relaţia

an cosnt+bn sinnt=
√

a2n+b
2
n cos(nt+ φn),
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unde
tan φn=− bn

an
dacă an 6=0,

φn = −π
2 dacă an = 0,

ne permite să scriem seria Fourier asociată unei funcţii sub forma

1

2
a0 +

∞∑

n=0

√

a2n+b
2
n cos(nt+ φn),

unde
√

a2n+b
2
n reprezintă amplitudinea armonicei de ordinul n,

φn reprezintă faza iniţială.

11.3 Serii Fourier cu perioada 2π

11.3.1 Dacă ϕ : R −→ C este o funcţie periodică cu perioada 2π, utilizând formulele

cosnt =
eint + e−int

2
şi sinnt =

eint − e−int

2i
,

obţinem relaţia

1
2a0+

∞∑

n=1
(an cosnt+bn sinnt) =

1
2a0+

∞∑

n=1

(

an
eint+e−int

2 +bn
eint−e−int

2i

)

= 1
2a0+

∞∑

n=1

(
1
2(an − ibn)e

int+ 1
2(an + ibn)e

−int
)

= c0+
∞∑

n=1

(
cne

int+c−ne−int
)
=

∞∑

n=−∞
cne

int,

unde

c0 = 1
2a0 =

1
2π

∫ π
−π ϕ(t) dt,

cn = 1
2(an − ibn) =

1
2π

∫ π
−π ϕ(t) e

−intdt,

c−n = 1
2(an + ibn) =

1
2π

∫ π
−π ϕ(t) e

intdt,

adică

cn =
1

2π

∫ π

−π
ϕ(t) e−intdt, oricare ar fi n∈Z.
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11.3.2 Şirul de funcţii periodice cu perioada 2π

..., e−3it, e−2it, e−it, 0, eit, e2it, e3it, ... (11.16)

este ortonormat ı̂n raport cu produsul scalar

〈ϕ,ψ〉 = 1

2π

∫ π

−π
ϕ(t)ψ(t) dt.

11.3.3 Definiţie. Fiecărei funcţii periodice ϕ : R −→ C cu perioada 2π pentru care

cn =
1

2π

∫ π

−π
ϕ(t) e−intdt

există, i se asociază seria
∞∑

n=−∞
cn e

int, (11.17)

numită seria Fourier a lui ϕ.

11.3.4 Dacă utilizăm pentru funcţiile din şirul (11.16) notaţia ψn(t) = eint, atunci

〈ψn, ψk〉 = δnk,

coeficienţii seriei Fourier verifică relaţia

cn=〈ψn, ϕ〉,
iar seria Fourier (11.6) se poate scrie sub forma

∞∑

n=0

〈ψn, ϕ〉ψn.

11.3.5 Exerciţiu. Seria Fourier a funcţiei “dinţi de fierăstrău” este
∑

n 6=0

(−1)n i

n
eint. (11.18)

Rezolvare. Prin calcul direct, pentru n 6= 0, obţinem

cn = 1
2π

∫ π
−π t e

−intdt = − 1
2πin

∫ π
−π t (e

−int)′ dt = − 1
2πin

[

t e−int
∣
∣π

−π −
∫ π
−π e

−int dt
]

= − 1
2πin

[
π e−inπ + π einπ + 1

in(e
−inπ − einπ)

]

= − 1
2πin

[
2π cosnπ − 2

n sinnπ
]
= i

n cosnπ = i
n(−1)n.

11.3.6 MATHEMATICA: FourierSeries[f[t], t, k]

In[1]=FourierSeries[t, t, 2] 7→ Out[1]=i e−it−i eit− 1
2
i e−2it+ 1

2
i e2it
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11.4 Serii Fourier cu perioada T

11.4.1 Noţiunile şi rezultatele prezentate ı̂n cazul funcţiilor periodice cu perioada

2π pot fi uşor extinse la funcţii periodice cu perioada T , oricare ar fi T ∈(0,∞).

11.4.2 Aplicaţia

ϕ : [−π, π] −→ [a, b], ϕ(t) =
a+ b

2
+
b− a
2π

t,

este bijectivă şi inversa ei este

ϕ−1 : [a, b] −→ [−π, π], ϕ−1(x) =
π

b− a(2x− a− b).

Fiecare funcţie f : [a, b]−→R cu f(a)=f(b) se poate prelungi prin periodicitate

cu perioada (b− a) până la o funcţie f : R −→ R şi f = (f ◦ ϕ) ◦ ϕ−1, unde

f ◦ ϕ : [−π, π] −→ R, (f ◦ ϕ)(t) = f

(
a+ b

2
+
b− a
2π

t

)

,

este o funcţie periodică cu perioada 2π. Seria corespunzătoare lui f ◦ ϕ este

1

2
a0 +

∞∑

n=1

(an cosnt+ bn sinnt), (11.19)

unde

an = 1
π

π∫

−π
f
(
a+b
2 + b−a

2π t
)
cosnt dx = 2

b−a
b∫

a
f(x) cos nπ

b−a(2x−a−b)dx,

bn = 1
π

π∫

−π
f
(
a+b
2 + b−a

2π t
)
sinnt dx = 2

b−a
b∫

a
f(x) sin nπ

b−a(2x−a−b)dx.

Deoarece f = (f ◦ϕ)◦ϕ−1 efectuând ı̂n (11.19) substituţia t = π
b−a(2x−a−b),

obţinem seria Fourier corespunzătoare lui f

1

2
a0 +

∞∑

n=1

(

an cos
nπ

b− a(2x−a−b) + bn sin
nπ

b− a(2x−a−b)
)

.

11.4.3 Şirul de funcţii

1√
2
, cosω0t, sinω0t, cos 2ω0t, sin 2ω0t, cos 3ω0t, sin 3ω0t, ..., (11.20)

unde ω0 =
2π
T , este un sistem ortonormat ı̂n raport cu produsul scalar

〈ϕ,ψ〉 = 2

T

∫ T/2

−T/2
ϕ(t)ψ(t) dt.
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Seria Fourier asociată unei funcţii periodice ϕ cu perioada T este

1

2
a0+

∞∑

n=1

(an cosnω0t+bn sinnω0t)

cu
an=

2
T

∫ T/2
−T/2 ϕ(t) cosnω0t dt,

bn=
2
T

∫ T/2
−T/2 ϕ(t) sinnω0t dt,

iar seria Fourier este

∞∑

n=−∞
cne

inω0t cu cn =
1

T

∫ T/2

−T/2
ϕ(t) e−inω0tdt.

Coeficienţii Fourier pot fi calculaţi integrând pe orice interval de lungime T

an = 2
T

∫ t0+T
t0

ϕ(t) cosω0nt dt,

bn = 2
T

∫ t0+T
t0

ϕ(t) sinω0nt dt,

cn = 1
T

∫ t0+T
t0

ϕ(t) e−inω0tdt,

oricare ar fi t0∈R.

11.4.4 Cazul T = 1. Şirul de funcţii

1√
2
, cos 2πt, sin 2πt, cos 4πt, sin 4πt, cos 6πt, sin 6πt, ... (11.21)

este un sistem ortonormat ı̂n raport cu produsul scalar

〈ϕ,ψ〉 = 2

∫ 1

0
ϕ(t)ψ(t) dt.

Seria Fourier trigonometrică asociată unei funcţii periodice ϕ cu perioada

T = 1 este

1

2
a0+

∞∑

n=1

(an cos 2πnt+bn sin 2πnt) cu







an=2
∫ 1
0 ϕ(t) cosnω0t dt,

bn=2
∫ 1
0 ϕ(t) sinnω0t dt,

iar seria Fourier este

∞∑

n=−∞
cne

2πint cu cn =

∫ 1

0
ϕ(t) e−2πintdt.
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Figura 11.6: Funcţia dreptunghiulară ı̂n cazul T = 2π, a = π şi suma parţială S5(t).

11.4.5 Exerciţiu (Seria Fourier a funcţiei dreptunghiulare periodice (Fig. 11.6)).

Fie 0 ≤ a ≤ T . Să se arate că seria Fourier asociată funcţiei

periodice ϕ : R −→ C cu perioada T şi astfel ı̂ncât

ϕ(t) =







0 pentru −T/2 ≤ t ≤ −a/2,
1 pentru −a/2 ≤ t ≤ a/2,
0 pentru a/2 ≤ t ≤ T/2,

este ∞∑

n=−∞

2

T

sin(nω0a/2)

nω0
einω0t. (11.22)

Rezolvare. Avem

c0 =
1
T

∫ a/2
−a/2 1 dt =

a
T ,

iar pentru n 6= 0,

cn=
1
T

∫ a/2
−a/2 e

−inω0tdt=− 1
inω0T

e−inω0t
∣
∣
∣

a/2

−a/2
= 2
nω0T

einω0a/2−e−inω0a/2

2i = 2
T

sin(nω0a/2)
nω0

.

11.4.6 Coeficienţii cn sunt valorile funcţiei

f : R −→ R, f(x) =
2 sin(ax/2)

Tx
,

ı̂n punctele nω0 cu n∈Z (Fig. 11.7).

11.4.7 Deoarece

lim
n→±∞

2

T

sin(nω0a/2)

nω0
= 0,
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Figura 11.7: Coeficienţii cn şi graficul funcţiei f ı̂n cazul T = 2π, a = π.

contribuţiile termenilor devin din ce ı̂n ce mai mici pe măsură ce |n| creşte.
În Fig. 11.6 şi Fig. 11.8 prezentăm sumele parţiale

S5(t) =
5∑

n=−5

2
T

sin(nω0a/2)
nω0

einω0t şi S10(t) =
10∑

n=−10

2
T

sin(nω0a/2)
nω0

einω0t

ı̂n cazul ı̂n care T = 2π şi a = π.
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Figura 11.8: Funcţia dreptunghiulară ı̂n cazul T = 2π, a = π şi suma parţială S10(t).

11.4.8 Exerciţiu (Seria Fourier a funcţiei triunghiulare periodice (Fig. 11.9).

Fie 0 < a ≤ T/2. Să se arate că seria Fourier asociată

funcţiei periodice ϕ : R −→ C cu perioada T şi astfel ı̂ncât
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ϕ(t) =







0 pentru −T/2 ≤ t < −a,
1 + t

a pentru −a ≤ t ≤ 0,

1− t
a pentru 0 < t ≤ a,

0 pentru a < t ≤ T/2,
este ∞∑

n=−∞

4 sin2(nω0a/2)

n2ω2
0aT

einω0t. (11.23)

Rezolvare. Avem

c0 =
1
T

∫ 0
−a
(
1 + t

a

)
dt+ 1

T

∫ a
0

(
1− t

a

)
dt = a

T ,

iar pentru n 6= 0

cn = 1
T

∫ 0
−a
(
1 + t

a

)
e−inω0t dt+ 1

T

∫ a
0

(
1− t

a

)
e−inω0t dt

= 1
T

∫ a
0

(
1− t

a

)
einω0t dt+ 1

T

∫ a
0

(
1− t

a

)
e−inω0t dt

= 2
T

∫ a
0

(
1− t

a

)
cosnω0t dt

= 2
T

1
nω0

[(
1− t

a

)
sinnω0t

∣
∣a

0
+ 1

a

∫ a
0 sinnω0t dt

]

= 2
Tnω0

1
a

−1
nω0

cosnω0t
∣
∣
∣

a

0
= 2(1−cos nω0a)

n2ω2
0aT

= 4 sin2(nω0a/2)
n2ω2

0aT

Funcţia ϕ este continuă. Din teorema fundamentală (pag. 287-20) rezultă că seria

(11.23) este convergentă şi suma ei coincide cu ϕ, adică

ϕ(t) =
∞∑

n=−∞

4 sin2(nω0a/2)

n2ω2
0aT

einω0t, oricare ar fi t∈R.

11.4.9 Coeficienţii cn sunt valorile funcţiei

f : R −→ R, f(x) =
4 sin2(ax/2)

aTx2
,

ı̂n punctele nω0 cu n∈Z (Fig. 11.10).

11.4.10 Deoarece

lim
n→±∞

4 sin2(nω0a/2)

n2ω2
0aT

= 0,

contribuţiile termenilor devin din ce ı̂n ce mai mici pe măsură ce |n| creşte.
În Fig. 11.9 prezentăm suma parţială
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-10 -5 5 10

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Figura 11.9: Funcţia triunghiulară ı̂n cazul T = 2π, a = π/2 şi suma parţială S2(t)..
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Figura 11.10: Coeficienţii cn şi graficul funcţiei f ı̂n cazul T = 2π, a = π/2.

S2(t) =
2∑

n=−2

4 sin2(nω0a/2)
n2ω2

0aT
einω0t,

ı̂n cazul T = 2π şi a = π/2.

11.4.11 Plecând de la orice funcţie continuă pe porţiuni

ϕ : [a, b] −→ R,

putem considera restricţia ei la un subinterval [α, β) ⊆ [a, b], iar apoi putem

extinde acestă restricţie la R prin periodicitate cu perioada T = β − α.
Seria Fourier corespunzătoare funcţiei periodice astfel obţinute poate fi
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determinată utilizând formulele prezentate la pag. 293-3.

În Fig. 11.11 prezentăm prelungirea prin periodicitate (perioada T = 3)

a restricţiei funcţiei ϕ(t) = t2 la intervalul [−1, 2) şi suma parţială

S5(t) =

5∑

n=−5

cne
in 2π

3
t, unde cn =

1

3

∫ 2

−1
ϕ(t) e−in 2π

3
tdt.

11.4.12 MATHEMATICA: Figura 11.11 s−a obţinut cu programul

In[1]= phi[t_] := t^2; k := 5

alpha = -1.0; beta = 2.0; T := beta - alpha

c[n_] := (1/T) Integrate[phi[t] Exp[-2 Pi I n t/T], {t, alpha, beta}]

S[t_,k_] = Sum[c[n] Exp[2 Pi I n t/T], {n, -k, k}]

Plot[phi[Mod[t-alpha,T]+alpha], {t, alpha-T, beta+T}, AspectRatio -> 0.3]

Plot[S[t, k], {t, alpha - T, beta + T}, AspectRatio -> 0.3]

Show[{%,%%}]
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Figura 11.11: Restricţia funcţiei ϕ(t)= t2 la [−1, 2) extinsă prin periodicitate şi S5(t).
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11.5 Serii de polinoame Legendre

11.5.1 Teoremă (Metoda de ortogonalizare Gram-Schmidt). Dacă {v1, v2, v3, ... }
este un sistem liniar independent (finit sau infinit), atunci {w1, w2, w3, ... }, unde

w1 = v1,

w2 = v2 − 〈v2,w1〉
〈w1,w1〉 w1,

w3 = v3 − 〈v3,w1〉
〈w1,w1〉 w1 − 〈v3,w2〉

〈w2,w2〉 w2,

..........................................................,

este un sistem ortogonal, astfel ı̂ncât spaţiul vectorial generat de {v1, v2, ... , vk} este
acelaşi cu spaţiul vectorial generat de {w1, w2, ... , wk}, oricare ar fi k ∈ {1, 2, 3, ...}.

11.5.2 Definiţie. Polinoamele P0, P1, P2 . . . satisfăcând condiţia

Pn(1) = 1,

obţinute ortogonalizând şirul 1, x, x2, . . . ı̂n raport cu produsul scalar

〈ϕ,ψ〉 =
∫ 1

−1
ϕ(x)ψ(x) dx,

se numesc polinoame Legendre.

11.5.3 Exerciţiu. Să se determine polinoamele Legendre P0, P1 şi P2.

Rezolvare. Ortogonalizând 1, x, x2 rezultă polinoamele

Q0(x) = 1,

Q1(x) = x− 〈x,Q0〉
〈Q0,Q0〉 Q0(x) = x,

Q2(x) = x2 − 〈x2,Q0〉
〈Q0,Q0〉 Q0(x)− 〈x2,Q1〉

〈Q1,Q1〉 Q1(x) = x2 − 1
3 .

Obţinem polinoamele P0, P1, P2 căutându-le de forma Pn = αnQn cu constantele αn

determinate astfel ı̂ncât Pn(1) = 1. Rezultă P0(x) = 1, P1(x) = x şi P2(x) =
3
2x

2− 1
2 .

11.5.4 MATHEMATICA: LegendreP[n, x]

In[1]:=LegendreP[0, x] 7→ Out[1]=1

In[2]:=LegendreP[1, x] 7→ Out[2]=x

In[3]:=LegendreP[2, x] 7→ Out[3]= 1
2
(−1+3x2)
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Figura 11.12: Funcţiile P0, P1, P2, P3 şi funcţia P10.

11.5.5 Exerciţiu. Scrieţi x2+x+1 ca o combinaţie liniară de polinoame Legendre.

Indicaţie. Se determină α0, α1, şi α2 astfel ı̂ncât

x2 + x+ 1 = α0P0(x) + α1P1(x) + α2P2(x).

11.5.6 Teoremă (Rodrigues). Polinomul Legendre Pn verifică relaţia

Pn(x) =
1

n! 2n
dn

dxn
(x2 − 1)n, (11.24)

oricare ar fi n ∈ N.

Demonstraţie. Avem 1
0! 20

[
(x2 − 1)0

](0)
= 1 = P0(x). Fie n > 0 fixat şi fie

P̃n(x) = 1
n! 2n

[
(x2 − 1)n

](n)
. Deoarece P̃n este un polinom de gradul n, rezultă

că există α0, α1,. . .αn ∈ R astfel ı̂ncât

P̃n = α0 P0 + α1 P1 + · · ·+ αnPn.

Avem

〈1, P̃n〉 =
1

n! 2n

∫ 1

−1
[(x2 − 1)n](n)dx =

1

n! 2n
[(x2 − 1)n](n−1)

∣
∣
∣

1

−1
= 0.

Dacă n > 1, integrând prin părţi, obţinem

〈x, P̃n〉 = 1
n! 2n

∫ 1
−1 x[(x

2 − 1)n](n)dx

= 1
n! 2n x [(x2 − 1)n](n−1)

∣
∣
1

−1
− 1

n! 2n

∫ 1
−1[(x

2 − 1)n](n−1)dx = 0

şi ı̂n general,



302 Elemente de Analiză Matematică

〈xk, P̃n〉 = 0, oricare ar fi k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.
Din relaţia precedentă rezultă

〈Pk, P̃n〉 = 0, oricare ar fi k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.
Tinând seama de ortogonalitatea polinoamelor Legendre, obţinem relaţia

0 = 〈Pk, P̃n〉 = 〈Pk, α0 P0 + α1 P1 + · · ·+ αnPn〉 = αk 〈Pk, Pk〉,
din care rezultă

αk = 0, oricare ar fi k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}
şi deci P̃n = αnPn. Deoarece Pn(1) = 1 şi

P̃n(1) =
1

n! 2n





n∑

j=0

Cjn[(x− 1)n](j)[(x+ 1)n](n−j)





x=1

= 1,

rezultă că αn = 1 şi deci P̃n = Pn.

11.5.7 Exerciţiu. Să se determine P0, P1 şi P2 folosind formula lui Rodrigues.

Rezolvare. Avem:

P0(x) =
1

0! 20
d0

dx0
(x2 − 1)0 = 1;

P1(x) =
1

1! 21
d1

dx1
(x2 − 1)1 = 1

2 2x = x;

P2(x) =
1

2! 22
d2

dx2
(x2 − 1)2 = 1

8 (x
4 − 2x2 + 1)′′ = 1

8 (4x
3 − 4x)′ = 3

2x
2 − 1

2 .

11.5.8 Propoziţie. Oricare ar fi n∈N, ecuaţia polinoamelor Legendre

(1− x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0

admite o soluţie polinomială, dar nu admite soluţii polinomiale liniar independente.

Demonstraţie. Din teoria generală a ecuaţiilor diferenţiale ştim că spaţiul soluţiilor

ecuaţiei considerate este un spaţiu vectorial de dimensiune 2. Dacă ecuaţia ar admite

două soluţii polinomiale liniar independente, atunci ele ar forma o bază ı̂n spaţiul

soluţiilor şi prin urmare toate soluţiile ar fi polinomiale. Căutând soluţii dezvoltabile

ı̂n serie de puteri

y(x) =

∞∑

m=0

cmx
m,
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arătăm că ecuaţia admite atât soluţii polinomiale cât şi nepolinomiale. Deoarece ı̂n

domeniul de convergenţă

y′(x) =
∞∑

m=1

mcmx
m−1, y′′(x) =

∞∑

m=2

m(m− 1)cmx
m−2,

ı̂nlocuind ı̂n ecuaţie, obţinem relaţia

[2c2 + n(n+ 1)c0] + [3 · 2c3 + (n− 1)(n + 2)c1]x+ · · ·
+[(m+ 2)(m+ 1)cm+2 + (n−m)(m+ n+ 1)cm]x

m + · · · = 0,

din care rezultă

(m+ 2)(m+ 1)cm+2 + (n−m)(m+ n+ 1)cm = 0, oricare ar fi m ∈ N.

Alegând c0 = 1, c1 = 0, obţinem soluţia

y0(x) = 1− n(n+ 1)

2!
x2 +

(n− 2)n(n + 1)(n + 3)

4!
x4 − · · · ,

iar alegând c0 = 0, c1 = 1, obţinem soluţia

y1(x) = x− (n− 1)(n + 2)

3!
x3 +

(n− 3)(n − 1)(n + 2)(n + 4)

5!
x5 − · · ·

Deoarece

lim
m→∞

|cm+2|
|cm|

= lim
m→∞

(m− n)(m+ n+ 1)

(m+ 2)(m + 1)
= 1,

soluţiile y0 şi y1 sunt convergente pentru |x2| < 1, adică pentru |x| < 1. Dacă n este

număr par, atunci y0 este soluţie polinomială (seria are un număr finit de coeficienţi

nenuli) iar y1 este soluţie nepolinomială. Dacă n este număr impar, atunci y1 este

soluţie polinomială şi y0 nepolinomială.

11.5.9 Propoziţie. Soluţia polinomială a ecuaţiei

(1− x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0,

care verifică condiţia y(1) = 1, este polinomul Legendre Pn.

Demonstraţie. Fie u(x) = (x2 − 1)n. Avem

u′ = 2nx
u

x2 − 1
,

adică

(x2 − 1)u′ = 2nxu.

Derivând relaţia anterioară de (k + 1) ori, folosind formula lui Leibniz
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(fg)(k+1) =

k+1∑

j=0

Cjk+1 f
(j) g(k+1−j),

obţinem

(x2 − 1)u(k+2) + 2(k + 1)xu(k+1) + 2
(k + 1)k

2
u(k) = 2nxu(k+1) + 2(k + 1)nxu(k).

Înmulţind cu 1
n! 2n relaţia obţinută şi ı̂nlocuind k cu n, rezultă

(1− x2)(u(n))′′ − 2x(u(n))′ + n(n+ 1)u(n) = 0,

adică

(1− x2)P ′′
n − 2xP ′

n + n(n+ 1)Pn = 0.

11.5.10 Se ştie că, pentru n∈{0, 1, 2, 3, ...}, are loc relaţia

(1 + x)n =
n∑

k=0

Ckn x
k unde Ckn = n(n−1)...(n−k+1)

k! .

11.5.11 Propoziţie (Seria binomială).

Dezvoltând ı̂n serie Taylor ı̂n jurul lui 0 funcţia

f : (−1, 1) −→ R, f(x) = (1 + x)α = eα ln(1+x),

obţinem pentru orice număr real α şi orice x∈(−1, 1) relaţia

(1 + x)α = 1 + +
α

1!
x+

α(α− 1)

2!
x2 +

α(α − 1)(α − 2)

3!
x3 + · · ·

Demonstraţie. Deoarece

f (n)(x) = [(1 + x)α](n) = α(α − 1) . . . (α− n+ 1) (1 + x)α−n,

seria Taylor corespunzătoare lui f ,

f(0) +
f ′(0)
1!

x+
f ′′(0)
2!

x2 + · · · ,

este seria de puteri

1 + αx+
α(α − 1)

2!
x2 +

α(α − 1)(α − 2)

3!
x3 + · · ·

cu raza de convergenţă

R = lim
n→∞

|α− n+ 1|
n

= 1.
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11.5.12 Teoremă (Funcţia generatoare).

Pentru x∈(−1, 1) şi t ı̂ntr-o vecinătate suficient de mică a lui 0, avem

1√
1− 2xt+ t2

=

∞∑

n=0

Pn(x) t
n.

Demonstraţie. Fie x ∈ (−1, 1) şi γx un drum ı̂nchis care se roteşte o dată ı̂n jurul

lui x ı̂n sens direct (a se vedea Figura 11.13).

1−1 γx

x

Figura 11.13: Drumul γx.

Utilizând formula lui Cauchy, obţinem
∑∞

n=0 Pn(x) t
n =

∑∞
n=0

tn

n! 2n [(x
2 − 1)n](n)

=
∑∞

n=0
tn

n! 2n
n!
2πi

∫

γx

(z2−1)n

(z−x)n+1dz

= 1
2πi

∑∞
n=0

∫

γx

[
(z2−1)t
2(z−x)

]n
1

z−xdz.

Pentru t ı̂ntr-o vecinătate a lui 0, aleasă astfel ı̂ncât
∣
∣
∣
(z2−1)t
2(z−x)

∣
∣
∣ < 1, avem

∑∞
n=0 Pn(x) t

n = 1
2πi

∫

γx
1

z−x
∑∞

n=0

[
(z2−1)t
2(z−x)

]n
dz

= 1
2πi

∫

γx
1

z−x
1

1− (z2−1)t
2(z−x)

dz

= 1
πi

∫

γx
dz

−tz2+2z+t−2x .

Punctele singulare ale funcţiei f de sub integrală,

z1 =
1−
√
1− 2xt+ t2

t
şi z2 =

1 +
√
1− 2xt+ t2

t
,

verifică relaţiile limt→0 z1 = x şi limt→0 |z2| =∞. Pentru t ı̂ntr-o vecinătate destul

de mică a lui 0 din teorema reziduurilor, rezultă
∑∞

n=0 Pn(x) t
n = 1

πi 2πiRezz1f = 2 limz→z1(z − z1) f(z)
= 2 limz→z1(z − z1) 1

−t(z−z1)(z−z2) =
−2

t(z1−z2) =
1√

1−2xt+t2
.
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11.5.13 Exerciţiu. Să se determine P0, P1 şi P2 folosind funcţia generatoare.

Rezolvare. Utilizând dezvoltarea ı̂n serie

(1 + x)α = 1 + α
1! x+

α(α−1)
2! x2 +

α(α−1)(α−2)
3! x3 + · · · ,

adevărată pentru |x| < 1, obţinem relaţia
1√

1−2xt+t2
= [1 + (−2xt+ t2)]−

1
2

= 1 +
− 1

2
1! (−2xt+ t2) +

− 1
2(−

1
2
−1)

2! (−2xt+ t2)2 + · · ·
= 1 + x t+

(
3
2x

2 − 1
2

)
t2 + · · · ,

din care, prin identificare, rezultă P0(x)=1, P1(x)=x şi P2(x)=
3
2x

2− 1
2 .

11.5.14 Exerciţiu. Să se arate că

Pn(−x) = (−1)n Pn(x).

Rezolvare. Relaţia rezultă din

∞∑

n=0
Pn(x) t

n= 1√
1−2xt+t2

= 1√
1−2(−x)(−t)+(−t)2

=
∞∑

n=0
Pn(−x) (−t)n.

11.5.15 Teoremă. Polinoamele Legendre verifică relaţia de recurenţă

(n+ 1)Pn+1(x)− (2n+ 1)xPn(x) + nPn−1(x) = 0, (11.25)

oricare ar fi n ≥ 1.

Demonstraţie. Derivând ı̂n raport cu t relaţia

1√
1− 2xt+ t2

=

∞∑

k=0

Pk(x) t
k,

obţinem relaţia

−(t− x)
(1− 2xt+ t2)

√
1− 2xt+ t2

=
∞∑

k=0

kPk(x) t
k−1,

care se mai poate scrie

(x− t)
∞∑

k=0

Pk(x) t
k = (1− 2xt+ t2)

∞∑

k=0

kPk(x) t
k−1.

Identificând coeficienţii lui tn din cei doi membri a ultimei identităţi, obţinem relaţia

de recurenţă din enunţul teoremei.
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11.5.16 Teoremă (Norma polinoamelor Legendre). Avem

〈Pn, Pn′〉 = 2

2n+1
δnn′ .

Demonstraţie. Integrând de n ori prin părţi, obţinem

||Pn||2 = 〈Pn, Pn〉 =
∫ 1
−1 Pn(x)

1
n! 2n [(x

2 − 1)n](n)dx

= (−1)n

n! 2n

∫ 1
−1 P

(n)
n (x)(x2 − 1)ndx.

Deoarece

P (n)
n (x) =

1

n! 2n
[(x2 − 1)n](2n) =

(2n)!

n! 2n
,

avem

||Pn||2 =
(−1)n
n! 2n

(2n)!

n! 2n

∫ 1

−1
(x2 − 1)ndx =

(−1)n(2n)!
(n! 2n)2

In,

unde

In =

∫ 1

−1
(x2 − 1)ndx.

Utilizând relaţia de recurenţă (obţinută integrând prin părţi)

In =
∫ 1
−1(x

2 − 1)ndx =
∫ 1
−1(x

2 − 1)(x2 − 1)n−1dx

= 1
2n

∫ 1
−1 x · [(x2 − 1)n]′dx− In−1 =

−1
2n In − In−1

care conduce la

In = − 2n

2n+ 1
In−1 = · · · = (−1)n 2

2n+1(n!)2

(2n + 1)!
,

obţinem

||Pn||2 =
(−1)n(2n)!
(n! 2n)2

In =
(−1)n(2n)!
(n! 2n)2

(−1)n 2
2n+1(n!)2

(2n + 1)!
=

2

2n + 1
.

11.5.17 Teoremă.

Dacă f : [−1, 1]−→R admite dezvoltarea ı̂n serie de polinoame Legendre

f(x) =

∞∑

n=0

αn Pn(x), (11.26)

atunci

αn = 2n+1
2

∫ 1
−1 f(x)Pn(x) dx. (11.27)

Demonstraţie. Din dezvoltarea ı̂n serie (11.26), rezultă relaţia

〈Pk, f〉 =
∞∑

n=0

αn 〈Pk, Pn〉 = αk ||Pk||2,
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care conduce la

αk =
2k+1
2 〈Pk, f〉 = 2k+1

2

∫ 1
−1 f(x)Pk(x) dx.

11.5.18 Exerciţiu. Să se dezvolte ı̂n serie de polinoame Legendre funcţia

f : [−1, 1] −→ R, f(x) = |x|.
Răspuns (a se vedea [22], pag. 283).

|x| = 1
2 P0(x)−

∞∑

n=1

(−1)n (2n−2)! (4n+1)
22n (n−1)! (n+1)!

P2n(x).

11.5.19 Exerciţiu. Să se dezvolte ı̂n serie de polinoame Legendre funcţia

f : [−1, 1] −→ R, f(x) =
√
1− x.

Răspuns (a se vedea [22], pag. 283).
√
1− x = 2

√
2

3 P0(x)− 2
√
2

∞∑

n=1

1
(2n−1)(2n+3) Pn(x).

11.6 Serii de polinoame Laguerre

11.6.1 Definiţie. Polinoamele Lλ0 , L
λ
1 , L

λ
2 . . . cu λ>−1, satisfăcând condiţiile

Lλ2n+1(0) = 0, Lλ2n(0) =
Γ(n+λ+1)
n! Γ(λ+1) ,

obţinute ortogonalizând şirul 1, x, x2, . . . ı̂n raport cu produsul scalar

〈ϕ,ψ〉 =
∫ ∞

0
ϕ(x)ψ(x)xλe−xdx,

se numesc polinoame Laguerre. Se utilizează notaţia Ln = L0
n.

11.6.2 Exerciţiu. Să se determine polinoamele Laguerre Lλ0 , L
λ
1 , L

λ
2 .

Răspuns. Utilizând metoda de la pag. 300-3 se obţin polinoamele

Lλ0(x)=1, Lλ1(x)=−x+λ+1, Lλ2 (x)=
1

2
x2−(λ+2)x+

(λ+2)(λ+1)

2
.

11.6.3 MATHEMATICA: LaguerreL[n, a, x]

In[1]:=LaguerreL[0, a, x] 7→ Out[1]=1

In[2]:=LaguerreL[1, a, x] 7→ Out[2]=1+a−x

In[3]:=LaguerreL[2, a, x] 7→ Out[3]= 1
2
(2+3a+a2−4x−2ax+x2)
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Figura 11.14: Funcţiile L0, L1, L2, L3 şi funcţia L10.

11.6.4 Teoremă (Rodrigues). Polinomul Laguerre Lλn verifică relaţia

Lλn(x) =
1

n!
x−λ ex

dn

dxn

(

xλ+n e−x
)

, (11.28)

oricare ar fi n ∈ N.

Demonstraţie. Este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 301-6.

11.6.5 Exerciţiu. Să se determine Lλ0 , L
λ
1 şi Lλ2 folosind formula lui Rodrigues.

11.6.6 Utilizând (11.28), se poate arăta că

x(Lλn)
′′ + (λ+ 1− x)(Lλn)′ + nLλn = 0.

11.6.7 Teoremă (Funcţia generatoare).

Pentru x∈(0,∞) şi t∈(−1, 1), avem
1

(1− t)λ+1
e−

xt
1−t =

∞∑

n=0

Lλn(x) t
n.

Demonstraţie. Este este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 305-12.

11.6.8 Teoremă. Polinoamele Laguerre verifică relaţia de recurenţă

(n+1)Lλn+1(x) + (x−λ−2n−1)Lλn(x) + (n+λ)Lλn−1(x) = 0,

oricare ar fi n ≥ 1.

Demonstraţie. Este este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 306-15.

11.6.9 Teoremă (Norma polinoamelor Laguerre). Avem
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〈Lλn, Lλn′〉 = Γ(n+ λ+ 1)

n!
δnn′ .

Demonstraţie. Înmulţind dezvoltările ı̂n serie

1
(1−t)λ+1 e

− xt
1−t =

∞∑

n=0
Lλn(x) t

n şi 1
(1−t)λ+1 e

− xt
1−t =

∞∑

m=0
Lλm(x) t

m,

obţinem relaţia

1
(1−t)2λ+2 e

− 2xt
1−t =

∞∑

n=0

∞∑

m=0
Lλn(x)L

λ
m(x) t

n+m,

din care rezultă
∞∑

n=0

∞∑

m=0
tn+m

∞∫

0

Lλn(x)L
λ
m(x)x

λ e−x dx = 1
(1−t)2λ+2

∞∫

0

e−
2xt
1−t xλ e−x dx

= 1
(1−t)2λ+2

∞∫

0

e−
1+t
1−t

x xλ dx.

Utilizând substituţia u = 1+t
1−tx, obţinem

∞∑

n=0
||Lλn||2 t2n = 1

(1−t2)λ+1

∞∫

0

e−u uλ du = Γ(λ+1)(1 − t2)−λ−1

= Γ(λ+1)
∑∞

n=0
(−λ−1)(−λ−2)...(−λ−n)

n! (−t2)n

= Γ(λ+1)
∑∞

n=0
(λ+1)(λ+2)...(λ+n)

n! t2n

=
∑∞

n=0
Γ(n+λ+1)

n! t2n.

11.6.10 Teoremă.

Dacă funcţia f : (0,∞)−→R este dezvoltabilă ı̂n serie de polinoame Laguerre,

f(x) =

∞∑

n=0

αn L
λ
n(x), (11.29)

atunci

αn = n!
Γ(n+λ+1)

∞∫

0

f(x)Lλn(x)x
λ e−x dx. (11.30)

Demonstraţie. Este este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 307-17.

11.6.11 Exerciţiu. Să se arate că

e−x =
1

2λ+1

∞∑

n=0

1

2n
Lλn(x).

Rezolvare. A se vedea [22], pag. 251.
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11.7 Serii de polinoame Hermite

11.7.1 Definiţie. Polinoamele H0, H1, H2 . . . satisfăcând condiţiile

H2n+1(0) = 0, H2n(0) = (−1)n (2n)!

n!
,

obţinute ortogonalizând şirul 1, x, x2, . . . ı̂n raport cu produsul scalar

〈ϕ,ψ〉 =
∫ ∞

−∞
ϕ(x)ψ(x) e−x

2
dx,

se numesc polinoame Hermite.

11.7.2 Exerciţiu. Să se determine polinoamele Hermite H0, H1, H2.

Răspuns. Utilizând metoda de la pag. 300-3, se obţin polinoamele

H0(x)=1, H1(x)=2x, H2(x)=4x2 − 2.

11.7.3 MATHEMATICA: HermiteH[n, x]

In[1]:=HermiteH[0, x] 7→ Out[1]=1

In[2]:=HermiteH[1, x] 7→ Out[2]=2x

In[3]:=HermiteH[2, x] 7→ Out[3]=−2+4x2
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Figura 11.15: Funcţiile H0, H1, H2, H3 şi funcţia H10.

11.7.4 Teoremă (Rodrigues). Polinomul Hermite Hn verifică relaţia

Hn(x) = (−1)n ex2 dn

dxn

(

e−x
2
)

, (11.31)
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oricare ar fi n ∈ N.

Demonstraţie. Este este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 301-6.

11.7.5 Exerciţiu. Să se determine H0, H1 şi H2 folosind formula lui Rodrigues.

11.7.6 Utilizând (11.28), se poate arăta că

H ′′
n − 2xH ′

n + 2nHn = 0. (11.32)

11.7.7 Relaţia (11.32) verificată de polinomul Hn se poate scrie sub forma
(

− d2

dx2
+ 2x d

dx

)

Hn = 2nHn.

Din relaţiile

− d2

dx2 + 2x d
dx =

(
− d
dx+2x

)
d
dx ,

− d2

dx2
+ 2x d

dx = d
dx

(
− d
dx+2x

)
−2

rezultă egalităţile
(

− d2

dx2
+ 2x d

dx

)
d
dxHn = 2(n−1) ddxHn,

(

− d2

dx2 + 2x d
dx

) (
− d
dx+2x

)
Hn = 2(n + 1)

(
− d
dx+2x

)
Hn

care arată că :

d
dxHn coincide cu Hn−1 până la o constantă multiplicativă;

(
− d
dx+2x

)
Hn coincide cu Hn+1 până la o constantă multiplicativă.

11.7.8 Teoremă (Funcţia generatoare). Avem

e2tx−t
2
=

∞∑

n=0

Hn(x)

n!
tn. (11.33)

Demonstraţie. Este este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 305-12.

11.7.9 Exerciţiu. Să se determine H0, H1 şi H2 folosind funcţia generatoare.

11.7.10 Exerciţiu. Să se arate că

Hn(−x) = (−1)nHn(x).

Rezolvare. Relaţia rezultă din

∞∑

n=0

Hn(x)
n! tn=e2tx−t

2
=e2(−t)(−x)−(−t)2 =

∑∞
n=0

Hn(−x)
n! (−t)n.
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11.7.11 Teoremă. Polinoamele Hermite verifică relaţia de recurenţă

Hn+1(x)− 2xHn(x) + 2nHn−1(x) = 0,

oricare ar fi n ≥ 1.

Demonstraţie. Este este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 306-15.

11.7.12 Teoremă. Polinoamele Hermite verifică relaţiile
d

dx
Hn = 2nHn−1 şi

(

− d

dx
+2x

)

Hn = Hn+1.

Demonstraţie. Derivând (11.33) ı̂n raport cu x, obţinem relaţia

2te2tx−t
2
=

∞∑

n=0

H′
n(x)
n! tn,

care se mai poate scrie sub forma

2
∞∑

n=0

Hn(x)
n! tn+1 =

∞∑

n=0

H′
n(x)
n! tn.

Identificând coeficienţii, rezultă prima relaţie din teoremă. Înlocuind ı̂n relaţia de

recurenţă se obţine a doua relaţie din enunţ.

11.7.13 Teoremă (Norma polinoamelor Hermite). Avem

〈Hn,Hk〉 = 2n n!
√
π δnk,

adică are loc relaţia

∞∫

−∞

Hn(x)Hk(x) e
−x2dx = 2n n!

√
π δnk.

Demonstraţie. Este este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 309-9.

11.7.14 Teoremă.

Dacă funcţia f :R−→R este dezvoltabilă ı̂n serie de polinoame Hermite,

f(x) =

∞∑

n=0

CnHn(x), (11.34)

atunci

Cn = 1
2n n!

√
π

∞∫

−∞
f(x)Hn(x) e

−x2 dx. (11.35)

Demonstraţie. Este este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 307-17.
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11.7.15 Exerciţiu. Să se arate că:

a) |x| = 1√
π
+ 1√

π

∞∑

n=1

(−1)n−1

22n n! (2n−1)
H2n(x);

b) sin tx = e−
t2

4

∞∑

n=0

(−1)n t2n+1

(2n+1)! 22n+1 H2n+1(x).

Rezolvare. A se vedea [22], pag. 242-243.

11.7.16 Polinoamele

H̃n(x) = (−1)n ex2

2
dn

dxn

(

e−
x2

2

)

, (11.36)

direct legate de polinoamele Hermite,

Hn(x) =
√
2n H̃n(x

√
2),

verifică relaţiile:
∫∞
−∞ H̃n(x) H̃m(x) e

−x2

2 dx = n!
√
2π δnm,

(H̃n)
′′ − x (H̃n)

′ + n H̃m = 0,

e2tx−
t2

2 =
∞∑

n=0

H̃n(x)
n! tn,

H̃n+1(x)− xH̃n(x) + nH̃n−1(x) = 0,

d
dxH̃n = n H̃n−1,
(
− d
dx+x

)
H̃n = H̃n+1.



Capitolul 12

Elemente de teoria distribuţiilor

12.1 Distribuţii privite ca limite de şiruri de funcţii

12.1.1 Utilizarea modelelor matematice permite o explorare profundă a realităţii,

dar, ı̂n general, nu se poate face fără a recurge la anumite idealizări.

În modelele utilizate ı̂n fizică, un rol fundamental revine unor noţiuni cum ar

fi cele de punct material şi de sarcină punctiformă. Deşi aceste idealizări

conduc la simplificări remarcabile, folosirea lor nu este lipsită de dificultăţi.

O noţiune cum ar fi densitatea de masă, descrisă uzual cu ajutorul unei

funcţii, nu poate fi extinsă la cazul unui punct material fără a utiliza ı̂n locul

funcţiei ceva mai general (funcţie generalizată, funcţională, etc.).

12.1.2 Dacă masa unitate este distribuită uniform de-a lungul segmentului [− 1
2n ,

1
2n ],

atunci densitatea de masă poate fi descrisă cu ajutorul funcţiei ̺n : R −→ R,

̺n(x) =







0 dacă x < − 1
2n ,

n dacă − 1
2n < x < 1

2n ,

0 dacă x > 1
2n ,

(12.1)

(extinsă arbitrar ı̂n − 1
2n şi 1

2n) şi avem (Fig. 12.1)

∫ ∞

−∞
̺n(x) dx =

∫ 1
2n

− 1
2n

n dx = 1.
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̺1

̺2

̺3

Figura 12.1: Funcţiile ̺1, ̺2, ̺3 definite de (12.1).

Punctul material de masă 1 localizat ı̂n x=0 corespunde cazului limită

n→∞, dar limita uzuală

lim
n→∞

̺n(x) =

{

∞ dacă x = 0,

0 dacă x 6= 0

nu reprezintă densitatea de masă deoarece expresia
∫ ∞

−∞
( lim
n→∞

̺n(x)) dx

este lipsită de sens.

12.1.3 Limita căutată, pe care o notăm cu δ(x), ar trebui să verifice relaţiile:

δ(x) = 0 pentru orice x 6= 0

şi ∫ ∞

−∞
δ(x) dx = 1.

Din definiţia integralei ştim ı̂nsă că dacă o funcţie f : R −→ R verifică relaţia

f(x) = 0 pentru orice x 6= 0,

atunci
∫ ∞

−∞
f(x) dx = 0.

Rezultă că δ(x) nu poate fi o funcţie uzuală de forma δ : R −→ R, iar expresia
∫ ∞

−∞
δ(x) dx

nu reprezintă o integrală ı̂n sens uzual.

12.1.4 Din faptul că ̺n → δ (̂ıntr-un sens incomplet definit), rezultă că funcţia

generalizată δ(x), numită funcţia lui Dirac (introdusă ı̂n 1926), poate fi
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aproximată oricât de bine (̂ıntr-un sens incomplet definit) cu o funcţie clasică

̺n cu n suficient de mare. De aceea, este de aşteptat ca δ(x) să aibă unele

proprietăţi asemănătoare cu ale funcţiilor, iar expresia formală
∫ ∞

−∞
δ(x)ϕ(x) dx

să se comporte (̂ın anumite situaţii) ca o veritabilă integrală.

12.1.5 În cazul utilizării unor concepte care implică utilizarea funcţiei Dirac (punct

material, sarcina punctuală, spectru continuu, etc.) se pot face anumite

calcule “aproximând” pe δ cu ̺n. Fără o definiţie precisă a lui δ şi a

convergenţei ̺n → δ, decizia dacă o relaţie referitoare la ̺n se păstrează sau

nu prin trecere la δ se bazează ı̂n mare parte pe intuiţie şi interpretări fizice.

12.1.6 Dacă ϕ :R−→R este o funcţie continuă ı̂n 0, atunci pentru orice

k∈{1, 2, 3, ...}, există nk∈{k, k+1, k+2, ...} astfel ı̂ncât

− 1

2nk
<x<

1

2nk
=⇒ ϕ(0) − 1

k
< ϕ(x) < ϕ(0) +

1

k
.

Deoarece ̺nk
(x) = 0 pentru x<− 1

2nk
şi pentru x> 1

2nk
, avem

(
ϕ(0) − 1

k

)
̺nk

(x) ≤ ̺nk
(x)ϕ(x) ≤

(
ϕ(0) + 1

k

)
̺nk

(x),

(
ϕ(0) − 1

k

) ∫∞
−∞ ̺nk

(x) ≤
∫∞
−∞ ̺nk

(x)ϕ(x) ≤
(
ϕ(0) + 1

k

) ∫∞
−∞ ̺nk

(x),

ϕ(0) − 1
k ≤

∫∞
−∞ ̺nk

(x)ϕ(x) dx ≤ ϕ(0) + 1
k ,

adică are loc relaţia

−1

k
≤
∫ ∞

−∞
̺nk

(x)ϕ(x) dx − ϕ(0) ≤ 1

k
, ∀k∈{1, 2, 3, ...},

care sugerează că
∫ ∞

−∞
δ(x)ϕ(x) dx = ϕ(0).

12.1.7 Similar, se poate argumenta faptul că funcţia Dirac cu suportul ı̂n x0,

δx0(x) = δ(x− x0),

verifică relaţia formală
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∫ ∞

−∞
δ(x− x0)ϕ(x) dx = ϕ(x0),

şi că

x δ(x) = 0, δ(−x) = δ(x),

f(x) δ(x−x0)=f(x0) δ(x−x0), δ(ax)= 1
|a|δ(x) pentru a 6=0.
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-1.0 -0.5 0.5 1.0

0.5
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-0.2 -0.1 0.1 0.2

0.5

1.0

1.5

Figura 12.2: Funcţiile ̺n definite de (12.2) ı̂n cazul n=5.

12.1.8 Pentru a “defini” densitatea δ(x) a punctului material de masă 1 localizat

ı̂n origine, ı̂n loc de (12.1) se poate pleca şi de la alte şiruri de distribuţii de

masă, cum ar fi (Fig. 12.2):

̺n(x) =
n
π

1
1+n2 x2

;

̺n(x) =
n√
π
e−n

2 x2 ;

̺n(x) =







0 dacă x < − 1
n ,

n e
−1

1−n2x2 dacă − 1
n < x < 1

n ,

0 dacă x > 1
n .

(12.2)

Utilizând ı̂n locul funcţiei discontinue (12.1) o funcţie ̺n(x) derivabilă, se pot

“deduce” relaţiile:

∫∞
−∞ δ′(x)ϕ(x) dx = −ϕ′(0), x δ′(x) = −δ(x),
δ′(−x) = −δ′(x), x2 δ′(x) = 0.
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12.1.9 În matematică, s-a descoperit (Laurent Schwartz, Théorie des distributions,

Hermann, 2 vol., 1950/1951) o construcţie matematică relativ simplă care

permite definirea cu precizie a unui obiect matematic δx0 cu proprietăţile

deduse de fizicieni pe baza intuiţiei şi analogiei cu cazul funcţiilor.

Definiţia distribuţiei Dirac δx0 se bazează pe o extindere a spaţiului funcţiilor

clasice f :R −→R (cele care ı̂ndeplinesc anumite condiţii) obţinută prin

scufundarea lui ı̂n spaţiul funcţionalelor liniare si continue

f : S(R)−→C

definite pe un subspaţiu S(R)⊂C∞(R). Definiţia lui δ ca funcţională permite:

- re-obţinerea riguroasă a relaţiilor referitoare la δ deduse empiric;

- obţinerea altor relaţii şi efectuarea de calcule precise, fără nevoia de a

recurge la alte considerente;

- o investigare mai profundă a modeleleor care utilizează funcţia Dirac;

- extinderi ale unor modele prin considerarea cazului ı̂n care funcţia potenţial

este definită cu ajutorul distribuţiei Dirac, etc.;

- o definiţie mai puţin restrictivă pentru conceptul de derivată;

- lărgirea posibilităţilor de utilizare a transformărilor Fourier şi Laplace;

- descrierea unitară a spectrului discret şi continuu ı̂n mecanica cuantică;

- etc.

12.2 Distribuţii definite ca funcţionale liniare

12.2.1 Vom prezenta pe parcursul acestei secţiuni o introducere ı̂n teoria distribuţiilor

temperate, omiţând anumite detalii tehnice (care pot fi gasite ı̂n [10, 34]).

Elementele prezentate sunt suficiente pentru a permite efectuarea calculelor

ı̂ntâlnite ı̂n majoritatea aplicaţiilor.

12.2.2 Fiecare dintre derivatele funcţiei gaussiene g :R−→R, g(x)=e−x
2
, adică

g′(x)=−2x e−x2

g′′(x)=(4x2 − 2) e−x
2

g′′′(x)=(−8x3 + 12x) e−x
2
, etc.
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este produsul dintre un polinom şi e−x
2
. Cu regula lui l’Hôpital se obţine că

lim
x→±∞

g(m)(x) = 0, oricare ar fi m∈N,

şi mai mult

lim
x→±∞

xk g(m)(x) = 0, oricare ar fi k,m∈N.

Spunem că g(x)=e−x
2
este o funcţie rapid descrescătoare la infinit.

12.2.3 Teoremă. Spaţiul tuturor funcţiilor rapid descrescătoare la infinit

S(R)=
{

ϕ :R−→C

∣
∣
∣
∣
ϕ∈C∞(R), lim

x→±∞
xk ϕ(m)(x) = 0, ∀k,m∈N

}

,

considerat ı̂mpreună cu operaţiile de adunare şi ı̂nmulţire cu scalari uzuale

(ϕ+ ψ)(x) = ϕ(x) + ψ(x), (λϕ)(x) = λϕ(x),

este un spaţiu vectorial (numit spaţiul funcţiilor test).

Demonstraţie. Deoarece

|xk(ϕ+ ψ)(m)(x)| ≤ |xk ϕ(m)(x)|+ |xk ψ(m)(x)|,
|xk (λϕ)(m)(x)| = |λ| |xk ϕ(m)(x)|

operaţiile adunare şi ı̂nmulţire cu scalari sunt bine definite, adică

ϕ ∈ S(R)
ψ ∈ S(R)

}

=⇒ ϕ+ ψ ∈ S(R)
şi

ϕ ∈ S(R)
λ ∈ C

}

=⇒ λϕ ∈ S(R).

Verificarea axiomelor spaţiului vectorial este imediată.

12.2.4 Exerciţiu. Oricare ar fi a ∈ (0,∞) şi polinomul p(x), funcţiile

ϕ(x) = e−ax
2
, ϕ(x) = sinx e−ax

2
,

ϕ(x) = p(x) e−ax
2
, ϕ(x) = cos x e−ax

2

aparţin spaţiului S(R).

12.2.5 Definiţie. Prin distribuţie (temperată) se ı̂nţelege o funcţională

f : S(R) −→ C

liniară şi continuă (detalii ı̂n [10, 34]). În loc de f(ϕ) scriem 〈f, ϕ〉.
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12.2.6 Spaţiul distribuţiilor temperate

S ′(R) = { f : S(R) −→ C | f este liniară şi continuă },

considerat ı̂mpreună cu operaţiile de adunare şi ı̂nmulţire cu scalari

〈f + g, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉+ 〈g, ϕ〉, 〈λ f, ϕ〉 = λ 〈f, ϕ〉,

este un spaţiu vectorial.

12.2.7 Unei funcţii f : R −→ C, pentru care integrala există, ı̂i asociem funcţionala

Tf : S(R) −→ C, 〈Tf , ϕ〉 =
∫ ∞

−∞
f(x)ϕ(x) dx, (12.3)

care este o aplicaţie liniară deoarece

〈Tf , αϕ+ βψ〉=
∞∫

−∞

f(x) (αϕ(x) + βψ(x)) dx=α〈Tf , ϕ〉 + β〈Tf , ψ〉.

Se poate arăta că dacă f este integrabilă pe orice mulţime compactă şi are

creştere lentă la infinit, atunci Tf este distribuţie (detalii ı̂n [10, 34]).

Identificând fiecare astfel de funcţie f cu distribuţia corespunzătoare, obţinem

o scufundare a spaţiului funcţiilor uzuale (cele care verifică anumite condiţii)

ı̂n spaţiul S ′(R) al distribuţiilor. În mod uzual, ı̂n loc de Tf se scrie tot f ,

semnificaţia lui f (funcţie sau distribuţie) deducându-se din context.

Se observă că, dacă funcţiile f şi g diferă doar ı̂ntr-un număr finit de puncte,

atunci Tf = Tg. Vom considera ca fiind identice funcţiile care diferă una de

alta doar pe o mulţime de măsură nulă.

12.2.8 Exemple.

1. Funcţia R −→ R : x 7→ x2, privită ca distribuţie, este funcţionala

Tx2 : S(R) −→ C, 〈Tx2 , ϕ〉 =
∫ ∞

−∞
x2 ϕ(x) dx.

2. Funcţia R −→ R : x 7→ sinx, privită ca distribuţie, este funcţionala

Tsinx : S(R) −→ C, 〈Tsinx, ϕ〉 =
∫ ∞

−∞
sinxϕ(x) dx.

2. Funcţia R −→ R : x 7→ cos x, privită ca distribuţie, este funcţionala

Tcos x : S(R) −→ C, 〈Tcos x, ϕ〉 =
∫ ∞

−∞
cosxϕ(x) dx.
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12.2.9 Oricare ar fi x0∈R, aplicaţia
δx0 : S(R) −→ C, 〈δx0 , ϕ〉 = ϕ(x0),

este o funcţională liniară şi continuă,

〈δx0 , αϕ+ βψ〉 = αϕ(x0) + βψ(x0) = α〈δx0 , ϕ〉 + β〈δx0 , β〉,
adică o distribuţie temperată, numită distribuţia Dirac cu suportul ı̂n x0.

În cazul ı̂n care x0 = 0, ı̂n loc de δ0 se scrie simplu δ, adică definiţia devine

δ : S(R) −→ C, 〈δ, ϕ〉 = ϕ(0).

12.2.10 Distribuţiile de tip funcţie (12.3) sunt numite distribuţii regulate.

Celelalte distribuţii din S ′(R) sunt numite distribuţii singulare.

Se poate arăta că δx0 este distribuţie singulară, adică nu există o funcţie f

astfel ı̂ncât relaţia 〈δx0 , ϕ〉 = ϕ(x0) să se poată scrie sub forma

〈δx0 , ϕ〉 =
∫ ∞

−∞
f(x)ϕ(x) dx,

şi prin urmare să avem
∫ ∞

−∞
f(x)ϕ(x) dx = ϕ(x0).

12.2.11 Putem interpreta relaţia formală
∫ ∞

−∞
δx0(x)ϕ(x) dx = ϕ(x0),

ca fiind definiţia distribuţiei singulare δx0 , adică

〈δx0 , ϕ〉 = ϕ(x0),

scrisă utilizând o notaţie similară celei din cazul distribuţiilor regulate.

12.2.12 Definiţie. Spunem că şirul de distribuţii (fn)n≥0 converge la distribuţia f ,

lim
n→∞

fn = f,
dacă

lim
n→∞

〈fn, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉, oricare ar fi ϕ∈S(R).

12.2.13 Exerciţiu. Funcţiei (Fig. 12.1)

̺n(x) =







0 dacă x < − 1
2n ,

n dacă − 1
2n < x < 1

2n ,

0 dacă x > 1
2n ,
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cu proprietatea

lim
n→∞

̺n(x) =

{

∞ dacă x = 0,

0 dacă x 6= 0,

ı̂i corespunde distribuţia T̺n : S(R) −→ C,

〈T̺n , ϕ〉 =
∫ ∞

−∞
fn(x)ϕ(x) dx,=

n

2

∫ 1/n

−1/n
ϕ(x) dx,

cu proprietatea

lim
n→∞

T̺n = δ.

Astfel, relaţia

lim
n→∞

̺n = δ

este adevărată dacă prin ̺n se ı̂nţelege distribuţia T̺n .

Rezolvare. Utilizând schimbarea de variabilă t = nx, obţinem

limn→∞〈T̺n , ϕ〉 = limn→∞
n
2

∫ 1/n
−1/n ϕ(x) dx

= 1
2 limn→∞

∫ 1
−1 ϕ

(
t
n

)
dt = 1

2

∫ 1
−1 ϕ(0) dt = ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉.

-10 -5 5 10

0.2

0.4

0.6

Figura 12.3: Graficul funcţiei f2.

12.2.14 Exerciţiu. Funcţiei (Fig. 12.3 )

fn : R −→ R, fn(x) =
1

π

sinnx

x
,

cu proprietatea
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lim
n→∞

fn(x) =

{

∞ dacă x = 0,

0 dacă x 6= 0,

ı̂i corespunde distribuţia regulată

Tfn : S(R) −→ C, 〈Tfn , ϕ〉 =
1

π

∫ ∞

−∞

sinnx

x
ϕ(x) dx

cu proprietatea

lim
n→∞

Tfn = δ.

Rezolvare. Utilizând formula (10.10)
∫ ∞

−∞

sin t

t
dt = π

şi schimbarea de variabilă t = nx, obţinem

limn→∞〈Tfn , ϕ〉 = limn→∞ 1
π

∫∞
−∞

sinnx
x ϕ(x) dx

= 1
π limn→∞

∫∞
−∞

sin t
t ϕ

(
t
n

)
dt = 1

π

∫∞
−∞

sin t
t ϕ(0) dt = ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉.

12.2.15 Derivata unei distribuţii

f : S(R) −→ C

este distribuţia

f ′ : S(R) −→ C, 〈f ′, ϕ〉 = −〈f, ϕ′〉.

12.2.16 Orice distribuţie temperată este indefinit derivabilă.

Derivata de ordin k a distribuţiei f este

f (k) : S(R) −→ C, 〈f (k), ϕ〉 = (−1)k〈f, ϕ(k)〉.

1 H(x)

Figura 12.4: Funcţia Heaviside H.
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12.2.17 O funcţie este numită funcţie derivabilă dacă este derivabilă ı̂n fiecare punct.

Funcţia Heaviside (vezi Fig. 12.4)

H : R −→ R, H(x) =

{
0 dacă x < 0,
1 dacă x ≥ 0,

nu este o funcţie derivabilă deoarece nu este derivabilă ı̂n 0,

H ′(x) =

{
0 dacă x 6= 0,
nu există dacă x = 0.

Distribuţia corespunzătoare (numită distribuţia Heaviside)

TH : S(R) −→ C, 〈TH , ϕ〉 =
∫ ∞

−∞
H(x)ϕ(x) dx =

∫ ∞

0
ϕ(x) dx,

este ı̂nsă derivabilă şi

〈(TH)′, ϕ〉 = −〈H,ϕ′〉 = −
∫ ∞

0
ϕ′(x) dx = −ϕ(x)|∞0 = ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉,

oricare ar fi ϕ∈S(R), adică avem

(TH)
′ = δ.

Funcţia nederivabilă H este derivabilă ı̂n sensul teoriei distribuţiilor şi H ′=δ.

12.2.18 Exerciţiu. Ştim că

(sinx)′ = cos x.

Să se arate că derivata distribuţiei corespunzătoare funcţiei

sinx este distribuţia corespunzătoare funcţiei cos x, adică

(Tsinx)
′ = Tcos x.

Rezolvare. Integrând prin părţi, obţinem

〈(Tsinx)′, ϕ〉 = −〈Tsinx, ϕ′〉 = −
∫∞
−∞ sinxϕ′(x) dx

= − sinxϕ(x)|∞−∞ +
∫∞
−∞ cosxϕ(x) dx.

Deoarece limx→±∞ ϕ(x) = 0, obţinem

〈(Tsinx)′, ϕ〉 =
∫ ∞

−∞
cos xϕ(x) dx = 〈Tcos x, ϕ〉,

oricare ar fi ϕ ∈ S(R), şi prin urmare

(Tsinx)
′ = Tcos x.

Se observă că ϕ joacă doar rolul unui catalizator, dispărând din rezultatul final.
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2
x2

√
x+2

Figura 12.5: Graficul funcţiei f definite de relaţia (12.4).

12.2.19 Exerciţiu. Fie funcţia (Fig. 12.5) f : R −→ R,

f(x) =

{
x2 dacă x ≤ 0,√
x+ 2 dacă x > 0.

(12.4)

Să se arate că

(Tf )
′ = Tf ′ + 2δ,

unde f ′ este derivata clasică

f ′(x) =







2x dacă x < 0,
nu există dacă x = 0,
1

2
√
x

dacă x > 0,

prelungită arbitrar ı̂n x = 0.

Rezolvare. Integrând prin părţi, obţinem

〈(Tf )′, ϕ〉 = −〈Tf , ϕ′〉 = −
∫∞
−∞ f(x)ϕ′(x) dx

=
∫ 0
−∞ x2 ϕ′(x) dx+

∫∞
0 (
√
x+ 2)ϕ′(x) dx

= −x2 ϕ(x)|0−∞ +
∫ 0
−∞ 2xϕ(x) dx

−(√x+ 2)ϕ(x)|∞0 +
∫∞
0

1
2
√
x
ϕ(x) dx

= 2ϕ(0) +
∫∞
−∞ f ′(x)ϕ(x) dx = 〈Tf ′ + 2δ, ϕ〉.

12.2.20∗ Teoremă. În spaţiul distribuţiilor S ′(R) are loc egalitatea
∞∑

n=−∞
δ2nπ =

1

2π

∞∑

n=−∞
einx.

Demonstraţie. Fie f :R→R funcţia (Fig. 12.6) periodică cu perioada 2π definită prin
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x

f(x)

0 2π−2π 4π 6π

Figura 12.6: Graficul funcţiei periodice f definite de relaţia (12.5).

f(x) =
x

2
− x2

4π
pentru 0 ≤ x < 2π. (12.5)

Funcţia local integrabilă f defineşte o distribuţie cu derivata de ordinul al doilea

f ′′ = − 1

2π
+

∞∑

n=−∞
δ2nπ.

Seria Fourier corespunzătoare lui f converge uniform la f pe R, adică

π

6
− 1

2π

∑

n 6=0

1

n2
einx = f(x), oricare ar fi x∈R,

şi prin urmare, ı̂n spaţiul distribuţiilor, are loc relaţia

π

6
− 1

2π

∑

n 6=0

1

n2
einx = f,

care derivată termen cu termen de două ori, conduce la egalitatea

1

2π

∑

n 6=0

einx = f ′′.

12.2.21 Multiplicarea unei distribuţii cu xk. Dacă k ∈ N şi

f : S(R) −→ C

este o distribuţie temperată, atunci aplicaţia

xkf : S(R) −→ C, 〈xkf, ϕ〉 = 〈f, xkϕ〉,

este de asemenea o distribuţie temperată.
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12.2.22 Se poate arăta că aplicaţia

ϑf : S(R) −→ C, 〈ϑf, ϕ〉 = 〈f, ϑϕ〉,
este o distribuţie dacă f este distribuţie şi dacă ϑ aparţine mulţimii

M(R) a funcţiilor indefinit derivabile

ϑ : R −→ R,

cu proprietatea că, oricare ar fi k∈N, există m∈N şi C∈(0,∞) astfel ı̂ncât

|ϑ(k)(x)| ≤ C(1 + |x|)m, oricare ar fi x ∈ R.

12.2.23 Exerciţiu. Să se arate că dacă ϑ ∈M(R), atunci

ϑ δa = ϑ(a) δa.

Rezolvare. Oricare ar fi ϕ ∈ S(R), avem
〈ϑδa, ϕ〉 = 〈δa, ϑϕ〉 = (ϑϕ)(a) = ϑ(a)ϕ(a) = ϑ(a)〈δa, ϕ〉 = 〈ϑ(a) δa, ϕ〉.

12.2.24 Exerciţiu. Oricare ar fi ϑ∈M(R) şi f ∈S ′(R), avem
(ϑ f)′ = ϑ′ f + ϑ f ′.

Rezolvare. Oricare ar fi ϕ∈S(R), avem
〈(ϑ f)′, ϕ〉 = −〈ϑ f, ϕ′〉 = −〈f, ϑϕ′〉 = −〈f, (ϑϕ)′−ϑ′ ϕ〉

= 〈f ′, ϑ ϕ〉+ 〈f, ϑ′ ϕ〉 = 〈ϑ′ f+ϑ f ′, ϑ〉 .

12.2.25 Exerciţiu. Să se arate că

xδ′ = −δ, xδ′′ = −2δ‘, x2δ′′ = 2 δ.

Rezolvare. Oricare ar fi ϕ ∈ S(R), avem:

〈xδ′, ϕ〉 = 〈δ′, xϕ〉 = −〈δ, (xϕ)′〉 = −〈δ, ϕ + xϕ′〉 = −ϕ(0) = 〈−δ, ϕ〉;
〈xδ′′, ϕ〉 = 〈δ′′, xϕ〉 = 〈δ, (xϕ)′′〉 = 〈δ, 2ϕ′ + xϕ′′〉 = 2ϕ′(0) = 〈2δ, ϕ′〉 = −〈2δ′, ϕ〉;
〈x2δ′′, ϕ〉 = 〈δ′′, x2ϕ〉 = 〈δ, (x2ϕ)′′〉 = 〈δ, 2ϕ + 4xϕ′ + x2ϕ′′〉 = 2ϕ(0) = 〈2δ, ϕ〉.

12.2.26 Exerciţiu. Să se arate că relaţiile

xδ(k) = −kδ(k−1), xkδ(k) = (−1)kk! δ
au loc oricare ar fi k ∈ {1, 2, 3, . . . }.

Rezolvare. Utilizând formula lui Leibniz
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(fg)(k) =
k∑

j=0

Cjk f
(j) g(k−j),

obţinem

〈xδ(k), ϕ〉 = 〈δ(k), xϕ〉 = (−1)k〈δ, (xϕ)(k)〉 = (−1)k〈δ, xϕ(k) + kϕ(k−1)〉

= (−1)kkϕ(k−1)(0)=−k(−1)k−1〈δ, ϕ(k−1)〉=−k〈δ(k−1), ϕ〉=〈−kδ(k−1), ϕ〉
şi

〈xkδ(k), ϕ〉 = 〈δ(k), xkϕ〉 = (−1)k〈δ, (xkϕ)(k)〉

= (−1)k
〈

δ,
∑k

j=0C
j
k(x

k)(j)ϕ(k−j)
〉

= (−1)k
〈
δ, Ckk (x

k)(k)ϕ
〉
=〈(−1)kk!δ, ϕ〉,

oricare ar fi ϕ ∈ S(R).

12.2.27 În cazul funcţiei f : R∗ −→ R, f(x) = 1
x , relaţia

S(R) −→ C : ϕ 7→
∫ ∞

−∞

ϕ(x)

x
dx

nu defineşte o distribuţie. Se poate ı̂nsă arăta că funcţionala

P 1

x
:S(R)−→C,

〈

P 1

x
, ϕ

〉

= lim
εց0

(∫ −ε

−∞

ϕ(x)

x
dx+

∫ ∞

ε

ϕ(x)

x
dx

)

este o distribuţie singulară (numită valoarea principală a lui 1
x .)

12.2.28 Exerciţiu. Să se arate că

x · P 1

x
= 1.

Rezolvare. Avem
〈
x · P 1

x , ϕ
〉
=
〈
P 1
x , x ϕ

〉
= limεց0

(∫ −ε
−∞

xϕ(x)
x dx+

∫∞
ε

xϕ(x)
x dx

)

=
∫∞
−∞ ϕ(x) dx = 〈1, ϕ〉,

oricare ar fi ϕ ∈ S(R).

12.2.29 Exerciţiu. Fie funcţia

f : R∗ −→ R, f(x) = ln |x|.
Aplicaţia f̃ : S(R) −→ C,

〈

f̃ , ϕ
〉

= lim
εց0

(∫ −ε

−∞
ln |x|ϕ(x) dx+

∫ ∞

ε
ln |x|ϕ(x) dx

)

este o distribuţie singulară şi

(f̃)′ = P 1

x
.
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Rezolvare. Utilizând integrarea prin părţi, obţinem

〈(f̃)′, ϕ〉 = −〈f̃ , ϕ′〉 = − limεց0

(∫ −ε
−∞ ln(−x)ϕ′(x) dx+

∫∞
ε lnxϕ′(x) dx

)

= limεց0

(

ϕ(ε)− ϕ(−ε) +
∫ −ε
−∞

ϕ(x)
x dx+

∫∞
ε

ϕ(x)
x dx

)

= 〈P 1
x , ϕ〉

oricare ar fi ϕ ∈ S(R).

12.2.30 Pentru a distinge variabila de alţi parametri care apar ı̂n expresie, vom scrie

uneori 〈f(x), ϕ(x)〉 ı̂n loc de 〈f, ϕ〉, fără ca f(x) să ı̂nsemne valoarea lui f

ı̂n punctul x sau ϕ(x) să ı̂nsemne valoarea lui ϕ ı̂n punctul x.

12.2.31 Dacă a, b ∈ R sunt două constante fixate, a 6= 0 şi dacă pentru f : R −→ C

defineşte o distribuţie regulată, atunci distribuţia definită de funcţia

g : R −→ C, g(x) = f(ax+b),

este

〈Tg, ϕ〉 =
∫ ∞

−∞
f(ax+b)ϕ(x) dx =

1

|a|

∫ ∞

−∞
f(x)ϕ

(
x−b
a

)

dx,

adică
〈
Tf(ax+b), ϕ(x)

〉
=

1

|a|

〈

Tf(x), ϕ

(
x−b
a

)〉

.

12.2.32 Schimbarea de variabilă. Dacă a, b ∈ R sunt două constante fixate, a 6= 0 şi

dacă f : S(R) −→ C este distribuţie, atunci se poate arăta că funcţionala

f(ax+b) : S(R) −→ C, 〈f(ax+b), ϕ(x)〉 = 1

|a|

〈

f(x), ϕ

(
x−b
a

)〉

este de asemenea distribuţie. Cazuri particulare importante:

Translatia : 〈f(x+b), ϕ(x)〉 = 〈f(x), ϕ (x−b)〉 ;

Omotetia : 〈f(ax), ϕ(x)〉 = 1

|a|
〈

f(x), ϕ
(x

a

)〉

.

12.2.33 Exerciţiu. Să se arate că

δ(x− b) = δb şi δ(ax) =
1

|a| δ.

Rezolvare. Oricare ar fi ϕ∈S(R), avem
〈δ(x−b), ϕ(x)〉 = 〈δ, ϕ(x+b)〉 = ϕ(b) = 〈δb, ϕ〉,
〈δ(ax), ϕ(x)〉 = 1

|a| 〈δ, ϕ(xa )〉 = 1
|a| ϕ(0) = 〈 1

|a| δ, ϕ〉.



Capitolul 13

Transformarea Fourier

13.1 Transformarea Fourier finită

13.1.1 Definiţie. Spunem despre o funcţie de variabilă discretă

ϕ : Z −→ C

că este periodică cu perioada N dacă

ϕ(n+N) = ϕ(n), oricare ar fi n∈Z.

13.1.2 Oricare ar fi k∈Z, funcţia exponenţială

Z −→ C : n 7→ e
2πi
N
kn (13.1)

este o funcţie periodică cu perioada N ,

e
2πi
N
k(n+N) = e

2πi
N
kn e2kπi = e

2πi
N
kn(cos 2kπ + i sin 2kπ) = e

2πi
N
kn.

Deoarece e
2πi
N

(k+N)n=e
2πi
N
kn, există numai N funcţii de forma (13.1).

13.1.3 Orice funcţie

ϕ : {0, 1, ..., N−1} −→ C

se poate prelungi prin periodicitate până la o funcţie periodică

ϕ : Z −→ C
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cu perioada N , şi orice funcţie periodică ϕ : Z −→ C cu perioada N este

complet determinată de restricţia ei la mulţimea {0, 1, ..., N−1}, adică
de numerele ϕ(0), ϕ(1), ... , ϕ(N−1).

13.1.4 Teoremă. Dacă ϕ : Z −→ C este funcţie periodică cu perioada N , atunci

ϕ(n) = 1
N

N−1∑

k=0

e
2πi
N
nk

N−1∑

m=0
e−

2πi
N
kmϕ(m), (13.2)

ϕ(n) = 1
N

N−1∑

k=0

e−
2πi
N
nk

N−1∑

m=0
e

2πi
N
kmϕ(m). (13.3)

Demonstraţie. Din formula (suma seriei geometrice)

N−1∑

m=0

qm = 1 + q + q2 + · · ·+ qN−1 =

{
N dacă q = 1,

1−qN
1−q dacă q 6= 1,

(13.4)

rezultă relaţia

N−1∑

m=0

e
2πi
N
m(n−k) =

N−1∑

m=0

(

e
2πi
N

(n−k)
)m

=

{

N dacă k ≡ n (moduloN),

0 dacă k 6≡ n (moduloN),

care conduce la

1
N

N−1∑

m=0
e

2πi
N
nm

N−1∑

k=0

e−
2πi
N
mkϕ(k)= 1

N

N−1∑

k=0

(
N−1∑

m=0
e

2πi
N
m(n−k)

)

ϕ(k)=ϕ(n).

13.1.5 Ştim că orice funcţie periodică continuă f : R −→ C cu perioada T ,

cu derivata continuă pe porţiuni, este dezvoltabilă ı̂n serie Fourier:

f(t) =
∞∑

k=−∞
ck e

2πi
T
kt cu ck =

1

T

∫ T

0
e−

2πi
T
kt f(t) dt. (13.5)

Din (13.2) rezultă că ϕ :Z−→C, periodică cu perioadaN , admite reprezentarea

ϕ(n) =

N−1∑

k=0

ck e
2πi
N
nk cu ck =

1

N

N−1∑

m=0

e−
2πi
N
kmϕ(m). (13.6)

13.1.6 Definiţie.

Transformata Fourier a funcţiei periodice ϕ : Z −→ C cu perioada N este

F [ϕ] : Z −→ C, F [ϕ](k) =

N−1∑

n=0

e−
2πi
N
knϕ(n). (13.7)

Transformata Fourier inversă a lui ϕ este funcţia
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F−1[ϕ] : Z −→ C, F−1[ϕ](k) =
1

N

N−1∑

n=0

e
2πi
N
knϕ(n). (13.8)

13.1.7 Transformatele Fourier F [ϕ] şi F−1[ϕ] sunt funcţii periodice cu perioada N ,

F [ϕ](k+N)=F [ϕ](k), F−1[ϕ](k+N)=F−1[ϕ](k),

iar conform relaţiilor (13.2) şi (13.2), avem

F [F−1[ϕ]] = ϕ, F−1[F [ϕ]] = ϕ.

13.1.8 Din relaţiile (13.2) şi (13.2) rezultă că sunt posibile şi alte alegeri ı̂n ceea ce

priveşte definiţia transformării Fourier, cum ar fi

F [ϕ](k)=

N−1∑

n=0

e
2πi
N
knϕ(n) cu inversa F−1[ϕ](k)=

1

N

N−1∑

n=0

e−
2πi
N
knϕ(n)

sau

F [ϕ](k)=
1√
N

N−1∑

n=0

e−
2πi
N
knϕ(n) cu inversa F−1[ϕ](k)=

1√
N

N−1∑

n=0

e
2πi
N
knϕ(n).

13.1.9 În cazul N=2, transformata Fourier a unei funcţii ϕ : {0, 1} −→ C este

F [ϕ] : {0, 1} −→ C, F [ϕ](k) =
1∑

n=0

e−
2πi
2
knϕ(n) =

1∑

n=0

(−1)knϕ(n),

adică funcţia

F [ϕ] : {0, 1} −→ C,
F [ϕ](0) = ϕ(0) + ϕ(1),

F [ϕ](1) = ϕ(0) − ϕ(1).
Transformata inversă este

F−1[ϕ] : {0, 1} −→ C,
F−1[ϕ](0) = 1

2(ϕ(0)+ϕ(1)),

F−1[ϕ](1) = 1
2(ϕ(0)−ϕ(1)).

13.1.10 În cazul N=4, transformata Fourier a unei funcţii ϕ : {0, 1, 2, 3} −→ C este

F [ϕ] : {0, 1, 2, 3} −→ C, F [ϕ](k)=
3∑

n=0

e−
2πi
4
knϕ(n) =

3∑

n=0

(−i)knϕ(n),

adică avem
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F [ϕ](0) = ϕ(0) + ϕ(1) + ϕ(2) + ϕ(3),

F [ϕ](1) = ϕ(0) − iϕ(1) − ϕ(2) + iϕ(3),

F [ϕ](2) = ϕ(0) − ϕ(1) + ϕ(2) − ϕ(3),
F [ϕ](3) = ϕ(0) + iϕ(1) − ϕ(2)− iϕ(3).

13.1.11 Exerciţiu. Fie m∈{0, 1, ..., N−1} fixat şi funcţia delta discretă

δm :{0, 1, ..., N−1}−→C, δm(n)=

{

1 dacă n=m,

0 dacă n 6=m.

Să se arate că

F [δm](k) = e−
2πi
N
km.

În particular, scriind δ ı̂n loc de δ0, avem F [δ] = 1.

Rezolvare. Avem

F [δm](k) =
N−1∑

n=0
e−

2πi
N
knδm(n) = e−

2πi
N
km = cos 2πi

N km− i sin 2πi
N km.

13.1.12 Deoarece e
2πi
N
kn = e

2πi
N
k(n±N) şi ϕ(n) = ϕ(n ±N), avem

F [ϕ](k)=

n0+N−1∑

n=n0

e−
2πi
N
knϕ(n) şi F−1[ϕ](k)=

1

N

n0+N−1∑

n=n0

e
2πi
N
knϕ(n).

oricare ar fi n0∈Z. În particular, dacă N=2M+1 este impar, atunci

F [ϕ](k)=
M∑

n=−M
e−

2πi
N
knϕ(n) şi F−1[ϕ](k)= 1

N

M∑

n=−M
e

2πi
N
knϕ(n).

13.1.13 Dacă funcţia reală ϕ : {−M,−M+1, ...,M−1,M} −→ R este pară, adică

ϕ(−n) = ϕ(n), oricare ar fi n∈{−M,−M+1, ...,M−1,M},

atunci, utilizând schimbarea n 7→ −n, obţinem

F [ϕ](k) =
M∑

n=−M
e−

2πi
N
knϕ(n)=

M∑

n=−M
e

2πi
N
knϕ(−n)

=
M∑

n=−M
e

2πi
N
knϕ(n) = F [ϕ](k),

adică transformata Fourier F [ϕ] este funcţie reală.
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13.1.14 În cazul ı̂n care N=2M+1 este impar, relaţia (13.2) devine

ϕ(n) = 1
N

M∑

k=−M
e

2πi
N
nk

M∑

k=−M
e−

2πi
N
kmϕ(m). (13.9)

Această relaţie, scrisă sub forma

ϕ(n) = 1
N

M∑

k=−M
e

2πi
N
nk F [ϕ](k), (13.10)

poate fi privită ca o reconstrucţie a lui ϕ plecând de la valorile lui F [ϕ].

Dacă numărul ı̂ntreg L este astfel ı̂ncât 0 < L < M , atunci funcţia

ϕL(n) =
1
N

L∑

k=−L
e

2πi
N
nk F [ϕ](k) (13.11)

este o aproximaţie a lui ϕ, obţinută folosind doar F [ϕ](k) cu −L ≤ k ≤ L.
Astfel de aproximaţii sunt utilizate pentru compresia datelor ı̂n descrierea

digitală a sunetelor sau imaginilor.

Trecerea ϕ 7→ϕL poate fi utilizată pentru filtrarea semnalelor (eliminarea

unor zgomote) şi pentru prelucrarea imaginilor (eliminarea unor defecte).

13.1.15 Fie funcţia periodică ϕ :Z−→R, cu perioada N=20, definită prin

ϕ(n) = (n/10)2 pentru − 10 ≤ n ≤ 9.

În acest caz,

ϕ(n) =
1

20

9∑

k=−10

e
2πi
20

nkF [ϕ](k),

iar funcţia (Fig. 13.1)

ϕ3(n) =
1

20

3∑

k=−3

e
2πi
20

nkF [ϕ](k)

este o aproximaţie a lui ϕ, obţinută utilizând doar o parte dintre valorile

transformatei Fourier F [ϕ].

13.1.16 MATHEMATICA: Figura 13.1 se poate obţine cu programul
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Figura 13.1: Funcţiile ϕ şi ϕ3.

In[1]= M = 10; Nr = 2 M; L = 3

phi[n_] := ((Mod[n + M, Nr] - M)/10)^2

phi3[n_] := (1/Nr) Sum[ Exp[2 Pi I k n/Nr]

Sum[Exp[-2 Pi I k m/Nr] phi[m], {m, -M, M - 1}], {k, -L, L}]

ListPlot[Table[{n, phi[n]}, {n, -3 M, 3 M}], Filling -> Axis,

PlotStyle -> PointSize[Medium], PlotRange -> All, AspectRatio -> 0.3]

ListPlot[Table[{n, phi3[n]}, {n, -3 M, 3 M}], Filling -> Axis,

PlotStyle -> PointSize[Medium], PlotRange -> All, AspectRatio -> 0.3]

13.1.17 Spaţiul funcţiilor periodice ϕ :Z−→C, cu perioada N , se poate identifica

cu CN asociind funcţiei ϕ elementul x=(x0, ..., xN−1)∈CN cu xn=ϕ(n).

În cazul lui CN , transformarea Fourier este

F :CN−→CN : x 7→ F [x], unde F [x]k =

N−1∑

n=0

e−
2πi
N
knxn,

cu inversa

F−1 :CN−→CN : x 7→ F−1[x], unde F−1[x]k=
1

N

N−1∑

n=0

e
2πi
N
knxn.



Transformarea Fourier 337

13.2 Transformarea Fourier a funcţiilor

13.2.1 Teoremă. Oricare ar fi a ∈ (0,∞) şi ξ∈R, avem
∫ ∞

−∞
eiξx e−ax

2
dx =

√
π

a
e−

ξ2

4a . (13.12)

Demonstraţie. Avem
∫ ∞

−∞
eiξx e−ax

2
dx =

∫ ∞

−∞
e−ax

2+iξxdx = e−
ξ2

4a

∫ ∞

−∞
e−a(x−i ξ

2a)
2

dx.

Plecând de la integrala
∫ r

−r
e−at

2
dt+

∫ r−i ξ
2a

r
e−az

2
dz −

∫ r−i ξ
2a

−r−i ξ
2a

e−az
2
dz +

∫ −r

−r−i ξ
2a

e−az
2
dz = 0

a funcţiei

f : C −→ C, f(z) = e−az
2
,

de-a lungul drumului dreptunghiular din Fig. 13.2, arătăm că
∫ ∞

−∞
e−a(t−i ξ

2a)
2

dt =

∫ ∞

−∞
e−at

2
dt =

1√
a

∫ ∞

−∞
e−x

2
dx =

√
π

a
.

Avem

lim
r→∞

∫ r

−r
e−at

2
dt =

∫ ∞

−∞
e−at

2
dt.

Alegând pentru drumul liniar ce uneşte r cu r − i ξ2a parametrizarea

γ1 : [0, 1] −→ C, γ1(t) = r − it
ξ

2a
,

obţinem relaţia
∫ r−i ξ

2a

r
e−az

2
dz =

∫ 1

0
e−a(r−it ξ

2a)
2

(−i) ξ
2a
dt = −i ξ

2a
e−ar

2

∫ 1

0
eirtξ+

t2ξ2

4a dt,

din care rezultă

lim
r→∞

∫ r−i ξ
2a

r
e−az

2
dz = 0.

Similar se arată că

lim
r→∞

∫ −r

−r−i ξ
2a

e−az
2
dz = 0.

Alegând pentru drumul liniar ce uneşte −r − i ξ2a cu r − i ξ2a parametrizarea

γ2 : [−r, r] −→ C, γ2(t) = t− i
ξ

2a
,
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r

r − ξ
2a i

−r

Figura 13.2: Drumul dreptunghiular utilizat.

obţinem relaţia
∫ r−i ξ

2a

−r−i ξ
2a

e−az
2
dz =

∫ r

−r
e−a(t−i ξ

2a)
2

dt

din care rezultă

lim
r→∞

∫ r−i ξ
2a

−r−i ξ
2a

e−az
2
dz =

∫ ∞

−∞
e−a(t−i ξ

2a)
2

dt.

13.2.2 Teoremă. Fie κ∈(0,∞) o constantă fixată.

Dacă ϕ :R−→C este astfel ı̂ncât integralele sunt convergente, atunci
∫ ∞

−∞
e−iκξx

(∫ ∞

−∞
eiκξuϕ(u) du

)

dξ =
2π

κ
ϕ(x) (13.13)

şi
∫ ∞

−∞
eiκξu

(∫ ∞

−∞
e−iκuxϕ(x) dx

)

du =
2π

κ
ϕ(ξ). (13.14)

Demonstraţie. Oricare ar fi a ∈ (0,∞), avem
∫∞
−∞ e−aξ

2−iκξx
(∫∞

−∞ eiκξuϕ(u) du
)

dξ

=
∫∞
−∞ ϕ(u)

[∫∞
−∞ eiκξ(u−x) e−aξ

2
dξ
]

du =
√

π
a

∫∞
−∞ ϕ(u) e−

κ2(u−x)2

4a du.

Utilizând ı̂n ultima integrală schimbarea de variabilă u = x+ 2
√
a
κ t, obţinem relaţia

∫ ∞

−∞
e−aξ

2−iκξx

(∫ ∞

−∞
eiκξuϕ(u) du

)

dξ =
2
√
π

κ

∫ ∞

−∞
ϕ

(

x+ 2

√
a

κ
t

)

e−t
2
dt,

care pentru aց 0 devine
∫ ∞

−∞
e−iκξx

(∫ ∞

−∞
eiκξuϕ(u) du

)

dξ =
2
√
π

κ

∫ ∞

−∞
ϕ(x) e−t

2
dt.

Dar
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2
√
π

κ

∫ ∞

−∞
ϕ(x) e−t

2
dt =

2
√
π

κ
ϕ(x)

∫ ∞

−∞
e−t

2
dt =

2π

κ
ϕ(x).

A doua relaţie din enunţul teoremei se poate demonstra similar.

13.2.3 Definiţie. Fie ϕ : R −→ C. Funcţia (̂ın cazul ı̂n care există)

F [ϕ] : R −→ C, F [ϕ](ξ) =
∫ ∞

−∞
eiξxϕ(x)dx

se numeşte transformata Fourier a lui ϕ,

iar funcţia (̂ın cazul ı̂n care există)

F−1[ϕ] : R −→ C, F−1[ϕ](ξ) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−iξxϕ(x)dx

se numeşte transformata Fourier inversă a lui ϕ.

13.2.4 Din (13.13) şi (13.14) rezultă că, ı̂n caz de existenţă,

F−1[F [ϕ]] = ϕ şi F [F−1[ϕ]] = ϕ.

13.2.5 Din relaţiile (13.13) şi (13.14) rezultă că sunt posibile şi alte alegeri ı̂n ceea

ce priveşte definiţia transformării Fourier, cum ar fi

F [ϕ](ξ) = 1√
2π

∫∞
−∞ e−iξx ϕ(x) dx cu inversa

F−1[ψ](x) = 1√
2π

∫∞
−∞ eiξx ψ(ξ) dξ

sau
F [ϕ](ξ) =

∫∞
−∞ e−2πiξx ϕ(x) dx cu inversa

F−1[ψ](x) =
∫∞
−∞ e2πiξx ψ(ξ) dξ.
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Figura 13.3: Funcţia ϕ(x)=e−x
2
şi transformata ei Fourier F [ϕ](ξ) = √π e−

ξ2

4 .
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13.2.6 Relaţia (13.12) se poate scrie sub forma

F
[

e−ax
2
]

(ξ) =

√
π

a
e−

ξ2

4a oricare ar fi a∈(0,∞).

13.2.7 MATHEMATICA: Definiţia utilizată F [ϕ](x)= 1√
2π

∫∞
−∞ eitxϕ(t)dt

In[1]:=FourierTransform[Exp[-t^2], t, x] 7→ Out[1]= e
− x2

4√
2
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Figura 13.4: Funcţia (13.15) ı̂n cazul a=1 şi transformata ei Fourier.

13.2.8 MATHEMATICA: Figura 13.4 s-a obţinut cu

In[1]:=Plot[HeavisidePi[x], {x, -4, 4}, Exclusions -> None]

Plot[2 Sin[x] /x, {x, -30, 30}, PlotRange -> All]

13.2.9 Exerciţiu. Fie a ∈ (0,∞) şi

ϕ : R −→ R, ϕ(x) =

{
1 dacă |x| ≤ a,
0 dacă |x| > a.

(13.15)

Să se arate că (Fig. 13.4)

F [ϕ](ξ) = 2

ξ
sin aξ.

Rezolvare. Pentru ξ 6= 0, avem

F [ϕ](ξ) =
∫ ∞

−∞
eiξxϕ(x) dx =

∫ a

−a
eiξx dx =

1

iξ
eiξx
∣
∣
∣
∣

a

−a
=

eiξa − e−iξa

iξ
=

2

ξ
sin aξ.

13.2.10 MATHEMATICA: Definiţia utilizată F [ϕ](x)= 1√
2π

∫∞
−∞ eitxϕ(t)dt

In[1]:=FourierTransform[HeavisidePi[t], t, x] 7→ Out[1]= 1√
2π

Sinc [ x2 ]
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Figura 13.5: Funcţia (13.16) ı̂n cazul a=1 şi transformata ei Fourier.

13.2.11 Exerciţiu. Fie a ∈ (0,∞) şi

ϕ : R −→ R, ϕ(x) =

{

1− |x|
a dacă |x| ≤ a

0 dacă |x| > a.
(13.16)

Să se arate că (Fig. 13.5)

F [ϕ](ξ) = 4 sin2(aξ/2)

aξ2
.

Rezolvare. În cazul ξ 6= 0, utilizând schimbarea de variabilă x 7→ −x şi formulele

cos t =
eit − e−it

2
, sin2

t

2
=

1− cost
2

,

obţinem

F [ϕ](ξ) =
∫∞
−∞ eixξϕ(x) dx =

∫ 0
−a e

ixξ
(
1 + x

a

)
dx+

∫ a
0 eixξ

(
1− x

a

)
dx

=
∫ a
0 e−ixξ

(
1− x

a

)
dx+

∫ a
0 eixξ

(
1− x

a

)
dx = 2

∫ a
0

(
1− x

a

)
cos xξ dx

= 2
ξ

∫ a
0

(
1− x

a

)
(sinxξ)′ dx = 2

ξ

(
1− x

a

)
sinxξ

∣
∣
∣

a

0
+ 2

aξ

∫ a
0 sinxξ dx

= − 2
aξ2 cos xξ

∣
∣
∣

a

0
= 2

aξ2 (1− cos xξ) = 4 sin2(aξ/2)
aξ2 .

În cazul ξ = 0, avem

F [ϕ](0) =
∫ 0
−a
(
1 + x

a

)
dx+

∫ a
0

(
1− x

a

)
dx = a.

Deoarece

lim
ξ→0

4 sin2(aξ/2)

aξ2
= a lim

ξ→0

[
sin(aξ/2)

aξ/2

]2

= a,

transformata Fourier este o funcţie continuă.
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13.2.12 MATHEMATICA: Definiţia utilizată F [ϕ](x)= 1√
2π

∫∞
−∞ eitxϕ(t)dt

In[1]:=FourierTransform[(1-Abs[t]) HeavisidePi[t/2], t, x] 7→ Out[1]=−2+e−ix+eix√
2π x2
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Figura 13.6: Funcţia e−|x| şi transformata ei Fourier.

13.2.13 Exerciţiu. Să se arate că

F [e−a|x|](ξ) = 2a

a2 + ξ2
,

oricare ar fi a ∈ (0,∞).

Rezolvare. Considerând integrala ı̂n sensul valorii principale, avem

F [e−a|x|](ξ) =
∫∞
−∞ eiξxe−a|x| dx =

∫∞
−∞ e−a|x|(cos ξx+ i sin ξx) dx

=
∫∞
−∞ e−a|x| cos ξx dx = 2

∫∞
0 e−ax cos ξx dx.

Integrând de două ori prin părţi, obţinem relaţia
∫∞
0 e−ax cos ξx dx = 1

ξ e
−ax sin ξx

∣
∣
∣

∞

0
+ a

ξ

∫∞
0 e−ax sin ξx dx

= − a
ξ2
e−ax cos ξx

∣
∣
∣

∞

0
− a2

ξ2

∫∞
0 e−ax cos ξx dx = a

ξ2
− a2

ξ2

∫∞
0 e−ax cos ξx dx,

adică
∫ ∞

0
e−ax cos ξx dx =

a

ξ2
− a2

ξ2

∫ ∞

0
e−ax cos ξx dx,

din care deducem
∫ ∞

0
e−ax cos ξx dx =

a

a2 + ξ2
.
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13.2.14 MATHEMATICA: Definiţia utilizată F [ϕ](x)= 1√
2π

∫∞
−∞ eitxϕ(t)dt

In[1]:=FourierTransform[1/(1 + t^2), t, x] 7→ Out[1]=e−Abs[x]
√

π
2

In[1]:=FourierTransform[Exp[-Abs[t]], t, x] 7→ Out[1]=

√
2
π

1+x2

13.2.15 Exercitiu. Oricare ar fi n∈{0, 1, 2, ...}, funcţia Hermite-Gauss

Ψn : R −→ R, Ψn(x) = Hn(x) e
−x2

2 ,

este o funcţie proprie a transformării Fourier:

F
[

Hn(x) e
−x2

2

]

(ξ) =
√
2π inHn(ξ) e

− ξ2

2 .

Demonstraţie. Din relaţia (F [ϕ])(k)=F [(ix)kϕ], care se poate scrie

F [xkϕ](ξ) = (−i)k dk

dξk
F [ϕ](ξ),

rezultă

F
[

Hn(x) e
−x2

2

]

= Hn

(

−i d
dξ

)

F
[

e−
x2

2

]

,

şi prin urmare (a se vedea pag. 340-6)

F
[

Hn(x) e
−x2

2

]

=
√
2π Hn

(

−i d
dξ

)

e−
ξ2

2 .

Folosind metoda inducţiei matematice, vom arăta că

Hn

(

−i d
dξ

)

e−
ξ2

2 = inHn(ξ) e
− ξ2

2 .

Relaţia are loc pentru n=0 şi presupunând că

Hk

(

−i d
dξ

)

e−
ξ2

2 = ikHk(ξ) e
− ξ2

2 pentru orice k ≤ n−1,

cu ajutorul relaţiilor de recurenţă, obţinem

Hn

(

−i ddξ
)

e−
ξ2

2 = −2i ddξHn−1

(

−i ddξ
)

e−
ξ2

2 − 2(n−1)Hn−2

(

−i ddξ
)

e−
ξ2

2

= −2i ddξ
[

in−1Hn−1(ξ) e
− ξ2

2

]

− 2(n−1) in−2Hn−2(ξ) e
− ξ2

2

= in
[
−2H ′

n−1(ξ) + 2 ξ Hn−1(ξ) + 2(n−1)Hn−2 (ξ)
]
e−

ξ2

2

= in [−4(n−1)Hn−2(ξ) + 2 ξ Hn−1(ξ) + 2(n−1)Hn−2 (ξ)] e
− ξ2

2

= in [2 ξ Hn−1(ξ)− 2(n−1)Hn−2 (ξ)] e
− ξ2

2 = inHn(ξ) e
− ξ2

2 .
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13.3 Transformarea Fourier a distribuţiilor

13.3.1 În cazul ϕ ∈ S(R), derivând sub integrală, se obţine

(F [ϕ])′(ξ) = d

dξ

∫ ∞

−∞
eiξxϕ(x) dx =

∫ ∞

−∞
(ix)eiξxϕ(x) dx = F [ixϕ],

iar integrând prin părţi, relaţia

F [ϕ′](ξ) =
∫ ∞

−∞
eiξxϕ′(x) dx = −iξ

∫ ∞

−∞
eiξxϕ(x) dx = −iξ F [ϕ].

Iterând, se obţin relaţiile

(F [ϕ])(k) = F [(ix)kϕ], F [ϕ(k)](ξ) = (−iξ)k F [ϕ](ξ).

13.3.2 Se poate arăta că

ϕ∈S(R) =⇒ F [ϕ]∈S(R),

şi că

S(R) −→ S(R) : ϕ 7→ F [ϕ], F [ϕ](ξ) =
∫ ∞

−∞
eiξxϕ(x) dx,

este o aplicaţie continuă, bijectivă şi cu inversa

S(R)−→S(R) : ψ 7→ F−1[ψ], F−1[ψ](x)=
1

2π

∫ ∞

−∞
e−iξxψ(ξ) dξ.

13.3.3 Transformările Fourier directă şi inversă au expresii foarte asemănătoare.

Utilizând schimbarea de variabilă ξ = −y, obţinem
F−1[ψ](x)=

1

2π

∫ ∞

−∞
e−iξxψ(ξ) dξ=

1

2π

∫ ∞

−∞
eixyψ(−y) dy= 1

2π
F [ψ̌](x),

adică

F−1[ψ] =
1

2π
F [ψ̌],

unde ψ̌ este aplicaţia

ψ̌ : R −→ C, ψ̌(y) = ψ(−y).

În particular,

F [F [ϕ]] = ϕ̌.

Definiţie. Prin transformata Fourier a unei distribuţii
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f : S(R) −→ C

se ı̂nţelege distribuţia F [f ] : S(R) −→ C, definită prin relaţia

〈F [f ], ϕ〉 = 〈f,F [ϕ]〉.
Transformata Fourier inversă este F−1[f ] : S(R) −→ C, definită prin

〈F−1[f ], ϕ〉 = 〈f,F−1[ϕ]〉.

13.3.4 Exerciţiu. Să se arate că

F [δa]=eiax

şi prin urmare

F [δ]=1.

Rezolvare. Avem

〈F [δa], ϕ〉 = 〈δa,F [ϕ]〉 = F [ϕ](a) =
∫ ∞

−∞
eiaxϕ(x) dx = 〈eiax, ϕ〉.

13.3.5 Dacă funcţia f : R −→ C este astfel ı̂ncât există transformata Fourier

clasică F [f ] : R −→ C, atunci din relaţia
∫∞
−∞F [f ](ξ)ϕ(ξ) dξ =

∫∞
−∞ ϕ(ξ)

∫∞
−∞ eiξxf(x) dx dξ

=
∫∞
−∞ f(x)

∫∞
−∞ eiξxϕ(ξ) dξ dx=

∫∞
−∞ f(x)F [ϕ](x) dx

rezultă că

F [Tf ] = TF [f ], (13.17)

adică transformata Fourier a distribuţiei Tf definite de f este exact distribuţia

TF [f ] definită de transformata Fourier a lui f . Astfel, transformarea Fourier

a distribuţiilor este o prelungire a transformarii Fourier a funcţiilor.

13.3.6 În cazul funcţiei f :R−→R, f(x)=1, nu există transformata Fourier clasică

F [1] :R−→C, F [1](ξ)=
∫ ∞

−∞
eiξx dx=

∫ ∞

−∞
cos(ξx) dx+ i

∫ ∞

−∞
sin(ξx) dx,

deoarece integralele sunt divergente. În schimb, există transformata Fourier

a distribuţiei T1, notată ı̂n mod uzual tot cu 1. Din relaţia

〈F [1], ϕ〉 = 〈1,F [ϕ]〉 = 〈F [δ], 2πF−1 [ϕ̌]〉 = 〈δ, 2πϕ̌〉 = 2πϕ(0) = 〈2πδ, ϕ〉.
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rezultă că

F [1] = 2π δ.

13.3.7 MATHEMATICA: Definiţia utilizată F [ϕ](x)= 1√
2π

∫∞
−∞ eitxϕ(t)dt

In[1]:=FourierTransform[1, t, x] 7→ Out[1]=
√
2πDiracDelta[x]

13.3.8 Oricare ar fi distribuţia f , din relaţiile

〈(F [f ])(k), ϕ〉 = (−1)k〈F [f ], ϕ(k)〉 = (−1)k〈f,F [ϕ(k)]〉

= (−1)k〈f, (−iξ)k F [ϕ]〉 = 〈(iξ)k f,F [ϕ]〉 = 〈F [(iξ)k f ], ϕ〉,
〈F [f (k)], ϕ〉 = 〈f (k),F [ϕ]〉 = (−1)k〈f, (F [ϕ])(k)〉

= (−1)k〈f,F [(ix)kϕ]〉 = (−1)k〈F [f ], (ix)kϕ〉 = 〈(−ix)kF [f ], ϕ〉
rezultă că

(F [f ])(k) = F [(ix)kf ], F [f (k)] = (−iξ)k F [f ]. (13.18)

13.3.9 Exerciţiu. Funcţia cos x nu admite transformată Fourier deoarece integrala
∫ ∞

−∞
eiξx cos x dx

este divergentă, dar distribuţia cosx admite transformata Fourier

F [cos x]=π(δ1 + δ−1).

Rezolvare. Transformarea Fourier fiind liniară, obţinem

F
[
1

2
(δ1 + δ−1)

]

=
1

2
(F [δ1] + F [δ−1]) =

eix + e−ix

2
= cos x.

Din relaţia precedentă rezultă că

F−1[cos x] =
1

2
(δ1 + δ−1).

Dar efectuând schimbarea de variabilă x 7→ −x obţinem

〈F [cos x], ϕ〉 = 〈cos x,F [ϕ]〉 =
∫∞
−∞ cos x

(∫∞
−∞ eixtϕ(t)dt

)

dx

=
∫∞
−∞ cos x

(∫∞
−∞ e−ixtϕ(t)dt

)

dx = 〈cos x, 2πF−1[ϕ]〉 = 〈2πF−1[cos x], ϕ〉,
adică

F [cos x] = 2πF−1[cos x].
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13.3.10 MATHEMATICA: Definiţia utilizată F [ϕ](x)= 1√
2π

∫∞
−∞ eitxϕ(t)dt

In[1]:=FourierTransform[Cos[t], t, x] 7→ Out[1]=
√

π
2
DiracDelta[−1+x]+

√
π
2
DiracDelta[1+x]

13.3.11 Exerciţiu. Funcţia xk nu admite transformată Fourier deoarece integrala
∫ ∞

−∞
eiξx xk dx

este divergentă, dar distribuţia xk admite transformata Fourier

F [xk] = 2π(−i)k δ(k).

Rezolvare. Utilizând (13.18), obţinem

F [xk] = (−i)k F [(ix)k 1] = (−i)k (F [1])(k) = 2π(−i)k δ(k).

13.3.12 Utilizând (13.18) se obţine

F [δ(k)] = (−iξ)kF [δ] = (−iξ)k 1 = (−iξ)k,

adică relaţia

F [δ(k)] = (−iξ)k.

13.3.13 Exerciţiu. Fie TH distribuţia regulată corespunzătoare funcţiei Heaviside

H : R −→ R, H(x) =

{
0 dacă x < 0,
1 dacă x ≥ 0.

Să se arate că

F [TH ] = −iP
1

ξ
+ π δ.

Rezolvare. Plecând de la egalitatea (TH)
′ = δ, deducem succesiv relaţiile:

F [(TH)′] = 1,

−ixF [TH ] = 1,

F [TH ] = −iP 1
x + C δ,

unde C este o constantă. Ultima relaţie este echivalentă cu

〈F [TH ], ϕ〉 = −i
〈

P 1

x
, ϕ

〉

+ C〈δ, ϕ〉, oricare ar fi ϕ ∈ S(R). (13.19)

Deoarece

〈F [TH ], e−x
2〉 = 〈TH ,F [e−x

2
]〉 = 〈TH ,

√
πe−

ξ2

4 〉

=
√
π
∫∞
0 e−(

ξ
2)

2

dξ = 2
√
π
∫∞
0 e−t

2
dt = π
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şi
〈

P 1

x
, e−x

2

〉

= lim
εց0

(
∫ −ε

−∞

e−x
2

x
dx+

∫ ∞

ε

e−x
2

x
dx

)

= 0,

rezultă că, ı̂n cazul ϕ(x) = e−x
2
, relaţia (13.19) devine π = C 〈δ, e−x2〉 = C.

13.3.14 MATHEMATICA: Definiţia utilizată F [ϕ](x)= 1√
2π

∫∞
−∞ eitxϕ(t)dt

In[1]:=FourierTransform[HeavisideTheta[t], t, x] 7→ Out[1]= ıi√
2π x

+
√

π
2
DiracDelta[x]

13.3.15 Exerciţiu. Să se arate că

F
[

P 1

x

]

= πiTsign,

unde Tsign este distribuţia regulată corespunzătoare funcţiei

sign : R −→ R, sign(x) =







−1 dacă x < 0,
0 dacă x = 0,
1 dacă x > 0.

Rezolvare. Plecând de la egalitatea x · P 1
x = 1, deducem succesiv relaţiile:

F
[
x · P 1

x

]
= 2π δ,

−iF
[
ix · P 1

x

]
= 2π δ,

−i
(
F
[
P 1
x

])′
= 2π δ

F
[
P 1
x

]
= 2πiH + C,

unde C este o constantă. Ultima relaţie este echivalentă cu
〈

F
[

P 1

x

]

, ϕ

〉

= 2πi 〈H,ϕ〉 + C〈1, ϕ〉, oricare ar fi ϕ ∈ S(R). (13.20)

Deoarece
〈

F
[

P 1

x

]

, e−x
2

〉

=

〈

P 1

x
,F
[

e−x
2
]〉

=

〈

P 1

x
,
√
πe−

x2

4

〉

= 0,

ı̂n cazul ϕ(x) = e−x
2
, relaţia (13.20) devine

0 = 2πi

∫ ∞

0
e−x

2
dx+ C

∫ ∞

−∞
e−x

2
dx

şi conduce la C = −πi. Dar 2πiH − πi şi sign definesc aceeaşi distribuţie .

13.3.16 MATHEMATICA: Definiţia utilizată F [ϕ](x)= 1√
2π

∫∞
−∞ eitxϕ(t)dt

In[1]:=FourierTransform[1/t, t, x] 7→ Out[1]=ıi
√

π
2
Sign[x]



Capitolul 14

Spaţii Hilbert

14.1 Introducere

14.1.1 Definiţie. Prin spaţiu unitar se ı̂nţelege un spaţiu vectorial complex cu

produs scalar, considerat cu norma definită prin relaţia

||x|| =
√

〈x, x〉.

14.1.2 Într-un spaţiu unitar are loc inegalitatea lui Cauchy

|〈x, y〉| ≤ ||x|| ||y||,

şi identitatea paralelogramului

||x+y||2 + ||x−y||2 = 2 ||x||2+2 ||y||2,

iar din relaţia

|〈xn, ym〉−〈a, b〉| = |〈xn, ym〉 − 〈a, ym〉+ 〈a, ym〉 − 〈a, b〉|
≤ |〈xn − a, ym〉|+〈a, ym−b〉|
≤ ||xn − a|| ||ym||+||a|| ||ym−b||.

rezultă că produsul scalar este o aplicaţie continuă, adică

lim
n→∞

xn=a

lim
m→∞

ym=b

}

=⇒ lim
n→ ∞
m→ ∞

〈xn, ym〉 = 〈a, b〉. (14.1)
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14.1.3 Definiţie. Prin spaţiu Hilbert (complex) se ı̂nţelege un spaţiu

unitar ı̂n care orice şir Cauchy este convergent.

14.2 Spaţii Hilbert finit-dimensionale

14.2.1 Spaţiul Hilbert d-dimensional

Cd = { x=(x0, x1, ..., xd−1) | xk∈C } ,

cu produsul scalar

〈x, y〉 =
d−1∑

k=0

x̄k yk

şi norma asociată

||x|| =

√
√
√
√

d−1∑

k=0

|xk|2 ,

poate fi privit ca fiind:

- spaţiul de vectori coloană (v. pag. 278-5)

Cd ≡







|x〉=








x0
x1
...

xd−1








∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

xk∈C







;

- spaţiul de polinoame cu coeficienţi complecşi

Cd ≡
{

α0X
d−1 + α1X

d−2 + · · ·+ αd−2X + xd−1

∣
∣
∣ αk∈C

}

;

- spaţiul funcţiilor definite pe o mulţime cu d elemente, cum ar fi

Cd ≡ { ϕ :{0, 1, 2, ..., d−1} −→ C } ,

Cd≡{ ϕ :{−j,−j+1, ..., j−1, j}−→C } , unde d=2j+1. (14.2)

Fiecare dintre aceste realizări ale lui Cd oferă anumite avantaje formale.
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14.2.2 Orice spaţiu Hilbert H de dimensiune d se poate identifica cu Cd utilizând

izomorfismul

H −→ Cd :

d−1∑

k=0

xk vk 7→ (x0, x1, ..., xd−1)

corespunzător unei baze ortonormate {v0, v1, ..., vd−1} a lui H.
În ceea ce priveşte structura de spaţiu Hilbert, H şi Cd sunt identice deoarece
〈
d−1∑

n=0

xn vn,
d−1∑

k=0

yk vk

〉

=
d−1∑

k=0

x̄k yk=〈(x0, x1, ..., xd−1), (y0, y1, ..., yd−1)〉.

Spaţiile Hilbert H şi Cd diferă prin natura elementelor lor, nu prin structură.

14.2.3 Baza ortonormată {|e0〉, |e1〉, ..., |ed−1〉}, unde

|e0〉=










1
0
0
...
0










, |e1〉=










0
1
0
...
0










, · · · , |ed−1〉=










0
0
...
0
1










,

este numită baza canonică sau computaţională.

14.2.4 În cazul reprezentării (14.2), definiţia produsului scalar devine

〈ϕ,ψ〉 =
j∑

n=−j
ϕ(n)ψ(n),

iar baza canonică este formată din funcţiile δ−j , δ−j+1, ... , δj−1, δj, unde

δm(k)=δk,m=

{

1 for k=m,

0 for k 6=m.

Scriind |j;m〉 ı̂n loc de δm, avem (v. pag. 278-5)

〈j;m|j;n〉 = δmn, I=
j∑

m=−j
|j;m〉〈j;m|,

ψ(m)=〈j;m|ψ〉, |ψ〉=
j∑

m=−j
ψ(m) |j;m〉,

oricare ar fi ψ∈Cd. Transformarea Fourier finită F : Cd −→ Cd,

F =
1√
d

j
∑

n=−j
e−

2πi
d
kn|j; k〉〈j;n|

este o transformare unitară cu inversa
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F−1 =
1√
d

j
∑

n=−j
e

2πi
d
kn|j; k〉〈j;n|.

14.2.5 Operatorul Q :Cd −→ Cd : ψ 7→ Qψ, definit prin relaţia

(Qψ)(n) = nψ(n),

poate fi privit ca o versiune finită a operatorului coordonată (v. pag. 365-30),

iar P = F−1QF ca o versiune finită a operatorului impuls (v. pag. 371-41).

Notând |j;m〉〉 = F−1|j;m〉, avem

Q|j;m〉 = m |j;m〉 Q =
j∑

n=−j
m |j;m〉〈j;m|,

P |j;m〉〉 = m |j;m〉〉 P =
j∑

n=−j
m |j;m〉〉〈〈j;m|.

Bazele ortonormate {|j;m〉}jm=−j şi {|j;m〉〉}jm=−j sunt complementare:

|〈j;m|j, n〉〉| = 1√
d
, oricare ar fi m,n∈{−j,−j+1, ..., j−1, j}.

14.2.6 Polinoamele de variabilă discretă Kravchuk Km(k) pot fi definite ca fiind

polinoamele care verifică relaţia [24]

(1−X)j+k(1+X)j−k =

j
∑

m=−j
Km(k)X

j+m, (14.3)

adică polinoamele

Km(k) =

j+m
∑

n=0

(−1)n Cnj+k Cj+m−n
j−k .

Primele trei polinoame Kravchuk sunt

K−j(k)=1, K−j+1(k)=−2k, K−j+2(k)=2k2−j.

14.2.7 Din relaţia polinomială
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j∑

m,n=−j

(

1
22j

j∑

k=−j
Cj+k2j Km(k)Kn(k)

)

Xj+m Y j+n

= 1
22j

j∑

k=−j
Cj+k2j

j∑

m=−j
Km(k)X

j+m
j∑

n=−j
Kn(k)Y

j+n

= 1
22j

j∑

k=−j
Cj+k2j (1−X)j+k(1+X)j−k(1−Y )j+k(1+Y )j−k

= 1
22j

[(1−X)(1−Y ) + (1+X)(1+Y )]2j = (1 +XY )2j

=
j∑

m=−j
Cj+m2j Xj+mY j+m

rezultă că avem

1
22j

j∑

k=−j
Cj+k2j Km(k)Kn(k) = Cj+m2j δmn. (14.4)

Funcţiile Kravchuk K−j , K−j+1, ..., Kj−1, Kj , unde

Km(k) =
1

2j

√
√
√
√
Cj+k2j

Cj+m2j

Km(k),

formează o bază ortonormată ı̂n C2j+1, adică avem

〈Km|Kn〉 = δmn, I=
j∑

m=−j
|Km〉〈Km|.

Se poate arăta că funcţiile Kravchuk verifică relaţiile

Km(n)=Kn(m), Km(−n)=(−1)j+mKm(n).

14.2.8 În cazurile d=2 şi d=3, funcţiile Kravchuk sunt

K− 1
2
(−1

2)=
1√
2
,

K− 1
2
( 1

2) =
1√
2
,

K 1
2
(−1

2) =
1√
2
,

K 1
2
( 1

2) =− 1√
2
,

şi respectiv

K−1(−1) = 1
2 ,

K−1( 0) = 1√
2
,

K−1( 1) = 1
2 ,

K0(−1) = 1√
2
,

K0( 0) = 0,

K0( 1) = − 1√
2
,

K1(−1) = 1
2 ,

K1( 0) =− 1√
2
,

K1( 1) = 1
2 .
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14.2.9 Operatorii Jx, Jy, Jz :C
2j+1→C2j+1, definiţi prin relaţiile

(Jx±iJy)|j;m〉=
√

(j∓m)(j±m+1) |j;m± 1〉,
Jz|j;m〉 = m|j;m〉 (adică Jz=Q)

satisfac relaţiile de comutare

[Jx, Jy]=iJz , [Jy, Jz ]=iJx, [Jz , Jx]=iJy ,

unde, prin definiţie, [A,B] = AB −BA.

14.2.10 Din relaţia (14.3), prin derivare, se obţine relaţia de recurenţă

(j+k+1)Kk+1(m) + (j−k+1)Kk−1(m)=−2mKk(m),

unde, prin convenţie, K−j−1=Kj+1=0. Din acestă relaţie rezultă că
√

(j−k)(j+k+1) Km(k+1)+
√

(j+k)(j−m+1) Km(k−1)=−2mKm(k),

(14.5)

unde, prin convenţie, Km(−j−1)=Km(j+1)=0.

14.2.11 În cazul transformării Fourier finite, spaţiul (14.2) se poate identifica cu

spaţiul funcţiilor ψ: j+Z−→C definite pe mulţimea j+Z={j+n | j∈Z}
şi periodice cu perioada d, iar in cazul utilizării funcţiilor Kravchuk spaţiul

(14.2) se poate identifica cu spaţiul funcţiilor ψ : j+Z−→C nule ı̂n afara

mulţimii {−j,−j+1, ..., j−1, j}.

14.2.12 Relaţia (14.5) se poate scrie sub forma
√

(j−k)(j+k+1) 〈Km|j; k+1〉+
√

(j+k)(j−k+1) 〈Km|j; k−1〉=−2m 〈Km|j; k〉

sau sub forma

〈Km|(Jx+iJy)|j; k〉 + 〈Km|(Jx−iJy)|j; k〉=−2m 〈Km|j; k〉,

echivalentă cu

Jx|Km〉 = −m |Km〉.

Utilizând funcţiile

K̃m(k) = ik Km(k),

relaţia (14.5), ı̂nmulţită cu (−i)k, se poate scrie sub forma
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i
√

(j−k)(j+k+1) 〈K̃m|j; k+1〉− i
√

(j+k)(j−k+1) 〈K̃m|j; k− 1〉=−2m 〈K̃m|j; k〉

sau sub forma

i 〈K̃m|(Jx+iJy)|j; k〉 − i 〈K̃m|(Jx−iJy)|j; k〉=−2m 〈K̃m|j; k〉,

echivalentă cu

Jy|K̃m〉 = m |K̃m〉.

Astfel, funcţiile Kravchuk sunt funcţii proprii ale operatorului Jx, iar K̃m funcţii

proprii ale operatorului Jy. Operatorii Jx, Jy, Jz admit descompunerile spectrale

Jx=

j
∑

m=−j
m |K−m〉〈K−m|, Jy=

j
∑

m=−j
m |K̃m〉〈K̃m|, Jz=

j
∑

m=−j
m |j;m〉〈j;m|.

14.3 Spaţii Hilbert infinit-dimensionale separabile

14.3.1 Definiţie. Spunem despre o submulţime M a unui spaţiu unitar H că este

densă ı̂n H şi scriem M = H dacă, pentru orice element a∈H,
există un şir (xn)n≥0 ı̂n M astfel ı̂ncât a= lim

n→∞
xn.

14.3.2 Definiţie. Spunem despre un spaţiu unitar H că este separabil

dacă există o submulţime numărabilă M⊂H, densă ı̂n H.

14.3.3 Teoremă. Într-un spaţiu unitar infinit-dimensional separabil H există

un sistem ortonormat numărabil {v0, v1, v2, ...}, şi orice sistem

ortonormat infinit este numărabil.

Demonstraţie. Plecând de la o mulţime numărabilă {w0, w1, w2, ...} , densă ı̂n H
generăm sistemul {v0, v1, v2, ...} parcurgând următoarele etape:

- eliminăm din {w0, w1, w2, ...} vectorii nuli (dacă există);

- eliminăm din şirul obţinut primul vector care este combinaţie liniară de vectorii

aflaţi ı̂naintea lui. Repetând această operaţiune (de o infinitate de ori !) generăm

un şir ı̂n care niciun vector nu este combinaţie liniară de vectorii aflaţi ı̂naintea lui.

- ortonormalizând şirul obţinut, rezultă {v0, v1, v2, ...}.
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Dacă {uj}j∈J este sistem ortonormat, atunci

||uj − uk|| =
√

〈uj − uk, uj − uk〉 =
√
2.

Alegând pentru fiecare uj un element wnj astfel ı̂ncât ||uj − wnj ||< 1
2 , din relaţia

||uj−uk|| = ||uj − wnj +wnj − wnk
+ wnk

− uk||
≤ ||uj − wnj ||+ ||wnj − wnk

||+ ||wnk
− uk||

rezultă că ||wnj − wnk
|| > 0, adică wnj 6= wnk

pentru j 6= k. Astfel, prin aplicaţia

injectivă

{uj}j∈J −→ {w0, w1, w2, ...} : uj 7→ wnj

mulţimea {uj}j∈J este pusă ı̂n corespondenţă cu un subşir al şirului {w0, w1, w2, ...}.

14.3.4 Fie {v0, v1, v2, ...} un sistem ortonormat dintr-un spaţiu unitar H.
Oricare ar fi d∈{1, 2, 3, ...}, spaţiul Cd se poate identifica cu subspaţiul

L{v0, v1, v2, ..., vd−1} = { x0 v0+x1 v1+· · ·+xd−1 vd−1 | xn∈C }

generat de {v0, v1, v2, ..., vd−1}. Reuniunea de subspaţii finit-generate

L{v0, v1, v2, ...} =
∞⋃

d=1

L{v0, v1, v2, ..., vd−1}

= { x0 v0+x1 v1+· · ·+xk vk | xn∈C, k∈N}
este un subspaţiu vectorial al lui H. Avem

L{v0}⊂L{v0, v1}⊂L{v0, v1, v2}⊂ ... ⊂L{v0, v1, v2, ...}⊂L{v0, v1, v2, ...}.

14.3.5 Definiţie. Fie {v0, v1, v2, ...} un sistem ortonormat din spaţiul unitar H.
Spunem că {v0, v1, v2, ...} este bază algebrică ı̂n H dacă

L{v0, v1, v2, ...} = H.

Spunem că {v0, v1, v2, ...} este bază ortonormată ı̂n H dacă

L{v0, v1, v2, ...} = H.

14.3.6 Spaţiul şirurilor de pătrat sumabil

ℓ2 =

{

x=(x0, x1, x2, ...)

∣
∣
∣
∣
∣
xn∈C,

∞∑

n=0

|xn|2<∞
}

este un spaţiu vectorial ı̂n raport cu adunarea
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(x0, x1, x2, ...)+(y0, y1, y2, ...)=(x0+y0, x1+y1, x2+y2, ...)

şi ı̂nmulţirea cu numere complexe

λ(x0, x1, x2, ...)=(λx0, λx1, λx2, ...).

Aceste operaţii sunt bine-definite, deoarece din relaţiile |λxn|= |λ| |xn| şi

|xn+yn|2 = (xn+yn)(xn+yn) = |xn|2+|yn|2+2Re(xnyn)

≤ |xn|2+|yn|2+2 |xnyn| ≤ 2(|xn|2+|yn|2)

rezultă că

x, y ∈ ℓ2
λ ∈ C

}

⇒
{
x+y ∈ ℓ2
λx ∈ ℓ2.

Deoarece |xnyn| ≤ (|xn|2+|yn|2)/2, relaţia

〈x, y〉 =
∞∑

n=0

xnyn

defineşte un produs scalar pe ℓ2. Se poate arăta că orice şir Cauchy din ℓ2

converge la un element din ℓ2. Prin urmare, ℓ2 este spaţiu Hilbert.

14.3.7 Sistemul ortonormat {e0, e1, e2, ...}, unde

e0 = (1, 0, 0, 0, ...), e1 = (0, 1, 0, 0, ...), e2 = (0, 0, 1, 0, 0, ...), ....,

nu este bază algebrică ı̂n ℓ2 deoarece L{e0, e1, e2, ...} 6= ℓ2.

Şirul
(
1, 12 ,

1
22 ,

1
23 , ...

)
din ℓ2 nu aparţine spaţiului

L{e0, e1, e2, ...} = { (x0, x1, ..., xk, 0, 0, 0, ...) | xn∈C, k∈N }.

Dar, {e0, e1, e2, ...} este bază ortonormată ı̂n ℓ2 deoarece, din relaţia

||x− (x0, x1, ..., xk, 0, 0, 0, ...)||2 =

∞∑

n=k+1

|xn|2
k→∞
−−−−→ 0,

verificată oricare ar fi x=(x0, x1, x2, ...)∈ℓ2, rezultă că

L{e0, e1, e2, ...} = ℓ2.

.
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14.3.8 Spaţiul Hilbert infinit-dimensional ℓ2 este separabil deoarece submulţmea

{ (α0+β0i, α1+β1i, ..., αk+βki, 0, 0, 0, ...) | αn, βn∈Q, k∈N } ⊂ ℓ2

este numărabilă şi densă ı̂n ℓ2.

14.3.9 Dacă M este o submulţime a unui spaţiu unitar H, atunci
mulţimea vectorilor ortogonali pe M , adică

M⊥ = { x∈H | 〈x, y〉=0, oricare ar fi y∈M }

este un subspaţiu vectorial ı̂nchis al lui H. Dacă un şir (xn)n≥0 din M⊥

este convergent, atunci (v. pag. 349-2)
〈

lim
n→∞

xn, y
〉

= lim
n→∞

〈xn, y〉 = 0

şi prin urmare lim
n→∞

xn∈M⊥.

14.3.10 Teoremă. Dacă K este un subspaţiu vectorial ı̂nchis al spaţiului Hilbert H,
atunci orice vector x∈H se scrie ı̂n mod unic sub forma

x = x′ + x′′ cu
x′∈K
x′′∈K⊥

şi

||x′′||= ||x−x′|| = inf
y∈K
||x−y||, (14.6)

adică δ= ||x−x′|| reprezintă distanţa de la x la subspaţiul K.

Demonstraţie. Alegem ı̂n K şirul (xn)n≥0 astfel ı̂ncât

||x−xn|| < δ2 +
1

n2
. (14.7)

Utilizând identitatea paralelogramului (v. pag. 349-2), obţinem relaţia

||xn−xm||2 + ||(x−xn)+(x−xm)||2=2(||x−xn||2+ ||x−xm||2)

din care rezultă că

||xn−xm||2 =2(||x−xn||2+ ||x−xm||2)− 4||x− (12xn+
1
2xm)||2

≤ 2(δ2 + 1
n2 + δ2 + 1

m2 )− 4δ2 = 2
n2 +

2
m2

şi prin urmare (xn)n≥0 este şir Cauchy. Prin trecere la limită, din (14.7) rezultă că

vectorul x′=limn→∞ xn verifică relaţia ||x−x′|| ≤ δ. Pe de altă parte, spaţiul K fiind

ı̂nchis, x′∈K şi din (14.6) rezultă că ||x−x′|| ≥ δ. Prin urmare, avem δ= ||x−x′||.
Arătăm că x′′=x−x′∈K⊥ Dacă y este un vector nenul din K, atunci din relaţia
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||x′′−λy||2= ||x−(x′+λy)||2 ≥ ||x−x′||2=δ2,

adevărată pentru orice λ∈C, se obţine inegalitatea

−λ̄〈y, x′′〉−λ〈x′′, y〉+|λ|2〈y, y〉 ≥ 0.

Alegând λ= 〈x′′,y〉
〈y,y〉 , se obţine inegalitatea |〈x′′,y〉|2

〈y,y〉 ≤ 0, posibilă doar dacă 〈x′′, y〉=0.

Arătăm că descompunerea x=x′+x′′ este unică. Presupunând că mai există x̃′∈K
şi x̃′′∈K⊥ astfel ı̂ncât x= x̃′+x̃′′, rezultă că x′−x̃′=x′′−x̃′′∈K ∩ K⊥, ceea ce este

posibil doar dacă x′= x̃′ şix′′= x̃′′.

14.3.11 Prin urmare, dacă K este subspaţiu ı̂nchis, atunci spaţiul Hilbert H admite

descompunerea ortogonală

H = K⊕K⊥.

În reprezentarea x = x′ + x′′,

x′ se numeşte proiecţia lui x pe K, iar

x′′ se numeşte proiecţia lui x pe K⊥.

14.3.12 Dacă {v0, v1, v2, ...} este un sistem ortonormat din spaţiul Hilbert H şi dacă

pentru x∈H există numerele αn∈C astfel ı̂ncât

x=

∞∑

n=0

αn vn,

atunci (v. pag. 349-2)

〈vn, x〉 =
〈

vn, lim
m→∞

m∑

k=0

αk vk

〉

= lim
m→∞

〈

vn,
m∑

k=0

αk vk

〉

= αn,

şi prin urmare

x=
∞∑

n=0

〈vn, x〉vn.

14.3.13 Definiţie. Fie {v0, v1, v2, ...} un sistem ortonormat din spaţiul

Hilbert H. Fiecărui vector x∈H ı̂i asociem seria
∞∑

n=0

〈vn, x〉vn,

numită seria Fourier a lui x corespunzătoare sistemului {v0, v1, v2, ...}.
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14.3.14 Teoremă. Dacă {v0, v1, v2, ...} este un sistem ortonormat din spaţiul

Hilbert H, atunci seria cu termeni pozitivi
∞∑

n=0

|〈vn, x〉|2

este convergentă oricare ar fi x∈H şi are loc relaţia
∞∑

n=0

|〈vn, x〉|2 ≤ ||x||2 (inegalitatea lui Bessel). (14.8)

Demonstraţie. Din relaţia

0 ≤
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
x−

k∑

n=0

〈vn, x〉vn
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

2

= ||x||2 −
k∑

n=0

|〈vn, x〉|2,

adevărată oricare ar fi k∈{0, 1, 2, ...}, rezultă că şirul sumelor parţiale este mărginit:
k∑

n=0

|〈vn, x〉|2 ≤ ||x||2.

Din această relaţie, prin trecere la limită, se obţine inegalitatea lui Bessel (14.8).

14.3.15 Teoremă. Dacă H este spaţiu Hilbert şi dacă {v0, v1, v2, ...}⊂H este un

sistem ortonormat, atunci seria Fourier
∞∑

n=0

〈vn, x〉vn

asociată oricărui element x∈H este convergentă, suma ei

x′=
∞∑

n=0
〈vn, x〉vn aparţine spaţiului L{v0, v1, v2, ...},

iar

x′′=x−x′ aparţine spaţiului L{v0, v1, v2, ...}
⊥
.

Demonstraţie. Şirul sumelor parţiale (sk)k≥0, unde

sk =

k∑

n=0

〈vn, x〉vn,

este şir Cauchy deoarece, pentru m≥k, avem

||sm−sk||2=
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

m∑

n=k+1

〈vn, x〉vn
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

2

=

m∑

n=k+1

|〈vn, x〉|2
m→ ∞
k → ∞
−−−−→ 0,
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seria
∞∑

n=0
|〈vn, x〉|2 fiind convergentă (v. pag. 360-14). Oricare ar fi k, avem

〈vk, x′′〉 =
〈

vk, x−
∞∑

n=0

〈vn, x〉vn
〉

= 0.

14.3.16 Dacă sistemul ortonormat {v0, v1, v2, ...} este bază ortonormată ı̂n spaţiul

Hilbert H, adică dacă L{v0, v1, v2, ...}=H, atunci L{v0, v1, v2, ...}
⊥
={0}

şi prin urmare

x =
∞∑

n=0

〈vn, x〉vn, oricare ar fi x∈H.

În notaţie Dirac, avem

|x〉 =
∞∑

n=0

|vn〉〈vn|x〉, oricare ar fi |x〉∈H,

adică are loc rezoluţia identităţii

I =

∞∑

n=0

|vn〉〈vn|.

14.3.17 Sistemul ortonormat {v0, v1, v2, ...} este bază ortonormată ı̂n spaţiul

Hilbert H, adică are loc relaţia L{v0, v1, v2, ...}=H, dacă şi numai dacă

〈vn|x〉 = 0,
oricare ar fi n

=⇒ x=0.

14.3.18 Din relaţia
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
x−

k∑

n=0

〈vn, x〉vn
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

2

= ||x||2 −
k∑

n=0

|〈vn, x〉|2,

adevărată oricare ar fi k∈{0, 1, 2, ...}, rezultă că avem

x =
∞∑

n=0

〈vn, x〉vn

dacă şi numai dacă x satisface relaţia
∞∑

n=0

|〈vn, x〉|2 = ||x||2 (identitatea lui Parceval).
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14.3.19 Teoremă. Oricare ar fi spaţiul Hilbert separabil H, aplicaţia

H −→ ℓ2 :
∞∑

n=0

xn vn 7→ (x0, x1, x2, ...) (14.9)

asociată unei baze ortonormate {v0, v1, v2, ...} este un

izomorfism, care permite identificarea lui H cu ℓ2.

Demonstraţie. Orice vector x∈H admite o reprezentare de forma
∞∑

n=0
xn vn unică,

şi anume x =
∞∑

n=0
〈vn, x〉vn, cu proprietăţile

〈x, y〉=
∞∑

n=0

〈vn, x〉〈vn, y〉 şi ||x||2=
∞∑

n=0

|〈vn, x〉|2.

Aplicaţia (14.9) este liniară, injectivă, surjectivă şi păstrează produsul scalar.

14.3.20 Spaţiile H şi ℓ2 diferă prin natura elementelor lor, nu prin structură.

Aproape toate spaţiile Hilbert utilizate ı̂n modelele din fizică sunt separabile.

14.3.21 Dacă f, g :R−→C sunt două funcţii şi λ∈C, atunci

|f(x)+g(x)|2=(f(x)+g(x))(f(x)+g(x))= |f(x)|2+|g(x)|2+2Re(f(x) g(x))

≤|f(x)|2+|g(x)|2+2 |f(x) g(x)|≤2(|f(x)|2+|g(x)|2),

|λf(x)|2= |λ|2 |f(x)|2 şi |f(x) g(x)|≤ 1
2(|f(x)|2+|g(x)|2).

14.3.22 Spaţiul

L
2(R) =






f : R −→ C

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∞∫

−∞

|f(x)|2 dx <∞







al tuturor funcţiilor f : R −→ C pentru care integrala este convergentă,

considerat ı̂mpreună cu adunarea

(f+g)(x)=f(x)+g(x) (14.10)

şi ı̂nmulţirea cu numere complexe

(λf)(x)=λ f(x) (14.11)

este un spaţiu vectorial infinit-dimensional, iar aplicaţia

L
2(R)×L2(R)−→ C : (f, g) 7→ 〈f, g〉 =

∞∫

−∞

f(x) g(x) dx (14.12)
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are proprietăţile

〈f, αg+βh〉=α〈f, g〉+β〈f, h〉 şi 〈f, g〉=〈g, f〉.

Aplicaţia (14.12) nu este produs scalar deoarece

〈f, f〉=0 6=⇒ f=0.

De exemplu, funcţia nenulă

f : R −→ C, f(x)=

{
1 dacă x=0,
0 dacă x 6=0,

aparţine lui L2(R) şi 〈f, f〉=0.

14.3.23 Ştim că dacă ϕ∈S(R) este o funcţie test, atunci

lim
x→±∞

xk ϕ(x) = 0, oricare ar fi k∈{0, 1, 2, ...}

şi, ı̂n particular, există Ck∈(0,∞) astfel ı̂ncât

|xk ϕ(x)| ≤ Ck, oricare ar fi x∈R.

Din relaţia

|(1+x2)ϕ(x)| ≤ |ϕ(x)|+|x2 ϕ(x)| ≤ C0+C2

rezultă că

|ϕ(x)|2 ≤ (C0+C2)
2

(1+x2)2
≤ (C0+C2)

2

1+x2
, oricare ar fi x∈R.

Deoarece
∫ ∞

−∞

1

1+x2
dx = arctg x

∣
∣
∣
∣

∞

−∞
=
π

2
−
(

−π
2

)

= π,

integrala improprie
∫∞
−∞ |ϕ(x)|2 dx este convergentă, şi prin urmare

S(R) ⊂ L
2(R).

14.3.24 Funcţia

f : R −→ C, f(x)=







0 dacă x<0,
x2 dacă 0≤x≤1,
0 dacă x>0,

aparţine spaţiului L2(R), dar nu este derivabilă. Funcţia indefinit derivabilă

f : R −→ C, f(x)=
1√

1+x2
,
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aparţine spaţiului L2(R) deoarece
∫ ∞

−∞

∣
∣
∣
∣

1√
1+x2

∣
∣
∣
∣

2

dx =

∫ ∞

−∞

1

1+x2
dx = π,

dar x f(x) nu aparţine spaţiului L2(R) deoarece limx→±∞ x f(x) = ±1.

14.3.25 Despre două funcţii f, g∈L2(R) spunem că sunt echivalente şi scriem f ∼ g
dacă f(x)=g(x) aproape peste tot, adică dacă {x | f(x) 6=g(x) } este o

mulţime de măsură nulă. Pe spaţiul L2(R)/∼ al claselor de funcţii echiva-

lente, relaţiile (14.10) şi (14.11) definesc o structură de spaţiu vectorial,

iar (14.12) un produs scalar. Se poate arăta că L
2(R)/∼ nu este spaţiu

Hilbert, adică există şiruri Cauchy neconvergente ı̂n L
2(R)/∼.

14.3.26 Fiecărei funcţii f ∈L2(R) ı̂i corespunde ı̂n S ′(R) distribuţia de tip funcţie

f :S(R) −→ C, 〈f, ϕ〉=
∞∫

−∞

f(x)ϕ(x) dx.

Distribuţiile f şi g corespunzătoare la două funcţii f, g∈L2(R) coincid

dacă şi numai dacă f ∼ g. Asfel, L2(R)/∼ poate fi privit ca fiind un

subspaţiu al spaţiului distribuţiilor S ′(R).

14.3.27 Dacă (fn)n≥0 este şir Cauchy ı̂n L
2(R)/∼, atunci din relaţia

|〈fn, ϕ〉−〈fm, ϕ〉|= |〈fn−fm, ϕ〉| ≤ ||fn−fm|| ||ϕ||

rezultă că (〈fn, ϕ〉)n≥0 este un şir Cauchy de numere complexe, oricare ar

fi funcţia test ϕ. Se poate arăta [26] că aplicaţia

S(R) −→ C : ϕ 7→ lim
n→∞

〈fn, ϕ〉

este distribuţie. Considerând L
2(R)/∼ ca un subspaţiu al spaţiului distribuţiilor,

rezultă că orice şir Cauchy din L
2(R)/∼ converge la un element din S ′(R).

Adăugând la L
2(R)/∼ limitele şirurilor Cauchy din L

2(R)/∼ neconvergente

ı̂n L
2(R)/∼, se obţine spaţiul Hilbert L2(R) ⊂ S ′(R).

În cazul ı̂n care f= lim
n→∞

fn, g= lim
n→∞

gn, prin definiţie

〈f, g〉= lim
n→∞

∞∫

−∞

fn(x) gn(x) dx.
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14.3.28 Se poate arăta că orice element f ∈L2(R) este o distribuţie regulată, definită

de o funcţie f :R−→C cu proprietatea că integrala ı̂n sens Lebesgue
∞∫

−∞

|f(x)|2 dx

este convergentă. Spaţiul Hilbert L2(R), numit spaţiul funcţiilor de pătrat

integrabil, este utilizat pentru descrierea sistemelor cuantice unidimensionale.

O funcţie f ∈L2(R) este numită funcţie normată dacă ||f ||=1, unde

||f ||=
∞∫

−∞

|f(x)|2 dx.

Fiecărei funcţii nenule f ∈L2(R) ı̂i corespunde funcţia normată ψ(x)= f(x)
||f || .

14.3.29 În starea cuantică descrisă de funcţia normată ψ∈L2(R), numărul
∫ b

a
|ψ(x)|2 dx

reprezintă probabilitatea de a găsi particula ı̂n intervalul [a, b], iar
∫ b

a
|F [ψ](p)|2 dp

probabilitatea ca impulsul particulei să aparţină intervalului [a, b].

În mecanica cuantica, se utilizeaza transformarea Fourier (v. pag. 339-5)

F [f ](p) = 1√
2π~

∫ ∞

−∞
e−ipx/~ f(x) dx (14.13)

care este o transformare unitară, având ca inversă transformarea adjunctă

F+[f ](p) =
1√
2π~

∫ ∞

−∞
eipx/~ f(x) dx.

Într-un sistem de unităţi de măsură ı̂n care ~=1, definiţia (14.13) devine

F [f ](p) = 1√
2π

∫ ∞

−∞
e−ipx f(x) dx.

14.3.30 Operatorul coordonată (v. pag. 363-24)

x̂ :Dx−→L2(R) : f 7→ x̂f,

(x̂f)(x)=x f(x),

definit pe subspaţiul Dx⊂ L2(R) format din funcţiile f cu proprietatea că

funcţia x f(x) aparţine lui L2(R), nu admite funcţii proprii.
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Utilizând scufundarea L2(R) ⊂ S ′(R), putem considera prelungirea

x̂ :S ′(R)−→S ′(R) : f 7→ xf,

pentru care distribuţiile Dirac δa sunt distribuţii proprii

x̂δa = a δa.

Se admite că δa descrie starea ideală ı̂n care particula este localizată ı̂n a.

Deoarece

F [δa]= 1√
2π
e−ipx şi |F [δa](p)|2= 1

2π ,

ı̂n starea ideală δa, toate valorile impulsului sunt egal probabile.

14.3.31 Ştim că polinoamele Hermite verifică relaţia (v. pag. 313-13)
∞∫

−∞

Hn(x)Hk(x) e
−x2dx = 2n n!

√
π δnk.

Se poate arăta că sistemul de funcţii Hermite-Gauss {Ψ0,Ψ1,Ψ2, ...}, unde

Ψn(x) =
1

√

2n n!
√
π
Hn(x) e

−x2

2 ,

este bază ortonormată ı̂n L2(R). Scriind |n〉 ı̂n loc de Ψn, avem

〈n|k〉 = δnk şi I =

∞∑

n=0

|n〉〈n|.

Din relaţia obţinută la pag. 343-15, rezultă că

F|n〉 = (−i)n |n〉

şi prin urmare, putem defini transformarea Fourier pe L2(R) ca fiind

F : L2(R) −→ L2(R), F =

∞∑

n=0

(−i)n |n〉〈n|.

14.3.32 Dacă scriem |a〉 ı̂n loc de δa, relaţia formală
∞∫

−∞

δ(t−x) f(x) dx = f(t)

se poate scrie sub forma
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∞∫

−∞

|x〉〈x|f〉 dx = |f〉

şi formal avem

I =

∞∫

−∞

dx |x〉〈x|.

Avem aici o suprapunere de notaţii: |x〉, |n〉, |z〉 nu coincid pentru x=n=z.

14.3.33 Teoremă. Stările coerente standard {|z〉}z∈C, unde

|z〉 = e−
|z|2
2

∞∑

n=0

zn√
n!
|n〉,

nu formează un sistem ortonormat ı̂n L2(R),

〈z1|z2〉 = e−
1
2
|z1|2− 1

2
|z2|2+z̄1z2 ,

dar are loc rezoluţia identităţii

I =

∫

C

d2z |z〉 〈z|,

unde d2(x+ yi) = 1
π dx dy.

Demonstraţie. Oricare ar fi z∈C avem

〈z|z〉 = e−|z|2
∞∑

n=0

∣
∣
∣
∣

zn√
n!

∣
∣
∣
∣

2

= e−|z|2
∞∑

n=0

|z|2n
n!

= 1.

Notând z = α+βi = r eiθ şi utilizând relaţia

∫ 2π

0
dθ ei(n−m)θ = 2π δnm,

obţinem

1
π

∫

C
|z〉 d2z 〈z| = 1

π

∞∑

n=0

∞∑

m=0

(∫∫
dα dβ e−(α2+β2) (α+βi)

n
√
n!

(α−βi)m√
m!

)

|n〉〈m|

= 1
π

∞∑

n=0

∞∑

m=0

1√
n!m!

(∫∞
0 dr rn+m+1 e−r

2 ∫ 2π
0 dθ ei(n−m)θ

)

|n〉〈m|

=
∞∑

n=0

1
n!

(

2
∫∞
0 dr r2n+1 e−r

2
)

|n〉〈n| =
∞∑

n=0

1
n!

(∫∞
0 dt tn e−t

)
|n〉〈n|.
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Deoarece, integrând prin părţi
∫ ∞

0
dt tn e−t = n

∫ ∞

0
dt tn−1 e−t = n(n− 1)

∫ ∞

0
dt tn−2 e−t = · · · = n!,

deducem că

1

π

∫

C

d2z |z〉〈z| =
∞∑

n=0

|n〉〈n| = I.

14.3.34 Utilizând funcţiile Hermite-Gauss |n〉, putem asocia unei funcţii f : N −→ R

operatorul autoadjunct

Af =
∞∑

n=0

f(n) |n〉〈n|,

iar unui operator autoadjunct A funcţia

fA : N −→ R, fA(n) = 〈n|A|n〉.

Similar, utilizând stările coerente |z〉, putem asocia unei funcţii f : C −→ R

(pentru care integrala este convergentă) operatorul autoadjunct

Af =

∫

C

|z〉 f(z) d2z 〈z|,

iar unui operator autoadjunct A funcţia

fA : C −→ R, fA(z) = 〈z|A|z〉.

În cazul oscilatorului armonic, operatorul corespunzător energiei

H=−1

2

d2

dx2
+
1

2
x2

admite descompunerea spectrală

H =

∞∑

n=0

(

n+
1

2

)

|n〉〈n|

şi reprezentarea

H=−1

2
I+

∫

C

|z〉 |z|2 d2z 〈z|

Cuantificarea f 7→Af (trecere funcţie 7→ operator) şi decuantificarea A 7→ fA

(trecere operator 7→ funcţie) joacă un rol important ı̂n mecanica cuantică.
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14.3.35 Pentru descrierea stării sistemului cuantic, ı̂n locul funcţiei normate

ψ∈L2(R), se mai pot utiliza:

- funcţia C −→ C : z 7→ 〈z|ψ〉, avand ı̂n vedere că

|ψ〉 = I|ψ〉 =
∫

C

d2z |z〉〈z|ψ〉;

- proiectorul ortogonal |ψ〉〈ψ|, adică operatorul densitate

L2(R) −→ L2(R) : |ϕ〉 7→ |ψ〉〈ψ|ϕ〉;

- funcţia Wigner Wψ : R2 −→ R, unde

Wψ(x, p) =
1

π

∫ ∞

−∞
e2ipy ψ(x+y) ψ(x−y) dy.

Utilizând relaţia (v. pag. 337-1)
∫ ∞

−∞
eiξx e−ax

2
dx =

√
π

a
e−

ξ2

4a

obţinem că funcţia Wigner corespunzătoare funcţiei gaussiene normate

ψ : R −→ R, ψ(x) =
4

√

2a

π
e−ax

2
,

unde a∈(0,∞), este produsul a două funcţii gaussiene:

Wψ(x, p)=

√
2a

π
√
π

∫ ∞

−∞
e2ipy e−a(x+y)

2
e−a(x−y)

2
dy=

1

π
e−2ax2 e−

p2

2a .

Utilizarea de descrieri alternative permite o mai buna investigare a efectelor

cuantice, o diversificare şi perfecţionare a modelelor matematice utilizate.

14.3.36 Operatorul impuls (v. pag. 363-24)

p̂ :Dp−→L2(R), p̂=−i d
dx
,

definit pe subspaţiul Dp⊂ L2(R) format din funcţiile f derivabile şi cu

proprietatea că funcţia f ′ aparţine lui L2(R), nu admite funcţii proprii.

Utilizând scufundarea L2(R) ⊂ S ′(R), putem considera prelungirea

p̂ :S ′(R)−→S ′(R) : f 7→ −if ′,

pentru care distribuţiile de tip funcţie φp(x)=
1√
2π
eipx sunt distribuţii proprii

p̂φp = p φp.

În cazul stării nenormabile descrise de φp, avem |φp(x)|2= 1
2π şi prin urmare

toate pozitiile sunt egal probabile. Deoarece
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〈F [φp], ϕ〉=〈φp,F [ϕ]〉=
1√
2π

∞∫

−∞

eipxF [ϕ](x) dx=F−1[F [ϕ]](p)=ϕ(p)=〈δp , ϕ〉

adică F [φp]=δp, singura valoare posibilă pentru impuls este p.

14.3.37 Relaţia f=F−1[F [f ]], adevărată oricare ar fi distribuţia f , scrisă formal

f(x)=
1

2π

∞∫

−∞

dp eipx
∞∫

−∞

dy e−ipy f(y), (14.14)

poate fi interpretată ca fiind

|f〉=
∞∫

−∞

dp |φp〉〈φp|f〉

şi prin urmare, simbolic, putem scrie

I =

∞∫

−∞

dp |φp〉〈φp|.

Relaţia (14.14), re-scrisă sub forma

f(x)=

∞∫

−∞

dy




1

2π

∞∫

−∞

e−ip(x−y) dp



 f(y),

sugerează că, formal,

1

2π

∞∫

−∞

e−ip(x−y) dp = δx(y) = δ(x−y),

integrala fiind, evident, divergentă. Relaţia corespunde formulei F [1]=2πδ.

14.3.38 Utilizând egalităţile x̂|x〉 = x|x〉 şi p̂|φp〉 = p|φp〉, se obţin relaţiile formale

x̂= x̂I =

∞∫

−∞

dxx|x〉〈x| şi p̂ = p̂ I =

∞∫

−∞

dp p|φp〉〈φp|.

14.3.39 Relaţia

ϕ(x+a) = ϕ(x) + ϕ′(x)
1! a+ ϕ′′(x)

2! a2 + · · ·

=
(

I+ 1
1!a

d
dx + 1

2!a
2 d2

dx2
+ · · ·

)

ϕ(x) = ea
d
dxϕ(x)
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se mai poate scrie sub forma

ϕ(x+a) = eiap̂ϕ(x).

14.3.40 Deoarece (v. pag. 328-24)

(xf)′ = f + xf ′, oricare ar fi f ∈S ′(R),

operatorii

x̂ :S ′(R)−→S ′(R) : f 7→ xf,

p̂ :S ′(R)−→S ′(R) : f 7→ −if ′
(14.15)

verifică relaţia de comutare

[x̂, p̂] = i I,

unde, prin definiţie, [x̂, p̂]= x̂ p̂−p̂ x̂.

14.3.41 Transformările Fourier

F :S(R)−→S(R), F [ϕ](p) = 1√
2π

∫∞
−∞ e−ipxϕ(x) dx,

F :S ′(R)−→S ′(R), 〈F [f ], ϕ〉 = 〈f,F [ϕ]〉,

sunt bijective şi S(R)⊂L2(R)⊂S ′(R). Din

F
[

−idϕdx
]

(p) = −i√
2π

∫∞
−∞ e−ipx dϕ

dx (x) dx

= 1√
2π

∫∞
−∞ p e−ipxϕ(x) dx = pF [ϕ](p),

rezultă că restricţiile lui x̂ şi p̂ la S(R) verifică egalitatea

F p̂ = x̂F
adică

p̂ = F−1 x̂F . (14.16)

Din relaţiile

F−1 [x̂F [ϕ]] (p) = 1
2π

∫∞
−∞ eipx x

(∫∞
−∞ e−ixyϕ(y) dy

)

dx

= − 1
2π

∫∞
−∞ e−ipx x

(∫∞
−∞ eixyϕ(y) dy

)

dx = −F
[
x̂F−1[ϕ]

]
(p),

〈p̂f, ϕ〉 = 〈−if ′, ϕ〉 = 〈f, iϕ′〉 = 〈f,−p̂ϕ〉 = 〈f,−F−1[x̂F [ϕ]]〉
= 〈f,F [x̂F−1[ϕ]]〉 = 〈F [f ], x̂F−1[ϕ]〉 = 〈F−1[x̂F [f ]], ϕ〉

rezultă că şi operatorii (14.15) verifică relaţia (14.16).
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14.3.42 În cazul unei măsurători ideale, observabila este descrisă de un operator

autoadjunct A. În starea pură descrisă de funcţia normată ψ∈L2(R), la o

repetare a măsurătorii, rezultatele obţinute sunt distribuite ı̂n jurul valorii medii

〈A〉 = 〈ψ|A|ψ〉.

O măsură a gradului de dispersare a lor este dată de abaterea medie pătratică

∆A =
√

〈ψ, (A − 〈A〉)2ψ〉 =
√

〈ψ,A2ψ〉 − 〈ψ,Aψ〉2,

adică

∆A =
√

〈(A − 〈A〉)2〉 =
√

〈A2〉 − 〈A〉2.

14.3.43 Dacă |ψ〉 este stare proprie a observabilei A,

A|ψ〉 = λ|ψ〉,

atunci, ı̂n starea |ψ〉, avem
∆A =

√

〈ψ,A2ψ〉 − 〈ψ,Aψ〉2 = 0.

14.3.44 Teoremă (Relaţia de incertitudine).

Dacă A şi B sunt doi operatori autoadjuncţi şi

∆A =
√

〈ψ, (A − 〈A〉)2ψ〉, ∆B =
√

〈ψ, (B − 〈B〉)2ψ〉,

atunci

∆A∆B ≥ |〈ψ|[A,B]|ψ〉|
2

,

oricare ar fi starea normată |ψ〉∈H.

Demonstraţie. Fie C=A−〈A〉, D=B−〈B〉, [C,D]=CD−DC, {C,D}=CD+DC şi

〈Cψ,Dψ〉 = α+ βi cu α, β ∈ R.

Din relaţiile

〈ψ,CDψ〉 = 〈Cψ,Dψ〉 = α+ βi

〈ψ,DCψ〉 = 〈Dψ,Cψ〉 = α− βi
rezultă că

〈ψ, [C,D]ψ〉 = 〈ψ,CDψ〉 − 〈ψ,DCψ〉 = 2βi

〈ψ, {C,D}ψ〉 = 〈ψ,CDψ〉 + 〈ψ,DCψ〉 = 2α

şi prin urmare
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|〈ψ, [C,D]ψ〉|2 + |〈ψ, {C,D}ψ〉|2 = 4 |〈Cψ,Dψ〉|2.

Însă, conform inegalităţii Cauchy-Schwarz,

|〈Cψ,Dψ〉|2 ≤ 〈Cψ,Cψ〉 〈Dψ,Dψ〉.

Deoarece 〈Cψ,Cψ〉=〈ψ,C2ψ〉 şi 〈Dψ,Dψ〉=〈ψ,D2ψ〉, din ultimele relaţii obţinem

|〈ψ, [C,D]ψ〉|2 ≤ 4 |〈Cψ,Dψ〉|2 ≤ 4 〈ψ,C2ψ〉 〈ψ,D2ψ〉,

adică inegalitatea

〈ψ,C2ψ〉 〈ψ,D2ψ〉 ≥ |〈ψ, [C,D]ψ〉|2
4

.

Utilizând relaţiile

〈ψ,C2ψ〉 = 〈ψ, (A − 〈A〉)2ψ〉 = (∆A)2,

〈ψ,D2ψ〉 = 〈ψ, (B − 〈B〉)2ψ〉 = (∆B)2,

〈ψ, [C,D]ψ〉 = 〈ψ, [A,B]ψ〉,
ultima inegalitate se mai scrie

∆A∆B ≥ |〈ψ, [A,B]ψ〉|
2

.

14.3.45 Dacă pregătim un număr mare de sisteme cuantice identice, toate ı̂n aceeaşi

stare |ψ〉, şi le utilizăm pe unele dintre ele pentru a măsura observabila A ,

iar pe celelalte pentru a măsura observabilaB, atunci abaterile medii pătratice

∆A şi ∆B verifică relaţia de incertitudine

∆A∆B ≥ |〈ψ|[A,B]|ψ〉|
2

.

În particular, deoarece [x̂, p̂] = i I, avem

∆x̂∆p̂ ≥ 1

2
.

14.3.46 În cazul starii cuantice descrise de funcţia gaussiană normată

ψ : R −→ R, ψ(x) =
1

4
√
2πa2

e−
x2

4a2

unde a∈(0,∞) este un parametru, din relaţiile

〈x̂〉 = 〈ψ, x̂ ψ〉 = 1

a
√
2π

∞∫

−∞

x e−
x2

2a2 dx = 0,
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〈x̂2〉 = 〈ψ, x̂2 ψ〉 = 1

a
√
2π

∞∫

−∞

x2 e−
x2

2a2 dx = a2,

F [ψ](p) = 1
4
√
2πa2

F
[

e−
x2

4a2

]

(p) =
4

√

2a2

π
e−a

2p2 ,

〈p̂〉 = 〈ψ,F+x̂Fψ〉 = 〈F [ψ], x̂F [ψ]〉 = 0,

〈p̂2〉 = 〈ψ,F+x̂2Fψ〉 = 〈F [ψ], x̂2 F [ψ]〉 = 1

4a2

rezultă că

∆x̂ =
√

〈x̂2〉 − 〈x̂〉2 = a, ∆p̂ =
√

〈p̂2〉 − 〈p̂〉2 = 1

2a

şi prin urmare, are loc relaţia

∆x̂ ∆p̂ =
1

2
.

14.3.47 Fiecare funcţie f : (a, b) −→ C, definită pe un interval (a, b), poate fi privită

ca fiind restricţia la (a, b) a funcţiei f̃ :R −→ C,

f̃(x) =

{

f(x) dacă x∈(a, b)
0 dacă x 6∈(a, b).

Plecând de la spaţiul

L
2(a, b) =






f : (a, b) −→ C

∣
∣
∣
∣
∣
∣

b∫

a

|f(x)|2 dx <∞







şi urmând analogia cu construcţia lui L2(R), se obţine spaţiul Hilbert

L2(a, b) cu produsul scalar

〈f, g〉 =
b∫

a

f(x) g(x) dx.

14.3.48 Se poate arăta că sistemul de funcţii { 1√
2π
einx}∞n=−∞ este bază ortonormată

ı̂n spaţiul Hilbert L2(−π, π). Plecând de la polinoamele Legendre şi folosind

metoda prezentată la pag. 366-31, se obţine o bază ortonormată ı̂n spaţiul

Hilbert L2(−1, 1). Similar, dar plecând de la polinoamele Laguerre se

obţine o bază ortonormată ı̂n spaţiul Hilbert L2(0,∞).
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din Bucureşti, 2012.
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[12] J.-P. Gazeau, Coherent States in Quantum Physics, Wiley-VCH, Berlin, 2009.

[13] G. Jaeger, Quantum Information, Springer Science & Business Media, 2007.

[14] J. F. James, A Student’s Guide to Fourier Transforms: With Applications in

Physics and Engineering, Cambridge University Press, 2011.

[15] S. J. Gustafson and I. M. Sigal, Mathematical Concepts of Quantum Mechanics,

Springer, Berlin, 2011.

[16] A. Halanay, V. Olariu şi S. Turbatu, Analiză Matematică, Editura Didactică şi
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cureşti, 1988.

[23] M. A. Nielsen, I. L. Chuang, Quantum Computation and Quantum Information,

Cambridge University Press, 2000.

[24] A. F. Nikiforov, S. K. Suslov, and V. B. Uvarov, Classical Orthogonal Polyno-

mials of a Discrete Variable Springer-Verlag, Berlin, 1991.

[25] I. L. Popescu, I. Armeanu, D. Blideanu, N. Cotfas şi I. Şandru, Probleme de
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[38] *** Analiză Matematică (Universitatea din Bucureşti), Editura Didactică şi
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