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COPERTA IV:

Prezenta carte, rezultat al colaborarii dintre un matematician pasionat de fizica
matematica si un informatician, este o introducere in analiza matematica, amplu
ilustrata cu exemple concrete si programe in MATHEMATICA.

Se urmareste atat familiarizarea cititorului cu elemente de bazd ale analizei
matematice reale si utilizarea programului MATHEMATICA, cat si o initiere in
analiza complexa, teoria seriilor Fourier, teoria distributiilor, transformarea Fourier

si teoria spatiilor Hilbert.






Introducere

Analiza matematica este o componenta esentiala a aparatului matematic implicat in
modelele teoretice utilizate in fizicd. Nu este posibila o descriere adecvata sistemelor

fizice si Intelegerea proceselor care au loc fara cunoasterea analizei matematice.

Intentia autorilor este de a prezenta elemente de baza ale analizei reale si complexe
intr-o expunere in care matematica se impleteste cu informatica. Pentru a usura
intelegerea, notiunile si rezultatele noi sunt prezentate ca extinderi ale unora stu-
diate anterior. In general, punctul de plecare ales este un rezumat concis al unor

notiuni si rezultate studiate in liceu sau exemple concrete adecvate.

S-a urmaérit ca prezentarea sa fie directa, clara, concisa gi cat mai prietenoasa cu
cititorul. Impartirea materialului expus in itemi a permis inserarea unui numar
mare de trimiteri atat la definitii si teoreme cat si la diverse comentarii, exemple si

exercitii.

Cartea se bazeazd pe cursul predat timp de mai multi ani de primul autor la
Facultatea de Fizica, Universitatea Bucuresti. Notiunile si rezultatele teoretice au
fost amplu ilustrate de al doilea autor prin inserarea unor exercitii si a unor aplicatii
bazate pe programul MATHEMATICA.

Bucuresti, 2016 Nicolae Cotfas
Liviu-Adrian Cotfas
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1.1  Multimi

1.1.1 Notiunea de multime are un rol fundamental in analiza. Vom utiliza notatia
TEA,
cititd = apartine lui A, pentru a indica faptul cd z este element al multimii A si
& A,
pentru a indica contrariul. Spunem ca A este submulfime a lui B gi scriem
ACB
daca fiecare element al lui A apartine lui B. In caz contrar, scriem
AZB.
Doué multimi sunt numite egale daca sunt formate din aceleasi elemente:
A=B = ACB si BCA.

Multimea care nu contine niciun element, numita multimea vidd, este notata cu ().

1.1.2 Multimea tuturor submultimilor (partilor) multimii A = {1,2,3} este

P(A) = { 0, {1}7 {2}7 {3}7 {17 2}7 {27 3}7 {17 3}7 {17 2, 3} }
Deoarece o multime M cu n elemente are Cif submultimi cu k£ elemente, rezulta ca
P(M)are CO+Cl+C2+---+C"=(1+1)"=2" elemente.
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1.1.3 Definitie (Operatii cu multimi).

Reuniunea : AUB={z|z€A sau z€B }.
Intersectia : ANB={xz|z€A si z€B }.
Diferenta : AB={z|z€A si x¢B }.

Produsul cartezian : AxB={(z,y) |z€A si yeB }.

b
Sy

AUB

Figura 1.1: Operatii cu multimi.

1.1.4 Exemplu. Fie A ={1,2,3} si B ={3,5}. Avem:
AUB=1{1,2,3,5}; A\B={1,2};

AN B = {3}; Ax B=1{(1,3),(1,5),(2,3),(2,5),(3,3),(3,5)}.

SN
Sy

Figura 1.2: Exemplu referitor la operatiile cu multimi.

1.1.5 Exercitiu. Sa se arate ca relatiile
AUA=A, AU(BUC)=(AUB)UC, AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO),

ANA=A4, AN(BNC)=(ANB)NC, AU(BNC)=(AUB)N(AUC),
A\A =0, A\(BUC)=(A\B)N(A\C), A\(BNC) = (A\B)U (A\C)

au loc, oricare ar fi multimile A, B, C.

) =
) =
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1.2 Multimi de numere

1.2.1 Ecuatia 2+ 2z =1 nu admite solutie in mulftmea numerelor naturale
N={0,1,2,3,... },
dar admite solutia x = —1 in multimea numerelor intreg:
Z={..., =2,-1,0,1,2, ... },

care este o extensie a lui N, obtinuta prin adaugarea intregilor negativi —1, —2, ...

1.2.2 Ecuatia 2z =1, fara solutie in Z, are solutie in multimea numerelor rafionale

Q:{%‘ nez, ke{1,2,3,...}}/~

formata din clase de fractii echivalente

n n

v / /
-~ — daca nk'=n'k.
kK
Solutia ecuatiei considerate este numarul rational care se poate reprezenta

folosind oricare dintre fractiile echivalente
1 2 3 4

2 4 6 8
Fiecare numar intreg n se identificA cu numarul rational pentru care fractia 7

este reprezentant. Multimea numerelor rationale devine in acest fel o extensie

a multimii numerelor intregi Z.

1.2.3 In afara de reprezentarea sub forma de fractie, pentru fiecare numaér rational
se utilizeaza reprezentarea sub forma de fractie zecimala, obtinuta prin

efectuarea Impartirii numaratorului la numitor. De exemplu,

L 0.5000.. = 05 2 0.666... = 0.(6) 2 01333 = 0.1(3)
5 =05000.. =05, £ =0666..=0.6), -=0.1333...=0.1(3).

Deoarece, in cazul numarului ¥, pe parcursul efectuarii impartirii lui n la k&
singurele resturi posibile sunt 0, 1, ..., k—1, rezulta ca in cazul reprezentarii
unui numar rational sub forma de fractie zecimala pot sa apara doar fractiile
zecimale finite, cele periodice si cele periodice mixte. Se poate constata ca,

de exemplu, fractiile 0.5 i 0.4(9) reprezinta acelagi numar rational
49-4 1
049 =——==-=05.
) 90 2

Pentru ca reprezentarea numerelor rationale sub forma de fractie zecimala sa

fie unica, este suficient sa eliminam fractiile zecimale cu perioada 9.
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1.2.4 Propozitie. Fcuatia x?> =2 nu admite solutie in Q.

Demonstratie. Presupunem prin absurd ca existd 3 € Q astfel incat Z—j = 2. Putem
admite ca fractia 7 este ireductibila deoarece, In caz contrar, o putem inlocui cu
fractia rezultata in urma simplificarii cu cel mai mare divizor comun al lui n si k.
Din relatia Z—; = 2, scrisd sub forma n? = 2k?, rezultd ci n trebuie sa fie divizibil
cu 2. Punand n = 2m in n? = 2k?, se obtine relatia 2m? = k? din care rezulti ci k
trebuie sa fie divizibil cu 2, ceea ce este in contradictie cu ireductibilitatea fractiei

12 ~ 12 . v ~ ~ 2
7- Ramaéne ca nu existd 7 € Q astfel incat 75 = 2.

1.2.5 Prin azd a numerelor se intelege o dreapta pe care s-a fixat un punct (numit
origine), o unitate de méasura si un sens (numit sensul pozitiv). Fiecarui
numar rational ii corespunde, in mod natural, un punct pe axa numerelor.
Din propozitia anterioara, rezulta ca punctele situate pe axa numerelor la o
distanta fata de origine egala cu diagonala unui patrat de latura 1 nu
corespund unor numere rationale. Dupa reprezentarea pe axa a tuturor

numerelor rationale, raman pozitii neocupate.

1.2.6 Ecuatia 22 =2 admite solutiile z = ++/2 in multimea numerelor reale

R =4 n.ajasa n€Z s nu exista k astfel incat
- B a; =9, oricare ar fi j >k )

care este o extindere a multimii numerelor rationale Q. Fiecarui numar real
1i corespunde, in mod natural, un punct pe axa numerelor. Dupa reprezentarea

tuturor numerelor reale nu mai raman pozitii libere pe axa numerelor.

1.2.7 Fie M o submultime a lui R. Pentru orice a,b€R, definim

aM+b={ ax+b|zecM}.
De exemplu,

2Z+1={2m+1|neZ},  Z+2m= { 2 +2nm ( nez}.

1.2.8 Definitie. Fie M o submultime a lui R. Prin definitie:
min M = cel mai mic element al lui M, adica elementul a € M cu a < z, Vx € M,
max M = cel mai mare element al lui M, adica elementul a € M cua > z, Vx € M,
Minorant al lui M= element a € R astfel incat a < z, Vo € M;
Majorant al lui M= element a € R astfel incat a > x, Vo € M;
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inf M = cel mai mare minorant al lui M, numit infimumul lui M,
sup M = cel mai mic majorant al lui M, numit supremumul lui M;
M este multime minorata = M admite cel putin un minorant;

M este multime majorata = M admite cel putin un majorant.
1.2.9 Exemplu. Avem: min[0, 1) =inf[0,1) =0, max[0,1) nu existd, sup[0,1)=1.

1.2.10 Relatia de ordine < si operatiile de adunare si inmultire se extind in mod
natural de la Q la R. Se poate arata ca (R,+,+, <) este un corp comutativ total
ordonat, In care pentru orice multime majorata M exista sup M, adica:

1) (x+y)+z=x+(y+ 2), oricare ar i x,y,z € R;

2) 0+z=u, oricare ar i x € R;
3) pentru orice x€R existda —xz€R astfel incat = + (—z) = 0;
4) r+y=y+ux, oricare ar fi x,y € R;
5) (xy)z = z(yz), oricare ar fi z,y,z € R;
6) le =z, oricare ar i = € R;
7) pentru orice x €R, = #0 existd z '€R astfel incat zz~! = 1;
8) Ty = yr, oricare ar fi z,y € R;
9) x(y+z2) =xy+zz, oricare ar fi z,y,z € R;
10) oricare ar fi z,y € R, avem fie x <y, fie y <ux;
11) rz <, oricare ar fi = € R;
r<y
12) Y <z } = T =y
13) ;C 2 i/ } = <z
14) r<y = zx+z<y+z oricare ar fi z € R;
0<x
15) Ogy} = 0 <uxy;
16) pentru orice multime majorata M C R, exista sup M.

Toate proprietatile referitoare la numere reale se pot deduce din relatiile 1)-16).

1.2.11 Ecuatia de gradul al doilea
az? + bz +c =0, unde a # 0,

admite in cazul A = b? — 4ac > 0 solutiile reale
b+ VA
2a
In cazul A = b2 — 4dac < 0, ecuatia considerata nu admite radacini reale.

T12 =
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1.2.12 Admitand ca existd un “numér imaginar” i astfel incat i> = —1, ecuatia
az? +bx+c=0

admite in cazul A = b — 4ac < 0 solutiile
—b+iv-A

T2 =
’ 2a

in mulfimea numerelor complexe
C=R+Ri={z=z+yi|z,yeR}.
1.2.13 Multimea C reprezinta o extindere a multimii numerelor reale R, fiecare

numar real x putand fi identificat in mod natural cu numarul complex x + Oi.
Avem astfel relatia (v. Fig. 1.3)

NczZcQcRcC.

Figura 1.3: Multimi de numere.

1.2.14 In cazul numerelor reale este utild introducerea simbolurilor co §i —oo cu pro-

prietati binecunoscute din matematica de liceu si considerarea dreptei reale incheiate
R =R U{-00, co}.

Este utila extinderea notiunilor de infimum si supremum:

cel mai mare minorant daca M este minorata,

inf M = o . o
{ —00 daca M nu este minorata;

cel mai mic majorant daca M este majorata,

M = . <
sup { 00 daca M nu este majorata.
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In cazul planului complex se obtin anumite avantaje prin adaugarea, de aceasta
data, a unui singur punct “de la infinit”, adica prin considerarea planului complex
extins Coo = CU {o0}.

1.3 Functii

1.3.1 Definitie. Prin functie (sau aplicatie) se intelege un ansmblu
f:FE— F,
format din doua multimi
E =domeniul de definitie al functiei,
F =multimea in care functia ia valori
si o lege de corespondenta
E— F: z— f(z),

prin care fiecarui element din F i se asociaza un unic element din F'.

1.3.2 In Fig. 1.4 sunt reprezentate toate functiile de forma f:{0,1} —={2,V/3}.
Daca E are n elemente i F' are k elemente, atunci numarul total de functii
f:E—F este k".

S
Bl

Figura 1.4: Functiile de forma f:{0,1} —{2,v/3}.
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1.3.3 Definitie. Fie f : E — F o functiesi A C F, D C F submultimi. Multimea
f(A)={f(x) [z e A}
se numeste imaginea (directa) a lui A prin f, iar multimea
fiD)={z€E|fx)eD}

se numeste imaginea reciprocd (sau inversa) a lui D prin f.

1.3.4 Exercitiu. Daca f: E — F este functie, atunci

f(AUB) = f(A)U f(B), fiCcuD)=fYC)u f D),
f(ANB) € f(A) N f(B), fHCnD)=fYC)nf D),
oricare ar fi submultimile A, BC FE si C,D CF.

1.3.5 Definitie. Functia f : F — F este numita injectiva daca la elemente diferite

din F corespund elemente diferite in F', adica daca are loc relatia

v#y = flx)# fy),

echivalenta cu
[@)=fly) = ==y
1.3.6 Exemplu. Functia f : [0,00) — [3,00), f(z)=2x+3 este injectiva deoarece
flz)=fly)y = 22+4+3=2y+3 = z=uy.

1.8.7 Definitie. Functia f : E — F este numita surjectiva daca f(E) = F,

adica daca, oricare ar fi y€ F', exista x€ A astfel incat f(x) = y.

1.3.8 Exemplu. Pentru a analiza surjectivitatea functiei f : [0, 00) — [3, 00),
f(z)=2x+3, avem de verificat daca pentru y € [3,00) ales arbitrar
exista x € [0,00) cu f(x) =y, adica astfel incat 2z + 3 = y.
Se constata ca un astfel de element exista si el este z = (y — 3)/2.

Functia f este surjectiva.
1.3.9 Definitie. Functia f este numita bijectivd dacid este injectiva si surjectiva.

1.3.10 Definitie. Fie f: E— F si g:G— H doua functii astfel incat F'C G. Functia
gof:E—H,  (gof)(x)=g(f(z))

se numeste functia compusa a functiilor g si f (v. Fig. 1.5).
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Figura 1.5: Compunerea functiilor.

1.3.11 Propozitie. Dacd f:E—F, g:G— H §i h: K — L sunt trei functii
astfel incat ' C G si H C K, atunci ho(go f)=(hog)o f.

Demonstratie. Oricare ar fi x € F, avem
(ho(gof))(@)=nh((go f)(x)) =h(g(f(x)) = (hog)(f(x)) = ((hog)o f)(x).

1.3.12 Daca functia f:E— F este bijectiva, atunci pentru fiecare y € F' exista un

unic element x € E astfel incat f(z) = y. Rezulta existenta unei functii
' F—FE: y—ux,
numita inversa lui f, astfel Incat

U f@y =2 s f(f'w) =y,

oricare ar fi x € F gi y € F, adica astfel incat

flof=1Ip s fof'=Ip,
unde Ip: E — E, Ig(z)=a si Ip: F — F, Ip(y) =y.

1.3.13 Inverse ale unor functii bijective (v. Fig. 1.6 si Fig. 1.7):
. _ ; —1. - — z—3.
f:[0,00)—[3,00), f(z)=22+3 areinversa f~1:[3,00)—[0,00), f~!(z) = Z5%;
[0,00) — [0,00) : z > 22 are inversa [0,00) — [0,00) : & — \/z;

R — (0,00) : x — €” are inversa (0,00) — R:z — Inz.
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8 1.5}
6,
1.0}
4t
ol 0.5}
05 1.0 15 20 25 30 05 1.0 15 20 25 30

Figura 1.6: Functia [0,00) — [0,00) : z + 22 si inversa ei [0,00) — [0,00) : &+ /7.

20}
l,
15} /
1ol 3 -2 -1 1 2 3
-1+
5,
_2,

Figura 1.7: Functia R — (0,00) :  — €” §i inversa ei (0,00) — R: 2z — Inx.

1.4 Functii trigonometrice

1.4.1 Se stie ca unghiurile, masurate in radiani, pot fi reprezentate in mod natural
pe circumferinta cercului trigonometric (v. Fig. 1.8). Pentru fiecare t€R,

unghiurile
vy t—=4m, t—2m, t, t42m, t+47m, ...
se reprezinta in acelagi punct.
1.4.2 Definitie. Functia cosinus este functia (v. Fig. 1.8)
cos: R — [—1,1] : ¢+ cost,

unde cos t este coordonata proiectiei pe axa orizontala a punctului

in care se reprezinta t pe circumferinta cercului trigonometric.

1.4.3 Definitie. Functia sinus este functia ( v. Fig. 1.8)

sin: R — [-1,1] : ¢+ sint,
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[ME]

1 " tgt

Figura 1.9: Graficul functiei cosinus.

unde sint este coordonata proiectiei pe axa verticala a punctului

in care se reprezinta t pe circumferinta cercului trigonometric.

1.4.4 Direct din definitiile anterioare rezulta ca:
- Functiile cosinus si sinus sunt periodice cu perioada principala 2:

t+2m) = t .

C.OS( + 2m) cos oricare ar fi t€R.
sin(t 4 2m) = sint,

- Functia cosinus este functie para, iar functia sinus impara:

cos(—t) = cost,

i fi R.
sin(—t) — _sint, oricare ar te

- Functiile cosinus si sinus verifica relatia fundamentala

cos’t +sin’t = 1, oricare ar fi teR. (1.1)
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ANVANANA
AVARNV: BV

Figura 1.10: Graficul functiei sinus.

1.4.5 Unele valori se pot determina simplu utilizand geometria elementara:

SNE
N
kol
o~
I
bol=)
o~
I
3

sint 0

cost

S| =
1

-y

)

w|§w|~ I
e
Y] (Y]
m|~w|§ I

1.4.6 Utilizadnd geometria elementara se poate arata ca au loc relatiile fundamentale

sin(a £b) = sina cosb + cosa sinb, )
. . oricare ar fi a,beR,
cos(a £ b) = cosa cosb F sina sinb,

adica
sin(a + b) = sina cosb + cosa sin b,
sin(a — b) = sina cosb — cosa sin b, .
i ) oricare ar fi a,beR. (1.2)
cos(a +b) = cosa cosb —sina sinb,
cos(a —b) = cosa cosb+ sina sinb,
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1.4.7 Utilizand (1.1) si (1.2) se pot obtine relatiile

—a),
—a),

sin2a = 2 sina cos a,

2

3 _ s
sina = cos (5
— o s
cosa = sin (5

cos2a = cos’a —sin®a =2 cos’a —1=1—2sin’a,
cos’a = %,

sin®a = #,

sina cosb = $[sin(a+b) + sin(a—b)],

cosa cosb = 3[cos(a+b) + cos(a—b)],

sina sinb = £[cos(a—b) — cos(a+D)],

sina + sinb = 2 sinaTer CoS “74’,
sing — sinb = 2 sin“T_b COS aT‘H’,
cosa + cosb =2 COSaTer CoS anb,
cosa —cosb=—2 sinaT_b sin%.

6F

4r

2t

-5 ; 5

2,

_4}

_5}

Figura 1.11: Graficul functiei tangenta.

1.4.8 O definitie geometrica a functiei tangenta (v. Fig. 1.8),
tg:R\{g—i—lm ‘ KEZ} —R: tetgt,

se obtine ducand o tangenta la cercul trigonometric in punctul (1,0).

Se pot deduce ugor relatiile:



24 Elemente de Analiza Matematica

—— tg (t+7) =tgt,  tg(—a)=—t
& cost’ & 8 & B
2t tga £tgb
tg2a:7gg, tg(aib):M‘
1—tg2a 1¥tgatgh
1.0t
15}
0l 1.0}
05"
“15 -10 -05 05 10 15 10 Yy 05 10
C 05/
~1.0}
~1.0: 15}

Figura 1.12: Functia [-3, 5] — [~1,1] : z > sinx si inversa ei arcsin z.

1.0
0.5F
05 10 15N\ 20 25 30 1.0}
—05} 0.5¢
-1.0+ -1.0 -0.5 0.5 1.0

Figura 1.13: Functia [0, 7] — [—1,1] : © — cosz si inversa ei arccos .

1.4.9 Inverse ale unor functii trigonometrice bijective (v. Fig. 1.12, 1.13, 1.14):

-5, 5] — [-1,1] : 2 — sinz are inversa [—1,1] — [~F, T] :  + arcsin z;
[0,7] — [-1,1] : x> cosz are inversa [—1,1] — [0, 7] : x — arccos z;
(—5,5) — (—00,00) : & +— tgx are inversa (—o00,00) — (=73, 5) : x> arctg .
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-1.5 -1 =0.5 0.5 1.0 15 -6 -4

Figura 1.14: Functia (=5, %) — (—00,00) :  + tg x si inversa ei arctg z.
1.5 Multimi numarabile

1.5.1 Definitie. Spunem despre o multime M ca este numarabild
daca exista o functie bijectiva f : N — M.

1.5.2 O multime este numarabila daca gi numai daca poate fi scrisd sub forma unui
sir. Multimea numerelor intregi este numarabila deoarece se poate scrie sub forma
7=40,1,—-1,2,—-2,3,-3,4,—4,5,—5,...}.

Multimea N? = N x N este numirabild (v. Fig. 1.15). Se poate arita ci multimile

00— 01 (2 =03 04

S

(1,0) 1) 1,2 3) 1.4

(2,0) (2,1) (2,2) (2,3) (2,4)
(3,0) (3.1) (3.2) (3,3) (3.4)

e

(4,0) (4,1) 4,2) (4,3) (4,4)

Figura 1.15: Multimea N? se poate scrie sub forma unui sir.

de forma N, Z" gi Q™ sunt numarabile.

1.5.3 Multimea Q, a numerelor rationale pozitive este numarabild. Alegand
pentru fiecare numar fractia ireductibila corespunzatoare, formam un gir
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punand mai Intai fractiile cu suma dintre numarator gi numitor egala cu 1,
apoi cele pentru care suma este 2, apoi cele pentru care suma este 3, etc.
Rezulta imediat ca multimea Q a tuturor numerelor rationale este gi ea

numarabila.

1.5.4 Intervalul [0,1) = {z € R| 0 <z < 1} nu este multime numarabila. Daca ar
fi numarabila, elementele acestei multimi ar putea fi agezate sub forma unui sir

0.(111 a2 a1z ai4...
O.a21 a2 23 aA24...
0.(131 a32 a33 az4...
O.a41 a42 43 A44...

Se constata insa cd acest sir nu contine toate elementele lui [0,1). El nu contine

numarul 0.a; as as aq... ale carui cifre sunt astfel incat ay #a11, ag #a9s, az#ass, ...

1.5.5 Definitie. Spunem despre o multime M ca are puterea continuului daca
exista o functie bijectiva f:[0,1) — M.

1.5.6 Multimea [0,1)2=[0,1) x [0,1)={ (z,y) | 7,y €[0,1) } are puterea continuului
deoarece functia [0,1) — [0,1)? : 0.a1asa3a4... — (0.a1azas..., 0.a2a4as...)
este bijectiva. Multimea [1,00) are puterea continuului deoarece functia
[0,1)—=[1,00):xz — 1/(1—xz) este bijectiva. Se poate arata ca multimile

R, R2 =R x R si in general R” au puterea continuului.



Capitolul 2

Siruri si serii

2.1 Siruri de numere reale

2.1.1 Teorema. Dacd x,y € R si x > 0, atunci existd n € N astfel incat nx > y.

Demonstratie. Presupunand contrariul, adica nx < y, oricare ar fi n € N, rezulta ca
multimea M = {nx | n € N} este majorata si deci exista un cel mai mic majorant
a=supM. In particular, a este un majorant al multimii M, adica nx < «, oricare
ar fi n € N. Pe de alta parte, a —x nu este majorant al lui M si prin urmare trebuie
sa existe k € N astfel incat kx > a — x, adica astfel incat (k+ 1)z > a. Acest lucru

este Insa in contradictie cu faptul ca a este majorant al lui M.
2.1.2 Propozitie. Dacd a € R gi daca 0 < a < e, oricare ar fi e > 0, atunci a = 0.

Demonstratie. Presupunem ca a > 0. Conform teoremei anterioare, exista n € N
astfel incat na > 1, adica astfel incat a > %, ceea ce este In contradictie cu faptul
ca a < g, oricare ar fi ¢ > 0.

2.1.3 Definitie. Aplicatia modul pe R este
x daca x>0,
—x daca x <0.

'R—R, \xr:{
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2.1.4 Propozitie. Aplicatia modul | | : R — R are urmatoarele proprietati:

a) |z[>0 s
|z] =0 <= z=0;
b) |ry| = |x| ly|, oricare ar i z,y€ER,;
¢) lx+y| <|z|+|y|, oricare ar fi z,yeR.

Demonstratie. Proprietatile mentionate rezulta direct din definitie.

2.1.5 Exercitiu. Sa se arate ca ||z|— |y|| < |z —y|, oricare ar fi z,y € R.
Rezolvare. Utilizand relatia c), numita ingalitatea triunghiului, obtinem inegalitatile
zl=lz—y+yl <lz—yl+lyl, lyl=ly—2+2[<|z-y[+|2]

din care rezulta relatia —|z—y| < |z|—|y| < |x—y|, echivalentd cu | |z|—|y|| < |z—y].

2.1.6 Interpretari geometrice:

|x|] = distanta pe axa numerelor dintre x si 0;
|r—y| = distanta pe axa numerelor dintre z si y.
2.1.7 Aplicatia
d:RxR—R, d(z,y) = |z —yl,

are proprietatile:

a) d(z,y) >0 si
dlz,y) =0 <= z=uy;
b) d(z,y) =d(y,z), oricare ar i z,y€ER;
¢) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y), oricare arfi z,y,z€R.

2.1.8 Definitie. Spunem ca sirul (z,),>0 din R este convergent cu limita a si scriem
lim z, = a sau Tn — Q
n—o0

daca, oricare ar fi £ >0, existd n.€N astfel incat |z, — a|<e, oricare ar fi n>mn,.

2.1.9 MATHEMATICA: Limit[x[n], n -> Infinity]

In[1]:=Limit[1/n, n -> Infinity] —  Out[1]=0
In[2] :=Limit[n/(n+1), n -> Infinity] = Out[2]=1
In[3]:=Limit[n~(1/n), n -> Infinity] = Out[3]=1
In[4] :=Limit[(1+1/n)"n, n -> Infinity] +> Out[4]=e
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2.1.10 Propozitie. Limita unui sir convergent de numere reale este unica:
Ty ) = e

Demonstratie. Presupunem prin absurd ca a # b gi notam ¢ = |a—b|/2. Din definitia

precedentd rezulta ci exista n.,n/. € N astfel incat |z, — a| < € pentru n > n. si

|z, — b| < e pentru n. > n'.. In particular, notind m = max{n.,n’.}, trebuie ca

la = bl = |a — xp + zp, — b < |z —al + |2y —b] < e+¢e = |a—b|, ceea ce este

imposibil. Raméane ca a = b.

2.1.11 Definitie.

Sirul (25, )n>0 din R este numit crescator daca x,, < x,41, oricare ar i n € N.

Sirul (xy,)n>0 din R este numit descrescator daca x,, > xp41, oricare ar i n € N.

2.1.12 Propozitie.

Un sir (xn)nzo crescator st majorat este convergent silimy, oo Ty, = SUP,cN Tn.-
Un sir(zn)n>0 descrescator si minorat este convergent si limy, oo, =inf,cy 2.
Demonstrajie. Fie € > 0 si a = sup,,>oTn. Deoarece a este cel mai mic majorant,
rezulta ca a — € nu este majorant pentru multimea termenilor sirului i prin urmare
exista m. € N astfel incat a — ¢ < z,_. Sirul fiind crescator, rezulta ca avem

a—¢e <z, <a, adica |z, — a|] < g, oricare ar fi n > n..
2.1.13 Definitie.
Sirul (25, )n>0 din R este numit mdrginit daca exista r >0 astfel incat |z,|<r, Vn.

2.1.14 Propozitie. Orice sir convergent de numere reale este marginit.

Demonstratie. Fie (xy,)n>0 un sir convergent cu lim,,_, 2, = a. Pentru e = 1 exista
ny € N astfel incat |z, —a| < 1, oricare ar fi n > ny. Deoarece |z, —a| <1 =
|zp| =|zn—a+ta| <|xn—al+|a| <14a|, alegand r =max{|zo|, |z1], .-, |Tny-1], 1+]al},
avem |z,| <r, oricare ar fi n € N.

2.1.15 Definitie. Fie (x,,),>0 un sir de numere reale si fie ng < ny < ng < ... un gir
strict crescator de numere naturale. Sirul (z,, )r>0 este numit subsir al lui (x,,)n>0-
2.1.16 Propozitie. Orice subsir (xy,) al unui sir convergent (xy,) este convergent gi

lim z,, = lim xz,.
k—oo n—00
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Demonstratie. Fie a = lim,_,o x,. Pentru e > 0, existd n. € N astfel incat
|z, — a| < g, oricare ar fi n > n.. Avand in vedere ca ny > k, rezulta ca relatia

|zp, — a] < e are loc pentru orice k > n..
2.1.17 Teorema.
Daca [ag, bo] D a1, b1] D laz, ba] D... este un sir de intervale, atunci (\,—qlan, bn] #0.

Daca in plus limg, o0 (by—a,) =0, atunci (\,—glan,bs] contine un singur element.

Demonstratie. Deoarece a,, < by, oricare ar fi n, k € N, rezulta ca exista

= n < inf by = i nabn: s Pl
o =supay < inf by B s Qo[a ] = [, 8]

Din relatia [a, 8] C [an,by] rezultd ¢i 0 < 8 — a < b, — a,. In cazul in care

limy, 00 (b, —ay, ) =0, obtinem ca o = (3 si deci [«, 5] = {a}.
2.1.18 Teorema (Cesaro). Orice sir marginit din R contine un subsir convergent.

Demonstratie. Fie (xy,)n>0 un sir marginit si >0 astfel incat |z, | <r, oricare ar fi
n € N. Notam ag = —r si by = r. Cel putin unul dintre intervalele [ag, (ag + by)/2]
si [(ao + bo)/2,bp] contine un numar infinit de termeni ai sirului. Alegem un astfel
de interval, il notam cu [ag,b;] si alegem un termen z,, al girului apartinand lui
[a1,b1]. Cel putin unul dintre intervalele [a1, (a1 + b1)/2] si [(a1 + b1)/2,b1] contine
un numaér infinit de termeni ai girului. Alegem un astfel de interval, 1 notam cu
[ag, bo] si alegem un termen x,, al sirului apartinand lui [ag, by]. Continuand acest

proces, generam un gir descrescator de intervale
,

lag,bo] D a1, b1] Dlaz, bo]D...  cu by —ap = o1

si un subsir (z,, ) cu ai < x,, < bg. Dar, conform teoremei anterioare

lim ap = supag = inf by = lim b.
k—o0 b keg F keN k k—o0 b
2.1.19 Definitie. Un sir de numere reale (z,)n>0 este numit sir Cauchy
daca, pentru orice € > 0, exista n. € N astfel incat
n=ne,

Ty, — Tk| < e, oricare ar fi
[7n | ’ k>ne.

2.1.20 Propozitie. Orice sir Cauchy de numere reale este marginit.

Demonstratie. Pentru ¢ = 1, exista ny € N astfel incat, pentru orice n > ny ¢i
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orice k > ny, avem |z, — x| < 1. In particular, pentru orice n > n; are loc relatia
|z, — x| <1 si consecinta ei directa |z, | = |xn—Tn, +Tn, | < |Tp—2n, [F|Tn, | < 1+H|Tn, |-

Alegand r=max{|xo|, |z1], ..., |Tn,—1|, 1+ |2n,|}, avem |z, |<r, oricare ar fi n€N.
2.1.21 Propozitie. Orice sir convergent de numere reale este gir Cauchy.

Demonstratie. Fie € > 0. Daca lim,,_ - z, = a, atunci exista n. € N astfel incat

|z, — a| < §, oricare ar fi n > n.. Pentru orice n > n. si orice k > n. avem

e ¢
]mn—xk]:]xn—a—l—a—xk\S\xn—al+\xk—al<§+§:5.

2.1.22 Propozitie. Un sir Cauchy care contine un gir convergent este convergent.

Demonstratie. Fie (zy,)n>0 un sir Cauchy care contine un subsir convergent (x,, )x>0
si fle @ = limy_, @, . Pentru orice € > 0, exista n. € N astfel incat |z, — x| < 5,
oricare ar fi n,m > n. si exista n € N astfel incat |z,, —a| < §, oricare ar fi k > n.
Deoarece ny > k, alegind n. = max{n.,n”}, pentru orice n > n., avem
e €
|y —al = |z — Tp, + T, — a < |Tp — Ty, |+ |20, —al < 5—1-5 =¢.

2.1.23 Teorema. Un gir din R este convergent dacd $i numai daca este sir Cauchy.

Demonstratie. Am arédtat ca orice gir Cauchy este marginit si ca orice gir marginit
de numere reale contine un subsir convergent. Conform propozitiei anterioare, un

sir Cauchy care contine un subsir convergent este convergent.

2.1.24 Spunem despre un gir de numere reale (z,),>0 ca are limita daca

este convergent sau daca lim,_ ., z, = —00 ori lim,,_,o T, = 0.

2.1.25 Daca (zy)n>0 este un sir de numere reale, atunci:

a) Sirul descrescator | sup xg are limita si  lim supzy = inf supzy
k>n >0 n—=0 p>np neEN >y
b) Sirul crescator | inf zy are limita si lim inf xp = sup inf xy.
k>n >0 n—oo k>n neNk=>n

2.1.26 Definitie. Fie (z,,),>0 un sir de numere reale.

Prin limita superioard a girului (x,)n>0 se intelege limita lim sup z;,, = inf sup z.
- n—00 neN >y

Prin limita inferioard a sirului (x,)p,>0 se intelege limita liminf z, = sup inf zy.
- n—00 neNk2n
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2.1.27 Limita lim, ,o(—1)" nu exista, dar

limsup (—1)" =1 si liminf (-1)" = —1.

n—oo n—00
2.1.28 Se poate arata ca:

(n)n>0 are limitd <= liminfz, = limsupx,
N n—00 n— o0

si in acest caz,

liminf z, = lim z, = limsup z,,.
n—00 n—o00 n—00
2.1.29 Definitie. Spunem despre o multime M CR ci este mdrginitd
dacd existd >0 astfel incat M C [—r,7].

2.1.30 Propozitie. Daca multimea M CR este marginita, atunci in A
existd siruri (o )n>1 0 (Bn)n>1 astfel incat

lim a, = inf M §t lim B, = sup M.

n—o0 n—o0
Demonstragie. Numarul inf M este cel mai mare minorant al multimii M. Pentru
orice n € N*, numarul inf ./\/H—% nu este minorant al multimii M. Rezulta ca exista
un element «,, € M astfel incat inf M <, <inf M+ %, adica 0 < o, — inf M < %
Numarul sup M este cel mai mic majorant al multimii M. Pentru orice n € N*,
numarul sup M —% nu este majorant al multimii M. Rezulta ca exista un element
By, € M astfel incat sup M —% < B, <sup M, adica astfel incat 0 < sup M — 3, < %

2.2 Siruri de elemente din R?

2.2.1 In sectiunea anterioara am prezentat notiuni gi rezultate referitoare la siruri de
elemente din R. Unele dintre aceste notiuni pot fi extinse pentru a deveni aplicabile
sirurilor de elemente din spatii mult mai generale. Notiunile de gir convergent, sir

marginit i de gir Cauchy se definesc cu ajutorul functiei modul
R—R: z~|z|

Este important de remarcat faptul ca demonstratiile rezultatelor prezentate nu se

bazeaza direct pe definitia modulului. Ele au fost deduse utilizand doar proprietatile:
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a) |x| >0 si
|z] =0 <= z=0,
b) |ax|=|a||z|, oricare arfi a,zx€R,
¢) |lr+2| <|z|+|2'|, oricare ar i z, 2’ €R.
2.2.2 Propozitie. Spatiul
R?=RxR={(z,y) | v,y R},

considerat impreund cu adunarea si inmultirea cu numere reale,

(z,y) + (2", ¢) = (z + 2",y + ), a(z,y) = (az, ay),

este spatiu vectorial, iar aplicatia

R* — R: (z,y) =l (z,9)[|= Va2 +y?

are proprietati similare cu ale modulului:

a) |[[(z,y)][>=0 si
[(z,y) =0 < (z,y) =(0,0);

b) lla(z,y)lI=la| [[(z.y)|, oricare ar fi a€R, (z,y) € R

o) @)+ ) I @) I+ 1y, oricare ar fi (z,y),(z',y) €R?.
Demonstratie. a) Avem +/22+y2>0, iar \/22+y?>=0 daca gi numai daca x=y=0.
b) Avem ||a(z, y) [|=| (az, ay) [|= /(ax)? + (ay)? = Va2 /a? +y? = |a] || (z,9) ||
c) Relatia se mai scrie v/(z+2")2+(y + /)2 < /22 +y>/2/2+y? si este echivalent
cu inegalitatea za’ + yy' < /22432 /224y obtinuti prin ridicare la pitrat. In
cazul zx + yy' < 0, inegalitatea este adevaratd. Dacd zz + yy’ > 0, ridicand la

pitrat, obtinem inegalitatea evident adevarata (zy’ — z'y)? > 0.
2.2.3 Interpretari geometrice:
| (x,y)|| = distanta dintre punctele (z,y) si (0,0);
| (z,y)—(2',y') || = distanta dintre punctele (x,y) si (
2.2.4 Aplicatia
d:R*x R* — R, d((x,y), (xlvy/)) :H (x,y)—(m',y') | =

are proprietatile:

S
8

|
H\
~—

[N}
+
<
<

a) d((z,y),(«',y) >0 si

d((z, ), (@",y) =0 = (z,9) = (@,v);
b) d((z,y), (=',y)) = d((z',¢), (x,y)), oricare ar fi (z,y),(2",y’) € R?;
o) d((z,y),(@',y)) <d(x,y), (=", y")+d((«",y"), (@',y)),

oricare ar fi (z,y), (2',y ),( " y") eR?.
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Figura 2.1: Distanta dintre doua puncte.

2.2.5 Definitie. Spunem ca sirul (z,,y,) este convergent cu limita (a,b) si scriem

lim (zp,yn) = (a,b) daca, oricare ar fie > 0, existd n. € N astfel incat
n—oo

1 (@n, yn) — (a,b)||< €, oricare ar fi n > n..

2.2.6 Definitie. Sirul (z,,,yn)n>0 este numit marginit daca exista r >0 astfel incat

[ (xn,yn) ||I< T, oricare ar i n € N.
2.2.7 Propozitie. Orice sir convergent din R? este marginit.
Demonstratie. Este similara cu demonstratia prezentata la pag. 29-14.

2.2.8 Definitie. Un sir (2, Yn)n>0 din R? este numit sir Cauchy daca,
pentru orice € > 0, exista n. € N astfel incat

n2ne,

k>ne.

| @nsgn) — (o) < =, oricare ar f
2.2.9 Propozitie. Orice sir Cauchy din R? este sir marginit.
Demonstratie. Este similara cu demonstratia prezentata la pag. 30-20.

2.2.10 Propozitie. Orice sir convergent din R? este sir Cauchy.

Demonstratie. Este similara cu demonstratia prezentata la pag. 31-21.
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2.2.11 Propozitie. Oricare ar fi (z,y) €R2, are loc relatia

]

ol <1@wl < e+l

Demonstratie. Relatia || (z,y)|| < |z|+]|y| este echivalenta cu inegalitatea 0 < |z| |y

rezultata prin ridicare la patrat si
Iz, 9) | =V +y* > Va2 =]zl Iz 9) | =V +y> = Vy?=yl.

2.2.12 Teorema.

Tn) este sir marginit st

t it <— . o ..
a)  (@n,yn) este sir margini yn) este sir mdrginit.

b) (Zn,yn) este sir Cauchy yn) este sir Cauchy.

Tn) este $ir convergent st

UYn) este sir convergent .

(n)
(Un)
(xy,) este sir Cauchy si
(Un)
(n)
(¥n)
lim,, oo 7, = a si

hmn%oo(xmyn) - lim Un = b
n—oo Yn = 0.

¢) (zp,yn) este sir convergent <= {
(

Demonstratie. Afirmatiile rezulta din relatiile (a se vedea propozitia anterioard):

xr
Tp — X

b) iy,f—y,f” } < @ns ) = (n ) | < o — 2]+ |y — v
Tp —Q

2.2.13 Teorema. Sirul (z,,yy) este convergent dacd si numai daca este sir Cauchy.

Demonstratie. Afirmatia rezultd din teorema precedentd tindnd seama de faptul ca
sirurile de numere reale (z,) si (y,) sunt convergente daca si numai daca sunt siruri

Cauchy.
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2.3 Spatii normate

2.3.1 Definitie. Prin norma pe un spatiu vectorial real E se intelege o aplicatie
Il: E— R

cu proprietatile
a) ||lz[=0 si
|z||=0 < z =0,
b) |az||=la|||z]||, oricare arfi a€R, z € E,
o) llztyll<lz|[+[lyll, oricarear fi x,yek.

Un spatiu normat este un spatiu vectorial F considerat impreuna cu o norma fixata.

2.3.2 Exemple.

a) Aplicatia modul | |: R — R este norma pe spatiul vectorial unidimensional R,

iar (R, | |) este spatiu normat.

b) Aplicatia || ||: R? — R, || (z,y)||= /22 + y? este norma pe spatiul vectorial

bidimensional R?, iar (R2,|| ||) este spatiu normat.
c¢) Aplicatia || [|: R* — R, || (21,29, ..., zn) [|= /27 + 22 + ... + 22 este norma
pe spatiul vectorial n-dimensional R", iar (R™, || ||) este spatiu normat.

2.3.3 Exercitiu. Sa se arate ca aplicatiile
[l R — R, (21,22, n) (1= [21] + [2 + - + [an],
[ floo: R" —> R, || (1, 2, -, Zn) [loo= max{|z1], [x2], -, [an]},

sunt norme pe spatiul vectorial R", oricare ar fi n € N* = {1,2,3,... }.

2.3.4 Exercitiu. Multimea C(]0, 1]) a tuturor functiilor continue ¢ : [0,1] — R,

considerata Impreuna cu operatiile de adunare si iInmultire cu scalari
C([0,1])xC([0,1]) — €([0,1]) : (¢, ¥) = @+, unde (p+9)(z)=p(z)+(z),
R > C([0,1]) — C([0,1]) : (a, ) = avp, unde (ap)(z) = a ¢(z),

este spatiu vectorial, iar aplicatia

[ lloo: €([0,1])) — R, [[@llc= max [p(z)],
z€[0,1]

este norma.
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2.3.5 Propozitie Daca (E1, || ||1) st (E2,] ||2) sunt spatii normate, atunci aplicatia

H: BEyx By — R, [[(21,22) | = \/Hﬁvl I} + [l 13,

este 0 norma pe spatiul vectorial E1 X Eo §i

x
|| 1H1 } < H(xth)H < H-%'lul + “1‘2”2 :
|22

Demonstratie. Avem: || (z1,z2) ||>0 i || (z1,22) ||=0 < (21, 22) = (0,0);
| a1, 22) [|= laf || (z1,22) |5
I (1, 20) + (1, 92) | =V @ +u 17 + | 22+ w2 13

<Vl e+ Ty )2+ (22 l2 + Tyz [[2)%

Relatia
Vlz i+l 02+ (22 2+ y212)? < \/Hm H%JerH%Jr\/Hyl I3+ 1y2113,

fiind echivalenta cu relatia
Far oyl + ez ll2llye ll2 < T IF+ Te2 BT v T + o2 113,

echivalenta cu
0< (a2 ll2llonlly = Il 21 I [l w2 [12)?

avem || (1, 22) + (y1,92) [<I| (21, 22) [| + [ (y1,42) I

2.3.6 Spatiul R™ poate fi privit ca fiind produsul direct a n spatii normate (R, | |).

2.4 Spatii metrice

2.4.1 Definitie. Prin distan{d pe o multime nevida M se Intelege o aplicatie

d:MxM—R

cu proprietatile:

a) d(z,y) 20 si
dz,y) =0 <= z=uy;
b) d(x,y) =d(y,z), oricare arfi z,y€ M,
¢) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y), oricare ar fi x,y,z€ M.

Un spatiu metric este o multime nevida consideratd impreuna cu o distanta fixata.
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2.4.2 Teorema. Orice spatiu normat are o structurd naturald de spatiu metric.

Daca (E, || ||) este spatiu normat, atunci (E,d), unde

d:EXE—>R7 d(w,y):Hx—yH,
este spatiu metric.

Demonstratie. Avem:
dz,y) =[lz—y |20 si d(z,y)=0 & [|[z-y|F0 & 2-y=0 & z=y;

d(z,y) =[x =y = (=D —2) |=[ =1 |y -z [=lly — = ||[= d(y, );
d(z,y) =l vy =l 2—z+z=y [[<[[ 2=z | + || 2=y [|= d(z, 2) +d(z,y)-

2.4.3 Exemple. Spatiilor normate prezentate mai sus le corespund spatiile metrice:

(R,d), unde d(z,y) = |z — yl;

(R?,d), unde d((2,y), (2", ¢) =/ (@—2)2+(y—y')%
(R",d), unde  d(z, y) =/ 51 (v — yk)?;

(R™,dy),  unde dy(2,y) = >k ok — yrl;

(R™ doo ), unde doo(x,y) = max}_; |Tr — Yil;

(C([0,1]),doo), unde  doo(,9) = maxgejo [p(2) — ¥ (2)]

2.5 Spatii prehilbertiene

2.5.1 Definitie. Un produs scalar pe un spatiu vectorial real H este o aplicatie

HxH—R: (z,y) — (z,y)
cu proprietatile:
a) {(ax+ Py, z) = alx,z) + By, z), oricarearfi o, €R §i x,y,z€ H;
b) (z,y) = (y,x), oricarearfi x,y€H;
¢) {(x,z)>0 si
(r,x) =0 <= z=0.

Un spatiu prehilbertian este un spatiu considerat impreuna cu un produs scalar fixat.

2.5.2 Din definitia produsului scalar se deduce imediat ca

(r,ay + Bz) = alx,y) + f{x,z), oricarear i a,f €R si x,y,z€ H.



Siruri si serii 39

2.5.3 Exemple. a) Aplicatia
n
R"xR" — R: (x’y) = <$,y>, <$,y> = Zxk Yk (21)
k=1

este produs scalar pe R"={z=(z1,x2, ..., ) | 1, ..., T, ER}, oricare ar fi n € N*.
b) Aplicatia

1
C([0,1]) x C([0,1]) — R : (p,9) = (@, 9), <80,¢>=/0 p(x) () dr, (2.2)

este produs scalar pe spatiul C([0,1]) al tuturor functiilor continue ¢:[0,1] — R.

2.5.4 Se stie cd in cazul in care a, b, ¢ sunt numere reale cu a # 0, relatia
at® + bt +¢ >0, oricare ar fi t € R,

are loc dac# si numai daci A =b? —4ac < 0sia > 0.

2.5.5 Propozitie. Daci H x H — R : (x,y) — (x,y) este produs scalar, atunci

(z,y)| <(z,z) \/(y,y), oricare ar fi z,ycH. (2.3)

Demonstratie. In cazul =0, inegalitatea este satisficuti deoarece (x,y) = (x, z) =0.
In cazul = # 0, relatia
(,a)t® + 2(z, y)t + (y.,y) = (tz +y,te +y) > 0,
adevarata oricare ar fi t € R, conduce la A = 4(z,y)? — 4(x,z)(y,y) < 0.
2.5.6 Teorema. Orice spatiu prehilbertian are o structurd naturala de spatiu

normat. Daca H x H — R : (x,y) — (x,y) este produs scalar,

atunci aplicatia

H—R:z=|zf, lzl=V(z2),

este normd.

Demonstratie. Avem:
a) |zll=/(@2)>0 s Jzl=0 & (#,2)=0 & ==0;
b) |laz|=\/{az,az) = /a*{z,z) = |al\/{z,2) = |a] ||z|;
o) letylP=(z+y,2+y)=(z,2)+2(z,y)+ @, y) <[=[” +2/(z,y)|+ |y
<llzl* +2 lzl lyll + Iy *= (=l + Iy )*.
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2.5.7 Utilizdnd norma corespunzatoare, inegalitatea Cauchy-Schwarz se poate scrie

(@ )| <[] llyl]-

In cazul unui spatiu vectorial real cu produs scalar, daca x # 0si y # 0, atunci

i< my
~ Al Iyl T
Numarul ¢ €[0, 7] cu proprietatea
cosp = (z,y)
[lI| - llyll

reprezinta unghiul dintre = si y. Relatia precedenta se mai poate scrie
(@, y) = ][ [lyl| cos .

2.5.8 In R2, utilizand formula

cos(a —b) = cosa cosb+sina sinb
obtinem relatia (v. Fig. 2.2)
(x,y) =z1y1+22y2 = ||| ||y|| (cOS @ cos b — sina sin b)
=|lzl[[lyl| cos(a—b)
din care rezulta ca produsul scalar (x,y) a doi vectori x si y este egal cu
produsul lungimilor vectorilor inmultit cu cosinusul unghiului dintre ei.

In particular, vectorii sunt ortogonali (perpendiculari) daca gi numai daca

(z,y) = 0.

Xb

Figura 2.2: Produsul scalar a doi vectori din R2.
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2.5.9 In cazul spatiului R™, inegalitatea Cauchy devine

n n n

2 2
DL N DB N DI
k=1 k=1 k=1

adica

[zZ1y1 +Fx2y2 + - T Yn g\/x%+m§+---+x% \/y%+y§+---+y,%.

Spatii prehilbertiene

Spatii normate

Spatii metrice

Figura 2.3: Relatia intre spatiile metrice, normate gi prehilbertiene.

2.5.10 Orice spatiu normat are o structura naturalda de spatiu metric si orice spatiu
prehilbertian are o structura naturala de spatiu normat (v. Fig. 2.3):

| || este norma = d(z,y)=|z—y| defincste o distanta;

(, ) este produs scalar — |z ||=+/(x,z) defineste o norma.

2.5.11 Plecand de la produsele scalare (2.1) si (2.2) obtinem spatiile normate

®R™ (), unde |l [|= /3% 2f,
(C(O, 1), 11 1), unde || ¢ [|= 1/ fo (p(@))?da,

si spatiile metrice corespunzatoare

(Rn7d)7 unde d(.%',y) = \/zzzl(xk - yk)27

(C([0,1]),d), unde d(p, %) =/ [ (p(e) — (x))*de.
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2.5.12 Izomorfismul liniar My, (R) — R,

11 Ti2 - Tin
Z21 22 -t XTop

— (9611,36127 vy Ly L215 X225 +ovy L2ny -5 TE1, T2, ---7xkn)7
Tkl Tg2 - Tkp

permite identificarea lui R¥™ cu spatiul vectorial al matricelor cu k linii si n coloane

T T2 . Tin
To1 Tz Ton
kan(R) = ) ) ) ) Tij eR
Tkl Tk2 o Tkn
Aplicatiile
T ot T P—
[ 1l: Mpxn(R) — R, oo = G
i=1 j=1
Tg1 - Tkn
Ty ot Tin Lo
[ l1: Mixn(R) — R, SR = > |y,
i=1 j=1
Tkl o Tkn 1
Ty ot Tin
k
I Hloo: Mixn(R) — R, AR = ma max |z,
Tkl o Tkn ~
sunt norme pe My, (R), iar
i1 o Tin Yyir 0 Yin E n
d , =\ D> (i —wiy)?
i=1 j=1
Tkl 0 Tkn Ye1 0 Ykn
r1i1 -0 Tin Y - Yin E n
dy SRR P =D > lzij —wyl,
i=1 j=1

Tkl 0 Tkn Y1 - Ykn
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Ti1 0 i Yir 0 Yin
doo

Tkl " Tkn Ye1 - Ykn
distantele asociate. Norma || || este norma asociata produsului scalar

() s Mixn(R) X Mpsn(R) — R,

< 11 - Tin Y1 - Yin

k n
) o Zzzxzjyz’j-
i=1 j=1
Tk1 o Thn Ykl 0 Ykn

2.6 Siruri in spatii metrice

2.6.1 Definitie. Spunem ca sirul (x,),>0 din spatiul metric (S, d) este convergent

cu limita a si scriem lim,, o x, =a daca
lim d(xy,,a) =0,
n—oo
adica daca, oricare ar fi € >0, exista n. €N astfel incat
d(xp,a) <, oricare ar fi n > n..
2.6.2 In cazul unui sir (z,)p>0 dintr-un spatiu normat, avem lim,,_, =, =a daca
lim ||z, —a ||=0,
n—oo
adica daca, oricare ar fi € >0, exista n. €N astfel incat

| zn, —a ||< g, oricare ar fi n > n..

2.6.3 Propozitie. Intr-un spatiu metric, limita unui gir convergent este unica:
o S
limy, oo T =0
Demonstratie. Este similara cu demonstratia prezentata la pag. 29-10.
2.6.4 Propozitie. Orice subsir(xy,) al unui sir convergent (x,,) este convergent si
lim z,, = lim x,.

k—oo n—00
Demonstratie. Este similara cu demonstratia prezentata la pag. 29-16.
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2.6.5 Definitie. Sirul (z,) din spatiul metric (S, d) este numit sir Cauchy daca,

pentru orice € >0, exista n. >0 astfel incat

n>n
ATy, Tm) < € oricare ar fi —e
(2 2m) <&, e
adica astfel incat
. n>ng
d(Tptk, Tn) < &, oricare ar fi ke N.7

2.6.6 Propozitie. Intr-un spatiu metric, orice gir convergent este gir Cauchy.

Demonstratie. Este similara cu demonstratia prezentata la pag. 31-21.

2.6.7 Se poate arata ca in spatiul normat (C([0,1]),] ||) cu || ¢ [|= fol(cp(x))de,
sirul de functii (¢,,), unde ¢, (z) = 2", este sir Cauchy neconvergent in C(|0, 1]).

2.6.8 Definitie. Un spatiu metric cu proprietatea ca orice gir Cauchy este
convergent este numit spafiu complet.
Spatiile normate complete se numesc spatiu Banach,

iar spatiile prehilbertiene complete sunt numite spatii Hilbert.

2.6.9 Definitie. Sirul (z,,)n>0 din spatiul metric (S, d) este numit marginit daca

exista a€ S si r>0 astfel incat d(a,z,) <r, oricare ar i n € N.

2.6.10 Propozitie. Sirul (z,),>0 din spatiul normat (E, || ||) este marginit daca si

numai daca exista r >0 astfel incat ||z, [|[< r, oricare ar fi n € N.
Demonstratie. Daca || z,—a ||< r, oricare ar fi n €N, atunci

|xn |=|| zn—a+a [|<|| zn—a ||+ a [|[< r+]|lal]|, oricare ar i neN.

2.6.11 Propozitie. Intr-un spatiu metric, orice sir convergent este marginit.

Demonstratie. Fie (z,,)n>0 un sir convergent si a=1im,,_,o . Pentru e=1 exista

ni €N astfel incat d(a,z,) < 1, oricare ar fi n > n;. Alegand

r = max{l, d(a, o), d(a,z1), ... d(a,xn,-1)},

avem d(a,x,) <r, oricare ar i n € N.
2.6.12 Proporzitie. Intr-un spatiu metric, orice sir Cauchy este mdarginit.

Demonstratie. Este similara cu demonstratia prezentata la pag. 30-20.
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2.6.13 In cazul spatiilor R”, daca nu se indica o alta norma, vom subintelege ca

structura de spatiu normat considerata este cea definita de norma uzuald

I: R" — R: = (z1,22,....,2,) —| z ||=

Ea este norma asociata produsului scalar uzual

n
()R XR" — R, (2,y) =Y Tk s,
k=1

adica

[|z]] = V/(z, z),

si defineste distanta uzuala

2.7 Serii de numere reale

2.7.1 Definitie. Fie (x,,),>0 un sir de numere reale. Seria

an

n>0
este numita convergenta (C) daca sirul sumelor partiale (sj)r>0,

k
Sk = E Tp = To + 21 + -+ Tk,
n=0
este convergent. Limita acestui sir este numita suma seriei si scriem

00 k
n= n=

O serie care nu este convergentd, este numita divergenta (D).
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2.7.2 Exemplu. Seria ), -, 2% este convergenta deoarece

G 1 (1)? N 11— () ke

n=0 2

pol—| =

si suma ei este Y 00 ) 5 = 2.

2.7.3 MATHEMATICA: NSum[a[n], {n, m, k}] , Sum[a[n], {n, m, Infinity}]

In[1]:=NSum[1/2°n, {n, 0, 15}] = Out[1]=1.99997
In[2]:=Sum[1/2°n, {n, 0, Infinity}] +> Out[2]=2.

2.7.4 Exercitiu. Seria geometricd reala ), ., q" este convergentd daca si numai

dacd ¢ € (—1,1). Suma ei este Y 0 jx, = 1%(1, adica avem
1
l+q+¢@+¢+-- = T, daci ge(-LY).
Rezolvare. Sirul sumelor partiale este convergent daca si numai daca g€ (—1,1) si
1— qurl 1

o
— lim (1 kg = 1 = )
2 o= lim (gt dh) = lim e =

2.7.5 MATHEMATICA: Sum[aln], {n, m, k}] , Sum[a[n], {n, m, Infinity}]

k
In[1]:=Sumlqn, {n, 0, k}] — Out[l]= "1

In[2]:=Sum[q”n, {n, 0, Infinity}] Out[Q]:qu.

2.7.6 Propozitie. Daca seria ) ~,xn este convergentd, atunci lim, o x, = 0.

Demonstratie. Fie s suma seriei, adicd s = limy, o0 Do Tk Avem

n n—1 n n—1
lim z,= lim E Tp— E i | = lim E T — lim E Tp=8—8=
n—oo n—oo n—oo n—oo
k=0 k=0 k=0 k=0

2.7.7 Propozitie.
> >0 Tn convergenta } _ { > n>0(Tn+Yn) convergenta si
D n>0Yn convergentd oo 0@t Un) =D 0 o Tt Y o Yn
a€eR Y ons0 @ Ty convergentd si
ano Ty convergentd } ~ { ZZO;O ATy =y 0 Tn.

Demonstratie. Avem:

00 k

k k 0o o)
Z(xn‘Fyn) :klgglo Z(xn‘i‘yn) :kli)nolo Z;]xn‘i‘klgglo Z;)yn = Z;]$n+z;]yn§
n= n= n= n=
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00 k k 00
g ax,= lim E arp=a lim g =« g Tn-
k—o0 k—o0
n=0 n=0 n=0 n=0
2.7.8 Propozitie.

Seriile E Tp S E Ty au aceeasi naturd, oricare ar fi ng>0.

n>0 n>ngo
Demonstratie. Sirurile (sg)r>0 $i (85k)k>ng, unde
k k no—1
Skzzxm §k:an:Sk— § Ty
n=0 n=ng n=0

sunt fie ambele convergente, fie ambele divergente.

2.7.9 Exercitiu. Fie seriile de numere reale )~ %n $1 ), ~q¥n. Daca, cu exceptia

unui numar finit de termeni, avem x,, = ¥,, atunci seriile au aceeagi natura.

2.7.10 Teorema (Criteriul lui Cauchy). Seria Y, ~qxn este convergentd daca si
numai dacd, pentru orice € > 0, existd n. € N astfel incat
|Tn i1+ TnpotFTnik| <&, oricarear fi n2Me,
’ keN*={1,2,3,...}.
Demonstratie. Prin definitie, seria ) -, 2, este convergenta daca si numai daca
sirul sumelor partiale (s)g>0 este convergent. Pe de alta parte, sirul (s;)g>o este
convergent daca si numai daca este gir Cauchy, adica daca pentru orice € > 0 exista

ne € N astfel incat |s,1x — sn| < &, oricare ar fi n > n. si oricare ar fi k € N*. Insa

|Sntk = Snl = |Tp1 + Tngz + -+ ol

2.7.11 Teorema (Criteriul lui Abel).
Daca (ap)n>0 este un gir descrescator cu limy, o0 a, = 0 si dacd

(Tn)n>0 este un sir astfel incdt exista M >0 cu
lxo + 21+ - + 2| < M, oricare ar fi n €N,

atunci seria ), < Gn Tp este convergentd.

Demonstratie. Notand s, = ZI:L:(] T,, avem T, = S, —Sp_1 pentru orice n > 0.
Deoarece
|lant1Znt1 + -+ Qnk@nik] = [ant1(Snt1 — 8n) + - + A (Sntk — Sntk—1)]
= | = any15n + (@nt1 = Gns2)Snt1 + -+ (Ank—1 = Gngk)Sntk—1 + GnpkSntk]
< ant1lsnl + (@nt1 — an2)|Snp1| + -+ + (@ntk—1 = Qi) |Sntk—1] + ntklSnr]
< (apg1 + (@ng1 — apg2) + -+ (k-1 — Angk) + Gnpr) M = 20,1 M
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si lim,_, o a, =0, pentru € >0 exista n. €N astfel incat

|@n4+1Tns1+ - FanipTnik| <&, oricare ar fi n>n. i oricare ar fi k€N*.

2.7.12 Teorema (Criteriul lui Leibniz).

Daca (ay,) este sir descrescator cu lim a, =0, atunci E (—1)"a, este convergentd.
n—o0
n>0

Demonstratie. Alegem x, = (—1)" si utilizam criteriul lui Abel.

2.7.13 MATHEMATICA: Sum[a[n], {n, m, Infinity}] , NSum[a[n], {n, m, Infinity}]

Sum[(-1)"n/n, {n, 1, Infinity}] > Out[l]=—Log[2]
2
Sum[(-1)"n/n"2, {n, 1, Infinity}] —  Out)2]l=—T5

NSum[(-1)"n/n"3, {n, 1, Infinity}] +> Out[2]=—0.901543.
2.7.14 Definitie.

Spunem ca seria g Ty, este absolut convergentd daca seria E |z, | este convergentd.
n>0 n>0

2.7.15 Teorema Orice serie absolut convergenta de numere reale este convergenta.
Demonstratie. Utilizam criteriul lui Cauchy. Dacd seria ), - |7y | este convergenta,

atunci pentru orice £ >0, exista n. € N astfel incat |z, 11 + Tpio + - + Tpak| < &,

oricare ar fi n > n. si oricare ar fi k € N*. Insi
[Zn41 + g2+ + Tpgk] < |Tnga| + [Tngel + 000+ [Tkl

si prin urmare |, 1 +Zpi2+ -+ +2,1k| <e, oricare ar fi n>n, si ke N*.

2.7.16 Exemplu. Seria ), -, # este convergenta conform criteriului lui Leibniz.

Ea nu este absolut convergenta deoarece -, % este divergenta (pag. 50-22).

2.7.17 Definitie.
Spunem ca ) -, &y este serie cu termeni pozitivi daca x,, >0, oricare ar fi n € N.

2.7.18 Propozitie. O serie cu termeni pozitivi ), <, 2, este convergentd dacd i

numati daca girul sumelor partiale (Zﬁ_o xn> este marginit.
= k>0

Demonstratie. In cazul unei serii cu termeni pozitivi, sirul sumelor partiale este

crescator. Un gir crescator este convergent daca gi numai daca este marginit.
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2.7.19 Teorema (Criteriul comparatiei). Fie D 5q%n $i Y.,50Yn doud serii cu
terment pozitivi. Dacd existd ng>0 astfel incat x, <y, oricare ar fi n>ng, atunci:
a) Y o.soYn convergentd = Y T, convergentd,

b) > o.s0%n divergenta = Y -,Yn divergentd.
Demonstratie. Seria ), -y, are aceeasi naturd cu ), -, n §i seria >, - yn are
aceeasi natura cu ), -, Y. Deoarece 0 < Zf:z:no Ty < Zszno Yn Tezultad ca:
k > . o .. < k ) . o ..

_ ir marginit = e T ir marginit;
<Zn_n0 Un)ons 8 g D n=no Tn romg 8 ginit;
<Zﬁ:n0 xn> sir nemarginit — <Zﬁ:n0 yn> sir nemarginit.

k>no k>ng

2.7.20 Teorema (Comparatie prin trecere la limita).

Daca seriile cu termeni pozitivi Y, <o n $1 Y ,~oYn sunt astfel incat exista

lim 2% = € (0,00),

n—o0 yn

atunci ele au aceeasi naturd (sunt ambele convergente sau ambele divergente).

Demonstratie. Exista ng €N astfel incat 2—: € (L 3—l), adica

219
31 ,
B Un < Ty < 0l Yns oricare ar i n > ny,

ceea ce permite utilizarea criteriului comparatiei .

Figura 2.4: Sirul (fln f(x) d:c)n21.
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2.7.21 Teorema. Fie f:[1,00)—[0,00) o functie continud si descrescatoare. Seria

Y n>1 f(n) este convergenta daca si numai daca sirul (fln f(x) dm)n>1 este marginit.

Demonstratie. Utilizand relatia f(k+1) < :Hf(:v) dr < f(k) (v. Fig. 2.4) si
fln x)dr= fl x)dx + f2 x)dx + - +f: f(z)dz, obtinem

F@+IE)+ -+ /f Ydr < f()+F(2)+ -+ f(n—1).

2.7.22 Teorema (Seria armonica generalizata).
. 1 g . . g
Seria E — este convergenta daca gi numai dacd o > 1.
n
n>1

Demonstratie. Daca a <0 seria este divergenta deoarece lim,, o n% #0. In cazul

a >0 functia f:[1,00)—[0,00), f(z)= este continua si descrescitoare. Deoarece
n

11—« 11—«
" "1 o) =2~ L daci a#l,
/ f(x)dx:/ —dx = lmafy 1= l-a
1 L (Inx)|f =1lnn dacd a=1,
sirul ( fl dm) , este marginit dacd si numai daca o > 1.

2.7.23 MATHEMATICA: Sum[aln], {n, m, Infinity}] , NSum[a[n], {n, m, Infinity}]
2
In[1]:= Sum[1/n"2, {n, 1, Infinity}] = Out[l]="%

In[2]:= NSum[1/n"Sqrt[2], {n, 1, Infinity}] > Out[2]=3.02074.
2.7.24 Exercitiu. Sa s te ca seria Y LVR gt ta
ol X 1_; . Da Se arate Ca seria n>1 Tn2 este convergenta .

Rezolvare 1.

NP
Convergenta rezulta din ;},{? < § i - /2 si din convergenta seriei Zn>1 n31/2 .
Rezolvare 2.
1+yn
. Tqn? . 1++/n . o 1
Deoarece lim =1, seria E are aceeasgi natura cu g —.
nSoo L 1+ n? 3/2
3/2 n n
n n>1 n>1

2.7.25 MATHEMATICA: NSum[a[n], {n, m, k}] , NSum[a[n], {n, m, Infinity}]

In[1]:= NSum[(1+Sqrt[n])/(1+n"2), {n, 1, 100}] = Out[1]=2.87338
In[2]:= NSum[(1+Sqrt[n])/(1+n"2), {n, 1, 1000}] —  Out[2]=3.0186
In[3]:= NSum[(1+Sqrt([n])/(1+n"2), {n, 1, 10000}] = Out[3]=3.06273
In[4]:= NSum[(1+Sqrt[n])/(1+n"2), {n, 1, 100000}] = Out[4]=3.07649
In[5]:= NSum[(1+Sqrt[n])/(1+n~2), {n, 1, Infinity}] +> Out[5]=3.08283.
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2.7.26 Teorema (Criteriul radacinii).

Daca seria cu termeni pozitivi ), . T, este astfel incat exista lim, o /2y, atunci:
limy, 00 V2 <1 = ano Ty este convergenta;
lim, oo Y0 >1 = ano T, este divergentd.

Demonstratie. Fie | = limg, o0 /Tp. In cazul | < 1, exista € > 0 astfel incat
[+ < 1. Deoarece | = lim,, o {/Tp, exista n. € N astfel incat /z, € (I —¢,l+¢),
oricare ar fi n > n.. In particular, avem Y, <l+e, adica z, < (I +¢)", oricare
ar fi n > n.. Convergenta seriei ), .y rezulta din convergenta seriei geometrice
Y n>o(l+¢€)™ pe baza criteriului comI;aragiei. In cazul [ > 1, existd e > 0 astfel incat
l—¢ > 1. Deoarece | = lim,, o {/T,, exista n. € N astfel incat {/z, € (I —¢,l+¢),
oricare ar fi n > n’. In particular, avem YT, > 1 —e, adicad z, > (I — )" > 1,

oricare ar fi n > n’. Rezultd ci lim T 0 si prin urmare seria este divergenta.
€ n—oo 4'n

2.7.27 Notiunea de limitd superioara permite urmatoarea formulare mai generala:

Teorema (Cauchy). Dacd ), ~xn este serie cu termeni pozitivi, atunci:
limsup,, ,o {/Zn <1 = ano Ty, este convergenta;
limsup,, ,o, {/Tp >1 = > ~%n este divergentd.

2.7.28 Teorema (Criteriul raportului).
Daca seria Zn>0 Ty cu Ty > 0 este astfel incat existd lim, oo

. xT [
lim,,—s 00 ;:1 <l = ano T, este convergentd;

lim,, oo m;% >1 = ano T, este divergentd.

Tn+1 -
R atunci:

Demonstratie. Fiel = lim,,_ .o m;¢ In cazul | < 1, exista e > 0 astfel incat [4+¢ < 1.
Tn

Deoarece | = lim,,_yoo %, exista n. € N astfel incat =2+ € (I—¢,l+¢), oricare ar
n n

fin>n. In particular, avem pentru n > n. relatia % <l+¢ din care rezulta

Tpo1 < (148)Tn,, Tnoyo < (14+6) 22, ..., Tyok < (I4+€)F2,, oricare ar fi kEN.
Convergenta seriei ) - %y rezulta din convergenta seriei geometrice ) (I +¢)".
Tn+1

In cazul [ > 1, exista € > 0 astfel incat [ — e > 1. Deoarece [ =lim,_, —, exista
nL €N astfel incat x;—zl €(l—e,l+¢), oricare ar fi n>n’. In particular, avem pentru
n>n. relatia % >l—¢ din care rezultd @, 11 > (1—&)Tp;, Tniio > (1=€)2Ty, ...,
Tnipk < (l—s)kxnlg, oricare ar fi k€ N. Rezulta ci lim, o, 2, = 00 si prin urmare

seria este divergenta.

2.7.29 Notiunea de limitd superioara permite urmatoarea formulare mai generala:
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Teorema (d’Alembert). Dacd ), ~,*n este serie cu termeni strict pozitivi, atunci:

Tn+41
Tn

lim sup,, <1 = > - este convergentd;

limsup, o, 25 >1 = 3 gan este divergentd.

2.7.30 Teorema (Criteriul Raabe-Duhamel).

. Ao " N
Daca seria ano Tn cu Xy >0 este astfel incat existd limy, oo n (xnil —1) , atunci:

lim, oo <$:Zl — 1) >1 = ano T, este convergentd;

limn_mon< Ln_ 1) <l = ano T, este divergentd.

Tn+1

Demonstratie. Fie [ =lim, s n (xiil —1). In cazul [ > 1, exista € > 0 astfel incat

l—e>1, adica | > 14+¢e. Deoarece [ = limnﬁoon< Ln —1), exista n. € N astfel

Tn+1

Tn
Tn+1

ncat n < —1) > 1+¢, oricare ar fi n > n.. Rezulta ca relatia nz, — nx,41 >
Tnt1 + Expy1, adicd nx, — (0 + Dape1 > exppr > 0 (*) are loc, oricare ar fi
n>ne. Din relatia (*) rezultd ca sirul cu termeni pozitivi (nay,)p>n. este monoton
descrescator si deci convergent. Deoarece exista limg_, oo ZZ:% [nx,—(n+1)z, 1] =
limg oo [nepn. — (kK + 1)xgs], seria Zﬁzl[nxn—(n + 1)xy,41] este convergenta. Din
relatia (*), pe baza criteriului comparatiei, rezulta ca ), -, este convergenta.

In cazul [ < 1, existd ¢ > 0 astfel incat [+e < 1, adici | < 1—¢. Deoarece | =
lim,,_ysom <$:Zl —1), existd n. € N astfel incat n (x:L —1) < 1—¢g, oricare ar fi
n>nl. Relatia na, —nx,11 < Tpi1—ETnt1, adicd nx, —(n + 1)zp41 < —exp41 <0

are loc, oricare ar fi n > n.. Rezultd ca sirul cu termeni pozitivi (nwn)nzwg este
crescator. Exista C > 0 astfel incat nx, > C, adica x, > C%, oricare ar fi n >nl.
Seria armonica anl % fiind divergenta, pe baza criteriului comparatiei, rezulta ca

> >0 Tn este divergenta.
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2.8 Serii in spatii normate

2.8.1 Definitie. Fie (x,,),>0 un sir dintr-un spatiu normat (E, || ||). Seria

an

n>0
este numita convergentd (C) daca sirul sumelor partiale (sj)x>0, unde
k
Sk= 3 Tp =30+ T+ + T
n=0

este convergent. Limita acestui sir este numita suma seriei si scriem

0 k
an = lim an = lim (zo +x1 + -+ + xg).
k—o0 k—r00
n=0 n=0
O serie care nu este convergenta este numita divergenta (D).

2.8.2 Exemplu. In spatiul normat RE ) cu || (z1,32) |= /27 + 23, seria

2n 1 <
anl (3—,” m) este convergenta deoarece

iQ” I iQ"i 11 B 21—(%)’“1 1
3" nn+1)) 3) n n+l)) \3 1-2 """ k+1)’
n=1 n=1 n=1 3

lar suma ei este

> (5ot )i X (B ) -0

n=1 n=1

2.8.3 MATHEMATICA: Sum[a[n], {n, m, Infinity}] , NSum[a[n], {n, m, Infinity}]
In[1]:= Sum[2°n/3"n, {n, 1, Infinity}] = Out[1]=2
In[2]:= NSum[1/(n(n+1)), {n, 1, Infinity}] +> Out[2]=1.

2.8.4 Propozitie.

Daca seria Y, ~oxn din (E,|||) este convergentd, atunci lim x,=0.
el n—oo

Demonstratie. Este similara demonstratiei prezentate la pag. 46-6.

2.8.5 Propozitie. Intr-un spatiu normat:
Y n>0 Tn convergentd Y n>0(@ntyn) convergenta si
> Sl >
2_n>0Yn convergenta Y omeo(TntYn) =200 Tnt D0l Ynj

a€eR Y >0 Q@ Ty convergentd si

— —
4 o0 o0

> >0 Tn convergentd Yoo ATy =y Ty
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Demonstratie. Este similara demonstratiei prezentate la pag. 46-7.

2.8.6 Daca se modifica sau elimina un numar finit de termeni ai unei serii, natura

seriei nu se schimba (doar suma ei este, eventual, afectata).

2.8.7 Teorema (Criteriul lui Cauchy). Intr-un spatiu Banach, o serie Y >0 Tn este
convergenta daca si numai dacd, pentru orice € >0, exista n. €N astfel tncat

n="Mne,

keN*={1,2,3,..}.

Demonstratie. Este similara demonstratiei prezentate la pag. 47-10.

| Tnp1+Tntot - Fanir||< e, oricare ar fi

2.8.8 Definitie.

Spunem ca seria E xy, este absolut convergenta daca seria E lzn|| este convergenta.
n>0 n>0

2.8.9 Teoremi. Intr-un spativ Banach, o serie absolut convergentda este convergenta.

Demonstratie. Este similara demonstratiei prezentate la pag. 48-15.

2.8.10 Teorema. Fie ) ., xy 0 serie de elemente apartinand unui spatiu Banach.
Daca ezista o serie convergentd de numere reale Y, - an astfel incat

| zn I< an, oricare ar fin € N,

atunci seria Y x, este absolut convergentd si, in particular, convergentd.
n>0

Demonstratie. Seria ), < |lzn|| este convergenta conform criteriului comparatiei.

2.9 Siruri de functii

2.9.1 Definitie. Fie A o multime §i f,: A— R, unde n €N, functii definite
pe A. Spunem ca sirul de functii (fy,)n>0 este convergent in punctul
xo daca girul de numere reale (fy,(x0))n>0 este convergent.
In caz contrar, spunem ca sirul este divergent in punctul xg.
Multimea A. C A, formatéa din toate punctele in care sirul este

convergent, se numeste mulfimea de convergenta a sirului.
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2.9.2 Definitie. Fie A o multime si f, f,:A—R functii definite pe A.
Spunem ca sirul de functii (fy,)n>0 converge (punctual) la f

si scriem f,, — f dacd A, = A si
lim f,(z) = f(x), oricare ar i x € A,
n—oo
adica daca, oricare ar fi x € A si e > 0, exista n. , € N astfel incat
|fn(z) — f(2)] <e, oricare ar fi n > ng 4.

Spunem ca sirul de functii (fy,)n>0 converge uniformin A la f si
scriem f, % f daca, oricare ar fi € >0, exista n. €N astfel incat

n>ne,

|fu(z)—f(2)|<¢, oricare ar fi ve A

2.9.3 Exemplu. Sirul de functii (f,)n>0, unde f, : [0,1] — R, f,(z) = %,
converge punctual la functia nula f:[0,1] — R, f(z)=0, dar nu converge uniform.

Pentru orice z €0, 1] avem
2nx
im ———— =
n—oo 1 + n2x2
Deoarece |fn(1) — f(1)] =1, pentru e <1 nu existd n. €N astfel incét

n=>ne,

|fu(x)—f(2)| <, oricare ar fi z€0,1].

2.9.4 Fie (fn)n>0 un sir de functii f,: A—R care converge uniform in A la f: A—R.

Oricare ar fi B C A, sirul restrictiilor (f,|p)n>0 converge uniform in B la f|p.

2.9.5 Teorema. Fie A o multime si f, f: A= R, unde n €N, functii definite pe A.
Daca exista un sir de numere reale (ap)n>0 astfel incdt lim, o0 a, = 0 i

reA,

_ < . .
|fn(x) — f(2)| < an, oricare ar fi neN.

atunci sirul (fn)n>0 converge uniform la f, adica fp % f

Demonstratie. Fie € > 0. Deoarece lim, .o a, = 0, existd n. € N astfel incat
lan| < €, oricare ar fi n > n.. Dar |f,(z) — f(z)| < a, si prin urmare

n2>"Mne,

|fn(z)—f(z)|<e, oricare ar fi cA
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2.9.6 Exemplu. Sirul de functii (f,)n>0, unde f, : R — R, f,(z) = % sinnzx,
1

n’

converge uniform la functia f: R — R, f(z) = 0, deoarece |f,(z) — f(x)] <

oricare ar fi x € R si oricare ar fi n € N.

2.9.7 Teorema (Criteriul lui Cauchy). Sirul de functii (f,)n>0, unde f,: ACR—R,
converge uniform dacd $i numai dacd, pentru orice € >0, exista n. €N astfel incat

n>ne,
| frsk(z) — fu(x)| <&, oricare ar fi keN, (2.4)
reA.

Demonstratie. Daca f % f, atunci pentru orice € > 0 exista n. € N astfel incat
|fn(z)— f(x)| < §, oricare ar fi n>n,, € A. Pentru orice n>n., k € Nsizc A
avem
k@) = Fu@)] = i) — £(2) + f(2) — fule)]
< Unskl@) = F@)] +[7@) — fa@)] < 5+ 5 =<

Invers, admitand ca este verificata conditia din enunt, din (2.4) rezulta ca sirul de
numere reale (f,(z))n>0 este sir Cauchy si deci convergent, oricare ar fi z € A.
Aratam ca f, % fyunde f: A= R, f(z) = lim,, o0 fn(z). Fie € > 0. Conform

conditiei din enunt, exista n. €N astfel incat

. n>n.,
| frak(z) — fu(z)| < 2’ oricare ar fi keN,
reA.
Pentru k — oo aceasta relatie devine
€ >n!
|f(z) — fo(x)] < 5 <& oricare ar fi Zgza’

2.9.8 Teorema. Avem:

fmiACR —R sunt continue in xg € A

. t tinua 7 .
(fr)n>0 converge uniformla f:A—R } — [ este continua in xo

Demonstratie. Fie € > 0. Avem de aratat ca existd ¢ > 0 astfel incat

v e } — (@) - flao)| <.

|z —x0| <0

Deoarece f, % f, exista n. € N astfel incat

€ . n2>MNe,
]fn(x)—f(x)]<§, oricare ar fi A
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Functia f,_fiind continua in z¢, rezulta ca exista 6 > 0 astfel incat

A
|$—;o|€<5} - |fna<fﬂ)—fng(wo)l<§.

Pentru z€A cu |r — z9| <4, avem

|f(@)=f(@o)] = [f(2) = fu. (@) + fa. () = fa.(20) + fa.(z0) — f(20)]
— ‘f(x)_fng(x)‘ + ’fne(x)_fne(xO)’ + ‘fns(xO)_f(xO)’
< 5+5+5=e

N

2.9.9 Daca functiile f,: AC R — R sunt continue in xg, atunci

fn % f — lim <lim fn(x)> = lim <hm fu(x ))

T—0 \n—00 n—oo \ 2w
2.9.10 Teorema. Fie I CR un interval si f, fr: I—>R functii continue. Avem:
o f = Jim | fn dx—/ fx (2.5)
oricare ar fi [a, B] C 1.

Demonstraie. Pentru orice € > 0, existd n. € N astfel incat |fn(2) — f(2)| < 55,
oricare ar fi n > n. si oricare ar fi € I. Pentru n > n., avem (vezi pag. 143-8)

S p@ydo = [ 1)y do| = |2 fule) = f(@) da
< 3 (@)= f ()
2.9.11 Relatia (2.5) se mai poate scrie (limita comuta cu integrala)

frn = f = Jim / fn(x dx—/ (1irgofn(x))dx

1

13 —
- adaz—e.

2.9.12 Teorema. Fie f, f, :[a,b] — R functii continue gi F, F, : [a,b] — R,

/ fod, = [ fult)

primitivele (vezz pag. 151-31) care se anuleazd in punctul xo € [a,b]. Avem:

u u
— —
fn 0] f — E, 0] F.
Demonstratie. Daca fn f, atunci pentru orice € > 0 exista n. € N astfel incat
n>ne,

|fn()— ()|<m, oricare ar fi telab.

Din acesta relatie rezulta

. n>"ne,
< >
|F (x x)| / |fn(t)—f(t)|dt < e, oricare ar fi v€a.b.
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2.9.13 Teorema. Fie f,,:[a,b] =R functii derivabile cu derivatd continua. Avem:
exista f:]a,b]— R derivabila

exista g:la,b] — R §i zg€[a,b] astfel incat : ast fel incit -

™ f/ *)u g f— u
" [a7 b] ’ " fn f7
[a, 0]
s (fn(x0))n>0 este convergent . g

Demonstratie. Fiee>0s4i f:[a, b)) — R, f(uv):f;0 g(t) dt+Hl, unde | =lim,,—,~ frn(20).
Exista n. € N astfel incat
_ E . ! _ € . nznea
fla) =<5 s RO-g0l< 55— oiceat (205
Deoarece fn(x) = f;; fL) dt + fn(xo) avem
v >
£ao) = F@ < [ 15090t + fulan) <1l <=, oricarear i [Z10
o ) ‘

2.9.14 Teorema. (Prima teorema de aproximare a lui Weierstrass).
Pentru orice functie continud f : [a,b] — R, exista

un sir de polinoame uniform convergent cu limita f.

Demonstratie. A se vedea [38] ,vol. 2, pag 7.

2.10 Serii de functii

2.10.1 Definitie. Fie A o multime si f,,: A— R, unde n €N, functii definite pe A.
Spunem ca seria de functii ), < fn este convergenta (C) in punctul z
din A daci seria de numere reale Y >0 fn(xo) este convergenta.

In caz contrar, spunem ca seria este d_ivergentd (D) in punctul x.
Multimea A. C A formata din toate punctele in care seria este

convergenta se numeste mulfimea de convergenta a seriei.

2.10.2 Definitie. Fie A o multime si f,: A— R functii definite pe A. Spunem ca

seria ) .~ fn este convergenta daca A.=A, adica daca sirul sumelor partiale (sz),

k
sk=_ fn="Fo+ 1+ + fr

n=0
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este convergent. Limita acestui sir este numita suma seriei si scriem
0 k
= lim = lim .
Zofn Jim Zofn Qi (fo+ fi 4+ )
n— n—

> >0 fn este numita uniform convergentd in A daca (si) este uniform convergent.

Ym0 fn este numita absolut convergenta daca seria ), - |fn| este convergenta.

2.10.3 Daca seria ), - fn este uniform convergenta in A cu suma S si daca B C A,

atunci seria restrictiilor ), -, fu|B este uniform convergenta in B si are suma S|p.

2.10.4 Propozitie.

Daca seria de functic >, f, este convergenta, atunci lim f,, = 0.

Demonstratie. Este similara demonstratiei prezentate la pag. 46-6.

2.10.5 Teorema (Criteriul lui Cauchy).
Seria ano fn, unde fr,: ACR—R, converge uniform pe A daca
st numai dacd, pentru orice >0, existd n. €N astfel incat
n2ne,
Fas1(@) + fasa(@) + -+ fars(@)| <, oricare ar fi keN,
rEA.

Demonstratie. Afirmatia rezulta din criteriul lui Cauchy pentru siruri (pag. 56-7).

2.10.6 Teorema (Criteriul lui Weierstrass).
Fie A o mulfime si fr,: A— R, unde n €N, functii definite pe A.
Daca existd o serie cu termeni pozitivi convergentd ), ~q an astfel incat

neN,

|fn(2)| < an, oricare ar fi red

atunci seria Y, ~q fn este absolut si uniform convergentd pe A.

Demonstratie. Utilizam criteriul lui Cauchy. Fie ¢ > 0. Deoarece ), ., an, este
convergenta exista ne € N astfel incat an11 + apy2 + -+ + apyr < €, oricare ar fi

n > n. si k € N, ceea ce conduce la relatia

n+k n+k n+k n= neg,
Z fm(z)| < Z | fm(x)] < Z am <€, oricarearfi keN*,
m=n+1 m=n+1 m=n+1 rEA.

2.10.7 Exemplu. Dacaa >1, atunci ) -, “>3* este uniform convergenta pe R.
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2.10.8 Teorema (Criteriul lui Dirichlet.)
Fie ap:A—10,00) i fn: A— R functii definite pe o multime A. Avem:
v an(z)>apyi(x), Vn>0, Voe A

. ap %) 0
« existd M > 0 astfel incat = Zanfn este uniform convergentd.
[fo(x)+ fr(z)+ -+ fal2)| < M, n=0

Vn>0, VeeA

Demonstratie. Este similara cu demonstratia prezentata la pag. 47-11

2.10.9 Teorema. Avem:

fn:ACR—R sunt continue in xg€ A }

o0
. . =>Z este functie continud in xq.
Y >0 fn este uniform convergenta Fr funct 0

n=0
Demonstratie. Consecinta directa a teoremei prezentate la pag. 56-8.
2.10.10 Daca functiile f,: AC R — R sunt continue in xp, atunci
oo oo
Z frn uniform convergenta =—> lim Z fulz) = Z
n=0 =

T—xT0
n>0 n=

2.10.11 Teorema. Fie I CR un interval si f, fn: I — R functii continue. Avem:

Z fn uniform convergenta — /ﬁ (i fn(x)> dr = i /Bfn(x) dz,
@ n=0 n=0"%

n>0

oricare ar fi [a, 5] C 1.

Demonstratie. Consecinta directa a teoremei prezentate la pag. 57-10.

2.10.12 Teorema. Fie f,:[a,b] =R functii derivabile cu derivata continua. Avem:

» Y .o fh uniform convergentd, = > >0 fn uniform convergentd,
» ezista xo€la,b] astfel incat = = > .2 fn este derivabild,
> >0 fn(T0) este convergentd o () =500 1

Demonstraie. Consecinta directa a teoremei prezentate la pag. 58-13.
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2.11 Serii de puteri

2.11.1 Definitie. Prin serie de puteri centrata in x( se intelege o serie de forma

> an(z —20)" = ao + ax(w — x0) + ag(x —w0)> + -+, (2.6)
n>0

unde coeficientii a,, sunt numere fixate.

2.11.2 Teoremi. In cazul unei serii de puteri (2.6) existd R€[0,00) U {oo}, numit
raza de convergenta a seriei, cu proprietatile:

» Seria este absolut convergenta in orice punct x cu |x — xo| < R;

» Seria este divergentd in orice punct x cu |x — xo| > R;

» Seria este uniform convergenta in [xg — r,xo + 7|, oricare ar fir cu 0<r<R.

Demonstratie. Daca seria este convergenta doar in punctul xg, atunci R=0. Daca
exista o’ # g astfel incat Y, o an(2'—xz0)" este convergentd, atunci limy, oo an(z'—
z0)" =0. Rezulta ca exista M > 0 astfel incat |a, (2’ — z9)"| < M, oricare ar fi € N.

Daca z este astfel incat |z — zo| < |2/ — 20|, atunci

n

x—xg "
<M 0

r—X

|an (2 —20)"| = |an (2" —20)" , oricare ar fi n € N.

' —xg T’ —xg

Seria ) <qlan(z—x0)"| este convergenta conform criteriului comparatiei, seria

T—x0
x'—x0

n
geometrica ), g fiind convergentd. Rezultd ca ), oqan(z — )" este ab-

solut convergenta in orice punct x cu |x — zg| < |2’ — xg|. Alegand
R=sup{ |2’ — x| E an (2’ —x0)" este convergenti
n>0

sunt, evident, indeplinite primele doua conditii. Daca r este astfel incat 0 <r < R,

atunci |(xo +7) — 20| =7 < R gi seria )~ |an|r" este convergenta. Deoarece
lan(z — 20)"| < |an|r", oricare ar fi x € [zg—r,xo+7],

seria ), < an(z —x0)" este uniform convergenta in [xo—r, zo+r] conform criteriului

lui Weierstrass (pag. 59-6).
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2.11.3

1-(z—mo)**t 5
Deoarece Z’;:O(;ﬂ —x)" = I—(z—z0) daca x # xg+1,
k+1 dacd = =mxp+1,

convergentd, daca |z — zo| < 1,

seria de puteri T —xp)" este
P M 0) { divergentda  daca |z — xzo| > 1.

Seria are raza de convergenta R = 1, iar suma ei este

S:i(xo—1,2z0+1) — R, S(x) =limg_ ZZZO(@“ —xo)" = %,
adica
m =14 (z—z0) + (ﬂ:—xo)Q + -+ (z—mo)" + -+ pentru |z—xg|<]1.
2.11.4 Teorema (Cauchy-Hadamard).

Raza de convergentd a seriei de puteri Y, <, an(x — x0)" este

0 daca limsup,,_, ., V/|an| = oo,

1 o N
R= T dacd 0 < limsup,, ., V/|an| < oo,
00 daca limsup,,_, V/|an| =0.

Demonstratie. Conform criteriului Cauchy (pag. 51-27), seria este convergenta daca

1
limsup v/|an(z — x0)"| < 1 adica T — x| <
n—00 lan( A ’ | | lim sup,,_, W7

si divergenta daca

1
limsup v/|an(z — x9)"| > 1 adica T — xo| > .
n—o0 lan )l ’ | | limsup,, o V/|an]

2.11.5 Teorema. Daca sirul (|ap|/|an+1|)n>0 are limita, atunci raza de convergenta

a seriei de puteri Y, <, an(x — x0)" este

Demonstratie. Conform crit. raportului (pag. 51-28), seria este convergenta daca

_ n+1
lim [an+1(z = o)™ ] <1, adica |z — o] < lim 2|
n—oo \an(x — .%'0)"‘ n—oo ’an—l—l’
si divergenta daca
o n+1
lim [ant1(z = )" | > 1, adica |z — xo| > lim [2n|

n—oo ]an(x — 1’0)"‘ n—oo ‘an-l—l’ )
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2.11.6 Raza de convergenta a seriei ano (m;—'l)" este R = lim,,_voo % = 00.

2.11.7 Definitie. Fie ), - an(z —x0)" o serie de puteri cu raza de convergenta R.

o0
Functia S':(zo—R,zo+R) —R, S(x) :Z an(r—xo)", se numeste suma seriei.
n=0

2.11.8 Teorema.
Seriile Y an(x—x0)" 8i . nay(z—x0)" " au aceeeasi razd de convergentd.
n>0 n>1
Demonstratie. Fie R si R’ razele de convergenta ale celor doua serii. Din relatia

|an (2 —20)"| < R'|[nan (v —z0)" |
:Zan(az—xo)"C’ = |z—xo| <R

n—1
anl nan(x - .%'0) c n>0
rezulta R’ < R. Aratam In continuare ca |z — xo| < R implica |z — x¢| < R’. Pentru
r astfel incat |z — zo| <r < R, seria ano an,T™ este convergenta si lim,, o0 a,r™ = 0.

Exista M > 0 astfel incat |a,r"| < M si

lz—x0| <R = {

M M — -
’nan(x_xo)nill =n ‘GN‘ : ’x_xo‘nil <n— ’1’-.%'0‘”71 = —n (Lﬂ $0|> )
rn r r

Dar

4+1) ( |zl " _ _ n—1
" )< : > _le rx0’<1 :Zn(‘x m0\> C=> nap(z—x0)"""' C

n—00 n—1 r
n (M> n>1 n>1
si prin urmare |z — x| < R/, ceea ce conduce la R < R'.

2.11.9 Teorema. Fie ) - an,(x—x0)" o serie de puteri cu raza de convergentd R.

Suma seriei
S:(xo —R,z90 +R)—R, S(x):Zan(x—xo)",
n=0

este o functie indefinit derivabila (de clasa C*°). Derivatele ei se pot obline prin

derivare termen cu termen:
S":(xg —R,z0+R)—=R, S'(z)=> " nay(z—x
S":(xo —R,z0 +R)—R, S"(x)=> 77" ,n(n—1) an(z—120)" "%

)n—l.

9
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Demonstratie. Seria ), - an(x—xo)" si seriile obtinute din ea prin derivare termen
cu termen sunt uniform convergente pe orice interval [zg —r, xg +7] C (xg — R, o +
R). Conform teoremei prezentate la pag. 60-12, restrictia functiei suma S la orice
interval (xg —r,xo +7) cu [zg —7, 20 +7] C (xg — R, ¢ +R) este indefinit derivabila
si derivatele ei se pot calcula derivand termen cu termen.

2.11.10 Plecand de la seria geometrica (a se vedea pag. 61-3, cazul zg = 0)

1
—— =14z+2* 42"+ pentru |z <1,

1—=x
prin derivare termen cu termen, obtinem:

o = 1+ 20 4327+ a4 pentru - [z|<1;
(1_206)3:2,1+3,2x+4.3x2+...+n(n_1)x"—2+--- pentru |z|<1.

2.11.11 Derivand termen cu termen
2 3

S(:C):1+%+%+§—!+"'%+“‘ pentru orice z € R,

obtinem relatia
, r 22 23 " .
S(x):1+ﬂ+§+§+...m+...25(@°) pentru orice z € R,
din care rezulta ca S este de forma C'e” cu C' o constanta. Deoarece S(0)=1, avem
- €T xz a?g z" .
=1+ =44 . pentru orice = € R.
2t 3! n!

2.11.12 Fie a € R fixat. Utilizdnd teorema de la pag. 62-5, se deduce ca raza de

convergenta a seriei binomiale
(a=1) o ala—1)(a=2) ;

—-1)... (a— 1
Za(a ). (a n+)m”:1+ow+a x4+ x° +
n! 2! 3!

n>0

este R = 1. In acest caz, derivand termen cu termen relatia

—1 —1)...(e—n—+1
! n!
obtinem ecuatia S'(z) = 37 S(x), care conduce la

1 —-1... (a— 1
o=l o 0l0TD: o) e
I n!

(I+2)*=14ax+

2.11.13 Relatii similare celor de la punctele precedente se pot obtine prin substitutie:

Punand —z in loc de x obtinem:
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m—l—x—i—x —a3 4 (D) pentru |z <1;
(H;)Q =1-22+322+ -+ (=1)"tnz" 1 +... pentru |z <1;
e*"”:1—%—1—”;—!—@—!4—---4—(—1)"%4—--- pentru orice  z € R.
Punand 2?2 in loc de z obtinem:
1_9%2:1—%1'24-1'44-.%'64----4-1'2"4---- pentru |z <1;
Hg%g:1—m2—|—x4—x6---+(—1)”m2”+--- pentru |z <1;
ex2:1—|—%+”§—?+"§—?—|—---+%+--- pentru orice  x € R.

2.11.14 Teorema. Fie > an(x—x9)" o serie de puteri cu raza de convergentd R.
n>0
Suma seriei

S:(xog —R,z0 +R)—R, S(x Zanx xo)",

poate fi integratd termen cu termen pe orice mtem;al [, B] C (z9g — R, z0 +R),
n+1 B

T 1‘0
/S )dr= Z/anaz xo)" dr= Za"ni“
In particular, pentru orice x € (xo —R,z9+R) avem

n+1
/s t)dt= (x o)
n+1

«

Demonstratie. Seria ), <, an(x — xo)” este uniform convergenta pe orice interval
[zg —7, 20 +7] C (zo —R,zo +R). Pentru un interval [o, 8] dat, alegem r > 0 astfel
incat [a, f] C [xg —r,xo +7] C (2o —R, 20 +R) si utilizdm teorema de la pag. 60-11.

2.11.15 Plecand de la relatiile
L =l—a42? -2+ -+ (=1)"2" +--- pentru |z|<1,

1+m
HmQ =1—-a?4zt4+- -+ (-2 4 ... pentru |z|<1.
prin integrare termen cu termen, obtinem
In(l+z) = OmHl%dt—x 22—1—%3—---4—(—1) nn++11+ pentru |z| <1,

arctgx:foH—th:x—%S—FmE]—S—---—i-(—l) 2:::114- pentru |z|<1.
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Capitolul 3

Elemente de topologie.
Continuitate

3.1 Multimi deschise

3.1.1 Prin spatiu metric se intelege orice multime nevida pe care s-a definit o
distanta, iar prin spafiu normat orice spatiu vectorial pe care s-a definit o norma.
Notiunea de spatiu metric este mult mai generala decit cea de spatiu normat si in
acelasi timp cu o structura matematica mult mai saraca. Elementele unui spatiu nor-
mat pot fi descrise prin utilizarea unei baze in spatiul vectorial corespunzator. Orice

spatiu normat (F, ||||) are o structura naturald de spatiu metric, data de distanta

d:ExFE—R, dlz,y) =|lx—y| .
Notiunea de spatiu metric fiind foarte generala, elementele pe care le implica sunt,
in general, insuficiente pentru a permite descrierea unor sisteme fizice. Spatiile
metrice care intervin in modelele matematice utilizate In fizicd sunt, In general,
spatii normate sau submultimi ale unor spatii normate. In general, punctul de la

care se pleaca In constructia unui model matematic este un spatiu normat.

3.1.2 Propozitie. Orice submulfime nevidd o unui spativ normat are o structurd

naturald de spatiu metric.

Demonstratie. Daca (E, || ||) este spatiu normat si daca S C E este este o submultime

nevida, atunci (5, d), unde
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d:S xS —R, d(z,y) =[x -y |,

este spatiu metric. Demonstratia este similara celei prezentate la pag. 38-2.

3.1.3 Exemplu. Sfera unitate cu centrul in origine
S={(zy2) | 2 +y*+22=1},
considerats cu distanta indusi din spatiul normat R3
d:5x8 — R, d((z,y,2),(«",y,2) =l (x,9,2) — (¢, ¢/, ) |

=/ (=22 +(y—y)? +(z—2")?

este spatiu metric.

3.1.4 Orice submultime nevida a unui spatiu metric are la randul ei o structura
de spatiu metric. Daca (S, d) este spatiu metric si daca Sy C S este o
submultime nevid&, atunci restrictia aplicatiei d la Sy x Sy este o distanta

pe So si deci (So, d|s,xs,) este spatiu metric.

3.1.5 Definitie. Fie (S,d) un spatiu metric, ¢ € S un punct fixat gi r > 0.

Prin sfera deschisa de centru xg si raza r se intelege multimea

B, (xg)={z€S | d(zo,z) <r }.

(0, yo) (%0, 0)
r r
Figura 3.1: Sfere deschise din R? in cazurile ||(x,y)|| = 22+y? s ||(z,y)|| = |2 |+]y].

3.1.6 Exemple.

a) In spatiul normat (R, | |), avem B,(x0) = (z0 — 7,20 + 7).
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b) In (R2, ] |)) cu ||(z,y)]|= /22 + ¥2, multimea B, (zo, yo) este un disc considerat
fara circumferinta (v. Fig. 3.1 , partea stanga).

¢) In (RZ,|| ||) cu ||(z,y)||= |z| + |y, sfera deschisi B,(xo,y0) este formati din
punctele situate in interiorul unui patrat (v. Fig. 3.1, partea dreapta).

¢) In (R2,] ||) cu ||(z,y)||= max{|z|,|y|} sfera deschiss B, (xo,yo) este formats
din punctele situate in interiorul unui patrat (v. Fig. 3.2 , partea stanga).

d) In spatiul (C°([a,d]), || ||) al functiilor continue f : [a,b] — R considerat
impreuna cu norma || f [Fmax,cr,y | f(2)], sfera deschisa B,(fo) este formata

din toate functiile f : [a,b] — R pentru care (v. Fig. 3.2 , partea dreapta)

|f(z)—folx)] <, oricare ar i x €|a, ],
adica din toate functiile f : [a,b] — R pentru care

folz)—r < f(x) < fo(z)+r, oricare ar fi x €[a, b].

/

| . f /i
(z0.30 NS

r s fo e
:/
v
| 0o—T
a b

Figura 3.2: Sfere in cazurile ||(z, y)||=max{|z|, [y} si ||f]|=max,c[qy|f(@)]-

3.1.7 Definitie. Fie (S, d) un spatiu metric si D C.S o multime. Spunem despre
un element x € D ca este punct interior al multimii D daca exista r; >0
astfel incat B, () C D ( se vedea Fig. 3.3 ). Multimea formata din toate

[¢]
punctele interioare ale lui D este numita interiorul lui D si notata cu D.
(¢}
3.1.8 Din definitia anterioara, rezulta ca DC D, oricare ar fi DCS.

3.1.9 Definitie. Fie (S,d) un spatiu metric. Spunem despre o multime D C S ca

o
este mulfime deschisa daca D= D, adica daca orice punct z € D este punct interior.
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Figura 3.3: Punct interior.

3.1.10 Exemple.
a) In cazul spatiului normat (R, | |), avem
R=R, Q=0, D=[0,1)=D=(0,1).
b) In cazul spatiului normat (R2, || ||) cu || (z,y)||= /22 +y? avem:
D={(wy) |2+ <1} =  D={(x.y) | a>+y* <1}
D={(x.y) | y > 0} —  D={(x.y) |y >0}.
3.1.11 Problema. Fie (S,d) un spatiu metric. Sa se arate ca:
a) Multimile () i S sunt mulgimi deschise;
b) Orice reuniune de multimi deschise este o multime deschisa;

c¢) Orice intersectie finita de multimi deschise este o multime deschisa.

3.1.12 Definitie. Fie (5, d) un spatiu metric. Prin vecindtate a unui punct z € S

se intelege orice multime deschisa care contine pe x.

3.2 Multimi inchise

3.2.1 Definitie. Fie (S,d) un spatiu metric i ACS o multime. Spunem despre
un element a € S ca este punct limita al multimii A dac&, pentru orice >0,
avem B;(a) N A # () (a se vedea Fig. 3.4). Multimea formata din toate

punctele limita ale lui A este numiti inchiderea lui A si notata cu A.

3.2.2 Exemple.



Elemente de topologie. Continuitate 71

a) In cazul spatiului normat (R, | |), avem
= - — 11 11
R=R —R 1) =[0,1 Lo = v=do1,2, 2 ...\,

ooe-r GO0 {iggep={ergged

b) In cazul spatiului normat (R, || ||) cu || (z,

{(z,y) [ 22 +y? <1} = {(z,y
{(z,9) |y>0} ={(z,y

| 224y < 1};
|y > 0}.

Figura 3.4: Punct limita.

3.2.3 Propozitie. Fie (S,d) un spatiu metric i ACS o multime. Avem a€ A dacd

st numai dacd existd in A un gir convergent (,)n>0 astfel incat a= lim x,,.
- n—oo

Demonstratie. Dacd a € A, atunci Bi(a) N A # (), oricare ar fi n € N*. Alegand
pentru fiecare n € N* un element xnne Bi(a) N A, obtinem un sir (x,,),>0 astfel
incét d(z,,a) < L. Invers, daca exista in A un sir convergent (x,,),>0 astfel incat
a = lim,,_,~ T, atunci pentru orice r >0 exista n, € N astfel incat z,, € B,(a) N A,

oricare ar i n > n,.
3.2.4 Orice punct z € A este punct limita al lui A. Oricare ar fi A avem A C A.

3.2.5 Definitie. Fie (5,d) un spatiu metric. Spunem despre o multime ACS ca

este multime inchisd daci A= A, adicd daca A isi contine toate punctele limita.

3.2.6 Propozitie. Multimea A din spatiul metric (S, d) este inchisd daca si numai

daca limita oricarui sir convergent din A apartine lui A.
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Demonstratie. Orice element din A este limita unui sir convergent din A si pentru
orice sir convergent (xy)n>0 din A are loc relatia lim,, o 2y, € A. Avem A = A daca

si numai dacé limita oricarui gir convergent din A apartine lui A.

3.2.7 Teorema. Fie (S,d) un spatiu metric. O multime DCS este deschisa dacd

st numai dacd complementara ei S\D este multime inchisa.

Demonstratie. “=” Fie D C S multime deschisi. Avem de aritat cia S\D C S\D.
Fie x € S\—D Presupunand prin absurd ca = ¢ S\D, rezulta ca = € D si exista
ry > 0 astfel incat B, (z) C D. Dar in acest caz B, (x) N (S\D) = 0, ceea ce este
in contradictie cu = € S\—D “<" Fie D C S multime inchisad. Avem de aratat ca
S\D este deschisi. Fie x € S\D. Deoarece D = D, avem = ¢ D si prin urmare
exista r > 0 astfel incat B,(x) N D = (), adica astfel incat B,(xz) C S\D.

3.2.8 Exercitiu. Orice submultime finitda a unui spatiu metric este inchisa.

Rezolvarea 1. Singurele siruri convergente sunt cele constante, de la un rang incolo.

Rezolvarea 2. Fie (S,d) un spatiu metric i A={x1, o, ...,z } CS. Multimea S\ A
este deschisa: daca x€S—A, atunci exista r, =min;<,<x d(z,z,) cu B, (v) CS\A.

3.2.9 Definitie. Fie (5, d) un spatiu metric. Spunem despre o submultime AC S

ca este densd in S daca A= S.

3.2.10 Daca A este densa in S, atunci orice element al lui S este limita unui sir
convergent de elemente din A. Multimea numerelor rationale QQ este densa in spatiul

normat (R, | |). Orice numar real este limita unui sir de numere rationale.

3.3 Limita unei functii intr-un punct

3.3.1 In anumite aplicatii, este utild cunoagterea comportarii unei functii f in vecina-
tatea unui punct a fara a lua in considerare valoarea pe care o ia functia in punctul
a (in cazul in care ea este definita in a). In particular, este util sa se stie ce se
intampla cu valorile f(z) ale functiei cand = se apropie din ce in ce mai mult de
punctul a. Pentru ca problema sa aiba sens, este necesar ca domeniul de definitie al

lui f sa contind puncte oricat de apropiate de a, diferite de a.
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3.3.2 Definitie. Spunem despre un punct a €R ca este punct de acumulare pentru
o multime D CR daca, oricare ar fi € >0, avem (a—e,a+¢) N (D—{a}) # 0.
Prin definitie, co este punct de acumulare pentru multimile nemajorate, iar

—o00 este punct de acumulare pentru multimile neminorate.

3.3.3 Punctul a =1 este punct de acumulare pentru D = (0,1) U

00).

(3,
Punctul a = 2 nu este punct de acumulare pentru D = (0,1) U (3, 00).

1

33

1

2

Punctul @ = 0 este punct de acumulare pentru D = {1 % i }
1
3

Punctul ¢ = 1 nu este punct de acumulare pentru D = { ,

Punctul a = v/2 este punct de acumulare pentru Q.

3.3.4 Definitie. Fie f: D CR—R o functie si a un punct de acumulare pentru D.

Spunem ca functia f are limita | in punctul a si scriem

lim f(z) =

daca, oricare ar fi girul (z,),>0 din D\{a} cu lim z, = a, avem lim f(x,) =I.

3.3.5 Exercitiu. Fie functia

1
R—{0} — R: x+> sin—.

x
Sa se arate ca
o1 | e
lim sin — =1, dar lim sin — nu exista.
r—2 x z—0 X
™

Rezolvare. Punctul a = 2 este punct de acumulare pentru D = R\{0} si

2 .1 T

Tp, > — — sin— —sin— =1.

T Ty 2

Punctul a=0 este punct de acumulare pentru D=R\{0}. Limita nu exista deoarece
1 1 1 1
ap=— — 04— ———=0,, dar sin — — 0 # 1 +— sin —.

3.3.6 MATHEMATICA: Limit[f[x], x -> a]

In[1]:=Limit[Sin[1/x], x -> 2/Pil —  Out[1]=1
In[2] :=Limit[Sin[x]/x, x -> 0] = Out[2]=1
In[3]:=Limit[(1+1/x)"x, x -> Infinity] +> Out[3]=e
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3.3.7 Teorema. Fie f:DCR—R o functie si a un punct de acumulare pentru D.

pentru orice €>0, exista 6 >0 astfel incat

. rxeD
ilg(llf(m)—l — r#a = |f(z) —l|<e.
|z—a|<d

Demonstratie. “—” Presupunand contrariul, exista o >0 astfel incat, oricare ar fi
1

6>0, existii €D cu x#a, |xr—a|<d s |f(z)—I|>e. In particular, alegind § = -
exista x, € D cu x, #a, |z,—a| < % si |f(xn)—1|>e. Rezulta ca lim, ooz, = a
si conform ipotezei trebuie si avem relatia lim, o f(x,) = [, In contradictie cu
|f(zn)—1| >e. “<=" Fie (zyn)n>0 un sir din D\{a} cu lim,_,o =, = a. Pentru a
arata ca lim, o f(25) = [ consideram e > 0 arbitrar ales. Conform ipotezei, exista
0 > 0 astfel incat, pentru orice z € D cu x#a si |z—a| <4, are loc relatia | f(z) —1| <e.
Deoarece lim,,_, o n, = a, exista n. €N astfel incat |z, —a| < si deci |f(zn)—1| <e,

oricare ar fi n>n..

3.3.8 Definitie. Fie (5, d) un spatiu metric. Spunem despre un punct a € S ca este
punct de acumulare pentru D C S daca, oricare ar fi e >0, avem B (a)N(D\{a}) # 0.

3.3.9 Definitie. Fie (S1,d;), (S2,d2) spatii metrice, f: D C Sy — Sy o functie si
a €S punct de acumulare pentru D. Spunem ca functia f are limita [ in punctul a,
lim f(z) =1,

daca, oricare ar fi girul (z,,)p,>0 din D\{a} cu lim z, = a, avem lim f(z,)=1.
- n—oo n—o0

3.3.10 Teorema. Fie f:DCSy— 52 o functie si a punct de acumulare pentru D.
pentru orice €>0, exista 6 >0 astfel incat

. xeD
ilg}lf(:c):l — r#a = da(f(x),]) <e.
di(z,a) <9

Demonstratie. Este similara cu demonstratia prezentata la pag. 74-7 .

3.3.11 In cazul spatiilor R", daca nu se indica o alta norma, vom subintelege ca

structura de spatiu normat considerata este cea definita de norma uzuald

I: R" — R: z=(21,22,....2,) —| x ||=
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Figura 3.5: Limita unei functii intr-un punct.

Ea este norma asociata produsului scalar uzual

n
():R"xR" — R, <9U7y>:2xkyka
k=1

adica

[|z]] = V/(z, z),

si defineste distanta uzuald

n

> (e — )

k=1

d:R"xR" — R, d(z,y) = |lz —y|| =

3.3.12 Exercitiu. Fie functia

3
. R? R -
f \{(070)} — K, f(x,y) xz + y2
Sa se arate ca
1
lim  f(z,y) = = si lim  f(z,y) =0.

(z,y)—(1,2) b (z,y)—(0,0)

Rezolvare. Punctul (1,2) este punct de acumulare pentru D=R?\{(0,0)}. Avem
Tn — 1 zy 13 1

5 (1,2) = n N T _1

(xna yn) ( ) ) { Yn 2 f(xna yn) 1‘% T y% 12 + 22 5

Punctul (0,0) este punct de acumulare pentru D. Daca (x,,y,) — (0,0), atunci

3 2
| = x| < |xn| — 0.
d| g =

X

0< ‘f(xnayn) - 0’ -
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3.3.13 Exercitiu. Fie functia

FEA00) =R fo) = 5

Sa se arate ci nu exista limita
lim x,
(2,9)—(0,0) faw)
desi exista limitele iterate

lim (lim f(z,y)) =0 = lim (lim f(z,y)).

z—0 y—0 y—0 x—0

Rezolvare. Oricare ar fi a €R, avem

1 1
lim (—, g) =(0,0), dar limita lim f (—, g) a depinde de a.

n—oco \ N N n—00 _1—{—a2

3.3.14 Propozitie. Fie functia

ngRnHRka f(x):(fl(x)afé(x)?7fk(x))7

st a € R™ un punct de acumulare pentru D. Avem:

1i£n fx)=(,l2,....l) <<= lim fj(x)=l;, oricare ar fi je{1,2,...,k}.

T—a

Demonstratie. Afirmatia rezulta din relatia (a se vedea pag. 45-13)
[f1(x) =1

: < | fl@) =< [fil@)=hl + . + [ frl@) =1kl
| fre(z) =l

3.4 Functii continue

3.4.1 In acest paragraf vom studia comportarea unei functii in vecinatatea unui
punct a apartinand domeniului de definitie comparand valoarea functiei in a
cu valorile luate in vecinatatea lui a.

3.4.2 Definitie. Fie f: DCR—R o functie si a€ D. Spunem ca f este continudin a

daca, oricare ar fi girul (zy,)n>0 din D cu lim,, o0 &y, =a, avem lim, o f(z,) = f(a).
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3.4.3 Teorema. Fie f:DCR—R o functie sia € D. Avem:
pentru orice €>0, existd >0 astfel incat :

este continua th a < veD
f lz—al <6 } |f(z) — f(a)|<e.

Demonstratie. Este similara cu demonstratia prezentata la pag. 74-7 .

3.4.4 Definitie. Fie (S1,d1), (Se,ds2) spatii metrice, f: D CS; — S o functie si
a€ D. Spunem ca functia f este continud in a daca, oricare ar fi

sirul (2, )n>0 din D cu lim,, o0 ,, =a, avem lim,,_, f(x,) = f(a).

3.4.5 Definitie. Spunem ca functia f:D CS;— 5o este functie continud

daca este continua in orice punct a € D.

3.4.6 Punctele lui D care nu sunt puncte de acumulare se numesc puncte izolate.
Daca a € D este punct izolat si daca (xy,)n>0 este un sir din D cu nh_)ngo Tp=a,
atunci exista ng €N astfel incat z,, =a, oricare ar fi n>ng, ceea ce conduce
la limy, o0 f(x,) = f(a). Astfel, o functie este continua in orice punct izolat

al domeniului de definitie.

3.4.7 O functie f este continua intr-un punct de acumulare a apartinand domeniului

de definitie daca gi numai daca f are limitad in a i lim,_, f(z) = f(a).

3.4.8 Teorema. Fie f:DCS1— S5 o functie si ae D. Avem:
pentru orice €>0, exista 6 >0 astfel incat:

f este continud ina <= e D
dy(z,a) <8 [ da(f (), f(a)) <e.

Demonstratie. Este similara cu demonstratia prezentata la pag. 74-7 .

3.4.9 Propozitie. (Prelungirea prin continuitate). Fie f:DCS;— Sy o functie si
a un punct de acumulare pentru D care nu apartine lui D. Daca exista limita

lim f(z) =1,

r—a
atunci functia

f:DUa) — 5, fu):{f(@ daci aeD,

l dacd T=a,

este continud in a.

Demonstratie. Afirmatia rezulta direct din definitia continuitatii.
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sinx

3.4.10 Exemplu. Deoarece lim,_.g = =1 functia

FR0) R, f@) =28

se poate prelungi prin continuitate, rezultand functia continua

- - % daca x #0,
f : R — Ra f(.’E) =
1 daca z=0.

3.4.11 Propozitie. Fie (S1,d1), (S2,d2), (Ss,ds) spatii metrice gi

f:D1CS1— 5, g:Dy C Sy — 53

doud functii astfel incat f(D1) C Ds. Daca f este continud in punctul

a€ Dy i daca g este continua in f(a) € Da, atunci functia compusa

gof:D;—Ss, (go f)(z) = g(f(x)),

este continuda in punctul a.

Demonstratie. Din continuitatea lui f in a si a lui g in f(a) rezulta relatia

e = flazn)—=fla) = (gof)(xn)=9(f(2n)) = g(f(a))=(g0 f)(a)

care arata ca g o f este continua in a.

3.4.12 Definitie. Fie (S1,d;), (S2,d2) spatii metrice. Spunem ca functia

f:DCS1— 955 este functie continud daca este continua in orice punct a€ D.
3.4.13 Propozitie. Daca f : S1 — Sy este functie continud, atunci:
D este deschisi in S; = f~'(D) este deschisd in Sy.

Demonstratie. Fie a € f~1(D) = {x € S1 | f(z) € D}. Deoarece f(a) apartine
multimii deschise D, rezulta ca exista ¢ > 0 astfel incat B.(f(a)) C D. Functia f
fiind continua in a, existd 6 > 0 astfel incat dy(z,a) <0 = dao(f(z), f(a)) <e,
adica relatia f(Bs(a)) C B:(f(a)) din care rezulta Bs(a) C f~1(D).

3.4.14 Propozitie. Daca (E,||||) este spatiu normat, atunci aplicatia

l: E—R: x|z

este continud. In particular, aplicatia modul R — R : x — |z| este continud.

Demonstratie. Din definitia normei rezulta relatiile



Elemente de topologie. Continuitate 79

|2 [[=llzn—atal|<||lzn—all + [lal], lal=lla—zn+zp|[<||zn—all + [z ||
care conduc la

—lzn—all<llznll—lal| <[lzn—all,  adicd |[zn]—lal|<|lzn—all
si prin urmare,

tn—=a = |en—al=0 = [lza]-llall| 20 = |zall=lal.

3.4.15 Propozitie. Daca (E,||||) este spatiu normat, atunci aplicatiile
ExE—E: (z,y)—z+vy, RxE—EFE: (a,z) = ax
sunt continue ( a se vedea pag. 37-5).
Demonstratie. Daca (zy,yn) — (a,b), atunci x,, = a, y, — b si avem
0 <l (2 + ) — (@ + ) <) 2n —a || + || g — b | 0.

Daca (an, ) — (o, a), atunci o, = o, x, — a si avem
0 <|| apzy —aa || = (o, — @)(zp — a) + (an — @)a + a(x, —a) ||

<lom—al [ zn—all +lan—al [ a || +|a| || 2n—a = 0.
3.4.16 Teoremi. Orice aplicatie liniard A:R" —RF este continud.
Demonstratie. Orice vector u=(u1, ug, ..., uy) €R™ admite in raport cu baza
{e1=(1,0,...,0), e2=(0,1,0,...,0), ... e,=(0,0,...,0,1)}

reprezentarea u=uj e1+us ea+ -+ - +uy e,. Din relatia (a se vedea pag. 41-9)
[Az—Aa| =[[A(z—a)|=]A((z1—a1) er+(22—az) e2+ - +(zn—an) en) ||

<l Al —ar)er || + [ (z3—a2) 2| + -+ | (n—an) en) |
= li—ai] | der|| +zz—aal || Aea| + -+ wn—an| || Aen |
< al@s — a2 [T e 2 =z — all /5, 11 Ae 2,

verificatd oricare ar fi a € R", rezulta ca lim,_,, Ax = Aa.

3.4.17 Propozitie. O functie

fiDCR" —RF  fx)=(fi(x), fo(2), ..., fu(x)),

este continud intr-un punct a € D dacd $i numai dacd fiecare dintre funciiile
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fi+DCR" —R, jed{1,2,...k},
este continud in punctul a.

Demonstratie. Afirmatia rezulta din relatia (a se vedea pag. 45-13)

|f1(z)—fi(a)]
: < | f@)=fla) | < (@)= fila)| + .. + [fa(@) = fu(a)].
| fr(2) = fr(a)|

3.5 Multimi compacte

3.5.1 Definitie. Spunem despre o multime K dintr-un spatiu metric (S, d) ca este
compactad (prin giruri) daca orice sir (z,)n>0 din K contine cel
putin un subsir (z,, )r>0 convergent citre un element din K.

3.5.2 Exercitiu. In spatiul (R, | |), orice interval [a,b] este multime compact.

Rezolvare. Orice sir (xy,)n>0 din [a,b] este marginit si conform teoremei lui Cesaro

(pag. 30-18) contine un subsir convergent (zy, )r>0- In plus, avem:

a<z, <b = agklimxnkgb.
oo

3.5.3 Teorema. Intr-un spatiu metric, orice mulfime compactd este inchisd.

Demonstratie. Fie (S,d) un spatiu metric si K C S o multime compacta. Daca
a € K, atunci existd iIn K un sir (z,)n>0 cu lim, 00, = a. Multimea K fiind
compacta, girul (2, )n>0 contine un subsir (z,, )x>0 convergent la un element din K.

Dar limy_,o0 Tp, =lim, o0 Tn=a si prin urmare a € K. Rezulta ca KCK.

3.5.4 Definitie. Spunem despre o multime A dintr-un spatiu metric (S, d) ca este

marginita daca exista a €S si r>0 astfel incat AC B, (a).
3.5.5 Teoremi. Intr-un spatiu metric, orice mulfime compactd este marginitd.

Demonstratie. Fie (S,d) un spatiu metric si K C S o multime compacta. Pre-

supunand ca K nu este marginita, exista un sir (x,,),>0 in K astfel incat d(z,, x) >
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1, oricare ar fi n, k € N. El poate fi generat in modul urmator: alegem zy € K, apoi
x1 € K—Bj (%), apoi x2 € K—(z9)UB1(x1)), apoi 3 € K—(B1(x)UB1(z1)UB1(22)),
etc. Multimea nemarginita K nu este continuta in By (z) U Bi(x1) U+« U By(zy,)
deoarece alegand

r =max{1l, d(zg,z1) + 1, d(zo,x2) + 1,...,d(x0,2,) + 1}

avem B (zo)UB1(x1)U---UBj(zy) C By(xg). Sirul (z,,)n>0 nu contine niciun subsir

convergent, ceea ce este in contradictie cu ipoteza ca A este multime compacta.

3.5.6 Teorema (Bolzano-Weierstrass).

In spatiul R™, o mulfime este compacta daca st numai dacd este inchisa st marginita.

Demonstratie. Fie K C R™ o multime Inchisa si marginita. Avem de aratat ca orice
sir (25, )n>0 din K contine un subsir (z,, )r>0 convergent in K. Multimea marginita
K poate fi inchisa intr-un paralelipiped K C [a1,b1] X [ag, b2] X - - - X [ap, by]. Utilizand
metoda prezentata la pag. 30-18, bazata pe divizari succesive ale paralelipipedului
putem extrage din (x,,),>0 un subsir (z,, )k>0 convergent in R™. Multimea inchisa

K contine limitele tuturor sirurilor convergente cu elemente din K.

3.5.7 Fie (S1,dy), (S2,dz) spatii metrice si AC S;. Spunem despre o functie
f:A— S5 ca este continua daca este continua in orice punct a € A,

adica daca, pentru orice a € A gi orice € >0, exista d, >0 astfel incat

d1(:v,a)m<€c§j} = da(f(2), f(a)) <e.

3.5.8 Definitie. Fie (S1,dy), (S2,ds) spatii metrice si ACS.
Spunem despre o functie f: A— S5 ca este uniform continud

daca, pentru orice € >0, exista 6 >0 astfel incat

d1(ﬂi’ﬁj})€<§ } = dao(f(2), f(y)) <e.

3.5.9 Orice functie unifom continua este functie continua.

3.5.10 Exercitiu. Functia
1
f:(0,1) — R, f(z)=—,

X



82 Elemente de Analiza Matematica

este continua, dar nu este uniform continua.

Rezolvare. Presupunem f uniform continua. Pentru e = %, existd § > 0 astfel incat

z,y€(0,1) 11
|z —y|<d

Putem alege 6 < 1. Deoarece 9, g € (0,1) si ‘5 — g| = g < 4, trebuie ca % — %‘ < %,

adicd > 2, in contradictie cu alegerea § < 1.

3.5.11 Teorema. O functie continud pe o multime compacta este uniform continud.

Demonstratie. Fie (S1,d1), (S2,d2) spatii metrice, K C S; o multime compacta
si f: K — Sy o functie continua. Avem de aratat ca f este uniform continua.
Presupunand contrariul, exista €y > 0 astfel incat pentru orice § > 0 exista x,y € K
cudy(z,y) < dsida(f(x), f(y)) > eo. In particular, pentru § = %, exista xn, y, € K
et di(Tn, Yn) <1 si do(f(zn), f(yn)) >e0. Deoarece K este multime compacti, sirul
(@n)n>1 contine un subsir convergent (z,, )r>1 cu limita @ = limy_, o 25, apartinand
lui K. Din relatia 0 < dy(a, yn,) < di(a,zp, ) +di(Tn,, Yn,) < dl(a,l“nk)-i'n—lk rezulta
cd limy_y00 Yn, = a. Functia f fiind continua in a, avem limy_,o f(2y,) = f(a) =
1m0 £ (yng)- Tncgalitaten da(f (2 ), () < da(F(ny)s £(@)+a(f (@), f )
conduce la limy_ o0 d2(f (), f(yn,)) =0, In contradictie cu da(f(xn), f(yn)) >e€o-

3.5.12 Definitie. Fie (S1,d1), (S2,d2) spatii metrice si ACS;. Spunem despre o

functie f: A—Ss ca este marginita daca f(A) este multime marginita.

3.5.13 Teorema. O functie continud pe o mullime compactd este marginitd.

Demonstratie. Presupunem ca f : K C S; — S nu este marginita gi fie b € Sy
fixat. Pentru orice n €N, avem f(K) ¢ By, (), adica exista x,, € K cu da(b, f(z5)) >n.
Deoarece K este multime compactd, sirul (z,),>0 contine un subsir convergent
(@, )k>0 cu limita a = limg_,« 2y, apartinand lui K. Functia f fiind continua in a,
avem limy_o0 f(2n,) = f(a), adici limg_,o0 da(f (2n,, f(a)) = 0. In particular, existi
N €N astfel incat da(f(zn,, f(a)) <1, oricare ar fi k > N. Relatia

g < da (b, f(xn, ) < da(b, f(a)) + da(f(a), f(2n,)) < da(b, f(a)) +1

verificata, oricare ar fi K > N, arata ca sirul strict crescator de numere naturale

(ng)k>0 este marginit, ceea ce este imposibil.
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3.5.14 Teorema. Fie (S,d) spatiu metric. Functiile continue f:S—R™

transforma mulfimi compacte in mullimi compacte.

Demonstratie. Fie K C S multime compacta. Din teorema anterioara rezulta
cd f(K) este multime marginitda. Ramane sa aratdm ca f(K) este inchisa. Fie
(f(zp))n>0 un sir din f(K) convergent in R™. Avem de aratat ca lim, o f(zn)
apartine multimii f(K). Sirul (x,,),>0 din multimea compacta K contine un subsir
convergent (zp, )r>0 cu limita a = limy_,o y, apartinand lui K. Deoarece f este
continua in a, avem limy_,o f(2,,) = f(a) si prin urmare lim,_,o f(z,) = f(a)

apartine multimii f(K).

3.5.15 Definitie. Spunem despre o functie reald marginita f : A — R ca g7 atinge
marginile daca exista a, b€ A astfel incat in1f4 f(z)=f(a) si sup f(z)=[f(D).
xe €A

3.5.16 Teorema. O functie reald continud pe o multime compacta isi atinge marginile.

Demonstratie. Fie (S, d) un spatiu metric, K C S o multime compacta si f: K —R
o functie reald continua. Conform teoremei anterioare, f este marginita gi prin ur-
mare, exista numerele reale m = inf,cg f(z) si M = sup,cg f(x). Presupunem ca

nu existi a€ K cu f(a)=m. In acest caz m < f(z), oricare ar fi z€ K si
1

flx) —m’
este functie continua. Conform teoremei anterioare, functia g este marginita. Notand
M’ =sup,ck g(x) avem g(z) < M’, adicd f(z) > m+ 55, oricare ar i z € K. Ul

tima relatie este Insa in contradictie cu faptul ca m este cel mai mare minorant

g: K — R, g(x) =

pentru multimea {f(x) | x € K}. Ramane ca exista a € K cu f(a)=m. Printr-un

rationament similar, se arata ca exista be K cu f(b)=M.

3.6 Multimi conexe

3.6.1 Definitie. Spunem despre o functie f:I — R, definita pe un interval I CR,
ca are proprietatea lui Darbouxr daca, oricare ar fi a, b€ I distincte si oricare

ar fi numarul X intre f(a) si f(b), exista cy intre a si b astfel incat f(cy)=A.
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3.6.2 O functie cu proprietatea lui Darboux este o functie care nu poate trece de la

o valoare la alta fara a trece prin toate valorile intermediare.

3.6.3 Teorema.

Orice functie f:1 — R continud pe un interval I CR are proprietatea lui Darbour.

Demonstratie. Fie a < b si f(a) < f(b) (cazul f(a) > f(b) se analizeaza similar).
Daca f(a) = f(b), atunci A = f(a) si alegand c) = a, avem f(cy)=A. Analizam in
continuare cazul f(a) <A< f(b). Multimea A= {x € [a,b] | f(x) <A} este nevida
si marginita. Aratam ca f(sup A) =, adica se poate alege ¢y = sup A. Deoarece
A< f(b), avem ¢\ < bsi f(y) > A, pentru orice y € (cy,b). Fie (z5)p>0 un sir
convergent din A si (yn)n>0 un sir convergent din (cy,b) astfel incat lim, o0 z, =
cx = limy, 00 ypn. Deoarece f este continua in ¢y si f(z,) < A < f(yn), prin trecere
la limit&, obtinem f(cy)=A.

3.6.4 Propozitie. Orice functie continud si injectiva f: I — R,
definita pe un interval I, este strict monotond.

Demonstratie. Presupunand ca f nu este strict monotona, exista x1 < xo < x3 in [
astfel incat f(z1) < f(x2) > f(wx3) sau f(z1) > f(x2) < f(z3). Functia f ia valoarea
A= %(f(xg)—i—max{f(xl), f(z3)}), respectiv A = %(f(xg)—i—min{f(xl), f(z3)}) atat

in intervalul (x1,x9) cat si in intervalul (x2,x3), in contradictie cu injectivitatea ei.

3.6.5 Teorema. Inversa unei functii continue bijective f:1—J, definite

pe un interval I, este continud si strict monotond.

Demonstratie. Din propozitia anterioara rezultd ca f este strict monotona. Vom
analiza cazul in are f este strict crescatoare (celalalt caz se analizeaza asemanator).
Functia f~!:J — I este strict crescatoare: oricare ar fi y;,vs € J existd z1, 22 € I
astfel incat y; = f(x1) si yo = f(z2), lar y; < yo implicad z; < zo. Ardtam ca
f~! este continui intr-un punct oarecare yo € J. Consideram cazul in care yq
nu este extremitate a intervalului (cazul in care yg este extremitate se analizeaza
asemanator). Fie zg € I i € > 0 astfel incat f(zg) = yo si (vo—¢€,20+¢) C 1.
Deoarece f(xg—¢) < f(xo) < f(zo+ €), exista & > 0 astfel incat (yo — d,yo + 9) C
(f(xo —¢), f(xo+¢)) si prin urmare |y —yo| <6 = |f~1(y) —xo| < e.

3.6.6 Definitie. Fie (5, d) un spatiu metric. Spunem despre o multime A C S ca
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este conexd daca In S nu existd doua multimi deschise Dy, Dy astfel incat

A C Dy UDs, DlﬂA%w, DQﬂA#@ si ANDyNDy=0.

3.6.7 Multimea {0,1} din R nu este conexa deoarece exista, de exemplu,

multimile deschise Dy =(—00, 3) i Da=(3,00) astfel incat

{0,1}C D1UDy, DiN{0,1}#0, Dyn{0,1}#0, {0,1}ND1NDy=0.

3.6.8 In cazul lui R, denumirea de interval este utilizata pentru multimi de forma
(@b ={r|a<w<b), (a00)={z|a<s}, (—o0,00) =R,

(@, ={z|a<z<b}, [o,00)={z|a<z},  [a,a] ={a},

@) ={rla<z<bh (oo b)={z|z<b} (aa) =0

[a,b] ={z | a <z <b}, (—o0,b) ={x | z < b}.

3.6.9 Propozitie. O multime A C R este conexd dacd i numai dacd este interval.

Demonstratie. “=" Fie A C R conexa nevida. Presupunand cd A nu este interval,
existd a, b, ¢ astfel Incat a<c<b, ac A, be A si c€A. In acest caz, existd multimile
deschise D1 = (—00,¢), Dy = (¢,00) astfel incat A C Dy U Dy, D1 NA#0,
DynNA#) si AN Dy N Dy=0, in contraditie cu ipoteza ca A este conexa.
7<” Presupunand ca A nu este conexa, exista doud multimi deschise D, Dy astfel
incat A C D1 UDy, DiNA#D, DonNA#Dsi AN Dy N Dy=0. Functia
0 daca ze€ DiNA,
f:A—R, f(””):{ 1 daci xeD;ﬂA,
este continud in orice punct a € A. Daca a € Dy N A, atunci exista r, > 0 astfel

incat By, (a) C D;. Pentru orice € > 0, alegand § = r,, avem

|x—§|€<1§} — |f(z) = f(a)| =0 <e.

ceea ce aratd ca f este continua in a. Cazul a € Dy N A se analizeaza similar.

Conform teoremei precedente (pag. 84-3), functia f continua pe intervalul A are

proprietatea lui Darboux. Acest lucru nu este insa posibil deoarece f(A) = {0,1}.

3.6.10 Folosind limbajul obignuit, o multime conexa poate fi descrisa ca fiind o

multime “formata dintr-o singura bucata”.

3.6.11 Teorema.
Imaginea unei mulfimi conexe, printr-o functie continud, este o mulfime conexd.
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Demonstratie. Fie (S1,d1), (S2,d2) spatii metrice, A C S; multime conexa si fie
f: A— S5 o functie continua. Avem de aratat ca f(A) este multime conexa. Pre-
supunand ca f(A) nu este multime conexa, exista doua multimi deschise Dy, Dy ast-
fel incat f(A)C D1UDy, DiNf(A)#D, Danf(A)#Psi f(A)ND1NDy=0. Deoarece
preimaginea unei multimi deschise printr-o aplicatie continua este o multime deschisa
(a se vedea pag. 78-13), multimile Dy = f~(D;) si Dy=f"'(Ds) sunt multimi de-
schise. Dar

DN f(A)#0 = Dy NA#D, f(A)cD;UDy = ACD; U Dy,
DyN f(A)#D = Dyn A0, f(AYNDNDy=0 = AN D;NDy=0,

ceea ce aratd ca A nu este conexa, in contradictie cu ipoteza.

3.6.12 Exemple.
a) Imaginea v([, B]) = {7(t) |t €[e, B]} a unei functii continue
7v:la, B] = R"
este multime conexa.

b) Cercul {(x,y) € R? | 22+y? =1} din plan este multime conexi deoarece este

imaginea aplicatiei continue
~v:[0,21] — R?, ~(t)=(cost,sint).

c) Segmentul inchis [a,b] = {(1—t)a+tb | t € [0,1]} care uneste doud puncte

a,beR™ este multime conexa deoarece este imaginea aplicatiei continue

Y0, =R, ()= (1—t)a-+tb.

3.6.13 Propozitie. Fie (S,d) un spatiu metric, ACS o multime conezxd i
f:A— R o functie continud. Daca exista a,b€ A cu
f(a) f(b) <0, atunci exista ce A astfel incat f(c)=0.

Demonstragie. Multimea f(A) C R fiind conexa, este un interval care contine nu-
merele de semn diferit f(a) si f(b).
3.6.14 Propozitie. Daca f : [a,b] C R — R este continud, atunci

f(la,b]) = Jél[ﬁ] f(x), Jnas, f(z)

Demonstratie. Functia f isi atinge marginile si f([a,b]) este interval.
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3.6.15 Propozitie. O submulfime nevida ACS a unui spafiu metric este conexd

dacd i numai dacd orice functie continud de forma f: A—{0,1} este constantd.

Demonstratie.“=" Multimea nevida f(A) C {0,1} fiind conexa, singurele variante
posibile sunt f(A) = {0} si f(A) = {1}. ”<” Daca A nu este conexa, atunci exista
doua multimi deschise Dy, Do astfel incat A C Dy U Do, D1 N A#(D, DyN A#D si

AN Dy N Dy=(. Functia neconstanta
) | 0 daca xze€ DiNA,
frA— 101} f(””)_{1 daci € DyN A,

este continua (a se vedea pag. 85-9)

3.6.16 Teorema. Daca (A;)jes este o familie de submultimi conexe ale unui spatiu

metric si daca ();c;A;#0, atunci multimea A:UjeJAj este conexd.

jeJ
Demonstratie. Este suficient sa aratam ca orice functie continua f: A—{0,1} este
constanta. Fie a € (;c;4; fixat. Restrictia fla; : A — {0,1} a functiei f fiind
continua pe multimea conexa A;, este constanta si prin urmare avem f(x)= f(a),

oricare ar fi x € A; i oricare ar fi j€J.

3.6.17 Exemple.
a) Linia poligonala [a,b] U [b, ¢| este multime conexa, oricare ar fi a,b,c € R™.
b) Linia poligonala
(@, a'|U el a?]U-- U [aFL, aP]

este multime conexi, oricare ar fi punctele a, o', ..., a* €R™.

3.6.18 Teorema. O multime deschisa nevidd D CR"™ este conexd daca gi numai

daca orice doua puncte din A pot fi unite cu o linie poligonald continuta in A.

Demonstratie. “=" Fie a € A fixat gi fie D; multimea tuturor punctelor x € A care
pot fi unite cu a printr-o linie poligonald continuta in A. Pentru fiecare x € Dy,
exista o linie poligonald L, care uneste a cu = si r, > 0 astfel incat B, (z) C A.
Deoarece linia poligonala L,U[z,y| care uneste a cu y este continuta in A, oricare
ar fi y € B, (x), rezulta ca B, (z) C Dy si prin urmare D; este multime deschisa.
Multimea Dy = A— D, este si ea deschisa: dacd x € Do, atunci exista e, > 0 astfel
incat B, (x) C D9 deoarece in caz contrar a si « pot fi unite printr-o linie poligonala
continuta in A. Daca Dy #(), atunci A nu este conexa, ceea ce este in contradictie

cu ipoteza. Ramane ca Do =), adicd A= D;. ”<” Fie a € A un punct fixat si L,
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o linie poligonala continutd in A care uneste a cu x € A. Multimea A este conexa

deoarece fiecare linie poligonala L, este conexa, a€(\,c Lz st A= cala-

3.6.19 Definitie. Spunem despre o submultime A C R" ca este o mulfime stelata

daca exista un punct a € A astfel incat segmentul
[a,z]={(1—t)a+tx | t€]0,1]}

care uneste a cu z este continut in A, oricare ar fi z€ A (v. Fig. 3.6).

Figura 3.6: Multime stelatda neconvexa.

3.6.20 Propozitie. Orice multime stelata din R™ este conexd.

Demonstratie. Fie ACR"™ o multime stelata si a € A astfel incat [a, x| C A, oricare

ar fi z€ A. Multimea A este conexa deoarece (|, 4la,z] # 0 si A = J,c4la, ]

3.6.21 Definitie. Spunem despre o submultime A C R™ ca este o mulfime convexd

daca [x,y] C A, oricare ar fi =,y € A.
3.6.22 Orice multime convexa din R"™ este multime stelata si deci conexa.

3.6.23 Definitie. Fie (S5, d) spatiu metric. O multime DCS

deschisa gi conexa este numita domeniu.
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Functii diferentiabile

4.1 Functii reale de o variabila reala

4.1.1 Definitie. Spunem despre un punct a €R ca este punct de acumulare pentru
o multime D CR daca, oricare ar fi € >0, avem (a—e, a+¢e) N (D—{a}) # 0.

4.1.2 Definitie. Fie f: D —R o functie definita pe o multime DCR gi a€ D un
punct de acumulare pentru D. Spunem ca functia f este derivabild in a
daca exista si este finita limita (numitd derivata lui f in a)
e — i L2 (@)
r—a T —a
4.1.3 Definitie. O functie f: D — R este numita functie derivabild daca este

derivabila In orice punct al domeniului de definitie D. In acest caz, functia
f"D—R:x— f'(z)
este numita derivata lui f.

4.1.4 In aplicatiile uzuale, D este un interval sau o reuniune de intervale, iar a orice

punct din D. In loc de f'(a) si f' se mai scrie %(a) si respectiv % sau %f

4.1.5 Exemple.

a) Functia f: R — R, f(z) = 2> este derivabild in orice punct a € R deoarece

— 3 _ 43
lim fl) = fla) = lim = —% = lim (2% + za + a®) = 3a°.
T—a Tr—a rT—=a T — T—a

In acest caz, f'(a) = 3a?, oricare ar fi a €R, adicd avem (23)" = 322.
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b) Functia f:[0,00) — R, f(z)=+/x este derivabild in orice punct a € (0, c0):

f@)—f@) _ Vi va 1 i

e Te T o T arva e

In acest caz, f'(a) = ﬁ, oricare ar fi a € (0, 00), adica avem (y/z) =

‘H

SNCH
4.1.6 Derivatele unor functii uzuale
A se vedea http://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbolic_function
p p g yp
‘ Functia ‘ Derivata ‘ Domeniul ‘ Conditii ‘
ff R—R flx)=c f'(x) =0 R
ffR—R f(z)=a" f(z) =na" ! R neN*
f:(0,00) — R flx) =a“ f(z) = ax® ! (0, 00) aeR
[ R*— R f(x):% f’(gv):—mi2 R*
f:0,000 =R f@)=vz | [a)=5,~ (0,00)
f:[0,00) — R f(z)= Yz f’(x):n" i%l (0, 00) n € 2N*
ff R—R f(z)= Yz fl(x)= — in_l R* ne2N+1
F0,%) =R @ =tz [ F@=1 0.9
[:R—R f(z) =a”" f'(z)=a"1na R 0<a#1
[:R—R f(z)=¢€" f(z)=¢" R
[:R—R f(z)=sinz f'(xz) =cosx R
[:R—R f(z)=cosx f(z)=—sinz R
[R=(5+Zm)—>R  f(z) =tgx f(@) = 2 R—(Z+Znr)
[ R-Zr—R f(z)=ctgx fl(x) = —qinlgT R—Zm
f:-1,1 —R f(x)=arcsinz | f'(z) = 11_062 (-1,1)
f:-1,1 —R f(z)=arccosz | f'(z) = —\/11%—2 (-1,1)
ffR—R f(z)=arctgx f’(w):m% R
[:R—R f(z)=arcctgr | f'(2)= -3 R
ff R—R f(z)=shzx f'(x)=chz R
ffR—R f(z)=chzx f'(z)=shz R
4.1.7 MATHEMATICA: D[f[x], x]
In[1]:=D[f[x], x] > Out[l]=f[z] In[5]:=D[Loglx], x = Out[5]=2
In[2]:=D[x"n, x] —  Out[2]=nz~1T" In[6]:=D[Sin[x], x] > Out[6]=Cos [z]
In[3]:=D[1/x, x] = Out[3]=—— In[7]:=D[ArcSin[x], x] +> outm:\/ﬁ
Inf4]:=D[Sqrtlx], x] > Outfd]=5'~ In(8]:=D[ArcTan[x], x] = Out[8]=115.

4.1.8 Functia modul f: R — R, f(x) = |z|, nu este derivabild in a = 0 deoarce
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Figura 4.1: Dreapta d devine tangenta la graficul functiei f in (a, f(a)) dacd a — a.

4.1.9 Fie f: D — R o functie definita pe o submultime D CR si a € D un punct
de acumulare pentru D. Pentru orice o € D astfel incat «# a, ecuatia dreptei care
trece prin punctele (a, f(a)) si (o, f(«)) este

z—a _ y—f(a)

a—a  f(a)=f(a)’

adica
a)—f(a
y= T ) fa)
Daca functia f este derivabila in a, atunci dreapta de ecuatie (v. Fig. 4.1)
y = lim fle)=f(a) (x—a)+ f(a),
. a—a a—a
adica

y = f(a) (w=a)+f(a),

este tangenta la graficul functiei f in punctul (a, f(a)).

4.1.10 Teorema. Orice functie derivabila intr-un punct este continud in acel punct.
Demonstratie. Daca functia f: D CR—R este derivabila in a € D, atunci

tim £()= 1 (72) — @)+ £ @)= Tin ZELD i o)+ ()= sa).

T—a Tr—a
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4.1.11 Definitie. Fie f: D — R o functie definita pe o submultime DCR si a€ D
un punct de acumulare pentru D N (—o0,a). Spunem ca functia

f este derivabild la stanga 1n a daca exista si este finita limita

) — i F@) = T0)

x/'a Tr—a

numita derivata la stanga a lui f in a.

4.1.12 Definitie. Fie f: D — R o functie definita pe o submultime DCR si a€ D
un punct de acumulare pentru D N (a,00). Spunem ca functia f

este derivabild la dreapta in a daca exista si este finita limita

) =t F@ = F@)

z\a Tr—a

numita derivata la dreapta a lui f in a.

4.1.13 Fie f : [a,b] — R o functie. Avem:
« f este derivabila In a <= f este derivabila la dreapta in a;
« f este derivabila in b <= f este derivabila la stanga in b.

In primul caz avem f(a) =

f5().

fi(a), iar in al doilea caz avem f(b) =

4.1.14 Teorema. Fie f,g:D— R functii definite pe o submulfime D CR si a€ D

un punct de acumulare pentru D. Avem:

f derivabila
g derivabila

f derivabila
AeR

f derivabila
g derivabila

f derivabila
g derivabila

g(a)#0

mna } . { f+g este derivabila in a i
ina (f+9)(a) = f'(a)+d (a);
in } N { Af este derivabila in a i
= A f'(a);
mna } . { fag este derivabila in a i
in a f'(a) g(a)+f(a) g (a);
ina este derivabila in a i
na o = f'(a) g(a)f(@) g'(a)
(9(a))?
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Demonstratie. Avem:

lim,,_, @)= (fH9)(a) _ f (:v) f (a) g9(x)—g(a) .

= limg_,, =

+limg

lim,, o ALEZCIE — \fim, f@ f(@),
lim_,q SOOI — gy SO iy g2)+ f(a) Timg, 29D,
. Lz)—L(a) . 2)— #(a 2)—ala
limg g 202 = limg g [0 g(a) — f(a) 22zl 5@

4.1.15 Daca f,g: D C R — R sunt functii derivabile, atunci
(f+9)=g'+d,  (AO'=xf,  (fo)=Ffgt+fd.

Daca in plus g(z) # 0, oricare ar fi € D, atunci

<j>':f’g—fg’
g 9P

4.1.16 MATHEMATICA: D[f[x], x]
In[1]:=D[f[x]1+glx], x] +> Out[l]=f[z]+g'[x]
In[2]:=D[a f[x], x] = Out[2]=a f'[z]
In[3]1:=D[£[x] glx], x] > Out[3]=f'[z]g[z]+f[z] ¢'[z]
= [

!
Inf4]:=D[£[x]/g[x], x] t4]:M_%.

4.1.17 Avem
(te 2 <sin x )l (sinz) cosz — sinz(cosz)  cos®x + sinx 1
gr) =

CoS T cos? x cos? x cos?x’

4.1.18 Teorema. Fie ILJ&R functii definite pe intervalele I, J si a€l. Avem:
f derivabila in a . go [ este derivabild ina si
g derivabila in f(a) (9o f)(a) =g (f(a))- f(a)

Demonstratie. Functia
g(f(a
h:J— R, h(y):{ C
g'(f(

este continua in f(a) deoarece

g(y) — g(f(a))

A" = Ty gy — O =)
Trecand la limita in relatia
o) =gl (@) _ iy 10) = F )

r—a r—a
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adevarata pentru orice x # a, obtinem

(90 F)(a) = limyy SED=9U@) _ iy f() L)1

r—a

= limy o h(f(2)) Timg e L9 — g(f(a)) - /(a).

4.1.19 Daca [ L)J 3R sunt functii derivabile, atunci
LIV @) =g (f(2))- f'(2),  adica  (gof) =(g'of)-f"

4.1.20 Exemple:

2.

/
. H 2 H 2
(sinz?) = 2z cosz?; esn > = 2e50%° g cos 12

in2

!
2 s m) — 2¢510° 7 o5 1 sin .

(sin®z)’ = 2cosx sinx;

/N N

4.1.21 MATHEMATICA: D[f[x], x]

In[1]:=D[glf[x1]1, x]
In[2]:=D[Sin[x"2], x]
In[3]:=D[(Sin[x])"2, x]
In[4]:=D[Exp[Sin[x~2]1], x]
In[5]:=D[Exp[(Sin[x])"2]1, x]

Out[1]=¢'[f[«]] f'[z]
Out[2]=2 z Cos[z?]
Out[3]= 2Cos[a:} Sin[z]
Out[4]= =2 ¢Sinla?] x Cos[z?]
Out[5]= 2 eSinle]” Cos[z] Sin[z].

111117

4.1.22 Definitie. Fie f: D — R o functie definita pe o multime D CR si fie a€ D.
= Spunem ca a este punct de minim local al lui f daca exista £>0 astfel incat

fla)< f(x), oricare ar fi x€(a—e,a+e)ND.

= Spunem ca a este punct de mazxim local al lui f daca exista € >0 astfel incat

fla)>f(x), oricare ar i x€(a—e,a+e)ND.

= Spunem ca a este punct de minim global al lui f daca

fla)< f(x), oricare ar fi x€D.

= Spunem ca a este punct de mazxim global al lui f daca

fla)> f(x), oricare ar fi x€D.

» Spunem ca a este punct de extrem local (global) al lui f daca este punct de

maxim local (respectiv, global) sau punct de minim local (respectiv, global).



Functii diferentiabile 95

4.1.23 Teorema (Fermat). Fie f:DCR—R o functie si a€ D un punct de extrem
local al lui f. Dacd ael% si f este derivabild in a, atunci f'(a)=0.

Demonstratie. Daca a este punct de maxim local, atunci exista € > 0 astfel incat
(a—e,a+e)C D i f(a)> f(x), oricare ar fi z € (a—e,a+¢). Rezulta relatia

0< limM:f,(a):hrnwg(),
z/'a T —a z\a r—a

care conduce la f'(a) = 0. Cazul punctului de minim local se trateaza similar.

( )-

4.1.24 Teorema (Rolle). Fie f:]a, B] =R o functie continud cu f(a)=
Daca f este derivabila pe intervalul (o, B)#
atunci exista £ € (o, B) astfel incat  f'(§ ):O

Demonstratie. Functia f este marginita si isi atinge marginile in [a, 8] ( a se vedea

pag. 83-16). Cel putin una dintre margini este atinsa intr-un punct ¢ apartinand

intervalului deschis («, ). Conform teoremei lui Fermat, avem f’(£)=0.

4.1.25 Teorema (Lagrange). Dacd functia continud f : [a, 5] — R este derivabild
pe intervalul (o, B) £ 0, atunci exista £ € («, 8) astfel

incat f(B) — f(a) = (B—a) f'(£).
Demonstratie. F:[a, 8] =R, F(x)=f(z )—i—f( )— f(a)x verifica conditiile din teorema
lui Rolle. Exista £ € (a, ) astfel incat F'(§) = 07 adicd f(8)— f(a)=(B—a) f'(&).

4.1.26 Teorema lui Lagrange mai este numita teorema cresterilor finite.

4.1.27 Teorema (Darboux). Daca functia f:I—R definita pe un interval I CR
este derivabild, atunci derivata ei f':1—R are

proprietatea lui Darbouz (pag. 83-1).

Demonstratie. Fie o, 8 € I astfel incat a < 5. Avem de aratat ca, oricare ar fi A
intre f'(«) si f/(B), exista € € [«, O] astfel incat f/(§)=A\. Daca f'(«)=f'(B), atunci
A= f'(a). Analizam in continuare cazul f'(a) < A < f'(8). Functia F:[a, 5] — R,
F(x) = f(x) — Az, fiind derivabila si prin urmare continua isi atinge marginea infe-
rioara m = inf,c[o g F'(z) intr-un punct £ € [, B]. Aratam ca F(a) # m # F(B).
Deoarece F'(a) <0< F'(3), exista ¢ > 0 astfel incat F'(a)+e< 0< F'(8)—e. Din

o F@ =Fl@) L F() = F(9)
Flo)=lim =2—2% i P() =l =
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rezultd ca exista & > 0 astfel incat

r€(a,a+d) = F'(a)—e< w < F(a)+e< 0 = F(z)<F(a)

si

ze(Bf—0,8) = 0<F’(ﬁ)—e<%§<ﬁ) < F'(B)+e = F(z)<F(B).

Rezulta ca € € (a, B) si conform teoremei lui Fermat avem F’(£) = 0, adica f/(§) = .

In cazul f'(8)< A < f'(a), se poate face un rationament similar.

4.1.28 Dacé derivata unei functii derivabile f:I—R definite pe un interval I CR

nu se anuleaza, atunci ea pastreaza acelasi semn pe I.

4.2 Functii vectoriale de o variabila reala

4.2.1 Prin functie vectoriala de o variabila reala se intelege o functie de forma
fiDCR— R f(O)=(fi(1), fo(t), - fu(®)),

unde k > 1. Functiile f1, fa, ..., fx : D — R se numesc componentele lui f.

4.2.2 Definitie. Fie f: D —RF o functie definiti pe o submultime DCR si ae D
un punct de acumulare pentru D. Spunem ca functia f este derivabild

in a dacd existd in R¥ limita (numitd derivata lui f in a)

Fa) — tim 10 1@,

t—a t—a
Functia f:D —R* este numita functie derivabild daci este derivabila
in orice punct t€ D. In acest caz, functia f':D—RF : t — f/(t) este
numita derivata lui f.
4.2.3 Propozitie. Fie DCR gsi a€ D un punct de acumulare pentru D. O functie
f:D—RE O =(fi(), f2(0)s -, fi(t),

este derivabila in a daca $i numai dacd fiecare dintre functiile

f17f27---7fl<: :D—R
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este derivabild in a si f'(a)=(f](a), f3(a),..., fi.(a)).
Demonstratie. Afirmatia rezulta din propozitia prezentata la pag. 76-14 si

F(a) = lim LO=T@ _ (hm hlt) = file) M) _

t—a t—a t—a t—a t—a t—a

4.2.4 Exemple.
1) Functia (al carei grafic este cercul de raza 1 cu centrul in (0,0))
v :[0,2n] — R?, v(t) = (cost,sint),
este o functie derivabila, cu derivata

71 [0,27] — R v (t) = (—sint,cost).

2) Functia (al carei grafic este segmentul care unegte a=(ay,ag) cu b=(by,b9)),
v:10,1] — R2, y(t)=(1—=t)a+tb = (a1 +t(b1—a1),as+t(ba—a2)),
este o functie derivabila, cu derivata

’y/ : [0, 1] — RQ, 'y'(t):(bl—al,bg—ag).

3) Functia

f:00,1) U (1,00) — R3, f(t) = (x/E, Int, %) ,

este derivabila in orice punct ¢ € (0,1) U (1,00) si derivata ei este

0 u(le0) — R, f(t) = (2%/% % ﬁ) '

4.2.5 Cu ajutorul vectorilor bazei canonice
e1=(1,0,...,0), es=(0,1,0,...,0), ... ex=(0,0,...,0,1)
putem scrie orice functie f: D —R¥ f(t) = (f1(t), f2(t), ..., fe(t)) sub forma
(&) =h@)er+ fa(t) e + - + fi(t) ex

si avem
fi) = fil)er + fat) e2 + - + fr(t) ex.
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4.2.6 Exercitiu.
a) Daca functiile ¢: (o, 8) — R si f:(a, 8) — R¥ sunt derivabile, atunci

pf (. B)—R"  (pf)(O)=p(t) f(t)=(p(t) [i(t), ¢(t) fo(t), . @(t) [ (D)),

este derivabila si
(f) =& f+of"
b) Daca functiile f,g:(c, ) — R¥ sunt derivabile, atunci
Sirgh = (0) + (.9
¢) Daci functia derivabild f:(a, 3) — R este astfel incat || f ||= const, atunci
L h=Af+ffot ot fi =0
Rezolvare (cazul k=2). Avem:
a) (pf)'=((ef1), (0f2)) = (&' i+ ofl, ¢ fatofs) =& f+of;
) §lf9)=(ha+fag) =+ g+ fog+ f205= {1 9) +{f.9);
c) | fll=const = (f, f)=const = (f',[)+(f.f")=0 = 2(f', f)=0.

4.2.7 Exercitiu. Daca functia

(a _ [ fu@®) fi2(t)
fi(e,f) = MaalR) =R, f) = < fa1(t)  faa(t) ) ,

este derivabila, atunci aplicatia

det f: (o, B) — R, det f(t) =

este derivabila si

a | fu®) f@) | | L) fa) fua(t)  fia(t)
W1 far(t)  faalt) fa(t)  faalt) 51(t)  faa(t)
_ | @) fie) N () fia(t)

fa(t)  foa(t) for(t)  faot) |

4.2.8 Fie v:D—R3, y(t) = (711(t),72(t),73(t)), o functie definitd pe o submultime
DCR gi a€ D un punct de acumulare pentru D. Pentru orice a € D—{a}, ecuatia
dreptei care trece prin punctele (v1(a),v2(a),v3(a)) si (71(@),v2(a),v3()) este
r1—v1(a)  x2—72(a)  x3-73(a)
m(e) —=mla)  v2(e) —2(a) (@) —13(a)
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si este echivalenta cu

r1—7(a)  w2—7(a)  w3—73(0)
n(@-—la)  l@-—a@)  as(e)-y3(@)’

a—a a—a a—a

Daca functia f este derivabila in a, atunci dreapta de ecuatie
r1—m(a) _ za—a(a)  xz3—73(a)
@ w@ %
este tangenta la imaginea functiei f in punctul (71 (a),v2(a),v3(a)). Aceasta dreapta

coincide cu imaginea aplicatiei
R — R*: ¢ (y1(a),72(a), 73(a)) + (71 (a), 13(a), 73(a)),

adica admite reprezentarea parametrica

{ z1 =m(a) +t7i(a)

xo = vya(a) + tv5(a) unde ¢ € R.
x3 = y3(a) + ty3(a),

4.2.9 Propozitie. Daca ILJ#R’“ sunt functii derivabile, atunci
' 9(f(@))=(g1(f(2)), g2(f(2)), -, g(f(2)))
i
90 (@) = (G @), h(F@), o (F@)-F' (@) = g (T )7 ().

Demonstratie. Avem

9(f(@) = (Fa(f(@), §92(f(@), ., Fo(f(2)))

N~—
~
IS
3
— :_/
Q
S
=
S
=
K.z -
]

4.3 Functii diferentiabile

4.3.1 Prin functie reald de mai multe variabile se intelege o functie de forma
f:DCR" — R, unde n>1,
iar prin functie vectoriald de mai multe variabile, o functie de forma

f:DCR" — RF, unde n>1, k>1.
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4.3.2 Definitie. Fie f:I— Ro functie definitd pe un interval I CR. Spunem ca

f este derivabila in punctul a €l daca exista si este finita limita

f'(a) = lim M, (4.1)

r—a Tr—a
numita derivata functiei f in punctul a.

4.3.3 Definitia anterioara nu poate fi extinsa direct la functiile de doua variabile

f:DCR?—R

deoarece relatia
. az) = f(z1,22)— f(a1,a2)
f( ! 2) (1'17332)*)(6“7@2) (.%'17.%'2)—(0/170/2)

este fara sens, impartirea cu vectorul (x1—aq,x2—as)=(z1,z2)— (a1, az2)

nefiind definitd. Vom arata ca relatia (4.1) poate fi pusa sub o forma care sa

permita extinderea ei la functii de mai multe variabile.

4.3.4 Relatia (4.1) este echivalenta cu relatia
| f@)=fla)
11'1£>I(11 r—a f (a’) - 07
adica cu relatia
@)~ f@) - (@) - (r=a)

z—a |x—a|

=0.

4.3.5 Daca A : R — R este o aplicatie liniara, atunci
Au=A(u-1) =u-A(l) = Au, unde A=A(1).

Astfel, orice aplicatie liniara A : R — R este de forma Au = Au.

4.3.6 Unei functii f:I—> R, derivabile in a €, i se asociaza aplicatia liniara
A:R— R, Au = f'(a)u,
numita diferentiala lui f in punctul a gi notata cu df (a), adica aplicatia liniara

df(a) : R — R, df (a)u = f'(a) u.

4.3.7 Definitie. Spunem ca functia f : I — R definita pe un interval I CR este
diferentiabild in a € I daca exista o aplicatie liniara A:R — R astfel incat

@) S = A —a) w2

T—a ’m — a’

Aplicatia A, notata cu df (a), este numita diferentiala functiei f in punctul a.
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4.3.8 Propozitie. Fie f:1—R o functie definitd pe un interval I si a€l. Avem:
f este derivabild ina <= [ este diferentiabild in a.
4.3.9 Definitie. Fie f : D — RF o functie definiti pe o multime D C R” si a Elo).
Spunem ca f este diferentiabild in a daca exista o aplicatie liniara

A:R"—RF
astfel Incat

@) = fl@) - A —a) |

a—a [z —a]

= 0. (4.3)
Aplicatia A este numita diferentiala functiei f in punctul a si se noteaza cu df (a).

4.3.10 Teorema. Dacd functia f : D —s R¥, definitd pe o multime D C R™, este
[¢]
diferentiabila in punctul a €D, atunci ea este continud in a.

Demonstratie. Deoarece aplicatia liniarda A:R" — R¥ este continua (v. pag. 79-

16), trecand la limita in relatia
0 <[l flz)—f(a) || =l f(z)—f(a)—Alz—a)+A(z—a) |
<|| f(z)—f(a)—A(z—a) [+ ] Alz—a) |
_ lf@)=fla)=A(z=a)] |z—al+]|A(z—a)||

lz—all

obtinem ca lim,_,, f(z) = f(a).

4.3.11 Dacii A : R — R* este o aplicatie liniari, atunci
Au=A(u-1)=u-Al) =u (A, Ao, ..., k) = (M u, Aoy ..oy A w)
unde (A1, A2, ..., A\r) = A(1). Astfel, orice aplicatie liniara, A : R — RF
este de forma

Au= (A u, g, ..., Apu).

4.3.12 Conform definitiei, o functie f: I — R¥, f(z) = (fi(2), f2(2), ..., fr(2))
definita pe un interval I este diferentiabild in a € I daca exista o aplicatie liniara
A:R — RF, Au = (A u, o u, ..., A\pu),

astfel Incat
@)~ f(a) A ) |

T—a ’x — a’

= 0. (4.4)
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4.3.13 Propozitie. Fie f:1—R* definitd pe un interval I siacl. Avem:

f este derivabild ina <= [ este diferentiabild in a.

Demonstratie (cazul k = 2). Relatia (4.4), care in acest caz devine

tim L 1(2), fo(@)) = (f1(a), f2(a)) — (u(z — a), Aao(2 —a)) |

r—a |:E — a|

:O’

este echivalenta cu

MEBORLED

T—a r—a r—a

adica (A1, A2) = (fi(a), fo(a)).

> = (A1, A2).

4.3.14 Dacs functia f:1—R* f(z)=(f1(z), f2(),..., fe(z)) este derivabila

intr-un punct a € I, atunci diferentiala lui f in a este
df(a) : R —RF,  df(a)u=(fi(a)u, f3(a)u,..., fila)u),

adica aplicatia liniara a carei matrice In raport cu bazele canonice este

fi(a)

aa - |

fila)

4.4 Functii reale de mai multe variabile

4.4.1 Orice vector u = (uq,us, ..., u, ) € R™ admite in raport cu baza canonica
{e1=(1,0,...,0), e2=(0,1,0,...,0), ... e,=(0,0,...,0,1)}
reprezentarea u=uj €1+ - - - +uy, e,. Dacd A:R™ —R este aplicatie liniara, atunci
A(u, ug, ..., up) = A(ug e1+tug ea+ -+ - +up €)= Aug + Agug + -+ - + Aptn,
unde A\ = Aeq, ..., A, = Ae,. Astfel, orice aplicatie liniara A:R"” — R este de forma

A(ul,uQ, ,un) = Mui + Xug + - + Apuy.
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4.4.2 Conform definitiei, o functie f: D —R definita pe o multime D C R" este
diferentiabila Intr-un punct a €D daca exista o aplicatie liniara
A:R" — R, A(ul,u2,...,un) = AMuq + Aousg + - -+ + Mg,

astfel Incat

i @) = (@) = Aw—a)

@—a [z —al

= 0. (4.5)

In particular, pentru z de forma z = a + ¢ ej avem relatia

i flatte;) — fla) — Alte;)|
=0 | te; |l

:O’

echivalenta cu

t S) —
s, — i J0tE) ~ F(0)
t—0 t
4.4.3 Definitie. Fie f: D — R o functie definita pe o multime D C R".

Spunem ca f este derivabila partial In raport cu variabila x;

in punctul a € lo) daca exista si este finita limita
o tes) —
OF () = pimy Ll0¥te) = /(@)
63:j t—0 t

, (46)
numita deriata partiald a lui f in raport cu z; in a.

4.4.4 Pentru a putea defini derivata partiald a lui f in raport cu x; In a nu este
necesar ca a sa fie punct interior al multimii D. Este suficient ca D sa contina

un segment de dreapta paralel cu axa Ozx; care trece prin a.

4.4.5 Propozitie. Daca f:D—R definita pe D C R" este diferentiabild in aelo),

atunci ea este derivabild partial tn a si diferentiala ei in a este aplicatia

of of of
R R =— — ce =
df (a) — R,  df(a)(u1,ug, ..., up) Er (a)ui+ e (a)ug+ -+ B (a) up,
adica aplicatia liniara df (a) :R™ —R a carei matrice in raport cu bazele canonice este
df@) = (2 2@ - 2@ ).

4.4.6 In cazul unei functii de dou# variabile f:DC R? — R, relatia (4.6) devine

of o flarttag) — f(ar, a2)
8—901((11’(12) = lim " ;
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ﬁ T f(a1,a2+t) — f((ll, a2)
D2y (a1,a2) = gr(l] p ,

sau 1n notatii alternative

O 11 o) — tim L002) = f(1,02)
81" T—ral T —ay
g(ah(h) = lim flar,y) - f(a17a2).
8y Yy—raz Y — as

4.4.7 Definitie. Spunem ca functia f:D — R, definita pe o multime deschisa
D C R", este o functie derivabila partial in raport cu x; daca aanj(a) exista,

oricare ar fi a€ D. In acest caz, functia

ﬁ:D—)R ta ﬁ(a)
31‘j 31‘j

se numeste derivata partiala a lui f in raport cu x;.

4.4.8 Exemplu. Functia f: {(z,y) |y # 0} =R, f(z,y)= 4 este derivabild partial,

9 0
U Ay |y#0y —R, L@y =1
9 0
FA@y) ly#00 =R Gy=-5
4.4.9 MATHEMATICA: D[f[x,yl, x], D[f[x,y], y]
In[1]:=D[f[x,y], x] > Out[l]=f10[z,y]
In[2]:=D[f[x,y], y]l +> Out[2]=FOD]z,y
In[3]:=D[x/y, x] = OUt[?’]:%
In[4]:=D[x/y, ¥yl = Out[d]=—75%

4.4.10 Pentru ca o functie f: D — R definita pe o multime D CR" sa fie diferentiabila

[}
intr-un punct a € D, nu este suficient ca ea sa fie derivabila partial in a. Functia

—H daca (x,y) # (0,0),
. R2 =4 7"
[:RT—R, f(@.y) { 0 daca (z,y) = (0,0),

necontinua in (0,0) (a se vedea pag. 76-13), este derivabila partial in (0, 0)

ox z—0 xT z—0 2T
8y y—0 Yy y—0 y

Nefiind continua in (0,0), f nu este diferentiabila in (0,0) (a se vedea pag. 101-10).
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o
4.4.11 Teorema. Fie f:D—R o functie definita pe o multime D CR"™ i fie a€D.
Daca f este derivabila partial intr-o vecindtate a lui a si daca derivatele

par;mle am e aan sunt continue in a, atunci f este diferentiabild in a.

Demonstratie (Cazul n=2). Conform ipotezei, exista r > 0 astfel incat B,(a) C D
si f este derivabila partial in B, (a). Fie (zg, yx)r>0 un sir convergent din B,(a) cu

limg oo (g, yx) = (a1, a2). Avem de aradtat ca

F@sy) — flar, a2)— %L (a1, a0) (Cﬂk—al)—g—;(al,@) (yr—az)
lim =0. (4.7
k=00 V(@ —a1)? + (yk — a2)?
Conform teoremei lui Lagrange, exista & intre xy si aq si 1 Intre yi si ao astfel incat

f@r,ur) — flar,a2) = f(xr,yk) — flar,y) + fla1,yr) — f(a1, az2)
= (¢ yp) (xx —a1) + %(al,nk) (yx — az).

Relatia (4.7) se obtine trecand la limita in

|f@roy)F(a1,a2)-5E (a1,02) (ax-a1)-5E (a1,02) (y—a2)|
V(@k—a1)?+(yx—az2)?

5L (Eryr) (e —a1)+ 3L (ar,me) (yr—a2)-3E (a1,a2) (wr—a1)-FF (a1,a2) (yi—a2)

0<

< V(zp—a1)2+(y,—az)?

< 3—f(5kayk) f(al’@) N Zk alzl/k —as)?
D30 e

< | 5L Gk yr) — G (ar, a2) ‘Jr ‘8y al’nk)_%(al’@)

4.4.12 Definitie. Fie f: D —R o functie definita pe o multime deschisa D CR".

Spunem ci f este o functie de clasd C' in D si scriem

fec'(D)
daca este derivabila partial si %’ v % sunt continue in orice punct din D.

4.4.13 (Derivarea functiilor compuse). Stim ca:

a) Daca I iﬂ] 23R sunt functii derivabile, atunci

Solr(n) =g (70) - 1)

b) Daca I Ly 74 RF sunt functii derivabile, atunci
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%(Ql(f(t))a 92(f(1)s s g (F )= (1 (F (1)), 2 (f (1)), -y gk (F (1)) (1),

adica matriceal

L aU®)\ [ )
T : = : ().
gr(f(t)) g9, (f(1))
4.4.14 Se poate arata ca:
c) Daca I Jorr 2R sunt functii diferentiabile, atunci
d 0 , 0 p
ag(fl(t)a <oty fn(t)) = a—i(fl(t)7 ey fn(t)) ’ fl(t)+ +a—xgn(f1(t)7 ceey fn(t)) ’ fn(t)v
adica matriceal
. 10
o) = (20@) - W) )|
n(t)
d) Daca R" TR 2R sunt functii diferentiabile, atunci
a%jg(f(xl, e n)) = ¢ (f(w1, .y 1)) 687];(:61, ey T
e) Daca R” JLRE 94 R sunt functii diferentiabile, atunci
0 i :
B 1) s ola)) = 32 10 o) ),

adica matriceal

0 0
B—Q(m) %(m)

(o) - go(f@) )= (Fh(@) - GEUED) | 0
aﬁ(m) %(x)

Ox1 Oxy
4.4.15 MATHEMATICA: D[g[£[t],h[t]], t], Dlglf[x,yl]l, x1, Dlglf[x,yl,hlx,yl], x]
In[1]:=D[g[£[t],h[t]], t] = Out[U=n/[t] g [FILAIL)+f[t] gV [F[E]h[H]
In[2]:=D[glf[x,y]l], x] = Out]2]=¢'[flz,y]] fE[z,y]
In[3]:=D[glf[x,y]l]l, ¥l — Out[3]=¢'[f[z,y]] fOV][z,y]
In[4]:=D[glf[x,y],hlx,y1], x] +> Out[4}:f(1’0) [z,y] g(1,0) [fz,y],h[z,y]]

+9 OV [fla,y],hlz,y]] O [2,y]
In[5]:=D[glf[x,y],hlx,y11, y1 +— Out[5]=fOVzy] ¢O[fla,y]hlzy]]
+9 OV [f[zy],hlzy]] O [z,y]
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4.4.16 Exemple. a) Daca g : R — R este derivabila, atunci
0 x

99 ( 3324‘?/) $2+y)m,
50 (VP 2) = (VP ) e
b) Daca g : R? — R : (u,v) — g(u, )
ag(\/zaetQ):%(\/Z t2)2 —i—a—g(\/f,etQ)Qtet,
%g(’vx“y) i (5. VHP) 1+ 8 (5 V)

4.4.17 MATHEMATICA: D[g[£[t],h[t]], t], Dlglf[x,yl], x], Dlglf[x,yl,hlx,yl], x]
oo )
Out[1]=2 9 [Vz2+y]
W=
Out[2]=¥-¢vVeriv] "[Va2+y?]
x24y2
1,0 2
Out[3]=2et t g(O:1) [\/E,etQ]Jrig( )2[\‘//;’et ]
2 gOD2 Va2y?] (102 /224y
+
Va2+y2
gOD[2,Va2hy?] o (1O

Out[5]7 \/12+y _

este diferentiabila, atunci

In[1]:=D[g[Sqrt[x~2+y~2]]1, x]
In[2]:=D[g[Sqrt[x~2+y~2]], ¥yl
In[3]:=D[g[Sqrt[t],Exp[t~2]], t]

In[4]:=D[glx/y, Sqrt[x~2+y~2]11, x], x] Out[4]=

E

Va24y2)]

2

I 1 1 11

< @\8

In[5]:=D[glx/y, Sqrtlx~2+y~2]11, yl

4.4.18 Definitie. Fie f: DCR" =R o functie, aelo), r >0 astfel incat B,(a) C D
siweR™ cu ||wl||= 1. Spunem ca f este derivabild in a dupa

versorul w daca functia

P (—7",7"') — Ra @(t) = f(a+tw)7
este derivabila in punctul ¢ = 0. Numarul
df

@) =0 = Gt

se numeste derivata lui f dupa versorul w in a.

4.4.19 Daca f:DCR"—R este diferentiabila in a€D siweR", ||w|=1, atunci

df _of of of
@( a) = N (a+tw) tZO—a—m(a)uq+a—m(a)w2+---+a—%(a)wn. (4.8)

In particular, derivatele partiale corespund derivatelor dupa vectorii bazei canonice

of d df
%j(a) dtf(aﬂej) T d_ej(a)'
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Figura 4.2: Derivata lui f dupa versorul w in a.

4.4.20 Utilizand produsul scalar si operatorul gradient
o 0 0
V=|—,—,..., —
O0x1’ Oxg oxy,
relatia (4.8) se mai poate scrie sub forma

df . d B B
10\@ = g flattw) T (Vf(a),w) = |[Vf(a)l| cos Z(V[(a),w)

si aratd ca, In jurul lui a, cregterea/descresterea functiei f este maxima in directia

w=Vf(a) = (;—i(a), 68—52(@), %(@) .

4.4.21 O aplicatie liniara A : R® — R este diferentiabild in orice punct a € R™ i

diferentiala ei este chiar A, adica dA(a) = A. In particular, functiile coordonate

r1: R — R, o1 (U1, U2, ey Up ) = U,
z9 : R" — R, T (U1, Uz, ..., Up) = Uz,
Tp :R™ —>R; ,In(ul,UQ,...,un) = Un,
fiind liniare avem dz1(a)=21, dza(a)=z2, ... , dry(a) =x,, adica
dxl(a)(UI,UQ,"'aun):uly sy d$n(a)(u1,u2,---,un):un

si relatia (a se vedea pag. 103-5)
of

df (a)(uq,uz, ...,un):a—xl(a) u1—|—72(a) ug+ - +——(a) uy

se mai poate scrie
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0 0 0
(@)= (@) dorfa) + 57 (@) daa(a)+ -+ 3 (a) do(a)
sau
df = f 1+§—de 2+'--+88—x];d$n-

4.4.22 Ultima relatie poate fi scrisa simbolic sub forma

df = 8 dxl—i- 0 dm—i—---—i—idmn f
0o Oz,

si sugereaza mtroducerea opemtorului de diferenjz’ere

o 0
a=2d a S =30 5
T v Z@xk o

4.4.23 In notatii alternative, in cazurile n = 2 si n = 3 avem:
df— dx—i— dy, d— dac—i— dy7

df:%dx—i-a—y—i-%dz; d— dac—i— dy—i—adz

4.5 Functii vectoriale de mai multe variabile

4.5.1 Daci A:R™—RF este aplicatie liniarsi, atunci
A(ug, ug, ..oy uy) =A(u1(1,0,...,0) +u2(0,1,0,...,0) + - -+ + uy(0,...,0,1))
=u3 A(1,0,...,0) +u2 A(0,1,0,...,0) + - - - + u, A(O, ..., 0,1)
=(oqiur+aipus+ - +aipln, . .., 01U FOR2U2F -+ - F Uy ),

unde A(1,0,...,0) = (11,21, ooy k1), oo 5 A(0,...,0,1) = (Q1p, Q2ny oovy Qkerr)-

Daca in loc de vectori linie utilizam vectori coloana, relatia anterioara devine

(151 Q11U Faious+ - - + a1y ap Q12 ot Qg U1

U2 Q21U+ QU+ « -+ +Q2pUny Q91 Qo2 - Qop U2
Al . | = ) =

Un Qp1ul tagauo+ - - - +agpUn Q1 Qg -0 Qg Unp,

Matricea
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a1] Q12 - Op
Qg1 Q2 - OQop
Qg1 Qg2 - Ofp

este matricea asociati aplicatiei liniare A in raport cu bazele canonice in R” si R¥.

4.5.2 Conform definitiei, o functie f:D—RF,

flxr,xa,cmy) = (fr(@r, T2, oy ), fo(T1, X2, ey T )y ooy fr(T1, T2y oony T))s

[¢]
definita pe o multime D CR" este diferentiabila in a € D daca exista o aplicatie liniara

U 11 Q12 . Op U1

u (6% (6% e (6% u
A:R" Rk, A .2 _ 21 22 2n 2

Unp, Qg1 Qg Ofp Up,

astfel Incat

@)~ f0) = A-a) |

ra [z —a]

= 0. (4.9)

4.5.3 Propozitie. Functia f:DCR" —RF, f(z)=(f1(z),..., fu(x)), este
diferentiabila in aelo) daca st numai daca toate functiile f1, fa, ..., fr
sunt diferentiabile in a si avem

i€{1,2,....k},

je{1,2,...,n},

adica diferentiala lui f in a este aplicatia liniara

Q= (a), oricare ar fi

Oz

df(a) : R* — RF

a carei matrice tn raport cu bazele canonice este matricea Jacobi

ar(a) 5@ - 3
Of (= QU T i) () () 92(q) .. 9L(g)
ox @)= 8(m1,x2,...,xn) a)=

In cazul n=Fk, determinantul
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0 a 0
@ P -
0 0, 0
D(fl’f%’fk) ((Z) — 3_;2(01) a_ﬁ(a) %(a)
D(xy1,z9,...,2y) : : :
0 0, 0
M@ @ - f
este numit jacobianul lui f in a.
4.5.4 Orice aplicatie de clasa C!
S [a’a b] X [C’ d] —>R3? S(ua ’U) = (Sl (ua ’U), S2(ua ’U), S3(ua ’U)),
cu proprietatea
B ()
rang ‘952 2 (u,v) ‘952 2 (u,v) | =2, oricare ar fi (u,v)€ D,

%SUS (u,v) %5;3 (u,v)
este o parametrizare a unei suprafete S C R®. Pentru orice (ug,vo) € [a, b]x]c, d] fixat,
aplicatiile

Yu i [a,b] — R?, oy (t) = S(t, vo) = (S1(t, vo), Sa(t, vo), S5(t, vo)),

Yo : [C, d] — RBa Vv(t) = S(u07 t) - (Sl (U’Oa t)a SQ(u07 t)7 S3(u07 t))7

reprezinta drumuri pe suprafata S. Ele trec prin punctul S (uo, vg) §1 vectorii tangenti

(o, v0) = Fyu(u0) = < 251 (uo, v0), 222 (ug, v0), L2 (uo,vo))
7o, 00) = 70 (v0) = (%5 (o, vo), %2 (o, vo), %52 (uo, )

determina planul tangent la S in S(ug,vp). In particular, produsul lor vectorial

— — —

i F K
N (ug,v0) = (o, v0) X Fo(uo,v0) = | I (ug,v9) 222 (ug,v0) 22 (ug,vo) | =
G- (w0, v0) - %2 (o, v0) G (uo, o)
822 (u,v0) G2 (uo,v0) | . | 52 (uo, v0) Got-(uo,v0) | | Got(uo, vo) F2 (uo, vo)
952 (up, vo) 992 (ug, vo) - 953 (ug, vo) 91 (ug, vo) I 951 (g, vo) 22 (uo, vo)

cu coordonatele (A(ug,vg), B(ug,vo), C(ug,vp)) definite prin relatiile
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N
S
d /—\
Vo |T°
c |---

Q |---
[
o

- - -

Figura 4.3: Normala la o suprafata.

A(ug,vo) = %(uo, vo), B(uo,v0)= %(uo, vg), C(uo,v0)= Dl()f;:ff) (uo,vo)

este un vector perpendicular pe planul tangent la suprafata S in punctul S(ug,vo).

Figura 4.4: Normala la sfera.

4.5.5 Exemplu. Aplicatia S : [0, 7] x [0, 27] — R3,
S(0,0) = (51(0,9),52(0,9),53(0,¢))

= (zo+Rsin b cos p, yo+Rsinb siny, 2o+ R cos )

reprezinta o parametrizare a sferei de raza R si centru (zo, Yo, 20).
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4.5.6 Stim ci tangenta la graficul unui drum de clasa C*
v:D—R’ A(t) = (1(t),2(t),75(1),
intr-un punct y(tg) cu v/(tg) #0 este imaginea aplicatiei
R—R?: o= 7(to)+a/(to),
adica
R—R%: a— (11(to), y2(to), 13(to)) + (i (to), ¥ (to): 5 (t0)),

si admite reprezentarea parametrica

z =(to) +71(to)
y = y2(to) + V4 (to) unde ae€R.
z = 73(to) +73(to) o,

Planul tangent la o suprafata
S:[a,b] % [c,d] — R3, S(u,v)=(S1(u,v), S2(u,v), S3(u,v)),

intr-un punct S(ug,vp) coincide cu imaginea aplicatiei

R? — R3: (a, B) — S(ug,vo) + dS(ug,v0) (e, B),

adica
%(UO’UO) %(UO’UO)
N S1(uo, vo) N
w2 (5 ) | Satuonwn) || Bt Gt |(G).
Ss(uo, vo) 95

aS
G (uo,v0) G2 (uo,vo)
si admite reprezentarea parametrica

x = S1(uo,vo) + L1 (ug, vo) & + %t (ug, vo) B

y = Sa(uo,v0) + %2 (ug, vo) & + %2 (ug, vo) 3

z = S3(up, vo) + L2 (o, vo) o + 955 (ug, vo) B.
Eliminand parametrii « si 5 rezultd ecuatia planului tangent in S(ug, vp):

A(ug, vo) (x—5S1(uo,v0))+ B(uo, vo) (y—Sa(uo, vo))+C (uo, vo) (z—S3(uo, vo)) =0.
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4.6 Derivate partiale de ordin superior

4.6.1 Definitie. Fie f: D C R—R o functie derivabila in vecinatatea (a—¢, a+€)ND
a unui punct a € D. Spunem ca f este derivabild de doua ori in a daca
f :(a—e,a+e)ND — R

este derivabila In a. Numarul

!/ /
" o N’ 1 f(x)_f (a)
7(@) = (1) (@) = lip T =12
se numeste derivata a doua a lui f in a.
4.6.2 Definitie. Fie f: D C R—R o functie derivabila. Spunem ca f este o functie
derivabild de doud ori daca f’ este derivabila in orice punct din D. In acest caz,
aplicatia D — R : a— f”(a) se numeste derivata a doua a lui f si se noteaza cu f”.
4.6.3 In unele situatii este avantajoasa utilizarea notatiilor alternative
2
FO £ _df — 7 oM &°fF _ d"f
bl dx )
4.6.4 Definitie. Fie f: D C R—R o functie derivabila de n—1 ori si a € D.

=/ — f(n)
da? ’ dan U

Spunem ci f este derivabild de n ori in a daci f"1):D—R este
derivabila in a. Numarul

(n—1) _ £(n—-1)
() () — (FO=DY(0) — L 1o @) =" (a)
fa) = (f"7) (a) = lim P
se numeste derivata de ordinul n a lui f in a.

4.6.5 Definitie.

= Spunem ca f:DC R—R este o functie de clasa C™ In D gi scriem

fec™(D)

daci f este derivabild de n ori si f:D—R este continua.
» Spunem ca f:DC R—R este o functie de clasa C*° in D gi scriem

feC™(D)
daca f este indefinit derivabild, adica este derivabild de n ori, oricare ar fi n € N.

4.6.6 Exemple:

(zF) = kzk-1; (%)/ = _mLQ; (sinz)" = cos z;
()= k(- 1) =2 (e = sinn
()3 = k(k—1)(k—2) 2*3; (%)(3) = —%; (sinz)®) = — cos z.
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4.6.7 MATHEMATICA: D[f[x], {x,n}]

In[1]:=D[1/x, x] — out[1]:—xL2 In[4]:=D[Sin[x], x] —  Out[4]=Cos[z]
In[2]:=D[1/x, {x,2}] Out[2]:g%3 In[56]:=D[Sin[x], {x,2}] +> Out[5]=—Sin[z]
In[3]:=D[1/x, {x,3}] Out[fi]:fmi4 In[6]:=D[Sin[x], {x,3}] +> Out[6]=—Cos|z]

4.6.8 Propozitie. Daca functiile f,g: D C R— R sunt derivabile de n ori si AER,
atunci functiile f+g, \f si fg sunt derivabile de n ori $i
(f+9)™ = f1V) 440,
AN = A f0,
(fg) ™ =C0 () g . cL =1 o) ... L1 f(1) gln=1) L on £(0) g(n),
4.6.9 MATHEMATICA: D[f[x], {x,n}]
In[1]:=D[£f[x] glx], x] = Out[l]=g[z] f'[z]+ f|z] ¢'[x]
In[2]:=D[f[x] glx], {x,2}] +> Out[2]=2 f'[z]¢ [x]+g[z] f"[z]+[f[x] 9" [z]
In[3]:=D[f[x] glx], {x,3}] > Out[3]=3¢'[z] f"[x]+3 f'[z] g [x]+g[z] f® [2]+f[z] g*) [x]
4.6.10 Exemple:
(@ f(x))" = Cp=t fmD (@) + Crra f0 () = n f07 D () + 2 f0) (2);
(@2 f ()™ =2C; 2 =2 (@) +2C7 Lar f 071 (@) + Ca® f ) (2)
=n(n—1)f"D(2)+2nzfOD (2) 422 ) ().
4.6.11 MATHEMATICA: D[x"k f[x], {x,n}]
In[1]1:=D[x~2 f[x] , xI] = Out[l]=2z flz]+z? f'[z]
In[2]:=D[x"2 f[x], {x,2}] > Out[2]=2 flz]+dz f'[x]+x2 f"[x]
In[3]:=D[x"2 f[x], {x,3}] +> Out[3]=6 f'[z]+6z f[z]+z? f()[x]
4.6.12 Definitie. Fie f: D C R — R o functie definita pe o multime D C R",
derivabila partial intr-o vecinatate B, (a)C D a unui punct a €D.

Daca derivatele partiale
partiale ;o
Oxy,
sunt derivabile partial in a, derivatele lor partiale

Pf 0 (of
52, 0ar ") = 0 <a—m> @

se numesc derivatele partiale de ordinul al doilea ale lui f in a.

B,(a) — R

4.6.13 Derivatele partiale de ordin mai inalt se pot defini asemanator:

783]0 (a) = 9 1 (a), etc
31‘2‘ 31‘j 8.%'k N 8.%'1 8.%']‘ 31‘k ' .




116 Elemente de Analiza Matematica

4.6.14 In cazul unei functii f: D C R2—R se pot defini derivatele de ordinul al 2-lea:

2f _ o (of 0’f _ o (of
O0z2 = Ox \ Oz ) dxdy ~— Oz \ 9y )
2fF _ 9 (of 2f _ 9 (of
Oydx — Oy \ Oz )’ oy2 — Oy \ Oy

4.6.15 Exemplu. Functia f: R? — R, f(z,y) = o +¥* admite derivate partiale
de orice ordin si
%(x,y) = aa—;GmQerQ = 262"V 4 422" HY’,

52 92 242 24,2 9 22442
G (1,y) = 2™ 1V = 267V - gyPem Y

Oy?
82f o 52 $2+y2 o x2+y2

o2 52 2 2 2 2
ayéfl‘(l"y) = 8y8$e$ +y e 41‘yel‘ +y .

4.6.16 MATHEMATICA: D[f[x,y], {x,2}] D[f[x,y]l, x,y]

In[1]:=D[Exp[x~2 + y~2], {x, 2}] > Out[l]=2¢% %" 14ev°+3% 12
In[2]:=D[Exp[x~2 + y~21, {y, 2}] > Out[2]=2ev v’ fdev”+v” 12
In[3]:=D[Exp[x~2 + y~2], x, yl — out[g]:4612+y2 Ty
In[4]:=D[Exp[x~2 + y~2], y, x]  +> Outl4]=1e="+v" gy

4.6.17 Exercitiu. Sa se arate ca functia

u(z, t)=—= e W

verifica ecuatia caldurii
ou 0%u B
ot 0x2

4.6.18 Exercitiu. Sa se arate ca functia
1

u(z,y, z)= \/W
verifica ecuatia Laplace
Pu  0*u  0%u
922 "o T 92
4.6.19 Functia
w@2=y") e (z,y) # (0,0),

R R, ) = 2242
f — f(x y) { 0 dacs, (;C’y) = (0,0),



Functii diferentiabile 117

este derivabila partial si

O (1 ) — { ey e ) daci (2,y) # (0,0),
ox "’

0 daca (z,y) = (0,0),

x(xt —y*—4x2y?) v
5 u,y):{ A daek (@.0)# (0,0)

dy 0 daca (z,y) = (0,0).

In punctul (0,0) derivatele partiale mixte de ordinul al doilea au valori diferite:

of _of

&/ (0,0) = lim 0" 0) ~ 5,0.0) _ 1;

3$3y ’ z—0 X ’
e} e}

% 0.0)= lim =0y 70,0 _

Oyox " g0 y '

4.6.20 Teorema (Schwarz) Dacd functia f:DC R?2—R are derivate partiale mizte

de ordinul al doilea 2oL, 2L intr-o vecindtate (a1—r, a1+r) X (ag—r, agtr)
Oz 0y’ Oyox 1=, d] 2T, a2

o
a unui punct (a1,a2) €D i daca ele sunt continue in (a,az), atunci
0% f 0% f

m(ala a2) = 8y Oz (ala a2)-

Demonstratie. Fie (zy,yn)n>0 un sir din By(a) cu lim,_yoo(2n, yn) = (a1, a2) si

(Tnyyn)# (a1, a2), oricare ar fi n€N. Functiile
Pn : ((Zl—T,a1+T) —>R’ gpn(u’ﬂ) :f(l“,yn)—f(l",@),
¢n : ((12—7“, a2—|—7‘) — R’ ¢n(y) = f(xn’y) - f(al’y)a
verifica conditiile din teorema lui Lagrange (pag. 95-25) si relatia
@n(xn) - @n(al) = wn(yn) - wn(GZ)-

Rezulta ca exista «ay, Intre ., si a1 si exista 5, Intre y, si as astfel incat

@;(an)(xn —a) = ¢1I1(5n)(yn — az),

adica
0 0 0 0
(52 @net) = G (@ 2) ) 0 =0) = (G e )= G .60 ) (=)
Din teorema lui Lagrange rezulta ca exista &, intre xz,, si a1 si n, intre y, si as Incat
0% f 0% f

m(amﬁn) (yn - a2)(£n - al) = m(gnaﬁn) (xn - al)(yn - a2)7

adica
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82 f

i BN

(§n, Bn)-
Derivatele partiale mixte fiind continue in (07 O) din relatia anterioara rezulta
82 f 82 f ) 2 f 82 f

— li
axay (al?az) n_)rgo aya (a7h77n) (5717/871) ({91'

h—mO Oz Gy (al,ag).

4.6.21 Definitie. Spunem ci f:DCR" =R ci este functie de clasi C* si scriem

fech(D)

daca toate derivatele partiale de ordin mai mic sau egal cu k

exista gi sunt continue in orice punct din D.

Prin f€C%(D) se intelege ca f este functie continui.

Spunem ca f:DCR™—=R ci este functie de clasa C*° gi scriem
fec=(D)

dacd f€C¥(D), oricare ar fi k€N.

4.6.22 Daci D CR" este o multime deschisa si f € C?(D), atunci
0’ f 0% f
a) = a
8.%']' 31‘k 8.%'k 8.%']'

oricare ar fi a€ D si j,k€{1,2,...,n}. Demonstratia este similara celei de mai sus.

4.6.23 Daci D CR? este o multime deschisa si f € C3(D), atunci
>?r o 0f Bf Bf o3 f 3 f

— = = etc.

0xdydz Oydrdz Oydz0x’ Ox0y? Oyoxdy Oy?ox’

4.6.24 (Derivate de ordin superior ale functiilor compuse).
a) Daca I 15 73R sunt derivabile de dou ori, atunci
d2
SSOUF(0) =g (1) 5/(0) + 8" (F0) £2(0).

b) Daca I CWR2 9, R gun functii de clasa C?, atunci

L a(p(1), (1) = TH(P(1), () (¢ ()2 + s (2(), (1) ¢ (£) ¥/ (1)
+ A (0(8), (1) (' (£)% + G (p(8), (1) ©" (1)) + §2((1), 0 (8) ¥ (1)),

c) Daca R? TR R sunt functii de clasia C?, atunci:
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Zr9(7 () = " (7)) (Bha)) + 9/ u,0)) b (w0
59 (,0)) = g”(f(u,v>>—5< 0) 8, v)+'(F (0, 0) Zohs (w,0);
207 0) = 9" (7, 0) (Fwo)) + o (F(w,0)) G (w,0)

(%)

e) Daca R2ZYR2 95 R sunt functii de clasi C2, atunci

(ol 0),6(u,0)) = Z3o(u,0),0(a,0) (32w 0))
2578 (. ), ¥ (u,0)

o ou 2
+ 28 (p(u,0), ¥(u,0) (G, 0)
(o), v(w,v) 5
+22(p(u,v), ¢ (u,v)) 5 (u,v).

4.6.25 MATHEMATICA: D[glflx,yll, {x,2}] Dlglf[x,yl,hlx,yl], x,y]
In[1]:=D[gl£[t]1], {t,2}] — Out[1]=¢'[f[t] f"1t]+Sf'[t)? ¢"[f[t]]
In[2]:=D[g[f[t], h[t]1]l, {t,2}] > Out[2]=h"[t] gD [f[t],h[t]]+f"[t] ¢EO[f[t],h[t]
+1 [ (P [E] gOD[FELRE]+ 18] gD [F[HR1E])
+£ 18 (W 8] gD IR+ [8]) 92O [F[E]RIE])

In[3]:=D[g[f[u,v]l], {u,2}] — Out[3]=g"[f[u,v]] £ [u,0)2+¢'[f[u,v]] PO [u,v]
In[4]:=D[glf[u,v]l], wu,v] — Out[d]=g"[f[u,v]] £OD[u,v] fO [wv]4+¢ [fu,v] F D [u,v)]
In[5]:=D[g[f [u,v]], {v,2}] — Out[5]=g" [f[u,v]] £V [u,v]2+g'[fu,v]] £ [u,v]
In[6] :=D[g[f [u,v],hlu,v]],{u,2}] — Out[6]=h1|uv] (9(0’2) [f[w,v],hlu,v]] A1) [u,v]

AL u0] gD [uyv], hlusv]])

+g O [f [uv]hlu,v]] £ [u,v]

A0 0] (RO u,0] gD [ 0] hlu,]]
+ O [u,0] g0 [ flu,v] hlu,v]])

+9 OV [f[u,0], hlu,v]] A0 u,v]

4.6.26 In cazul ecuatiei

Pu 0%
o2~ Y o2 T

unde a >0, schimbarea de variabile
E=x—at
n=x+at

conduce la ecuatia
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o’U
oEom

0

cu solutii de forma U(€,7) = ¢(€)+4(n). Intr-adevir, din relatia
u(z,t)=U(x—at, z+at),

prin derivare, se obtine ca

Pu a0

92U
2
ot? (2,1) —a 0x?

& on

(x,t) = —4da (x—at,x+at).

4.7 Diferentiale de ordin superior

4.7.1 Propozitie. Daca f: D CR"™"—R este diferentiabild in a, atunci
d
df (a)u = Ef(a—i—tu)hzo.

Demonstratie. Stim ca (a se vedea pag. 103-5)

0 0 0
df (a)(uy, ug, ...,un):a—a{l(a) ul—l—a—gg;(a) Uy -+ —i—a—;;(a) Up,.

Pe de alta parte, tinand seama de derivarea functiilor compuse (pag. 105-13), avem

%f(al—l—tul, cey G Uy ) = %(a—i—tu) %(al—i-tul)—i- e —i—%(a—i—tu) %(an—i-tun)

1

si prin urmare

of L of

d of
Ef(a—i—tu)\t:o—a—xl(a) u1+8—352(a) Ug+ - - R (a) up,.

4.7.2 Daca functia continua f: [, ] CR — R este derivabila in intervalul («, 3) #0,
atunci exista € € (a, B) astfel incat (a se vedea pag. 95-25)

F(B) = fla) = f(§) (B—a),

adica astfel incat

f(B) = f(e) +df (&) (B —a).
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4.7.3 Teorema. Daca f: D —R este o functie diferentiabild definitd pe o multime
deschisa D CR™, atunci, oricare ar fi punctele a,x € D, exista &

apartinand segmentului [a, x]={a+t(z—a) | t€]0,1]} astfel incat
f(x) = fla) +df (&) (z—a).

Demonstratie. Functia continua ¢:[0,1] — R, ¢(t)=f(a+t(x—a)), este derivabila
in intervalul (0,1). Conform teoremei lui Lagrange, exista to € (0, 1

p(1) = »(0) = ¢'(to),

) astfel incat

)

adica
0 0
F(@)—£(0)= 50 to(e—a)) (01 =)+ -+ + 5 (a-Hto(e ) (0 an).
Punand £ = a+to(x—a), ultima relatie devine
of (9f
F@) = F(@)=52-(6) (r1=an)+ -+ 52 (0 —au) =df(©) (2 — ).

4.7.4 Definitie. Fie D C R" o multime deschisi si f € C*(D). Prin diferentiala de

ordinul k a lui f in punctul a € D se intelege aplicatia

k
f@): R R, dfa) () = S f o)

4.7.5 Daca D C R? este multime deschisa si f€C3(D), atunci (v. pag. 109-23):
df(a): R2 =R, df(a)u = L(a)uy + GL(a) us,
2 2
d*f(a):R2—=R, d’f(a)u= 8—f(a) u? + 28‘238};(@) uy ug + g—y{(a) u3,

3 3
B F(a) B2 SR, d®f(a) u= ek (a) ud +3 5285 () 0F s+ 3525k () wn i+ G (a)

oricare ar fi a € D si u = (u1,u2) € R?, adica formal avem
df = 8xdm+ L dy = (8$d:c+aydy> f,

2
d2f 812 dm +28x8y d:l?dy—|— dy2 = <Bix dx + aiydy) /s

d3f——d3+38 - da? dy+3 dedy?+ZL a3 = (2 do+2 d 3f
= 922 4T 90986235?/6?/ o Ty ay) J
4.7.6 Se poate arita ci, in cazul unei functii f : D C R® — R de clasi C*, avem

o o o k
dif = (8—1dx1+8x2dx2+---+8—dxn> f.
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4.7.7 Deoarece

(a1 + a)* ZCJ o= > LN ]

Jjit+je=k
k! . . .
Jj1+j2+js=k 112! js!
k k! J1 . j2 j
(a1 +ag+ -+ a,) = Z — oy -l

AN
Jitiatgamh JU I I

in cazul unei functii f : D € R® — R de clasa C*, avem

1 751 | J1 J2 Jn
btk 12 I Oxy' Oxy® ... Oy

4.8 Dezvoltari Taylor

4.8.1 Definitie. Spunem despre o functie f : D C R — R ci este de clasd C* si
scriem f € C*(D) daci f este derivabili de k ori in orice punct a € D

si aplicatia f*) : D — R este continua.

4.8.2 Teoremi (Taylor). Dacd f : (a, B) — R este o functie de clasd C*', atunci

pentru orice a,x € (o, B) cu x#a, exista § intre a $i x astfel incat

'a *) (g (k+1)
f(m):f(a)—i-fl(!)(ac—a)—i----—i-fT!()(x—a) +f(k+1)(§)( —a)k+L,

Demonstratie. In cazul a <z, functia continug h:[a, z] — R,

h(t)=f(z)~ £(t) - L @ —t) - L @ —1)2 - — L (=) — e ()

cu constanta 0 alesa astfel incat h(a) = 0, este derivabila pe intervalul (a,z) si

h(z)=0. Conform teoremei lui Rolle exista ¢ intre a §i x astfel incat h'(§)=0, adica
@
1O - 5=+ 5 - 50— + S 2-¢) -
(k+1) (®) (¢ _
L@ gk 4 L ()b 1 m(k—i—l)(w — ok =0,

Dupi reducerea termenilor raméane § = f*+1)(¢). Cazul a>x este similar.
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4.8.3 Teorema (Taylor). Dacd functia f : D C R" — R cd este de clasa CF*!
(¢}
intr-o vecinatate By(a) C D a unui punct a €D, atunci pentru orice

x € By(a), existd pe segmentul care uneste a cu x un punct c astfel incat

f(x) = f(a) + §1df (a) (z—a) + 5 de(a) (z—a) + ---
+ad* f(a) (z—a) + gy A" () (2 —a).

Demonstratie. Daca z € B,(a), atunci || x—a ||<r. Aplicatia

(4.10)

Fo(-ppisn) — R F®) = fla+t@—a)),

lz—all” lz—all
este de clasda C*. Conform teoremei precedente, exista & € (0, 1) astfel incat

F’ F" F) F(k+1)

adica
f(@)=f(a)+ ;5 fla+t(x — a)li—o+3; dt2 f(a—i—t(x —a))|=o+
d dk+1

‘h%_k (a+t(z — a))li=0+ (;Hl_l T fla+t(z — a))li=.

Ultima relatie coincide pentru c=a+¢(z—a) cu (4.10) deoarece
dk-i-l dk+1

@ ta—a)l ¢ = s flat€(a—a) +ta—a)) o =d* 1 (0) (2—a).
4.8.4 In cazul unei functii f: D C R2 — R de clasi C?, relatia (4.10) devine
f(@y) = Flar,az) +d (G (ar, a2)(@ — a1) + G (a1, 02)(y — a2)
+3 (S ene)@—aP+ 2504 (0, @) (0—ar) (y—a2) + 5k (o1, e2) (y—a2)?) |
iar in cazul unei functii f: D C R? — R de clasa C?, relatia (4.10) devine
f(@,y,2) = f(a1, a2, a3)
+4 (%(al,a2,ag)(w—a1)+§—§(a1,a2,ag)(y—a2)+g—§(a1,a2,a3)(z—a3))
+% (%(61,02,63)($—a1)2+giyé£(61,02,03)@—&2)24—%(01,62,03)(2—613)2

2 2
+20 4 (1, 09, ¢3) (w—a1)(y—a2) + 254 (1, €2, ¢3) (y— a2) (2 —as)

2
P25 (e en,ca) (2 as) (=) )
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4.9 Extremele functiilor de mai multe variabile

4.9.1 Propozitie. Fie f: I — R o functie derivabila definita pe un interval I CR.
Avem: a) Dacd f'>0, atunci functia f este strict crescatoare;

b) Daca f' <0, atunci functia f este strict descrescatoare.

Demonstratie. Utilizam teorema lui Lagrange (pag. 95-25). Pentru orice z,y € I
exista & Intre z gi y astfel incat f(z) — f(y) = f'(§) (x — y). Daca f' > 0, atunci:
x<y = f(z)<f(y). Daca f'<0, atunci: z<y = f(z)>f(y).

4.9.2 Definitie. Fie f: D — R o functie definita pe o multime D CR" si fie a€ D.
= Spunem ca a este punct de minim local al lui f daca exista £>0 astfel incat
fla)< f(x), oricare ar fi x € B.(a)ND.

= Spunem ca a este punct de mazxim local al lui f daca exista € >0 astfel incat

fla)> f(x), oricare ar fi x € B.(a)ND.

= Spunem ca a este punct de minim global al lui f daca

fla)< f(x), oricare ar i xeD.

» Spunem ca a este punct de mazxim global al lui f daca

fla)> f(x), oricare ar fi x€D.

» Spunem ca a este punct de extrem local (global) al lui f daca este punct de

maxim local (respectiv, global) sau punct de minim local (respectiv, global).

4.9.3 Fie f: DCR—R o functie si a€ D un punct de extrem local al lui f.
Dacd a€D si f este derivabild in a, atunci stim c¢a f/(a)=0 (v. pag. 95-23).

o
4.9.4 Definitie. Fie f: D C R™ — R o functie si a €D un punct in care f este
diferentiabila . Spunem ca a este punct stationar (sau punct critic) al lui f daca
of

oz, (a) =0, oricare ar fi j € {1,2,...,n}.

4.9.5 Teorema. Fie f:DC R"—R o functie. Orice punct de extrem local din
interiorul lui D in care functia este diferentiabila este punct stationar.

[e]
Demonstratie (Cazul n=2). Fie a €D un punct de extrem in care f este diferentiabila
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si >0 cu B,(a) CD. Deoarece a; este punct de extrem pentru functia derivabila
©1 - (al—r,al—i-?“) —>R7 @1(t) :f(t7a2)7

din teorema lui Fermat ( a se vedea pag. 95-23) rezulta ca ¢/ (a1) = 0 si avem

ﬁ f(t7a2)7f(a17a2)

. . N u
ory (CL) = hmt%al I S = hmt%al p1(t)—p1(a1)

t—a; = 90,1 (al) =0.
Similar, ao fiind punct de extrem pentru functia derivabila
Y2 . (GQ—T7GQ+T) —>R7 @1(t) :f(a17t)7

din teorema lui Fermat rezulta
S (@) = limy g, LentSl0100) — g, 22022000 — g (ay) = 0,
4.9.6 Propozitie. Fie f:DCR—R o functie de clasi C? intr-o vecindtate
e]
(a —r,a+r) C D aunui punct stationar a€D. Avem:

» Daca f"(a) <0, atunci a este punct de maxim;
» Dacd f"(a) >0, atunci a este punct de minim.

Demonstratie. In cazul f”(a) # 0, derivata a doua f” pastreazi acelasi semn pe o
vecinatate (a —e,a+¢) C (a—7r,a+7r) a lui a. Pentru orice z € (a —¢,a+¢), exista

& intre a si z astfel Incat

f)-fa) = T wap?

4.9.7 Teoremi. Fie f:DCR—R o functie de clasi C* intr-o vecindtate
(a —r,a+r)C D aunui punct aE]_O) cu proprietatile:
f@)=0, f"a)=0, ..., f*V(@)=0, f®(a)z0.
Avem:

» Daca k este par, atunci a este punct de extrem :
—Daci f®)(a)<0, atunci a este punct de mazxim;
—Daci f®)(a)>0, atunci a este punct de minim.

» Dacda k este impar, atunci a nu este punct de extrem.

Demonstratie. Derivata f*) pistreazii acelagi semn pe o vecinitate (a—e,a+e)C
(a —7,a+1r) alui a. Pentru orice z€(a —€,a + ¢€) exista £ intre a si = astfel incat
A
F@)=f@) = T aapt
Daca k este impar, atunci (z—a)¥ <0 pentru x <a si (z—a)* >0 pentru z > a.




126 Elemente de Analiza Matematica

4.9.8 Daci functia f: D C R"—R este de clasid C? intr-o vecinitate B.(a) a unui
e]
punct stationar a € D, atunci pentru orice z € B,.(a) exista ¢ pe segmentul

care uneste a cu x astfel Incat
1
f(@)=f(a) = 5 *(F)(e) (z—a).

4.9.9 Daci functia f: D C R"—R este de clasa C? intr-o vecinitate B,.(a) C D a
unui punct a € lo), atunci
g:R"xR" — R, g(u,v) = Z ai(a)ujvk,
J,k=1
este o forma biliniara simetrica. Forma patratica asociata este diferentiala de

ordinul doi

6f2
2 . DN
d“f(a) : R" — R, Z (933] axk a) uj ug.
7,k=1
Matricea acestei forme patratice In raport cu baza canonica este matricea
af2 af2 of2
8_3[;% (a’) Ox1 Oxo (a) e Ox1 Oxn (a)
af? af? af?
Oxo Ox1 (a) 8_13 (a’) e Ox2 Oxn (a)
af2 af2 af2
Oxyn Ox1 (a) Oxy Ox2 (a) e ﬂ(a’)

numitd hessiana lui f in a (dupa numele matematicianului O. Hesse).

4.9.10 Definitie. Spunem despre o forma patratica

n
jk=1
ca este pozitiv definita ( respectiv, negativ definita ) daca

Q(u)>0 (respectiv, Q(u)<0), oricare ar fi ueR", u # 0.

4.9.11 Matricea formei patratice @,
g1 g12 - Gin

g21 G922 - Gon

gnl Gn2 °  Gnn
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fiind reala si simetrica, valorile ei proprii sunt reale. Ele sunt radacinile ecuatiei

gii—XA  gi2 - Jin
921 ga2—A - 9on
=0.
gni 9n2 e gnn_)\

Forma patratica ) este pozitiv (respectiv, negativ) definita daca are toate valorile
proprii strict pozitive (respectiv, negative).
4.9.12 Exemple.
a) Forma patraticd Q:R%2 — R, Q(u1,uz)= au%—i—?ﬂulumu% cu matricea asociata
a f
By
este pozitiv (respectiv, negativ) definita daca valorile proprii

. _(aty:@AP AP
1,2 — 2

)

sunt pozitive (respectiv, negative).

b) Forma patratics Q:R? — R, Q(uy, ua, u3) = 2uus+2uuz+2uzu; nu este nici

pozitiv definita, nici negativ definita deoarece matricea asociata

011
1 01
1 10

are valorile proprii A\; =2, Ay = —1si A\3 = —1.

4.9.13 MATHEMATICA: Eigenvalues([{{a, b}, {b, c}}

In[1] :=Eigenvalues([{{a, b}, {b, c}}]
Out[l]:{%(a+c—\/a2+4b2—2ac+c2), %(a+c+\/a2+4b2—2ac+c2)}
In[2] :=Eigenvalues[{{0, 1, 1}, {1, 0, 1}, {1, 1, 0}}]

Out[2]={2,~1,~1}

4.9.14 Teorema. Fie f:DC R"—R o functie de clasd C? intr-o vecindtate B, (a)

[}
a unui punct stationar a€D. Avem:
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« Dacd d?f(a) este pozitiv definitd, atunci a este punct de minim;

» Dacd d?f(a) este negativ definitd, atunci a este punct de mazim;

« Dacd d?f(a) #0 nu este nici pozitiv nici negativ definitd, atunci
a nu este punct de extrem.

Demonstratie. Daca d? f(a) este pozitiv definita, atunci avem
= nin —d2f( ) (u) >0

deoarece functia continua R® — R : u +— d*f(a) (u) este mirginitd pe multimea
compacta {u € R"™ | || u ||=1} si isi atinge marginile. Pentru orice punct = € B, (a)
existd un punct ¢ pe segmentul ce unegte a cu x astfel incat

1, 1 - 9%f
f@)=fla) = 57 d°f(c) (z—a) = 5 W(C) (zj—aj)(zp—ap).

Ultima relatie se poate scrie sub forma

@)= 10) =g & 1(@) (2= ) o=l +ale-a) [a-alP

unde

2

1 & 0*f 0*f (xj—aj)(zr—ag)
w(rz—a) = = < c) — ( ) J 7 .
j;l dxj Oy, dxj Oy, | z—a|?
Deoarece functia f este de clasd C2 in B,(a) si
1 — O 0% f
_ <= __ZJ
w(w=a) 2 Z 835] ox ¢ Ox; Bxk
exista € € (0,7) astfel incat pentru xEBe( ) avem |w(zx—a)|

<
@)= 10)= |5 1) (Tomar ) +to=a)| lo=alP> [m=5] o=al> 0

[z

5 si prin urmare

Celelalte afirmatii pot fi justificate asemanator.

4.9.15 Pentru a obtine informatii privind punctele de extrem ale unei functii de clasa

C?, f:DC R"—R, determindm punctele stationare (critice) rezolvand sistemul

I(a)=0

Apoi, pentru fiecare punct stationar a gisit studiem forma patratica d?f(a):R" —R.

Matricea asociata acestei forme in raport cu o baza a lui R™ depinde de baza aleasa.
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4.9.16 Teorema (Jacobi). Fie Q : R" — R o forma patratica si fie

911 gi2 - Jin
921 922 - G2
9gnl1 Gn2 - Gnn
matricea ei in raport cu o baza B = {e1,ea,....,e,} a spatiului R™. Daca
Ay =gu #0,
A, = | 911 912 0
? 921 922 70,
g1 gi1i2 - Gin
An=| P T B,
9gnl1 Gn2 - Gnn
atunci existd o baza B' = {€], e}, ..., el } in raport cu care Q are expresia
1,2 A1 42 Ap1 42
T)=-—= — e x
Q( ) Al 1 + AQ 2 + + An n o

! ! ! ! ! !
unde T=x1€1+Toeo+ - +Tpep = rie1txges+ - a6,

4.9.17 Dacd A1 >0, Ay>0, ... , A, >0, atunci @ este pozitiv definita .
Daca A; <0, Ay >0, As3<0, ... , (—1)"A,, >0, atunci ) este negativ definita.

4.9.18 Propozitie. Fie f:DC R?>—R o functie diferentiabild si a € D un punct
stationar. Dacd f este de clasd C? intr-o vecindtate B.(a) a lui a, atunci:

2
» Daca Ag= %(a) giy{(a)— (8833ng(‘1)) >0, atunci a este punct de extrem :

— Daca A= %(a

)>0, atunci a este punct de minim
— Daci A=5%1(a)<0,
2

atunci a este punct de mazxim

» Daca Ag= %(a) giyg(a)— (aa;gy(a)) <0, atunci a nu este punct de extrem.

Demonstratie. Utilizam teorema lui Jacobi. Matricea formei patratice d?f(a) in
raport cu baza canonica B={e; =(1,0), ea=(0,1)} este

0?2 9?2
8_J:J; (a) ox gy (a’)

9? 02
5ty (@) gk (a)
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4.9.19 Proporzitia nu ofera informatii despre punctele de extrem in cazul As=0.

4.9.20 Exercitiu. Sa se determine punctele de extrem local ale functiei
f:R? —R, fz,y) =2 —y> + 3zy + 1.

Rezolvarea 1. Rezolvand sistemul
g—i(al,ag) =3a? +3a3 =0
g—i(al,ag) = —30% + 3a1 =0
obtinem punctele stationare (0,0) si (1,—1). Punctul a = (0,0) nu este punct de

extrem deoarece matricea

ﬂ(oo) 21-(0,0) _(0 3)
L0,00 24,0 ) \3 0

8J3 By
are valorile proprii A\; ==3. Punctul a=(1,—1) este punct de minim deoarece
9?2 92
(-1 o (1,-1) (6 3)
0? -
&Bgy(l -1) ZLa,-1) 36
are valorile proprii Ay =3 gi Ay = 9.

9y

Rezolvarea 2. Rezolvand sistemul
g—i(al,ag) =3a} +3as =0
g—]yc(al,ag) = —3a% +3a; =0
obtinem punctele stationare (0,0) si (1,—1). Punctul a = (0,0) nu este punct de

extrem deoarece

Aa=24(0,0) 24(0,0)~ (may(o 0)) =—9<0.

Punctul a= (1, —1) este punct de minim deoarece
9

€
2 2 2 .
Ap=2L(1,-1) a—y{(1,—1)—<aigy(1,—1)> —27>0 s A=24(1,-1)=6>0.
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4.10 Teorema functiilor implicite

4.10.1 Fie functia F : R? — R, F(z,y)=2%+y?—1. Multimea
C={(z,y) | Flz,y)=0} = {(z,y) | 2’ +y°=1}

nu reprezinta graficul unei functii de forma f : (a, ) — R deoarece la anumite

valori ale lui z corespund doua valori ale lui y:

P2+y2—1=0 = y=+v1-22, oricare ar i x€[-1,1].
Totusi, pentru orice punct (a,b) € C diferit de punctele (1,0) si (—1,0), exista
e >0, 6 >0 astfel incat ((a —e,a+¢) x (b—9,b+0)) NC este graficul unei functii
f:(a—e,a+e)— (b—0,b+0) cu proprietatile f(a)=bsi F(z, f(z))=0 (v. Fig. 4.5).

Spunem ca f este o functie definita implicit de ecuatia F(x,y) = 0.

(_170)

Figura 4.5: Cercul C = { (z,y) | 2>+y*=1}.

4.10.2 Punctele in jurul carora o curba de forma {(x,y) | F(z,y)=0}, definita de o
functie F': DCR? =R de clasd O, nu reprezinta graficul unei functii f : (o, 8) — R

sunt cele in care tangenta la curba este paralela cu Oy (normala paralela cu Ox).

4.10.3 Fie F: DCR? =R o functie de clasa C! si (a,b) € D astfel incat F(a,b)=0 si
dF(a,b)#0 . Daca (—¢,e)— D:t+(p(t),(t)) este un drum de clasi C* astfel incat

(¢(0),1(0))=(a,b) si F(p(t),¥(t))=0, oricare ar fi te(—e,¢),

atunci
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adica avem relatia

care se mai poate scrie

oF OF
—(a,b), —(a,b ! ! =0.
((Fotan. Goan) (w0, ) =0
Din ultima relatie rezulta ci vectorul (%—I;(a, b), %—5(&, b)) este perpendicular pe

tangenta la {(z,y)|F(z,y)=0}. Este paralel cu Ox daca si numai daca %—5(@, b)=0.

4.10.4 Teorema. Fie D CR? o multime deschisd si F: D —R functie de clasa C'.

Daca (a,b) € D este astfel incat
oF

F(a,b)=0 st a—y(a, b) #0,
atunci exista € >0, 6 >0 astfel incit (a—e,a+e) x (b—08,b+0)C D
st exista o functie f:(a—e,a+e)— (b—09,b+0) cu proprietatile:
1) fla)=b;
2)  F(z,f(x))=0, oricare ar fiz€(a—e,a+e);
3)  functia f este de clasi C' si
9 (z, § (x)

T ==9r G )y
o)

Demonstratie. Consideram cazul 8_5(a’ b) > 0. Functia f fiind de clasi C! in D,
exista r >0, >0 astfel incat %—5(35, y) >0, oricare ar fi (z,y) € (a—r, a+r) X [b—9, b+0].
Deoarece %—5(&, y) > 05si F(a,b)=0, rezulta ca F(a,b-0) <0 si F(a, b+6) >0. Functia
F fiind continud, rezulta ca exista e € (0, r) astfel incat F(x,b—0) <0 si F'(z,b4+0) >0,
oricare ar fi z € (a—e,a+¢). Pentru orice z € (a—¢, a+¢), functia continua
[b—8,04+6] — R:y— F(z,y)
este crescatoare, F'(x,b—09) <0 si F(x,b+9)>0. Rezultd ca exista y, € (b—0,b+0)
astfel incat F(x,y,) = 0. Functia
fi(a—e,a+e)— (b—0,b+9), f(@) = ya,

indeplineste conditiile f(a) =0 si F(z, f(x)) =0, oricare ar i z € (a—e,a+¢). Fie
xo € (a—e,a+e) fixat. Oricare ar fi z € (a—e,a+¢) diferit de z, exista (£,7n) pe
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segmentul ce uneste (xo, f(z9)) cu (z, f(z)) astfel incat (v. pag. 121-3)

Pl () = Flao, f(an)) = G (€n)(o = 0) + G (€m)(F(@) = Flan).
Deoarece F(z, f(x)) = F(xo, f(zo)) = 0, obtinem
o) = tim L@ @) G &n) G (@, flw)
TEo T T =0 G (€, m) O (wo, f(x0))

Cazul %—5(@, b) > 0 poate fi analizat asemanator.

4.10.5 Teorema. Fie F:DCR"xRF —RF: (2,y)— F(x,y) o functie de clasid C*
definita pe o multime deschisa D. Daca (a,b) € D este astfel incat

_ D(Fy, Fs, ..., Fy)
F(a,b)=0 st a,b)#0,
( ) D(ylay27"'7yk) ( )

atunci exista € >0, 6>0 astfel incit B-(a) x Bs(b)C D si existd o
functie f:B.(a)— Bs(b) cu proprietatile:

1) fla)=b;

2)  F(z,f(z))=0, oricare ar fi x € Bs(a);

3)  functia f este de clasid C' si

~1
H@” :—<H(x,f(w))> H(m (2)).
4.10.6 Incazul n = k = 2, relatia anterioara devine
g_ill(x) 3—2(36) - %—ﬁ(m,f(x)) ‘g—g(x,f(x)) - g—fi@af(w)) g_fi(x’ ()
<§—£?<fv> 3—53(@) __<%—§?<w,f<w>> g—§2<x,f<x>>> <2—f§<x,f<x>> ora g, <x>)>

si este echivalenta cu:

(2, f(2)) G (a, f()
Ot _ _ oo, f(2) B2, f@)| oy @ f(@)
Ox; G @) G, f@)]| DI p())
B2 (2, f(x)) G2 (, f(2))
80 (w, () GEL(x, ()
Oy 1y _ _ (o, f(2) B2, f@)| By (@ /(@)
Oz @ F@) G f@)| P (e f(x)
L (x, f(2)) G2(x, f(2))
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4.11 Teorema de inversiune locala

4.11.1 Teorema. Dacad functia continud si bijectiva f:1— J definitd pe un interval
I este derivabild in a€ I si daca f'(a)#0, atunci functia inversd
f1:J—=1T este derivabild in punctul b= f(a) si

1 1
Y (fl) = 5=,  adica  (f7)(0) = 57
IO = 5 7T
Demonstratie. Functia f~! fiind continua (a se vedea pag. 84-5), avem

U)oy £ w1 (0)
= = limy—s s r @)

limyﬁb

T 1 — 1
= limy_p JO TGty — F(FI0) "
L)~ 1)

4.11.2 Fie f:I—R o functie derivabila definita pe un interval I cu f’(z)#0,
oricare ar fi z € I. Functia f’ avand proprietatea lui Darboux
(v. pag. 95-27), pastreaza semn constant pe I gi prin urmare, f este strict
monotona. Functia f:I— f(I) este bijectiva si pentru orice y € f(I), avem

—1y\/ _ 1
U)W = Fgy

4.11.3 Daca functia bijectiva f:1—J gi inversa ei sunt derivabile, atunci

d

@)=z = (Y (@) (=) =1,

oricare ar fi x € 1. Din aceasta relatie rezulta

(F N (f(2) = f’}x) dacd f'(z) # 0.

4.11.4 Exemple.

a) Inversa functiei bijective sin: [—%, %] —[—1,1] este arcsin:[—1,1] — [—%, ] si

vl

arcsin(sinz)=x =22 (arcsin)’ (sinz) cosz=1.

Pentru orice z € (—%, %), avem

1 1
(arcsin)’ (sin 1) = ———, adica (arcsint) =

1 —sin’z V-2
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TR

) si

b) Inversa functiei bijective tg: (—%, g) — R este arctg:R — (—%,
d
iz

1
tg(tgz) = == tg) (t =1,
arctg(tg z) =z (arctg)'(tg z) o521

relatie din care rezulta

1
(arctg) (tg x) =cos® & = Trels

I_

142

adica (arctgt)

c) Inversa functiei bijective R—(0,00) : 2 — €® este In:(0,00) —R si
a
In(e”)=x =1z (In)'(e*) e* =1,

relatie din care rezulta

In) (e* :i, adica lnt/:l.
( - "

e

4.11.5 Teorema. Fie f:D—R": x> (f1(x), f2(), ..., fu(x)) 0 functie de clasq C*
definita pe o multime deschisa D CR"™. Dacd a€ D este astfel incat

O (a) ... 21 (a)

ox1 OTn

D i AL

Dé§i7£27---7£n)) (a) - 5 E 8; #07
a—g(a) —83{2 (a)

atunci exista € >0 si o functie g : B:(f(a)) — D astfel incat:
) g(f(@) =a;

2)  flg(y)) =y, oricare ar fiy€ B:(f(a));

3)  functia g este de clasq C' si

M( ) = (a(fl’fQ’ FL) (g(y))> _1-

8(y17y27"'7yn) 3(xl,x2,...,mn)
Demonstratie. Functia F: DxR® —R", F(x,y)=f(x)—y este de clasa C! si

(3(F1,F2,...,Fn) _ D(fl’f%"'afn)

F =
(a, f(a)) 07 det 8($1,x2,...,$n) D(le,ﬂjQ,..-,l‘n)

(a, f(a))

(a) #0.

Conform teoremei functiilor implicite, existd d >0 si g: Bs(f(a)) — D astfel incat:
1) g(f(a) =g
2)  Flg(y),y) = f(g(y)) —y=0, oricare ar fi y€ Bs(f(a));
3) functia g este de clasi C! si
(g1, s Gn) , <6(F1, W E) >—1a(F1, W Fy)
a(y17"'7yn) ) 8(1.17"'71.”) (g(y)’y) 8(y17"'7yn) (g(y)7y).
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4.11.6 Definitie. O functie f: D — U de clasa C! intre dous multimi deschise D
si U din R™ se numeste difeomorfism daca este bijectiva si inversa

ei f~1:U — D este de clasa C*.

4.11.7 Se poate arita ([29], pag. 220) ca o functie bijectiva f:D —U de clasa C*

intre doua multimi deschise D gi U din R™ este difeomorfism daca gi numai

dacd f~! este continui si

ad 0

SL(a) ... 52(a)
: #£0, oricare ar fi a€ D.

20 . 20

or1  Oxn
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Primitive si integrale simple

5.1 Primitive

5.1.1 Propozitie. Fie f: I —R o functie derivabild definita pe un interval I CR.

Daca f'=0, atunci f este functie constantd.

Demonstratie. Utilizam teorema lui Lagrange (pag. 95-25). Pentru orice z,y € I,
exista & intre x i y astfel incat f(z)—f(y)=f'(€) (x—y), adica avem f(x)—f(y)=0.

5.1.2 Fie f,g: I — R doua functii derivabile definite pe un interval I CR.
Daca f'=¢, atunci g— f =const, adica exista c€R astfel incat

g(z) = f(x) +¢, oricare ar fi x€l.

5.1.3 Definitie. Fie f: I —R o functie definita pe un interval I CR. Prin primitiva
a lui f se intelege o functie derivabila F': I — R astfel Incat

F'(z) = f(z), oricare ar fi z€l.

5.1.4 Daca Fy, F5: I — R sunt doua primitive ale unei functii f: I —R definite pe

intervalul I, atunci exista c€R astfel incat I} = Fy + c.

5.1.5 Multimea primitivelor unei functii f: I —R se noteaza cu [ f(z)dz, adicd
/f(ac)dm ={F:I—>R | F este primitivi alui f }.

Vom nota cu C multimea functiilor constante definite pe intervalul considerat.
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5.1.6 Primitivele unor functii uzuale f: I -R

(I este un interval inclus in domeniul maxim de derivabilitate al primitivelor)

‘ Functia ‘ Multimea primitivelor ‘ Intervalul ‘ Conditii ‘
f(z) = [dx =z+C ICR
flz) =a" [a"de = 25 2" +C ICR neN
f(z) =2~ [ adx = O%Ll 2ot 4-C I1C(0,00) aeR\{-1}
fle)=1 [ 1dz =In|z|+C ICR\{0}
f(z)=¢" [ etdr =e"+C ICR
f(z) =a" [a®dx = - a®+C ICR 0<a#1
f(z)=sinx [sinzdx = —cosz+C ICR
f(x)=cosx [ coszdx =sinz+C ICR
f(.%') ~ sin’z f sin® x da = —ctgx+C IgR L
f(z)= \/a21_x2 i \/a21_x2 dr = arcsin £ +C IC(—a,a) a#0
f(z)= \/gﬁzl_az f\/ 21 dr=In|z+V2?—a?|+C ICR\[—a,a] a>0
f(z)= \/121+a2 f\/m%r = d:n—ln(ac—i—\/ +a )—|—C ICR a#0
f(z)= a241ra:2 Ji a2+$2 dr = Larctg Z4+C ICR a0
flx)= x2ia2 / xz_ag dr = % In | 2=21+C I CR\{*a} a#0
f(z)=shz [shzdr =cha+C ICR
f(z)=chz Jchadr =sha+C ICR
5.1.7 MATHEMATICA: Integrate[f[x], x]

In[1] :=Integrate[f[x], x] —  Out[l]= [ f(z)dz

In[2] :=Integrate[x"a, x] = Out[2]= ;j:

In[3] :=Integrate[a"x, x] —  Out[3]=

In[4] :=Integrate[1/Sqrt[x"2+a"2], x] +> Out[4]=Log [x+\/a2+a:2]

5.1.8 Teorema. Daca functiile f,g:1—R definite pe un interval I admit primitive

gt NeR*, atunci functiile f+g si A f admit primitive gi

J(f@)+g(x))

Demonstratie. Dacd F e [ f(z)dx si Ge [g(x

de= [ f(z)dz+ [g(z)dx
)dz, atunci (F4+G)' =

JAf ()
f+g, (AF)

5.1.9 Teorema. Daca f:1— R admite primitive pe intervalul I,

atunci f are proprietatea lui Darbouz pe I.

dr=\ [ f(z)dx
—\f.
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Demonstratie. Daca f admite primitive, atunci existd F':I — R astfel incat f=F".

Dar, derivata unei functii pe un interval are proprietatea lui Darboux (pag. 95-27).
5.1.10 Teorema. O functie continud definita pe un interval admite primitive.
Demonstratie. A se vedea pag. 149-25.

5.1.11 Teorema (Integrarea prin parti). Dacd f,g:1—R sunt functii de clasi C*

definite pe un interval I, atunci functiile f'g si fg' admit primitive si

/ f(x) g (@) de= f(x) glz) / F(@) o) de

Demonstratie. Functiile f'g si f¢’ fiind continue, admit primitive si

flx)g(xz)+C= /fg dac—/f dx+/f

5.1.12 Exercitiu. Sa se calculeze integralele
/xexdx, /lnxdx, /\/4—1‘2 dz.

Rezolvare. Avem:
fxexd:c—f:c )dx = ze® —fexd:v—:ce — e’ 4+ C;

flnxdx:fx lnxdm:xlnx—fx In z) dx:xlnx—fdx:xlnm—x—i—c;
[VA—a?de= f x—4f\/ —fx\/4”ix2dx:4arcsin%—i—fm(\/él—ﬂ)’dx
=4 arcsin§+x\/4—x — [VA—z%dz.
Din ultima relatie rezultd c& [v4 — 22 dx = 2 arcsin §+5v/4—22 + C.

5.1.13 MATHEMATICA: Integrate[f[x], x]
In[1] :=Integrate[x Exp([x], x] —  Out[l]=e®(—1+z)
In[2]:=Integratel[Log[x], x] — Out[2]=fm+:v Log [z]
In[3] :=Integrate[Sqrt[4-x"2], x] +> Out[3]=% zv4—224+2 ArcSin [%]

5.1.14 Teorema (Schimbarea de variabild). Fie I, JC R intervale gi I AN SN
doud functii. Daca ¢ : I — J este derivabila si F' este o primitivd a
li f, atunci I - R:z— (Fop)(z)=F(p(z)) este o primitiva a functiei
I-R:x— f(o(x)) ¢ (z), adicd

/f )¢ () dz = (/f(t) dt> og.
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Demonstratie. Avem %F((p(x)) = F'(p(x)) ¢'(x) = f(p(x)) ' ().

5.1.15 Exercitiu. Sa se calculeze integralele

N

Rezolvare Avem (a se vedea exercitiul anterior):
f Vol dr =2 [eVi(\/x )dm—2(fetdt) \/——Qe\f—l—C

PN
_ dt Ve+1l-1 .
S =2 e Vot e = () =B +C

JV=2?246x—5dx = [ \/4—(x—3)% (z—3)'dx
= (f\/4—t2dt) = 2 arcsin "”773—#%3\/—3:24—6:6—5 +C.

t=xr—3

5.1.16 MATHEMATICA: Integrate[f[x], x]
In[1] :=Integrate[Exp[Sqrt[x]1]1/Sqrt[x], x] +— Out[l]=2eV®

In[2]:=Integrate[1/(x Sqrtlx+11), x] > Out[2]=Log[-1+v/T+z]—Log[l+vI+z]
In[3] :=Integrate[Sqrt [-x"2+6x-5], x] > Out[3]=} (—3+x) v—5+6x—22+2 ArcSin[} (—3+x)]

5.1.17 Teorema Fie I,J intervale si ILJLR, unde f este o functie continud
siu este o functie de clasd C' bijectivd cu u'(t)#£0, oricare ar fit€l.
Daca G este o primitivd a functiei I —R:t— f(u(t))u'(t), atunci
J — Rz Gu () este o primitivd a lui f, adicd

/f(av)dw:Gou1 +C.
Demonstratie. Utilizand teorema de derivare a functiei inverse (pag. 134-1), obtinem

(Gou™Y(2) =G (u™ (@) (™) () = f(u(u™"(2))) w/ (u™"(x)) m = f(a).

5.1.18 Exercitiu. Sa se determine multimea primitivelor functiei
NS
1+

Rezolvare. Functia u : (0,00) — (0,00), u(t) = t? este bijectiva si u=!(x) = /z.

f:(0,00) =R, flz) =

Deoarece

[ Flu(t)) — [ g =2 CD g — 2 2t 4 2 (144) +C,

aveln

ffdm—(ff W(t)dt),_ gz =z —2yT +2In (1+y/T) +C
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5.1.19 MATHEMATICA: Integrate[f[x], x]

In[1] :=Integrate[Sqrt[x]/(1+Sqrt[x]), x] +> Out[l]l=—2z+z+2 Log[l—f—\/ﬂ

5.2 Integrala definita

5.2.1 Definitie. Fie [a,b] C R un interval inchis si marginit. Prin diviziune a in-

tervalului [a, b] se intelege un sistem de puncte § = {xg, x1, ... ,z,} astfel incat
a=x0 <21 <9< ... <Tp_1<xp=">0.
Lungimea celui mai mare dintre intervalele [zg, z1], [z1,z2], ..., [Tn—1, %], adica
I0]] = max (2; — 2i-1),
i=T,n

este numita norma diviziunii 6.

F&) 1

fle) | ~ —

@ & T & T2 63 T3 g wy & b

Figura 5.1: Integrala definita.

5.2.2 Exemplu. Punctele

b— b— b—
0 = a, xlza—i——a, xQ:a—i—Q—a, ,xn_lza—i—(n—l)—a, Tp=0b
n n n
b—a

formeaza o diviziune (echidistanta) § cu norma ||§]| = *-2.
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5.2.3 Definitie. Fie f : [a,b] — R o functie, 06 = {xo, 1, ... ,2,} o diviziune a
intervalului [a, b] si {&};_1,, un sistem de puncte intermediare asociat diviziunii cu
§1€fzo, z1], &€z, .. &n€lra—1, Tl

Prin suma Riemann asociata functiei f, diviziunii § si sistemului de puncte inter-

mediare {&;}

se intelege numarul

as(f,A&}) =Y (&) (@i — i),
i=1

i=1n

In cazul in care f(x)>0 pentru orice x € [a, b], numsrul os(f, {€;}) reprezints suma

ariilor unor dreptunghiuri. Ea aproximeaza aria de sub grafic (v. Fig. 5.1).

5.2.4 Definitie. Spunem ca functia f : [a,b] — R este integrabild (Riemann) pe
[a,b] daca existd un numar /¢ € R cu proprietatea ca, pentru orice

€>0, exista v >0 astfel incat relatia

lo5(f:{&}) — Il <

are loc pentru orice diviziune § cu ||d|| < v si pentru orice alegere
a sistemului de puncte intermediare {&;}, 1.
Numarul I se numeste integrala functiei f pe [a, ] si se utilizeaza

pentru el notatia fab f(x)dx.

5.2.5 Teorema. Functia f : [a,b] — R este integrabila (Riemann) pe [a,b] daca si
numai daca exista un numar 1 €R astfel incat, pentru orice sir de
diviziuni (6,,)50; cu limy, o0 ||0n]] = 0 $i pentru orice alegere a

sistemelor de puncte intermediare asociate {£'}, avem
lim o, (£, {€]}) = 1.
n—oo

In cazul in care f este integrabild, avem I = f; f(z)dz.

Demonstratie. “=" Aratam ca pentru orice sir (0,)52; cu limy,_o ||0n]| = 0 avem
limy, 00 05, (f,{&'}) = Iy, oricare ar fi {{'}. Fie € > 0. Conform ipotezei exista
v >0 astfel incat |os(f, {&}) — If| < € pentru orice diviziune ¢ cu ||0]| < v si orice
{&i}i—17- Deoarece limy, o0 |[0n]| = 0, exista n. € N astfel incat [|d,|| < v pentru
n > ne. Rezulta |os, (f,{&'}) — If| < €, oricare ar fi n > n.. “<” Aratam prin
reducere la absurd ca f este integrabila si Iy = I. Presupunand ca f; f(z)dx # I,
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existd g > 0 astfel Incat pentru orice v > 0, existd o diviziune 4, si un sistem de

puncte intermediare {€/} cu |os, (f, {€'}) — I| > 0. In particular, alegand v = Lcu

n € N*, obtinem un sir de diviziuni (6,)32; cu ||6,|| < L si |os, (f. {&'}) — I| > <o
pentru anumite sisteme de puncte {{'}. Rezulta ca lim,_, o5, (f,{&'}) # I, desi

lim;,, 00 ||0n]| = 0, In contradictie cu ipoteza.

5.2.6 Propozitie.
a) Daca f : [a,b] — R este integrabila si « €R, atunci functia of este integrabila si

[en@a=a @

b) Daca f,qg: [a,b] — R sunt integrabile, atunci functiile f £+ g sunt integrabile si

/ '+ g)a) dr = / ’ fle)de & / " o) da.

Demonstratie. Pentru orice (0,,)52, cu lim,, 0 ||65|| = 0 si orice {£'} avem
limy o0 05, (0f, {67}) = @ lim o0 05, (f {61} = @ [, f(@) do
limy, 00 05, (f £9,{&"}) =limn 00 05, (f, {&]"})
+1limy, 00 05, (9, {&1'}) f f(x dx:l:f;g(x) dx
5.2.7 Se poate arata ca:
1) Daca f,g: [a,b] — R sunt integrabile, atunci fg este functie integrabila,
2) Daca f : [a,b] — R este integrabila, atunci |f] : [a,b] — R este integrabila.

5.2.8 Propozitie.
a) Daca f : [a,b] — R este integrabila si f(x) > 0, oricare ar fi x € |a,b], atunci

/abf(x)dm > 0.

b) Daca f,g : [a,b] — R sunt integrabile si f(x) <g(x), oricare ar fi x €[a,b], atunci

/ ) da < / gl e

¢) Daca functiile f : [a,b] — ]R st |f]: [a,b] — R sunt integrabile, atunci

/|f )| da.

Demonstratie. a) Fie (5n)n:1 = ({zg, =7, ..., 2} })7Z; un sir de diviziuni astfel

x) dx

incat lim,, o0 ||05]| =0 si {£]'} puncte intermediare £ € [ |, z}]. Avem
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kn b
i (FAEN =Y HE) @l —at)20 = [ fe)de= Jim o3, ({1 2 0.
i=1 a
b) Utilizand a), obtinem
b b b
f<g = g-20 = [ g@ydo- [ j@)do= [ (G- Pia)doz0,
c¢) Avem

b b b
fl<Felf — —/ |f<x>|dxs/ f(w)dxé/ (@) d.

5.2.9 Definitie. Spunem ca f : [a,b] — R este marginita daca exista M €R incat
|f(z)] < M, oricare ar i  z € [a,b].

In caz contrar, spunem ca f este nemadrginitd.

5.2.10 Propozitie. Daca functia f : [a,b] — R este nemarginita, atunci exista un

sir (ag)k>0 in [a,b] astfel incat

lim f(a) =—00 sau lim f(ag) = oco.
k—o00 k—ro00

Demonstratie. Oricare ar fi n €N, exista z,, € [a, b] astfel incat | f(xy)| > n. Cel putin
una dintre multimile {z,, [n€N, f(z,)>n}si{z, [n€N, f(z,)<—n} este infinita

si elementele ei corespund unui subsir (ag)n>0 al lui (zy,)n>0 cu klim f(ag)==%o0.
— 00

5.2.11 Teorema. Daca functia f : [a,b] — R este integrabila, atunci este marginitad.

Demonstratie. Fie f:[a,b] — R o functie nemarginita superior si 6 ={zg, =1, ... , T}
o diviziune a lui [a, b] . Exista un sir (ox)g>0 In [a, b] astfel incat limy_,o f(ax) = oo.
Cel putin unul dintre intervalele [zq, z1], [1,22], ... , [Zn—1,2n] contine un numar
infinit de termeni ai sirului (o )n>0. Fie [xj_1,2;] un astfel de interval. Exista un
Sir (€] )n>0 In (-1, 5] cu limy, o0 f(€7) (2 — 2j-1) = 0o. Valoarea unei sume Rie-
mann o5(f,{&}) = >y f(&) (i — xi—1) asociate diviziunii § poate fi facutd oricat
de mare modificand convenabil alegerea lui &;. O relatie de tipul |os(f, {&})—1f| <€

nu poate avea loc pentru orice alegere a punctelor intermediare {&;}.

5.2.12 Propozitie. Daca f : [a,b] — R este o functie integrabila, atunci

b
m(b—a) < / f(x)dx < M(b—a),
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unde m = infme[a,b] f(x) s M = SUPze|[a,b] f(x)
Demonstratie. Functia integrabild f fiind marginita, exista marginile m si M cu

m < f(z) < M, oricare ar i x€[a,b],

si prin urmare ( a se vedea pag. 143-8 )

m(b—a) /mdx</f dx</de— (b—a).

5.2.13 Definitie. Fie f : [a,b] — R o functie marginita si 6 = {xo, z1, ... ,zn}
o diviziune a intervalului [a,b]. Sumele (v. Fig. 5.2)
n
= Z m; (x; — xi—1), unde m; = inf  f(x),
Ai $E[Z‘i_1,l‘i}
si
n
= Z M; (z; — zi-1), unde  M;= sup f(z),

T€[Ti_1,%;]

se numesc suma Darbouz inferioara si respectiv, suma Darbouzx superioara.

a T i) xs3 T4 b

Figura 5.2: Sumele Darboux inferioara si superioara.

5.2.14 Propozitie. Daca f : [a,b] — R este o functie marginita si § o diviziune
a intervalului [a,b], atunci ss(f) < os(f,{&}) < Ss(f), oricare ar fi punctele {&;}.

Demonstratie. Daca § = {xq, ..., zn}, avem m; < f(&;) < M;, pentru orice §; €

[mi—h xz]
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5.2.15 Propozitie. Daca f : [a,b] — R este o functie marginita i 0 o diviziune
fizata, atunci
ss(f) = inf o5(f,{&}), Ss(f) =supos(f,{&}),
(&} {&:}
unde marginea inferioard si cea superioard se considerd pentru

toate alegerile posibile ale punctelor intermediere &;.

Demonstratie. Fie 0 ={zg, 1, ..., Tn} 51 €>0. Alegand pentru fiecare i€ {1,2,...,n}
un punct & cu f(&§) —m; < 5= (a se vedea pag. 32-30), avem

n n

€
o5(f{&}) — ss(f) = D _(F(&) —mi) (wi—mi1) < —a Y (@i—mi1) =¢,
i=1 =1
adica ss(f) < os(f,{&}) < ss(f)+e. A doua relatie se poate dovedi similar.
5.2.16 Teorema. Daca f : [a,b] — R este o functie integrabild, atunci pentru

orice gir de diviziuni (8 )n>0 ale intervalului [a,b] cu lim, o ||0p =0, avem

b
tim s5,(£) = [ fa)do = lim S5, (5)

n—oo
Demonstratie. Fie Iy = f;f(x)dx si € >0. Functia f fiind integrabila, existd v >0
astfel incat, pentru orice diviziune 0 cu ||§ ||<v, avem |o5(f,{&})—1If| <e, pentru
orice alegere a punctelor &. Deoarece lim, ,~ || 0, |0, exista n. € N astfel incat
| 0n ||< v si prin urmare |os, (f,{&}) — 1| <e, pentru orice n > n. si orice alegere
a punctelor &;. Tinand seama de rezultatul prezentat la pag. 32-30 si propozitia

anterioara, deducem ca |ss, (f)—1¢|<e si |Ss,(f)—1f| <e, pentru orice n > n..

5.2.17 Propozitie. Fie f : [a,b] — R o functie marginita $i 6 = {xo, 1, ... ,Tn},
8 ={xf, =y, ..., 2, } doud diwiziuni ale intervalului [a,b]. Daca § C &', atunci

ss(f) < sg(f) < S (f) < S5(f).
Demonstratie. Diviziunea ¢’ se obtine din § prin addugarea de noi puncte de diviz-
iune. Este suficient sa analiz&m cazul in care ¢’ contine un singur punct suplimentar
y€(xzj_1,xj), adica o' =0U{y}={zo,...,2j—1,9,%j,...,Tn}. Avem
ss(f) = Zi;ﬁj mi(zi—xi—1) + mj(zj—zj-1)
=D iz mi(@i—xio1) + my(y—xj—1)+m;(z;—y)
<D iz mi(@i—mi1) +infaepe,, g f(2) (Y—25-1)
+infoepy e f(@) (25—y) = ss/(f).
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Inegalitatea Sy (f) <Ss(f) se poate obtine asemanator.

5.2.18 Propozitie. Daca f : [a,b] — R este o functie marginita, atunci
m(b—a) < s5(f) < Sp(f) < M(b—a), (5.1)

unde m = infocpqp f(T), M = supyepaf (), oricare ar fi diviziunile § si 0'.
Demonstratie. Fie 6g=1{a,b} si 6=0U4". Deoarece dyCSCd si 6o Cd C 0, avem
s60(f) < s5(f) < s5(f) < S5(f) < Ser(f) < S, (f)-

5.2.19 Din relatia (5.1) rezulta
m(b—a) < sup ss(f) < b S5(f) < M(b—a).
Numerele
lZS%pzSa(f), I = inf S5(f)
se numesc integrala Darbouz inferioard si respectiv, integrala Darboux superioard.

Pentru orice diviziune ¢, are loc relatia

ss(f) <L <T<Ss(f).

5.2.20 Lema. Dacad f:[a,b]— R este o functie marginita astfel incat, pentru orice
sir de diviziuni (6,)52; cu limy,_yo0 ||0n]| = 0, avem

lim (S5, (f) = s5,(f)) =0,

n—oo
atunci exista I €R astfel incdt pentru orice gir 61 Cdo C ... culimy, o0 ||05]] = 0 avem

lim ss,(f) = nlergoSgn(f) =1.

n—oo

Demonstratie. Daca §; Cda C ..., atunci ss, (f) <ss5,(f) < ... 51 Ss,(f)>Ss,(f)> ... .
Orice gir monoton gi marginit de numere reale fiind convergent, existd I € R cu

lim s;,(f) =1= lim S;, (f).
Daca 0] Cd) C ... este un alt sir de diviziuni cu lim,_ ||0,|] = 0, exista I’ €R cu
lim sy (f) =1' = lim Sy (f).
n—oo " n—oo "
Deoarece (0,,Ud},)n>1 are proprietatile 6;Ud] Cd U, C ..., limy,_o0 ||6,Ud, || = 0 si
85, (f) < 85,08, (f) < S5, (f), ssr, (f) < ss,08,(f) < Se;, (),

rezults, I’ = I. In particular, avem s, (f) < I < S, (f), pentru orice n > 1.
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5.2.21 Teorema (Criteriul lui Darboux). Functia f:[a,b]—R este integrabila daca
st numai dacd este marginita si, pentru orice sir de diviziuni (3p)52

cu limy, 0 ||0,]] = 0, avem

lim (S5, (f) — s5,(f)) = 0.

n—oo

In cazul in care f este integrabila, avem

b
lim s, ( ):/ f(x)dx:nli_)r]goSgn(f).

n—oo
Demonstragie. “=" A se vedea pag. 146-16. “<” Utilizdm lema precedenta. Fie
(6,)°%; un sir de diviziuni cu lim, o ||6,]| =0 si fie 6, =Jy_, ok, pentru orice n>1.
Deoarece 8 C 0y C ..., limy, o0 ||0n]| =0 si s5,(f) < 55 (f) <I<S;5 (f) <Ss,(f),

aveln

0<55,(f)—1<S5,(f)=s5,(f),  0<T=s5,(f) <5s,(f)=55,(f)

Rezulta lim, o0 S5, (f) = limp 00 5, (f) = 1. Dar ss, (f) <o, (f,{&}) < Ss,(f) s

prin urmare lim,_, o5, (f,{&}) = 1.

5.2.22 Teorema Daca f : [a,b] — R este functie mtegmbild sic € (a,b), atunci

restrictiile functiei f la intervalele [a,c] si [c,b] sunt integrabile si

/f m—/f m+/f

Demonstratie. Utilizam criteriul lui Darboux. Fie (0,,)%2, un sir de diviziuni
ale intervalului [a,c] cu lim, . [|0},]] = 0, s5 (f), Ss (f) sumele Darboux core-
spunzatoare restrictiei f|i,  si fie (9;)72, un sir de diviziuni ale intervalului [c, b] cu
limy, o0 [[07| =0, s52(f), Ssr(f) sumele Darboux corespunzatoare restrictiei fiy)-
Sirul (6,,)22 4, unde 9, = §,, U4}, fiind un sir de diviziuni ale intervalului [a,b] cu
limy, o0 ||0n]| =0, avem lim, . (S5, (f) — s5,(f)) = 0. Din

Ss (f)—ss, (f)+Ssu(f)—ssu(f) = S5, (f)—56,(f)
rezulta relatiile
0<Ss: (f)—s5,(f) <S5, (f)—s6,(f), 0<Ssr(f)—ss5u(f)<Ss,(f)—s6,(f),
care conduc la limp o0 (s (f) = g, (f)) = limp—so0 (S (f) = ss2(f)) = 0, relatie

din care rezulta ca functiile f|[a,c] si f|[c7b} sunt integrabile. Egalitatea din enunt se

obtine din Ss, (f) = Ss: (f) + Ssz(f) prin trecere la limita.
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5.2.23 Teorema Dacd pentru f : [a,b] — R exista ¢ € (a,b) astfel incat restrictiile

functiei f la [a,c] si[c,b] sunt integrabile, atunci functia f este integrabila pe [a,b].

Demonstratie. Utilizam criteriul lui Darboux. Functia f este marginita. Fie (0,,)52,
un sir de diviziuni ale intervalului [a, b] cu lim,, o0 ||6,||=0 si fie 6, = 6, U{c}. Sirul
(87)2, unde 0/, = &, N [a, c], este o diviziune a intervalului [a, c] iar sirul (57)2

unde 0" = 6, N [c, b], este o diviziune a intervalului [c,b]. Avem
b
Jm sy ()= [ Fohdo= tim Sy (7). lim s (D)= [ lado= lim 5, ()
Deoarece Sén(f):‘ségl(f)""s&”( ) si S (f) (f)+S ,,(f) avem
lim 86 / flx dx—}—/ f(x)dx= hm S5 (f)
n—oo

si prin urmare, lim,, o0 (S5 (f)—s; (f)) = 0. Notdnd M = sup,¢(q 4 [f(2)], avem

|s5,(f) = s5,(f)| < 2M |6 |, 155, (f) = S5, ()| < 2M [[én ]| -

n=0>

Rezulta relatiile lim,,_,« Ss,, (f) =lim, 00 S5, (f) st limy 00 S5, (f) =limy 00 Sgn (f)
care conduc la lim, (S5, (f)—ss,(f)) = 0.

5.2.24 Teorema. Orice functie monotond f : [a,b] — R este integrabila.

Demonstratie. Utilizam criteriul lui Darboux. Fie (6,)5%, unde 6, ={zg, ... ,z} },
un gir de diviziuni ale intervalului [a, b] cu lim,,—,~ ||0,|| =0. Daca f este crescatoare,

atunci este marginita si avem relatia
0 < 85,(f) =55, () = iy (F(af) = f @) af — )
<[|6n | S5 (F @) = f () = 6| (£(B)— £ (a)),

din care rezulta lim, o (Ss, (f)—ss,(f)) = 0.

5.2.25 Teorema. Orice functie continud f : [a,b] — R este integrabild.

Demonstratie. Utilizam criteriul lui Darboux. Fie (d,)5%, unde 6, = {zg, ;T )
un sir de diviziuni ale intervalului [a,b] cu lim,,~ || &, |F0 si fie ¢ > 0. Functia
f fiind continud pe multimea compacta [a, b], este uniform continua (v. pag. 82-
11). Existd n > 0 astfel incat |z —2'| <n = |[f(z)— f(2)] < 5. Deoarece
lim, 0 || 0 |0, exista n. € N astfel incat || 4, ||< n pentru n > n.. Functia f isi
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atinge extremele pe fiecare interval [z} |, 27]. Daca n > n., atunci

0 < S5, (f)—s5,(f) =20, (maxme[l«yfl,xm f(@)—mingepen f(l“)> (af —x} 1)
< g5 i el ) =55 (b-a) =¢
si prin urmare lim,_,+(Ss, (f)—ss, (f)) = 0.
5.2.26 Propozitie. Daca f : [a,b] — R este continua pe (a,b) si limitele laterale
la:ii{f}lf(ﬂf), lb:}&%f(x)
existd si sunt finite, atunci f este integrabila pe [a,b).
Demonstratie. Functia f este integrabila deoarece este suma a trei functii integrabile

f=F+g+h,

unde f : [a,b] — R este functia continui

3 lg daca x = a,
Fa)={ f@) dack ze(ab),
Iy daca z = b,
iar g, h : [a,b] — R sunt functiile monotone
[ fla)—1, daca z=a, _f o0 daca z€la,b),
“@_{0 dacs z€(a,b, ME) =\ ¢y -1, daca w—b.

5.2.27 Definitie. Un punt ¢ € (a,b) in care functia f : [a,b] — R este discontinua
este numit punct de discontinuitate de prima spefa daca limitele

laterale lim, ». f(x), limg\ . f(x) exista si sunt finite.

5.2.28 Teorema. O functie f : [a,b] — R continua cu exceptia unui numdr finit

de puncte, unde are discontinuitati de prima speta, este integrabila.

Demonstratie (Cazul a doud puncte de discontinuitate). Fie x;, xo punctele de
discontinuitate, a < 1 < x9 < b. Conform propozitiei anterioare f, este integrabila
pe [a,z1], [T1,22] si [z2,b]. Functia f fiind integrabila pe [a,z1] si [z1,22] este
integrabila pe [a,z2] (v. pag. 149-23). Similar, f fiind integrabilad pe [a,z2] si
[z2,b], este integrabila pe [a,b] (v. pag. 149-23).

5.2.29 Daca f:[a,b] — R este integrabila si daca g:[a,b] — R este o functie care

difera de f intr-un numar finit de puncte, atunci se poate arata ca g este integrabila i
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/abg(x) do = /abf(x) dz.

5.2.30 Teorema (Teorema de medie).

Daca f : [a,b] — R este continua, atunci exista & € [a,b] astfel incat
b
| t@de= o 0-a).
a
Demonstratie. Functia f fiind continua pe [a, b], este marginita si isi atinge marginile,
adica exista u,v € [a, b] astfel incat

m= min f(x) = f(), M= max f(z) = f(0).

Relatia (v. pag. 144-12)
b
m(b—a) S/ flx)de < M (b—a)
se mai poate scrie ’
1 b
f < = [ f@)ds < 1)

Functia continua f avand proprietatea lui Darboux, exista £ intre u si v astfel incat

b
[t = 16

5.2.31 Teorema (Primitivele unei functii continue definite pe un interval).

Daca f:]a,b]— R este continud, atunci pentru orice c€ [a,b], functia
Filab—R,  Fz)= / ") dt,

este o primitiva a lui f, '
F'(x)=f(x), oricare ar fi x€]la,b),

adica avem

%/cxf(t) dt=f(x), oricare ar fi x€la,b].

Demonstratie. Fie zg € [a,b]. Conform definitiei derivatei
F(z)—F Cr(t)yde— [TOf(t)dt - f(t)dt
F’(mo) = lim M — lim fc I ) fc f( ) — lim f:vof( ) )

T—T0 T — X T—x0 T — X T—r0 I — X

Pentru fiecare x # zq, exista conform teoremei de medie &, intre xg si x astfel incat
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/ “F()dt = £(&) (x — o)

Fla) = tim T8I 10 iy e = gy,

T—IQ xTr — 3}‘0 T—TQ

si prin urmare

5.2.32 Teorema (Formula Leibniz-Newton).
Daca functia integrabila f : [a,b] — R admite primitive, atunci

/f )dz = F(z)]’ = F(b)—F(a),

unde F : [a,b] — R este o primitiva arbitrard a lui f.

Demonstratie. Fie 6, = {x, 27, ...,z } un sir de diviziuni cu limy, . [|6, || =0.

Conform teoremei lui Lagrange (pag. 95-25), exista &' € (z]_;, x7') astfel incat

F(2})=F(aiy) = F'(§") (af —aiy) = f(&) (27 —2iy).

(2

Utilizand &' drept puncte intermediare pentru sumele Riemann, obtinem
kn

W (G Zf (&) (27 —aiy) = Y (F(af)=F(ay)) = F(b)—F(a)

i=1
si prin urmare (v. pag. 142-5)

b
[ f@yde =t o5, (446D = F(b)-F(a).

5.2.33 Teorema (Formula de integrare prin parti).
Dacd functiile f,g:1 — R sunt de clasd C' pe intervalul I, atunci

[ r@sterie = s’ - [ s
oricare ar fi a,bel.

Demonstratie. Utilizand formula Leibniz-Newton, obtinem

F@) g@)o = [J(f - 9) (2) dz = f*’(f'(m) <m> f(a)g /<m>>dw

= f f(x)g(z)dx + f f(z) dx.
5.2.34 Exercitiu. Sa se calculeze integralele
T 1 w/4
/ x cos x dx, / 22 e dx, / xthx dx.
0 0 0

Rezolvare. Utilizand integrarea prin parti, obtinem:
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Jo @ coszdr= [z (sinz) de = x (sinx)|f— [)'sin x dw=cos m\g =-1-1=-2;
fol 2ot dr = 01 2 (e )dx—xQeﬂo—Qfoxe dx—e—QfO ) dx
:e—2xem]0+2foemdx:—e—i—Qem]O:e—Q;
foﬂ/4xtg xdm—f/ z (tg’z + 1) dz — ﬂ/4xdx—f0 (tgzx) dﬂ:—%ﬂ4
—xtgw\ﬂﬂl 7T/él‘cguvdulc—g—Q %—g—Q—i—(ln ]cosx\)\g/4:§—§— i

5.2.35 MATHEMATICA: Integrate[f[x], {x, a, b}] NIntegrate[f[x], {x, a, b}]
In[1] :=Integrate[x Cos[x], {x, 0, Pi}] —  Out[l]=-2

]
In[2] :=Integrate[x~2 Exp[x], {x, 0, 1}] —  Out[2]=—2+e
In[3]:=Integrate[x Tan[x]"2, {x, 0, Pi/4}] > Out[3]=4;(87—w>—16Log(2])
=

In[4] :=NIntegrate[Sin[Sin[x]], {x, 0, 2}] = Out[4]=1.24706

5.2.36 Teorema (Prima metoda de schimbare de variabila).
Fie functiile [a,b] LN N R, unde J C R este un interval.

Daca f este continud si ¢ este derivabild cu derivata continud, atunci

p(b)
/ flp t)dt = f(x)dx
¢(a)
Demonstratie. Daca F' = f, atunci Foyp este o primitiva a functiei (foy)-¢ si
@ (b)
/ fle t) dt = (Fop)(t)|, = F(p(b)) — F(p(a)) = “ f(z) dx
pla

5.2.37 Exercitiu. Sa se calculeze integralele
4 f /2 L /\/1 z
i hwat L eea®

Rezolvare. Utilizand schimbarea de variabila, obtinem:

\[dt—2f )dt—2f emdx—Qexﬁ:Z(eQ—e)'
V2
f11—+ﬁ :2f1 1+\/ f1 w1 de = ) (1_:v_+1) dz
= 2(z—In(1 + x))|\/5 =2V2-2+In4—21In(1+2);
flﬁ dx f 781”;_;;11 (sin?t)’ f2 Sclflstﬁ dt = 2f 1—sint)dt

:g_\/i,

= 2(t+cost) ‘

ENEISE]
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5.2.38 MATHEMATICA: Integratel[f[x], {x, a, b}]
In[1] :=Integrate[Exp[Sqrt[t]]1/Sqrt[t], {t, 1, 4}] > Out[l]=2(—1+e)e
In[2] :=Integrate[1/(1 + Sqrt[t]l), {t, 1, 2}] > Out[2]=—2+2v/2+Log [4]—2 Log[1+v2]
In[3] :=Integrate[Sqrt[1-x]/(x+Sqrt[x]), {x, 1/2, 1}] +— Out[3}:%(72\/§+ ™)
5.2.39 Teorema (A doua metoda de schimbare de variabila).

Fie [a,b] - [c, d] LR doud functii. Daca f este continua, u este

bijectivd, u si ™' sunt derwabzle cu derivate continue, atunci

[ s [ s oo
u(a)

Demonstratie. Functia fou : [a,b] — R este continua si deci admite primitive. Daca

= fou, adicd P'(t)= f(u(t)), atunci Pou~! este o primitiva a functiei f-(u=1),
(Pou™!) () = P'(u”}(2)) (u 1) (2) = flu(u™ (2))) (™)' (2) = f(z) (") (2),
§i prin urmare

/f ))dt= P(D[,= P(b)~ P(a) = Pou™'(x)["") / f@) WY (@) de.

5.2.40 Exercitiu. Sa se calculeze integrala

/14\/1+\/%dt.

Rezolvare. Aplicatia u:[1,4] — [ 3], u(t) =144/, este bijectivi, u=!(z)=(1—x)?
JVTFVEd =2 [} Ve (@-1)de =2 [} (oF — 2% ) dz = & (6v3 ~ v2).
5.2.41 MATHEMATICA: Integratel[f[x], {x, a, b}]

In[1] :=Integrate[Sqrt[1+Sqrt[t]], {t, 1, 4}] > Out[l}:—li5 (\/5—6\/3)
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5.3 Integrale improprii

5.3.1 In cazul integralelor definite considerate 1lin liceu, intervalul de integrare era
marginit gi se stie ca pentru ca o functie sa fie integrabild, trebuie sa fie marginita.
Vom arata ca notiunea de integrala se poate extinde pentru a include si cazul in care

intervalul de integrare este nemarginit gi/sau functia integrata este nemarginita.

5.3.2 In cazul unei serii definim
k

[%S) k k
g a, = lim E an , g = lim g an
k—o0 m——00
n=m n=m n=—00 n=m

daca limita exista si este finita, adica daca seria este convergentd . Prin analogie
definim integralele improprii (de prima speta)

/f = lim bf() , / f@)de = lim abf<x>dm

a——0o0

daca limita exista si este finita, adica daca integrala improprie este convergentd (C).

O integrala improprie neconvergenta este numita divergenta (D). Prin analogie cu
b

k o0
Z ap:= lim Z an definim / f(z)dz:= lim f(z)dx

m — —oo a— —o0 Jg
k — oo b—

in cazul in care limita exista gi este finita, adica integrala improprie este convergentd.

5.3.3 Exemplu (v. Fig. 5.3).

(3] b
/ e Ydxr = lim e dr = lim (—e ®)[} = lim (—e ® +1) = 1.
0 b—o0

b—oo Jg b—o0

5.3.4 Exemplu (v. Fig. 5.4).

1 b
/ dr = lim dr= lim (arctgh—arctga) = T I
—ool+x2 a— —o0 Jg 1+1'2 a— —o00 2 2
b— o0 b— o0
5.3.5 MATHEMATICA: Integrate[f[x], {x, a, b}]
In[1] :=Integrate[Exp[-x], {x, O, Infinity}] = Out[l]=1

In[2] :=Integrate[1/(1+x"2), {x, -Infinity, Infinity}] +> Out]2]=n
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0 b— o0

Figura 5.3: Calculul integralei [; e *da.

5.3.6 Stim ca

i 1 este convergenta daca A > 1,
f nA divergentd dacid A <1.
n=

Fie a > 0 fixat. Deoarece pentru A # 1,
/Oo 1 d I < bl al_)‘> a)\l:f daca A > 1,
— dz = lim - =
o T booo \1 =X 1-A oo dack A< 1,

o b
1
/ —dz = lim —dzr = lim (Inb—Ina) = o0

T b—oo J, T b—oo

si

rezulta ca integrala improprie

* 1 convergenta daca > 1,
— dz  este . < <
a T divergenta  daca A <1.

5.3.7 MATHEMATICA: NIntegrate[f[x], {x, a, b}]

In[1] :=NIntegrate[1/x"2, {x, 1, Infinity}] +> Out[l]=1

. ) v . o o . o0 )

5.3.8 O serie ) .~ aj este numita absolut convergenta daca seria ) ;- |ay| este
convergenta. Se stie ca orice serie absolut convergenta de numere reale este
convergenta si ca, in general, este mai usor de studiat absolut convergenta

unei serii decat direct convergenta ei. Spunem ca integrala improprie

lmf@ym
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1422

Figura 5.4: Calculul integralei | O

—oo 142

este absolut convergenta (AC) daca integrala

| i@l

este convergenta.
5.3.9 Teorema Orice integrald improprie absolut convergenta este convergentd.

5.3.10 Criteriul comparatiei. Dacd pentru seriile Y 7 jay, i > o by exista ng € N

astfel incat 0 < a,, < by, oricare ar i n > ng, atunci:

ian = ianC, ianD = ian.
n=0 n=0 n=0 n=0

Similar, daca pentru functiile continue f,g: [a,00) — R exista b > a astfel incat

0< f(x)<g(z), oricare ar fi x € [b, 00), atunci:
/ g(x)der C = / f(z)dz C, / f(z)dze D = / g(x)dz D.

5.3.11 Exercitiu. Si se arate ca integrala

o0 2
/ e Vdx
0

Rezolvare. Convergenta integralei rezulta din relatia e™

este convergenta.

2 _ .
7 <e™", care are loc oricare

ar fi x € [1,00), si din convergenta integralei ffo e “dx.
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5.3.12 Exercitiu. Si se arate ca integrala

o
/ e du,
a

unde a > 0, este convergenta, oricare ar fi A € R.

Rezolvare. Fie n un numar natural astfel incat n > M1. Afirmatia rezulta din relatia

N e T ) ) n!
re == 1 1.2 T < Tom ™ nn

v 9 . . . . . oo
adevarata oricare ar fi > 0, si din convergenta integralei fa mn%k dx.

5.3.13 Exercitiu. Fie P(z)=apx"+a12" - +ay, Q)= Lox™+B12™ 4 - 48,
polinoame cu coeficienti reali i fie a €R astfel incat Q(x) # 0,
oricare ar fi x> a. Integrala improprie

® agr+ara" oy,

dxr este convergenta daca m >n+l.
o Por™ P4+ B i

Rezolvare. Functia f(z) = 2™ " ggg este marginitd deoarece limg—o0 f(z) = 32
Rezulta ca exista M > 0 astfel incat |f(x)| < M, oricare ar fi z € [a,00), si prin

urmare

1

— pm—n :

apr"+ogz - Fay,
Box™m~+Przm 4+ By,

5.3.14 Teorema. Daca functiile continue f,g : [a,00) — (0,00) sunt astfel incat

limita limg oo % este finita i nenuld, atunci integralele improprii
(

[ o w [ sy

au aceesi naturd (sunt ambele convergente sau ambele divergente).

Demonstratie. Fie lim, o @ = A. Din definitia limitei, rezulta ca exista b > a

g(x)

astfel Incat

1o fl=) 3 .
2)\ < o) < 2)\, oricare ar fi x € (b, 00),
adica
1 3 .
5)\9(3:) < f(x) < 5)\9(3:), oricare ar fi x € (b, 00),

ceea ce arata ca integralele fboo fx)dx si fboo g(x) dz au aceeasi natura. Dar

/a f () de= / 'f @) da+ boof(x) de i / o) do= / (o) it /b " o) da.
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5.3.15 Functia
[0 —R,  f(z)=
nu este integrabila pe [0, 1] deoarece nu este marginita,
lim — = o0,

z—0 /T

dar (v. Fig. 5.5)

1
1
li — dz = lim 2y/z|} = lim 2(1 — =2.
i [ 75 4 = lim 2Bl = lim 200 - V)

a—0

S

O+a 1

Figura 5.5: Calculul integralei fol %dm.

5.3.16 Definitie. Fie f : (a,b] — R o functie nemarginita in vecinatatea lui a,

integrabila pe [c, b], oricare ar fi c€ (a,b). Daca limita exista si este finitd, definim

b b
/ f@)dr :=1lim [ f(x)dzx

c—a c

si spunem ca integrala este convergenta (C). In caz contrar spunem ca integrala este
divergenta (D). Similar, pentru f : [a,b) — R nemarginita in vecinatatea lui b,

integrabila pe [a, ¢, oricare ar fi c€ (a,b), definim in caz de convergenta

/abf(x) dx := }:iiré/acf(x)dx.
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5.3.17 Exercitiu. Si se arate ca

b 1 Qe este convergenta daca A\ <1,
o ( A daca A >1,

T —a) divergenta
si
b 1 de  este convergenta daca M <1,
o (b—2)* divergenta dacd A >1.
Rezolvare. Avem
b b
1 1 b—
/ —— dr=1lim | ———dz=limIn(z —a)’> = limIn ¢ -
a (m — a) c—a f, (m — a) c—a c—a ¢ —a
si
b b—a 1-X o
1 1 bl " daci A<1
dr= lim [(b—a)' ™ —(c—a)' ™ = Y aca A < 1,
/a (x—a)? 1—\c—a [(b=a) (e=a)™] 00 dacd A >1,

in cazul A # 1.

5.3.18 Propozitie (Criteriul comparaties).
Daca functiile continue f, g:(a,b] — R sunt astfel
incat 0< f(z) <g(x), oricare ar fi = € (a, ], atunci:

[y(x)de ¢ = [Uf(z)dx C,
f;f(w) dr D = f;g(x) dz D.

5.3.19 Exercitiu. Sa se studieze convergenta integralei

1 x
| =
0 1—z2
Rezolvare. Functia continua f : [0,1] — R, f(z) = e*/y/1 + x, este marginita pe

[0,1]. Rezulta ca exista M > 0 astfel incat f(x) < M, oricare ar fi x € [0, 1].

Integrala din exercitiu este convergenta deoarece
e” 1 M

N A i (s

si integrala fol W dx este convergenta.

5.3.20 MATHEMATICA: NIntegrate[f[x], {x, a, b}]

In[1] :=NIntegrate[Exp[x]/Sqrt[1 - x"2], {x, O, 1}] +> Out[1]=3.10438
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5.3.21 Exercitiu. Si se studieze convergenta integralei
/OO e*fl’
— dx.
0o Vz
Rezolvare. In acest caz, atat intervalul de integrare cat si functia de integrat sunt

nemarginite. Integrala este convergenta deoarece este o suma de integrale conver-

gente:
0 o= /1 e T 0 o=
—dxr = —dx + / — dx.
/0 VT 0 VT 1 VT
5.3.22 MATHEMATICA: NIntegrate[f[x], {x, a, b}]

In[1] :=NIntegrate[Exp[-x]/Sqrt[x], {x, 0, Infinity}] +> Out[l]=1.77245
5.4 Integrale in sensul valorii principale
5.4.1 Daca a < 0 < b, atunci integrala improprie

b
1
/—dw
0 T

nu este convergenta. Functia este nemarginita in jurul lui O si limita

b —€ b
1 1 1 b
/ —dr = lim </ —d:r:—|—/ —d:v> =In|—|+ lim 111E
a T e—»0 \Jo =T 5 a e»0 0
§—0 §—0

nu exista. Considerand insa o trecere la limita mai putin restrictiva (cazul € = J),

—€ b
lim</ lduv—i—/ ldan)zlnb
e—0 a xT e X

Spunem ca integrala este convergenta in sensul valorii principale §i scriem

a
b —& b
1 1 1 b
V.p./ —dmzlim(/ —da:—|—/ —dx>:1n
o T e=0\J, = e X

5.4.2 Integrala improprie
o
/ x2n+1 da:,
—o

a
unde n un numar natural, nu este convergenta deoarece limita
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b

0 x2n+2 1
/ x2n+1 dr = lim _ lim (b2n+2 _ a2n+2)
—00 a— -0 2n+2|, 2n+2 a- -
b— o0 b— o0

nu exista. Exista insa limita mai putin restrictiva

o a
/ 22" dg = lim 22 dr = 0.
— 0

a—oo J_ .

Spunem ca integrala este convergentd in sensul valorii principale si scriem

oo a
v.p. 2 dr = lim 2 dr = 0.
— 0 a—r o0 —a

5.5 Integrale cu parametru

5.5.1 Teorema. Dacd functia
F :la,b] x [c,d] — R

este continud, atunci functia

d
fila,b] — R, f(t):/ F(t,x)dx,

definita cu ajutorul unei integrale cu parametru este continud,

adica avem

lim f(t) = f(to), (5.2)

t—to

oricare ar fi to € [a,b].

Demonstratie. Fie tg € [a, b] arbitrar i € > 0. Functia F' fiind continua pe multimea
compacta [a,b] X [c,d], este uniform continua (v. pag. 82-11). Rezulta ca pentru

e > 0, exista § > 0 astfel incat
H(t7x)_(t/7x,)u <90 == ’F(tw%')_F(t,?x,)’ <e.

Deoarece

) = flto) = |[F(ta)de — [ Pto,2)dal

= | [Pt 2) - F(to,x)]dx‘ < [P (t,x) — F(to, z)|dx

[
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si||(t,2) — (to,2)||=/(t —t0)2 + (x — 2)2=|t — to|, are loc relatia
t—tol <6 = [f(t) = f(to)] <e(d—c),

care arata ca functia f este continua in punctul .

5.5.2 Relatia (5.2) se mai poate scrie

lim dF(t x)dr= /d[hm F(t,z)] dx.

t—to t—to
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Teorema precedenta prezmta conditii suficiente ca limita sa comute cu integrala.

5.5.3 Teorema. Daca functia continud
F:la,b] x [¢,d] — R : (t,x) — F(t,x)

este derivabild partial in raport cu t si
oF
e [a,b] X [e,d] — R

este continua, atunci functia

d
fila,b] — R, f(t):/ F(t,x)dx,

este derivabila in (a b), are derivata continud i

o= [ 2,0 da.

(&
Demonstratie. Fie tg € [a,b] arbitrar. Functia ® : [a,b] X [¢,d] — R

F(t,z)—F(to, 9
P(t,a) = HLneet) dack t 4o,
’ 9L (¢ daci t=t
a5t (to, ) acd t=ty,

este continua. Din teorema precedenta rezulta ca functia

d
¢ la,b] — R, o(t) :/ O(t,x) dx,

este continud si prin urmare lim; ¢, (¢ ) , adicd avem relatia
d Bt F(t

hm ( ,ﬂf) Oa / to,

t—to ¢ t— to at
Dar

-1 4 F(t,x) - F(t
fl(to) = lim M = lim ( ,SC) ( (],CC)
t—to t— to t—=to /. t — tO

dz.

Continuitatea lui f’ rezulta pe baza teoremei precedente din continuitatea lui ®.
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5.5.4 Regula lui Leibniz de derivare a integralelor cu parametru se mai scrie

o [? 4oF
a/c F(t,x)dx—/c E(t,m)dm.

Teorema prezinta conditii suficiente pentru ca derivata sa comute cu integrala.

5.5.5 Teorema (Leibniz). Dacd functia continud
F :la,b] x [c,d] — R

este derivabild partial in raport cu t,
oF
o [a,b] X [e,d] — R

este continuad st daca
¢ : [a,b] — [c,d], Y [a,b] — e, d]

sunt doud functii derivabile pe (a,b), atunci functia
¥(t)
fila) =& f0= [ Fs)ds
©(t)

este derivabila in (a,b) si

W(t)
f'(t)Z/ a—F(t,:v) du + F(t,9(t) ' (t) — F(t, (1) ¢ (). (5.4)
oty Ot

d i
Yt) [ \/
Y
Tl / (t,2)

Figura 5.6: Derivarea integralelor cu parametru.

Demonstratie. Stim ca in cazul unei functii continue g : [, f] — R avem
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L[ gttye = g,

oricare ar fi ¢y € [a, (] fixat. Functia de trei variabile ® : [a,b] X [¢,d] X [¢,d] — R,

z z y
O(t,y,2) = / F(t,z)de = | F(t,x)de — | F(t, z)dz,
y to

to
unde ty € (a,b) este un punct fixat, admite derivate partiale continue

0 *OF 0 0

—(t = —(t,z)d —d(t =—F(t —d(t =F(t
grota)= [ Grene, S =Fhy), e =F(2)
si prin urmare este diferentiabila in [a,b] X (¢,d) X (¢, d). Deoarece

f(@t) = (¢, 0(1), (1)),
din formula de derivare a functiilor compuse, rezulta

() = 22 (1, 0(6),(0) + B2 (8, 6(8), (1)) &' (1) + FL (1, 6(8), ()W (¢)
= U0 2D g+ B (2, (1) v () — F(t, (1)) ¢ (1):

5.5.6 Regula generala (Leibniz) de derivare a integralelor cu parametru se mai scrie

o [v® v(t) gF / ,
a/@(t) F(t,z)dr = /@(t) 5 —(t,x)dx + F(t,(t)) ' (t) — F(t, 0(t)) ¢ (t).

5.5.7 Definitie. Fie F : [a, b] x[c,00) — R o functie continua. Spunem ca integrala
0o d
/ F(t,x)dr = lim F(t,x)dz
c d—oo J.

este uniform convergentd in [a,b] daca, pentru orice € > 0, exista M € R astfel incat

p tela,b],
| e (o, 8] C [M, 00).

5.5.8 Exercitiu. Sa se arate ca daca ¢ > 0, integrala improprie

* sinz
/ R zdx
. 4+

este uniform convergenta in [a, b], oricare ar fi intervalul [a, b].

< g, oricare ar fi

Rezolvare. Afirmatia rezulta din relatia
sinx
2 + 22
si din convergenta integralei improprii fcoo x—gdaz. Pentru orice € > 0, exista M € R

astfel incat [, pdx <e. Daci [a, 8] C [M,00), atunci

1
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sinx
12 + 22

Sln X
2 + x2

©1
dmg/ —2dx<€.
M T

< [

5.5.9 Teorema. Dacd functia F : [a,b]x[c,00) — R este continud §i dacd integrala

5.5.10 Teorema.

0 d
/ F(t,z)dr = lim F(t,x)dx
c d—oo J.
este uniform convergentd, atunci functia
o
filat)—® S0 = [ Fads
C
este continud st prin urmare

o o0
tlL% i F(t,x) dx:/c [thj% F(t,x)|dx, oricarear fi to€la,b].
Daca functia continud F : [a,b] X [c,00) — R este derivabila
partial in raport cu t, %—f i |a,b] x [e,00) — R este continud,
integrala improprie

o0
/ F(t,x)dx este convergentd pentru t € (a,b)
(&)
st integrala improprie

Ooa_F(t
ot "’

atunci functia

f:la,b] — R, f(t):/ooF(t,x)dx,

x)dx este uniform convergenta pentru t € (a,b),
C

este derivabila in (a,b) si
F
'@t = %t (t,z)dx, (5.5)

adica

d [> *© JF
%/c F(t,x)dx = i 8t(tx)dw
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5.6 Functia I' a lui Euler

5.6.1 Exercitiu. Sa se arate ca integrala improprie

o0
/ ettt
0

este convergenta, oricare ar fi z € (0, 00).

Rezolvare. Fie >0 si n €N astfel incat n>xz. Deoarece (v. pag. 64-11)
1 - { t*=1 pentru orice t€(0,1],

0<ettr 1=
ol

n!

meeFr pentru orice t€([l,00),

si integralele

1
/ et L /007‘”
) tn—x+1

0 €x 1

sunt convergente, rezulta ca integrala

%) 1 0
/ e_ttx_ldt:/ e_ttx_ldt—i-/ e tr Lt
0 0 1

este convergenta, oricare ar fi z € (0, 00).

5.6.2 Se poate arata ca functia definita cu ajutorul unei integrale cu parametru
oo
I':(0,00) — R, I'(z) = / ettt
0
este o functie continua.

5.6.3 Teorema. Avem:
Mz+1)=2T(x), oricare ar fi x€(0,00);
I'(n+1)=n!, oricare ar fi ne{0,1,2,...}.

Demonstratie. Integrand prin pérgi, obtinem
D(z+1)=[ e t"dt=—[(e") t"dt=—e " t*| “+a [ (e ") t" L dt =2 T (x).
Avem

=[ e tdt=1 s I'(n+1)=nT'(n)=n(n—1)I'(n—1)=--- =n!.

5.6.4 Se poate arita ca
Mz) T(1-2z) = — , oricare ar i z€(0,1).
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5.6.5 Pentru orice n € N, avem

T
Ix) = (x+n) .
z(z+1)...(z+n—1)
5.6.6 Definitie. Functia T':R\{0,—1,-2,...} — R,
foooe*tt:’““*1 dt daca x>0,

I'(z+n)
z(z+1)...(z+n—1)

I'(z) =

daca x>-—n pentru neN,

se numeste functia gamma a lui Euler.

5.6.7 Graficul functiei I' se poate obtine utilizand MATHEMATICA:
In[1]:=Plot[Gamma[x], {x, -3, 3}]

si este prezentat in figura 5.7 .

10}

Figura 5.7: Functia gamma a lui Euler.



Capitolul 6

Integrale curbilinii

6.1 Integrala curbilinie de primul tip

6.1.1 Definitie. Prin drum de clasd C'! in R? se intelege o aplicatie de forma
vila b — R st (1) = (p(1), 9 (1))
cu ¢, : [a,b] — R functii derivabile si cu derivata continua.

Drumul + este numit drum inchis daca y(a)=-y(b),
adicd ¢(a)=(b) si ¥(a)=1(b).

Figura 6.1: Drum de clasa C! in R2.

6.1.2 Exemple.
a) Fie (x0,%0), (z1,y1) € R? puncte fixate. Aplicatia
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v:10,1] — R?, y(t) = (1 —t)(wo,y0) + t(w1,y1)
= ((I—=t)zo + tz1, (1-t)yo +ty1)
= (w0 + t(z1—20), Yo + t(y1—10) ),

este drum de clasa C'. Imaginea lui este segmentul ce uneste (xq,vo) cu (z1,y1).
b) Fie r € (0,00) si fie (z9,y0) € R? un punct fixat. Aplicatia
v :[0,27] — R v(t) = (zo,y0) + r(cost,sint)

= (xg+r cost, yo+r sint),
este drum de clasa C'. Imaginea lui este cercul de raza r cu centrul in (xg, o).
c) Fie a,b € (0,00). Aplicatia
7 :[0,27] — R?, v(t) = (a cost, b sint),
este drum de clasd C'. Imaginea lui este elipsa (z/a)? + (y/b)? = 1.
6.1.3 Definitie. Spunem c& drumurile v : [a,b] — R? si 7 : [ag, bo] — R?
de clasa C! sunt echivalente daci existi o aplicatie
X : [ao, bo] — [a, 0]
bijectiva, derivabila si cu x/(t) # 0, oricare ar fi t € [ag, by],
astfel incat
Yo(t) = v(x(t)), oricare ar fi ¢ € Jag, bo].
6.1.4 Relatia astfel definita este o relatie de echivalenta pe multimea tuturor
drumurilor de clasa C! care permite impartirea ei in clase. Fiecare clasa
de drumuri echivalente este numita curbd. Despre drumurile apartinand
unei curbe spunem ca sunt reprezentanti sau parametrizari ale curbei.
6.1.5 Exemplu. Drumul 7 : [a,b] — R? este echivalent cu

7 : [0,1] — R?, Y0(t) =y((1—t)a +tb).

6.1.6 Fie (0,,)p>1 un sir de diviziuni
on = {7 a=ty <ty <ty < ...<tp <ty =b,
cu limy, o0 ||6x|| = 0. Un drum de clasi C! de forma

vila,b] — R? () = (¢, (1)),



Integrale curbilinii 171

poate fi aproximat cu drumul poligonal ~,, cu varfurile

v(a) =75), (@), A(ER). .. R, —1). v(0) =)
alegand n suficient de mare. Lungimea drumului poligonal ~,, este
kn
=3 =)+ @) — )
i=1
Deoarece, din teorema cresterilor finite rezulta ca exista ' € [t ,,t}] cu

() = (i) = V(&) (ti — tim),

lungimea lui v, se poate scrie sub forma sumei Riemann

kn
=D T @EM2 (] — 1)
i=1

corespunzatoare functiei g :a,b] — R, g(t) = + (¢/(t))? si prin urmare
_ (€M) (
nlingolvn hmz L+ ('(€M)2( / V14 (@ (t))?dt.

In cazul unui drum de Clasa C* oarecare v : [a,b] — R2 ~(t) = (p(t), ¥(t)), se

poate arata ca limita lungimilor drumurilor poligonale corespunzatoare este

b
| VEmE o

Figura 6.2: Aproximarea cu un drum poligonal.
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6.1.7 Definitie. Prin lungimea drumului de clasa C*

v [a7 b] — R27 ’Y(t) = ((p(t), 1/1(’5)),

se intelege numarul

/¢ o) dt.

6.1.8 Exemplu. In cazul drumului circular
7 :[0,27] — R?, ~v(t) = (zo+7 cost, yo+r sint),
avem (¢ )—xo—i-r cost, P(t) =yo+rsint si

27
I(y) = \/ —r sint)? + (r cost)?dt = / rdt = 27r.
0 0

6.1.9 Pentru a aproxima masa unui fir material descris de un drum de clasi C*

vila,b] — R () = (o(t), ¥(1)),

plecand de la densitatea firului (de exemplu, in g/em ) descrisa de o functie continua

o :{(e@), (@) | tela,b] } — R,

putem considera partitii ale firului corespunzatoare unor diviziuni é,, = {3, t7, ..., i 1

v(a) =(tg), Y@, (t3), . (), () =(E,)
si aproxima pe fiecare segment y(t!' ;), v(t') densitatea cu o valoare intermediara

o(p(c), ¥(c})), unde c" € trq, Z] Se poate arata ca daca lim,,_,~ || 95, ||= 0, atunci

1m%w§d M) it VGO + @) dt
= 2 o(p(t), ¥(1) /(@ ()% + (@' (8))2 dt.

6.1.10 Definitie. Fie un drum de clasa C!
vilab] — R () = (p(t), B(1)),

si o functie continuad (camp scalar) definita pe imaginea drumului

fA(e@), v@®) | t€lab] } — R

Prin integrala curbilinie a lui f de-a lungul drumului 7y se intelege numarul

b
/f@:/fwmmewmﬁ+wwﬁw
5 a
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6.1.11 Exemplu. In cazul drumului 7 : [0,1] — R2, ~(t) = (¢,t?), avem

1 1 1
/xds:/ t\/1+4t2dt:%/ V14 40d6 = %(1+4e)3/2 :1—12(5\/5—1).
ol 0 0

0

6.1.12 Propozitie. Dacd drumurile de clasd C* ~y:[a,b] —R? si vo:[ag, bg] — R?
sunt echivalente si daca f:{~(t) | t € [a,b] } — R este o functie continua, atunci

/yfds:/%fds.

Demonstratie. Conform ipotezei, exista o aplicatie x : [ag,bg] — [a,b] bijectiva,

derivabila si cu x/(t) # 0, oricare ar fi t € [ag, by, astfel incét
Yo(t) = v(x(t)), oricare ar fi t€ [ag, bo).

Notand v(t) = (¢(t),1(t), ©o(t) = @(x(t)) si vo(t) = ¥(x(t)), avem
o Fds = [ Fleo(t), to(t)) /(@ (D)2 + Wh(D)% dt

= Jo? Flp(x(£), e (x()) /(& ON)? + @ () X (1)) dt
= [ F(0(6),%:(0) V(¢ (0)) + (W(8))2d6 = [, f ds.

6.1.13 Fiecare curba este o clasd de drumuri echivalente. Putem defini integrala

unei functii de-a lungul unei curbe folosind o parametrizare particulara a

curbei pentru ca valoarea integralei nu depinde de parametrizarea aleasa.

6.1.14 Definitie. Prin lungimea drumului in R?

vila b — R A(t) = (m(t), 1(t), (1),

se Intelege numarul

b
1) = [\t + Gho)2 + a2 e

6.1.15 Definitie. Fie un drum de clasi C! in R3

vila b — R () = (m(t), 1(t), (1),

si o functie continud (camp scalar) definita pe imaginea y([a, b]) a drumului

oA (n(®), (), ) | t€lab] } — R

Prin integrala curbilinie a lui f de-a lungul drumului ~ se intelege numarul
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Figura 6.3: Drum in R3.

b
[ £s= [ 50n0.22060,9(0) 0102 + (4(0)2 + (017 at.
5 a

6.2 Integrala curbilinie de al doilea tip

6.2.1 Definitie. Fie un drum de clasa C*

vila,b] — R () = (o(t), ¥(1)),

si o functie continua (camp vectorial) definita pe imaginea drumului

—

F:f(p(t),v() | telab]} =R, Fa,y) = (P(z.y),Q,y))-

Prin integrala curbilinie a lui F de-a lungul drumului ~ se intelege numarul

b
/f-d?Z/ [P(e(t), (1) ¢ () + Qe (1), v(t)) ¥’ (t)] dt.
Y a

Folosind o notatie alternativa, ultima relatie se mai scrie

b
/pm+@w:/P@@w@MWHO@@w@WWWﬁ
o' a
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Figura 6.4: Integrala unui caAmp vectorial definit de-a lungul unui drum.

6.2.2 Exemplu. In cazul drumului 7: [0, 27] — R2, ()= (14cost, 1+sint), avem

2
/dex—xQdy:—/ (2 +sint + cost +sin®t + cos® t) dt = —4r.
0 0

6.2.3 Integrala curbilinie de al doilea tip permite calculul lucrului mecanic efectuat

de o forta care deplaseaza un punct material de-a lungul unui drum.

6.2.4 Definitie. Spunem c& drumurile v:[a, b] — R? si 7o:[ag, bo] — R?
de clasa C! sunt echivalente cu pdstrarea sensului daca exista o
aplicatie x : [ag, bo] — [a, b] bijectiva, derivabila si cu x/(¢) > 0,

oricare ar fi t € [ag, by, astfel incat

Y(t) = v(x(t)), oricare ar fi ¢ € ay, bo).

6.2.5 Propozitie. Dacd drumurile de clasi C* 7:[a,b]—R? si vo:|ag, bg] — R?

sunt echivalente cu pastrarea sensului si dacd

—

Fi{y(t)| telab] } — R, Fz,y) = (P(,y),Q,y)),
este o functie continud, atunci
/Pdm—i—Qdy = / Pdx + Qdy.
v 0
Demonstratie. Conform ipotezei, exista o aplicatie x : [ag,by] — [a,b] bijectiva,
derivabila si cu x/(t) > 0, oricare ar fi t € [ag, by], astfel incat

Y(t) = v(x(t)), oricare ar fi t€ [ag, bo).
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Notand v(t) = (¢(t), (1)), @o(t) = @(x(t)) si vo(t) = ¥(x(t)), avem
bo

[y Pdz+Qdy = [ [P(eo(t),o(t) ¥4 (t) + Qwo(t), vo(t)) vo(t)] dt

ag

[Ple(x(), ¥ (x(®))) ¢ (x(8) + Qe (x(1)), v (x (1)) ¥'(x(0)] X' (t)dt

S
o

[P(0(6),(0)) ' (0)+Q((0), ¥(0)) ' (0)] df= [ P dz+Q dy.

I
e— 8

6.2.6 Propozitie. Dacd v:[a,b]—R?, y(t)=(¢(t),%(t)), este un drum de clasd C*,
5[l — B2 ()= (3(0), B(0) = (p(at+d—1), platb—t) = (a+b—1),

este opusul lui v (adica drumul v parcurs in sens invers) si

—

ﬁ : {’)/(75) | t e [a, b] } — R2, F('Iay) = (P($,y),Q($,y))

o0 functie continud, atunci

/Pdm+Qdy:—/Pdﬂ:+Qdy.
,'9

.
Demonstratie. Utilizand schimbarea de variabila 8 = a + b — ¢, obtinem

Js Pdz+Qdy = [J[P(@(t), (1) & (1) + Q(B(1), ¥()) &' (1)) dt
= JYIP(p(0),%(0)) &' (0) + Q((8),v(0)) v/ (0)] d
=— [, Pdz+Qdy.

6.2.7 Definitie. Fie un drum de clasi C' in R3

v : |a,b] — R3, Y(t) = (M (1), 72(t), ¥3(t)),

si o functie continuad (camp vectorial) definita pe imaginea drumului

—

Fiylab) — R Fr,y,2)=(P(@y,2),Q@y, 2), R(z,y,2))-

Prin integrala curbilinie a lui F de-a lungul drumului v se intelege numarul

. b
[ Fedi = [[IPG@)10 + Q0 0) 15(0) + RG0) 50 .
o' a

Folosind o notatie alternativa, ultima relatie se mai scrie

b
/ PdetQdy+ Rdz = / Py (8) 7, (1) +Q(r(8) %4 () + R(v(£)) %4 (1)) .
5y a



Capitolul 7

Integrale duble

7.1 Definitie si proprietati

7.1.1 Definitie. Fie dreptunghiul A=la,b] x [¢,d] = {(z,y) | a<x<b, c<y<d}.
Plecand de la o diviziune a intervalului [a, b]
62{xi}i:07@’ a=r0<21<T9< ... <Tp_1<xTHp=0~=0,

si o diviziune a intervalului [c, d]

0={yj};o7r c=w < <y2< ... <yp1<y=d,
obtinem o diviziune a dreptunghiului A,

A ={Aj;}

J
Diametrul celui mai mare dintre dreptunghiurile diviziunii

1Al = max = a4 (- )

1<j<k

in o, Ajj = [ric1, @] X [yj—1, 5]

1,k

se numeste norma diviziunii A.

7.1.2 Definitie. Fie f: A — R o functie definita pe dreptunghiul A=a, b]x|[c, d],
A={A;;} -1 o diviziune a lui A si fie {(&;,75)} =17 un

j=1k j=1,k
sistem de puncte intermediare asociat diviziunii, adica astfel incat

(&j,mj) € Aij, oricare ar fi 4, j. Prin suma Riemann asociata

functiei f, diviziunii A si sistemului de puncte intermediare {(&;;,7:;)}
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se Intelege numarul (v. Fig. 7.1)
n k
o5 (f A& min) ) = DD F(&omig) (i — wim1) (5 — yj—1)-
i=1 j=1

In cazul in care f(z,y)>0 pentru orice (z,y) € A, numarul

oa(f,{(&j,mij)}) reprezinta suma volumelor unor prisme.

/

yASR 4
b L | | |
e | | |
- | 1 |
2 Y1 Y2
1 (51‘1"’711)/’/1 (515#712)
X1 )b /,:/,,,,; ,,,,,,,,,,,,
(€21, m21) (22, m22)
o -
(72,%2)

Figura 7.1: Aproximarea cu suma volumelor unor prisme.

7.1.3 Definitie. Spunem ca functia f : A — R este integrabild (Riemann) pe A
daca existd un numar Iy €R cu proprietatea ca pentru orice € >0,

exista v >0 astfel incat relatia

|05 (s {(&jsmig)}) — Ipl < e
are loc pentru orice diviziune A cu ||A|| < v si pentru orice alegere

a sistemului de puncte intermediare {(&;;,7;;)}. Numarul Iy se
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numeste integrala functiei f pe A si se utilizeaza pentru el notatia

//A f(z,y) dx dy.

7.1.4 Teorema. Functia f: A — R este integrabild (Riemann) pe A daca si
numai daca existd un numéar I € R astfel incat pentru orice sir
de diviziuni (A,,)22; cu lim,,_,~ ||Ay|| = 0 si pentru orice alegere

a sistemelor de puncte intermediare asociate {(&f;,nj;)} avem
In cazul in care f este integrabils, avem [ = [ S (@, y) da dy.

Demonstratie. Este similara celei prezentate in cazul integralei simple (pag. 142-5).

7.1.5 Propozitie.
a) Daca f: A — R este integrabila si a« €R, atunci functia af este integrabila si

J[@n@mizis=a [[ sy

b) Daca f,g: A — R sunt integrabile, atunci functiile f + g sunt integrabile gi

//A(fﬂ:g)(ﬁﬂ,y)dxdy://Af(x,y)d:vdy:l://Ag(x,y)d:cdy.

Demonstratie. Similara celei prezentate in cazul integralei simple (pag. 143-6).

7.1.6 Se poate arata ca:
1) O functie integrabila pe A este integrabila pe orice dreptunghi B C A;
2) Daca f,g: A — R sunt integrabile, atunci fg este functie integrabila,
3) Daca f: A — R este integrabila, atunci |f| : A — R este integrabila.

7.1.7 Propozitie.
a) Daca f: A — R este integrabila si f(x,y) >0, oricare ar fi (z,y) € A, atunci

//Af(:c,w drdy > 0.

b) Daca f,g: A — R sunt integrabile si f(z,y)<g(z,y)), oricare ar fi (x,y)€ A,

//Af(ﬂ:,y)dxdyg//Ag(az,y)d:vdy,

atunct
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¢) Daca f: A — R este integrabila, atunci
/ f(z,y) dwdy‘ / |f (2, y)| dz dy.

Demonstratie. Este similara celei prezentate in cazul integralei simple (pag. 143-8).

7.1.8 Definitie. Spunem ca f: A — R este marginitd daca exista M € R incat
|f(z,y)| < M, oricare ar i  (z,y) € A.

In caz contrar, spunem ca f este nemdrginitd.
7.1.9 Teorema. Dacd functia f: A — R este integrabild, atunci este mdrginitd.

Demonstratie. Este similara celei prezentate in cazul integralei simple (pag. 144-11).

7.1.10 Definitie. Fie f: A — R o functie marginita si A={A4;;} .,

1,n
1

Ead

o diviziune a dreptunghiului A. Sumele

szm — Tj— 1)(2/ Yj— 1) unde ms; = inf f(%y),

A
= 1] 1 (ZB,y)E 17

ZZM’J —2i-1)(yj; —yj-1), unde M;; = sup f(z,y),

i=1 j=1 (x,y)EAij

se numesc suma Darbouz inferioard si respectiv, suma Darboux superioard.
7.1.11 Definitie. Fie dreptunghiul A=[a,b] x [c,d] si diviziunile
A= {AU} Ln AI:{A;]‘} i=Ln >

1, i=1,kK

obtinute plecand de la diviziunile § = {z;}, 55 , ¢ = {z}},_g57 ale lui

[a,b] si de la diviziunile § = {y;}
A;

=0k 8 = {y;-}j:W ale lui [e, d], adica
i = i1, 2] X [yj-1, 4], A;j = [af_q, 73] X [y] 17%]
Spunem ci diviziunea A este mai find decat A’ daci § C & si d C §'.
7.1.12 Propozitie. Fie f : A — R o functie marginitd st A, A’ doud diviziuni
ale dreptunghiulut A. Daca A este mai find decdat A', atunci

salf) <sar(f)  si Sar(f) < Salf).

Demonstratie. Este similara celei prezentate in cazul integralei simple (pag. 146-17).
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7.1.13 Propozitie. Dacd f: A — R este o functie marginita, atunci

sa(f) < Sar(f),

oricare ar fi diviziunile A si A'.
Demonstratie. Este similara celei prezentate in cazul integralei simple (pag. 147-18).

7.1.14 Teorema (Criteriul lui Darboux). Functia f: A—R este integrabila
daca i numai dacd este marginita si pentru orice sir de diviziuni

(Ap)> ) culimy oo [|Ag|| =0 avem
Tim (Sa,(F) = sa,(f) = 0.
In cazul in care f este integrabila, avem
Tim sa, / fla.y) dzdy = Tim Sa, (D).

Demonstratie. Este similara celei prezentate la pag. 148-21.

7.1.15 Teorema. Daca func;fia f:A— R definita pe dreptunghiul

A = [a,b] x [e,d] este integrabila, exista integrala

/ f(z,y)dy, oricare ar fi x € [a,b],

st dacd functia

d
F:lob —R, Fma/mmw

este integrabila pe [a,b], atunci

/ F(z,y) dxdy—/a (/cdf(x,y)dy>dx.

Demonstratie. Pentru orice diviziune A, cu notatiile de mai sus, avem relatiile

mz] S f(xay) < MZJ’ V(m,y) € [$i,1,$i] X [yjflayj],
din care rezulta, pentru orice i, j, ca
Yj
mij(yj — yj—1) < fley)dy < Mij(y; —yj—1), Vo € w1, zi).
Yj—1

Existenta integralelor fcd f(z,y) dy implica existenta integralelor fyy? f (z,y)dy si
i

m d m
Zmzj(yj—yjl)ﬁ/ Fla,y)dy<> Miy(y;—yj—1),  Voelwi,z)
j=1 ¢ j=1
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Functia F fiind integrabila pe [a, b], obtinem relatiile

xz_xifl)zmij —Yj-1) / </f x,y dy> dr <(x;j—x;1 ZMW —Yj-1)
=1 =1

din care, prin sumare, rezulta ca

salf) < /ab (/Cdf(w,y) dy) dz < Sa(f).

Alegand un gir de diviziuni {A,}2°; cu lim,_,o |[|Ay|| = 0, din

san(f) < / b ( / ") dy) dx < Sa, (f)

obtinem prin trecere la limita relatia ceruta.
7.1.16 Teorema. Orice functie continud f : A — R este integrabild.
Demonstratie. Este similara celei prezentate in cazul integralei simple (pag. 149-25).

7.1.17 Exercitiu. Fie A = |. Calculati

// 2zy + 1) dx dy.

Rezolvare. Functia continua f:[1,3]x[0,2] — R, f(x,y)=2zy+1, este integrabila si
JJ4Qey+1)dedy = f13 <f02(2xy +1) dy> dx = fl?’(xy2 +y)|3 dx
= [(4a + 2)dz = (242 + 22)} = 20.
7.1.18 MATHEMATICA: Integrate[f[x,y], {x, a, b}, {y, c, d}]
In[1] :=Integrate[2 x y +1, {x, 1, 3}, {y, 0, 2}] + Out[1]=20
7.1.19 Definitie. Spunem despre o multime S C R? ca are aria nuld dacd, pentru

orice € > 0, multimea S poate fi acoperita cu o familie de

dreptunghiuri avand suma ariilor mai mica decat e.

7.1.20 Exercitiu.
a) Orice multime numarabild {(z,,yn)} 2 are aria nula.

b) Imaginea unui drum de clasa C*, adici a unei aplicatii

vifen Bl — R, A(t) = (p(t), ¢(1)),
cu ¢, 1 derivabile si cu derivata continua, are aria nula.

¢) Circumferinta S = {(z,y) | 2% + y* = 1} are arie nuli.
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Rezolvare. a) Alegand pentru fiecare punct (z,,y,) un patrat cu latura mai mica
decat y/e/2", suma ariilor va fi mai mica decat

— = g — | =c¢lim -] =e.
2n 2 k—o00 2
n=1 n=1 n=0

b) Functiile ¢, ¢’ : [a, 8] — R fiind continue, rezulta ca exista M € R astfel incat
|/ ()| < M si |¢'(t)] < M, oricare ar fi ¢ € [, §]. Pentru orice n > 1, punctele
B—a B—a B—a
=2 =8

to=a, 1 :a—i—T , 1o :a—l—QT y e tpop1=a+(n—1)
determina o diviziune echidistanta a intervalului [« 8]. Conform teoremei cresterilor

finite (Lagrange), pentru orice t € [t;—1, ;] exista ¢;, d; € [t,t;] astfel incat
() =@ = V/((t) = ()2 + (o(t:) = (1))
= V)P + (Wd)? (1 — 1) < Y=,
Pitratele de laturd 2v/2M (8 — a)/n centrate in v(t1), y(t2), ... , ¥(tn) acoperd

imaginea drumului 7 si suma ariilor lor este 8M2(3 — a)?/n. Pentru orice € > 0 dat,
se poate alege n € N astfel incat 8M?(8 — a)?/n < ¢.

¢) Circumferinta S este imaginea drumului v : [0,27] — R?, ~(t) = (cost,sint).

O
U

[]

(932;242)

(z 1-, Y1)

Figura 7.2: Multimile numarabile si imaginile drumurilor de clasi C! au arie nuli.

7.1.21 Se poate arata ca orice functie f : [a,b] X [¢,d] — R continua, cu exceptia

imaginilor unui numar finit de drumuri de clasa C*!
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vi © [, Bi] — [a,b] X [c,d], i€{1,2,..,k},
este integrabila.
7.1.22 Fie D un domeniu marginit, cu frontiera formata dintr-un numar finit de
drumuri de clasi C! si
f:D—R

o functie continua. Functia

f 7 ,y) daca (x,y) € D,
fla,b] x [e,d] — R, f(x,y):{g(x Y) dzzz Ez (Z;Q/D

definita pe dreptunghiul A = [a,b] X [¢,d] care include pe D, este integrabila.

Numarul
// f(z,y) dady
A

nu depinde de alegerea dreptunghiului A contindnd D, si prin definitie

//D f(z,y) dzdy = //A f(z,y) dz dy.

d 1
Yla)| e \/
v
] — / o)

Figura 7.3: Domeniu simplu in raport cu Oz.
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7.1.23 Definitie. Prin domeniu simplu in raport cu Ox se intelege un domeniu
de forma (v. Fig. 7.3)

D={(z,y) [a<az<b ¢x) <y <)}
unde ¢, 1 : [a,b] — R sunt functii continue, de clasia C* in (a, b).
Analog, prin domeniu simplu in raport cu Oy se Intelege un

domeniu de forma

D={(z,y) [c<y<d, o(y) <z <(y) },
unde ¢, 1 : [c, d] — R sunt functii continue, de clasia C* in (c, d).

7.1.24 Propozitie.
a) Daca functia f : D — R, definita pe domeniul simplu in raport cu Oz

D={(z,y) |a<z<b, o(x)<y<y(z)},

este continua, atunci

Mjmwmwzlwégﬁmw@»m

b) Daca functia f : D — R, definita pe domeniul simplu in raport cu Oy

D={(z,y) | c<y<d, o(y) <z <Yy }

este continua, atunci
d P(y)
|| r@dzay= [ [ swds )i
D c e(y)
Demonstratie. a) Fie intervalul [c,d] astfel incat D C [a,b] X [c,d] si

i . f(z,y) daca (z,y) € D,
Frlablxled —R,  fy) = v
0 daca (z,y) ¢ D.

Avem

[ fxy)dedy = [ (fcdf(%y)dy) de = [ (f“’(”‘“ 2,y dy) da
f (fso(x) z,Y dy) d$+f <f¢ (z,9) dy) dzx.

7.1.25 In loc de

b () b Y(z)
/ / f(x,y)dy | de se mai scrie / dm/ dy f(z,y).
a w(x) a w(x)
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7.1.26 Exercitiu. Si se calculeze integrala dubla

// ydxdy,
D

unde D = { (z,y) | 2 +y* <1, y>0}.

Rezolvare. Functia consideratda f: D —R, f(x,y) =1y, este integrabila deoarece este

continua si D are frontiera formats din imaginile a dous drumuri de clasa C*

y1: [=1,1] — R?, ~(t)=(¢,0) si Yo 1 [0, 7] — R?, ~o(t)=(cost,sint).
Domeniul D fiind simplu in raport cu Oz,

D:{(:U,y) ‘ -1<z<1, 0§y§\/1—x2},

obtinem

1 Vi—z? 1 1
1 Vi—z 1 2
// ydﬂ:dy:/ daz/ ydy:—/ y2|01 2dﬂ::—/ (1—2%)ds==.
D -1 0 2/ 2 3

Deoarece domeniul D este simplu si in raport cu Oy,

DZ{(SU,y) 0<y<1, —vl—yQSxS\/l—yz},

o varianta alternativa de calcul este

1 V12 1 9
// ydﬂ:dy:/ dy/ yda::2/ yvV1—y2dy = —.
D 0 /12 0 3

7.1.27 MATHEMATICA: Integratelf[x,yl, {x, a, b}, {y, c, d}]

In[1] :=Integrately, {x, -1, 1}, {y, 0, Sqrt[1-x"2]}] = Out[l]=

2
3
In[2] :=Integrately, {y, 0, 1}, {x, -Sqrt[i-y~2], Sqrtl[i-y~2]}] ~ Out[Q]:g

7.2 Schimbari de variabile

7.2.1 In cazul integralei simple avem

b
/ dx = b — a = lungimea intervalului [a, b],
a

iar in cazul unui domeniu simplu D={(z,y) | a<z<b, p(z)<y<y(z) },

/ /D do dy= / b < /¢ f() | dy) dr= / b (¥(z) —p(z)) dz = aria domeniului D.

In general, dacd [/, b dx dy exista, atunci [[, dx dy este aria lui D.
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7.2.2 Plecand de la produsul scalar a doi vectori nenuli calculat in doua feluri
(z1,71), (T2,92)) = T1 72 + Y1 Y2 = \/ﬁ +ui \/x§ + 43 cosa,
putem deduce sinusul unghiului format de ei

sma—m—\/ (1 22 + Y1 Y2)? _ |21 y2 — 2 Y1

331+yl 332+92) \/x%+y%\/x§+y§
si apoi aria paralelogramului determinat de cei doi vectori

det(gj1 yl)‘
T2 Y2

S 2 2 2 2 o —
aria = xl—i—yl\/mQ—i—stma—

gl (@d) (b, d%\\

Figura 7.4: Transformarea liniara 7.

7.2.3 Prin transformarea liniara (v Fig. 7.4)
T:R*> — R%: (u,v) —~ (z(u,v), y(u,v)) = (@u+ Bv, yu+ 5v)
dreptunghiului A = [a,b] X [c,d] ii corespunde paralelogramul T(A) cu varfurile
(va+pe, vyat+dc), (ab+pBe, vb+dc),
(ava+pd, ya+dd), (ab+Bd, vb+4dd)
s

Jrqay dwdy - = aria(T(A)) = 'det ( =) a0 > ‘

= |detT| (b — a)(d — ¢) = |detT| [[ , dudv = [[, |detT|du dv.

Pe de alta parte, transformarea T fiind liniara, avem
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or Oz

D ou o a f
0 L L
u7/U —Z —Z
i o v 0
§i prin urmare, putem scrie
D
// dwdy:// (z,y) du dv.
T(A) A | D(u,v)

7.2.4 Se gtie ca orice functie continua definitd pe un interval are proprietatea lui

Darboux si prin urmare, pentru a fi injectiva trebuie sa fie monotona. Fie aplicatiile
@.8) £ [a,b] LR
cu f continua iar ¢ injectiva, derivabila si cu derivata continua. Deoarece

o([a, B]) = {

[p(a), p(B)] daca ¢ este crescatoare ,
[p(B),p(a)] daca ¢ este descrescatoare ,

formula de schimbare de variabila

»(B) B
/ f(@)de = / F(t) & (8) dt
o(a) a

se mai poate scrie

[ t@d= [ ) 0ol
([e8]) [@,8]

T

[T
vl ] 7 f

T(D) f(T(u,0))

Figura 7.5: Schimbarea de variabile.
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7.2.5 Teorema (Formula de schimbare de variabile). Fie D CR? un domeniu com-

pact cu frontiera formatd dintr-un numdr finit de drumuri de clasia C' si fie
T:D—R? T(u,v) = (p(u,v), ¢ (u,v)),
o aplicatie injectivd, de clasd C' cu proprietatea cd

Dig,w) | golwv) Fo(u)

= #0, oricare ar fi (u,v) € D.
D(u,v) &p(u U) %ﬁ(u ’U)
Daca f : T(D) — R este o functie continua, atunci

// (z,y) dz dy = //D Fo(u,v), 9 (u, v)) ‘g((if))‘ du dv.

7.2.6 Exercitiu. Sa se calculeze integrala dubla

// ydrdy, unde D={ (z,y)| 2*+y° <1, y>0}.
D

Rezolvare. Alegem A = [0,1] x [0, 7] si utilizam coordonate polare. Aplicatia
T:A—R*: (0)— (z(r,0),y(r,0) = (r cos, r sinh)

este injectiva , T(A) = D si
D(z,y) %(T, 0) %(r,ﬂ)

POy | Gn6) Gr6)

cosf —rsinf

sin 0 r cos 0

Utilizand formula de schimbare de variabile, obtinem

//ydwdy //rsm@‘ ,y)) dr df= /dr/ r? sinf df = 2/ r dr—%
0

7.2.7 Exercitiu. Sa se calculeze integrala dubla

//:dedy, unde D:{ (z,9) ‘ >0, 1<zy<2, 1§Q§2 }
x

D

Rezolvare. Alegand A = [1,2] x [1,2] si transformarea bijectiva

T:A—D: (u,v)H(x(u,v),y(u,v))z( 3,@)

v
cu jacobianul

0 K 1 1

D(x,y) aq (W 0) o (u,v) B ' 5o 20V ' 1
|2 8 RS 1 ~ 2%

D(u,v) 52 (u,v)  FL(u,v) 1.z 1/z 2N



190 Elemente de Analiza Matematica

ro1 -1

Figura 7.6: Schimbarea de variabile T'(r,6) = (r cos 6, r sinf).

obtinem

Z/wdwdy: //xdxdy:A//\/%

T(A)

D(z,y)
D(u,v)

7.3 Formula lui Green

7.3.1 Definitie. Prin drum de clasd C! pe portiuni se intelege o aplicatie continua
vila b — R% A(t) = (p(1), 9 (1)),
cu vy = (¢',4) continud pe portiuni.
7.3.2 Fie D C R? un domeniu compact a cirui frontiers este imaginea unui drum

de clasi C! pe portiuni si fie F : D —s R2, ﬁ(w,y) = (P(z,y),Q(z,v)),

o functie continua. Vom utiliza notatia
/ P(z,y)dz + Q(z,y) dy
oD

pentru integrala curbilinie a lui F de-a lungul frontierei lui D, parcursa in

sens direct (cu domeniul in stanga).

7.3.3 Teorema (Formula lui Green) Fie D C R? un domeniu compact, simplu in

raport cu ambele axe i a carui frontierd este imaginea unui drum,
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3
(0
b, (b
(a,v(a)) (00
T4 72

(a,6(a) ’
| % (b, (b)

: ® 1

71

. ;

Figura 7.7: Frontiera domeniului D simplu in raport cu Oz.

de clasia C' pe portiuni. Dacd functia continud
F:D— R F( y) = (P(z,y),Q(z,y)),
este astfel incat existd 2 m §z 99 continue pe D, atunct

/ P(z,y)dz + Q(z,y) dy—// [aQ g—];(x,y) dz dy.

Demonstratie. Domeniul D fiind simplu in raport cu axa Oz, existd un interval [a, b]

si functiile continue ¢, : [a,b] — R, de clasa C! in (a,b), astfel incat
D={(z,y)| a<az<b, o) <y<y()}.

Frontiera lui D parcursa in sens direct se compune din drumurile:
mfa b — RE n(t) = (8 0(1);

(

12 [0,1] —R% y(t) = (b, (1—t)p(b) +t4(b));
( (a+b—t,p(a+b—1));
(t) = (a,

(1 =1t)ip(a) +tp(a)).

t

73 : [a,b] — R?, Y3(t

)
)
70 [0,1] — R?, Ya(t)
Prin calcul direct, obtinem

Jop P(z,y) dx —f%nydx—i—f P(x,y) dac—i—f P(x,y) dac—i—f P(z,y)dx

_fP dt+0+f Pla+b—t,(a+b—1t))(-1)dt +0

= [P[P(t, (1)) — P(t,())]dt.
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Deoarece

// e (x,y)drdy= / dx[o(:j) g]yj(:c y)dy= /:[P(t,w(t))—P(t,gp(t))]dt,

rezulta ca
oP
/ P(w,y)dx:—// ——(z,y) dz dy.
oD D 0y

Plecand de la faptul ca domeniul D este simplu in raport cu Oy, se obtine relatia

/ wady—// (z,y) dz dy,

care adunata cu precedenta conduce la formula lui Green.

7.3.4 Formula lui Green se poate extinde la domenii care se pot descompune in

domenii de tipul celui din enuntul teoremei. Relatia

/ xdy—ydsz// dx dy,
oD D

bazata pe formula lui Green, poate fi utilizatd pentru calculul ariei unui domeniu

1
aria(D) = 5/ xdy —ydz.
oD

7.3.5 Exercitiu. Sa se afle aria domeniului D limitat de elipsa

562 y2
21

Rezolvare. Utilizand pentru 0D parametrizarea

= 1.

7 :[0,27] — R?, v(t) = (a cost, b sint),
obtinem
1 1 2m
aria(D) = = / xdy —ydr = = / [ab cos® t + ab sin® t] dt = mab.
2 Jop 2.Jo
7.3.6 Exercitiu. Sa se calculeze
/ y? dz + 22 dy, unde D= {(z,9) | 22 +¢4*<1, y>0}
oD

Rezolvare. Utilizand formula lui Green si apoi coordonate polare, obtinem
Jopy?de +a*dy =2 [[(z—y)dedy = QfOWdeOI(r cos @ —r sin@)rdr

Ol

=2 [ (cos 0 — sin 0)d6 fol r?dr = 2(sin6 + cos 0)|7 = —
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7.4 Integrale curbilinii in plan independente de drum

7.4.1 Orice drum 7 : [a,b] — R? este echivalent cu drumul
0,1 — R y(t) = (1~ t)a +tb).

Fara a restrange generalitatea, putem utiliza doar drumuri definite pe [0, 1].

Figura 7.8: Drumul v se poate deforma continuu in g fara a iesi din D .

7.4.2 Definitie. Fie D C R? un domeniu si 7g, v : [0,1] — D dous drumuri de
clasi C' din D cu aceleasi extremitati, adica astfel incat
7(0) = v(0) si 70(1) = ~(1). Spunem ca drumul + se poate
deforma continuu in g fara a iesi din D daca exista o

aplicatie continua g : [0,1] x [0,1] — D astfel incat:

1) g(t,0) =~0(t), oricare ar fi t € [0, 1];
2) g(t,1) =~(¢), oricare ar fi t € [0,1];

3) 9(0,s) =(0), oricare ar fi s € [0, 1];
4) g(1,s) = v(1), oricare ar fi s € [0, 1].



194 Elemente de Analiza Matematica

7.4.3 Definitie. Un domeniu D CR? cu proprietatea c&, orice dous drumuri din D
cu aceleagi extremitati se pot deforma continuu unul in altul fara
a iesi din D, este numit domeniu simplu conex.

Intuitiv, D este un domeniu “fara gauri”.

7.4.4 Teorema. Dacd D C R? este un domeniu simplu conex si

—

F:D— R% F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)),

este o aplicatie de clasd C, atunci urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

a) Oricare ar fi drumul inchis de clasd C* pe portiuniy|a,b] — D, avem
[ Pa)de + Qo) dy =o.
.

b) Daca vy siy1 sunt doud drumuri din D cu aceleasi extremitati, atunci

P(z,y)dz + Qz,y)dy = | P(z,y)dz+ Q(z,y) dy.
Yo 7
¢) Existd o functie ® : D — R de clasd C? astfel incat
0P 0P

P(x,y) = %(xay)a Q(Cﬂ,y) = a_y(xay)a
oricare ar fi (x,y) € D.

d) Are loc relatia

opP _0Q . .
8—y(m,y) = %(aﬁ,y), oricare ar fi (z,y) € D.

Demonstratie.“a)=b)” Fie doua drumuri de clasa C! cu aceleasi extremititi

Y0, M2 [0,1] — D, 10(0)=7(0), 0(1)=7(1)
Compunand 7y cu opusul drumului v; (v. pag. 176-6) rezulta drumul inchis
v0(2t) daca t€|0,3],
7:[071]—>D7 V(t): o 12
1(2—-2t) daca te(z,2],

si avem

f%P(m, y) dz+Q(x,y) dy—fylP(x, y)dz+Q(x,y) dy= fyP(w, y) dz+Q(x,y) dy=0.

“b)=-c)” Fie (z9,yo) € D un punct fixat si fie

(=,y)
®:D—R, <I>(x,y)=/ P(z,y) dr+Q(x,y) dy,
(z0,y0)
unde
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(z,y)
A’ maww+m@w@:/ P(a,y) de+Q(z,y) dy
Y

%0,Y0) z,y)

$1 V() 1[0, 1] — D este un drum arbitrar cu 7,4 (0) = (zo, y0) $i V(2 (1) = (z,9).

Calculand @(z +h,y) cu ajutorul drumului rezultat compunand 7,y cu drumul

V(z,y)

(0, y0)

Figura 7.9: Drumul utilizat in demonstratia teoremei.

liniar v : [0,1] — D, v(t) = (x + th,y), obtinem (v. Fig. 7.9)
z+h

O(z+h,y) — ®(z,y) = /P(x,y) dx+Q(z,y) dy = / P(t,y)dt.
0 x

Conform teoremei de medie (pag. 151-30), exista £ intre x si x + h astfel incat

x+h
/ P(t,y)dt = h P(E.y)

si prin urmare
0% . P+ hy) - P(x,y)
il =1
5z ) = 1% h

= lim P(¢,y) = P(z,y).

Similar, se arata ca %—‘i(m,y) = Q(x,y). Din P,QeCY(D) rezulta ®€C?(D).
“c)=>d)” Utilizdm teorema lui Schwarz (pag. 117-20). Deoarece ® € C?(D), avem
oP >’ >’

0
—_— = ——— = = — 1 ﬁ D-
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“d)=ra)” Utilizdm formula lui Green. Fie 7 : [0,1] — D un drum inchis de clasa

C! si fie D, domeniul a carui frontiera este v . Deoarece D, C D, avem

_ 9Q _op _
/7173(90,21)d:c+Q(9ff,y)dy—//D7 <ax ay>d:vdy—

7.5 Integrale duble improprii

7.5.1 Pe parcursul acestei sectiuni vom considera doar domenii ale planului cu
proprietatea ci, orice parte finita a frontierei este imaginea unui drum de clasa

C'! sau o reuniune finiti de astfel de imagini.

7.5.2 Definitie. Fie D C R? un domeniu nemarginit si fie (D,,),>1 un sir de
domenii compacte continute in D. Spunem ca sirul (D), )n>1
epuizeazd pe D daca, pentru orice multime compacta K C D,

exista nx € N astfel incat
K cD,, oricare ar i n > ng.
Sirul (Dy,)n>1 este numit crescator daca Dy, C Dy, 1, oricare ar fi n>1.
7.5.3 Definitie. Fie D C R? un domeniu nemsrginit si f : D — R o functie

integrabila pe orice domeniu compact K C D. Spunem ca functia f este

integrabild daca, pentru orice sir crescator (Dy,),>1 care epuizeaza pe D, sirul

</ fxydwdy) .

este convergent si limita lui nu depinde de sirul (Dy,),>1 ales.

Valoarea acestei limite este numita integrala lui f pe D si se utilizeza notatia

//Df($,y)dﬂcd?/:nli_)ngo//l;nf(x,y)dxdy‘

7.5.4 Teoremi. Fie D C R? un domeniu nemdrginit si f : D — R o functie

integrabila pe orice domeniu compact K C D. Daca
flxz,y) >0, oricare ar fi (x,y) € D,

st daca exista un gir crescator (Dy)n>1 care epuizeazd pe D, pentru care sirul
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(]fDanx,y>dmdy>n21

este marginit, atunci f este integrabild.
Demonstratie. Fie M > 0 astfel incat
// f(z,y)dxdy < M, oricare ar fi n > 1,
Dy,

si fie (D), )m>1 un alt sir crescitor care epuizeaza pe D. Oricare ar fi m > 1, exista

m’ > 1 astfel incat D), C D,y si avem

//D;n fay)dudy < /Dm/ fl@,y)dedy < M,

ceea ce arata ca sirul
</ f(z,y) dxdy)
Dy,

este marginit. Sirurile crescatoare si marginite fiind convergente, exista limitele

lim // flz,y)dedy si lim // f(x,y) dx dy.

Plecand de la (Dy,)n>1 si (D),)m>1 generam un gir crescator care epuizeaza pe D
de forma Dy C Dy, C Dy, C D;,, C Dy, C D;,. C ... Deoarece sirul crescator si

marginit

/’ﬂawmwg/ fwwmws/ Flany) dudy < ...
Dy Dy, Dny

n>1

este convergent, orice subsir al lui are aceeasi limita. In particular, avem relatia

lim // flz,y)dxdy = lim // flz,y)dxdy
k—oo an k—oo D;nk

din care rezulta independenta limitei de sirul ales

lim // flz,y)dedy = lim/ f(z,y) dzdy.

7.5.5 Exercitiu. Aratati ca

// e 4 dy=m si / e dy = N
R2 o

Rezolvare. In acest caz D = R? si flz,y) = S ) Sirul de discuri

(Dn)nzly unde Dn = { (x’y) € Rz | 562 + y2 S TL2 }’
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este crescitor si epuizeazi R2. Utilizand schimbarea de variabile
Ap — Dy i (r,0) = (r cos, r sinf)

(coordonate polare), unde A,, = [0,n] x [0, 27], obtinem

ffDn e_x2_y2 dx dy :ffAn e—TQTdeezfondrf()Qw e_r2’l“d9

=27 [’ e rdr=7(1—e)

lim // R dy = .
n—oo "

Alegand ins# un alt sir cresciitor care epuizeazi R? si anume

si

obtinem relatia

(D))n>1, unde D] = [-n,n| x [-n,n],
/A

2 2 n n 2 2 n 2 2
e T Y dxdy :/ dx/ e T TV dy = / e Tdx |
—n —n —n
din care rezulta

o n
/ e~ dzr = lim e’ dzr = lim \/// e~ dx dy = /.
—0o0 n—oo J_, n—00 D

/
n

’
n

D5
D'y

" R
12 |3 \\jj2 3

Figura 7.10: Siruri de domenii compacte care epuizeaza pe R2.




Capitolul 8

Integrale de suprafata

8.1 Integrala de suprafata de primul tip

8.1.1 Notiunea de suprafata este un analog bidimensional al notiunii de curba.
O curba este o clasa de drumuri echivalente, numite parametrizari ale curbei.
Similar, o suprafata se poate defini ca fiind o clasa de panze netede echivalente.
8.1.2 Definitie. Prin panzd netedd in R? se intelege o aplicatie de clasa C!
S:D R S(u,v) = (S (u,v), Sa(u,0), Sa(u, ),
definitd pe un domeniu compact D C R?, cu proprietatea ca

%4 (u,0) B (u,0)

ou v
rang %(u,v) %(u,v) =2, oricare ar fi (u,v)€D.

aS aS
8—;’(u, U) a_;(u’ U)

8.1.3 Exemplu. Péanza netedid S :[0,7] x [0,27] — R3,

S(0,90) = (S1(6,9),592(0,¢),93(6,¢))
= (zo+Rsinb cos p, yo+Rsinf sinp, 29+ R cosh),

reprezinta o parametrizare a sferei de raza R si centru (zo, Yo, 20)-
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8.1.4 Fie S:[a,b]x[c,d] —R3, S(u,v)=(S1(u,v), S2(u,v), S3(u,v)) o pAnza neteda.
Ea este o parametrizare a unei suprafete S. Pentru (ug, vo) € [a, b] X [c, d] fixat,

Yu : [a, b] — RB, 'yu(t) = S(t,vo) = (Sl(t,Uo),SQ(t,UQ),Sg(t,Uo)),
Y i [e,d] — R3, Yo (t) = S(ug,t) = (S1(uo,t), S2(uo, t), S3(up, t)),

reprezintd drumuri pe suprafata S. Ele trec prin punctul S(ugp,vo) si vectorii tangenti
Ful(uo,v0) = L, (ug) = <aés;1 (10, v0), %2 (ug, vo), %2 (uo,vo))
(0 v0) = 7 (v0) = (5 (w0, v0), 52 (o, vo), %2 (uo, vo)

determina planul tangent la S in S(ug,vg). In particular, produsul lor vectorial

— — —

i F K
N (ug, vg) = Fu(uo, vo) X 7o(uo, vo) = | 21 (ug, vp)  252(ug,v0) 232 (ug, vp) | =
951 (up,vo) %2 (uo,v0) 22 (ug, vo)
822 (uo, v0) G2 (uo,v0) |, | G2 (uo, v0) G2t (uo,v0) |, | G2+ (uo, vo) G2 (uo, vo) -
%2 (ug, vo) 953 (uo, vo) o 953 (ug, vo) %2 (ug, vo) " 951 (ug, vo) 992 (up, vo) ’

cu coordonatele (A(ug,vo), B(ug,vg), C(ug,vg)) definite prin relatiile

A(ug,vo) = %(UO, vo), B(ug,vo)= %(uo, vo), C(ug,v0)= D(SIZSQ) (ug,vo),

este un vector perpendicular pe planul tangent la suprafata S in punctul S(ug,vp).

Vo |T°

a uQ

Figura 8.1: Normala la o suprefata.
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8.1.5 Fiecarei diviziuni

A = {[ug, ui1] X [vj, v} i—om=1
j=0,k—-1

a dreptunghiului [a, b] X [c, d], obtinute plecand de la o diviziune
5:{u,~}izm, a=uy<up < - < Up_1 < Up =D,
a intervalului [a, b] si o diviziune
Sz{vj}j:M—_l, c=v) <V < - < Vp_q < Up =d,

a intervalului [, d], 1i corespunde o partitie a suprafetei S. In cazul in care norma

diviziunii este ‘suficient de mica’,

S(uit1,v5) = (S1(®it1,v5), S2(wiy1,v5), S3(Uit1,v5))
~ . 081 (0. 4. ) . . 9S82 (., .. ) .
~ (Sl(uzavj)"i_ﬁ(uhvj) (ul+1_ul)7 SQ(U’MU‘])—FW(UZ?/UJ) (u2+1_uz)7
S (ui, v;)+ 52 (ui, v;) (uz‘+1—uz‘)) = S(ui, v5) +7u(ui, vj) (wir1 —u;),
adica
S(uit1,v5) — S(ui, v5) & Tulus, vj) (witr — u;)
si similar
S(ui,v]qu) — S(ui,vj) =~ Fv(ui,vj) (ijrl — Uj).

Rezulta ca aria portiunii de suprafata S([u;, uit1]x[vj,vj+1]) poate fi aproximata cu

Figura 8.2: Aproximarea unei suprafete cu una poliedrala.
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([T (i, v5) X 7 (i, vi)|] (wig1 — wi) (vj+1 — vj)
= |[(A(us, vy), Bug,v;), C(ug, vi)l| (wiy1 — ui)(vjp1 — vy)

= /A% (ui,v;) + B*(ui,v;) + C? (i, vj) (wig1 — wi) (V1 — vj),
iar aria suprafetei cu
n—1k—1
Z Z \/A2(ul-, Uj) + B2(ui, Uj) + C’2(ui, Uj) (uz‘+1 — ui)(ij — ’Uj).
i=0 j=0
Acest rezultat sugereaza urmatoarea definitie.

8.1.6 Definitie. Prin aria suprafetei S : D — R3 se intelege numarul

aria(S) = //D VA2(u,v) + B2(u,v) + C2(u,v) du dv,

notatiile fiind cele prezentate la pag. 200-4.

8.1.7 Daca unghiul dintre vectorii @, b € R? are misura a, atunci

@ b=lal|-[|b]] coser, [|@xbl| = |lal| - [|b]| sine,
si are loc relatia

1@ x bI[* + (@ - b)* = [lal|* [[b]*.

Notand
E(u,v) = I7u(u,0)I?, Flu,v) = Tulu,v) Fulu,v),  Gu,v) = [[7(u, )|,
din
17, v) % 7 (w, 0) [P+ (Ful, 0) - 7w, 0))? = 17w, 0)[P 17 (u, 0)| 2

rezulta relatia
A% (u,v)+B%(u,v)+C?(u,v) = |70 (u, v) X 7(u,v)||* = E(u,v) G(u,v)— F?(u,v),

adica avem

aria(S) = // VE(u,v) G(u,v) — F2(u,v) dudv.
D
8.1.8 Exemplu. In cazul sferei S : [0, 7] x [0, 27] — R3,

5(9’ QD) = (51(9’ gp), 52(9’ gp), 53(9’ 90))

= (zo+Rsinb cos p, yo+Rsinb siny, 2o+ R cosh),
avem
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79(6,p) = (Rcosf cos g, Rcosf sinp, —Rsin),
To(0,¢) = (—Rsiné sinp, Rsinf cos ¢, 0),

si
E(0,¢) = R?, Ff,¢)=0, G(8,¢) = R?sin? 6.

Rezulta ca

s 2 s 2
aria(S) = / do R%*sinfdy = RQ/ sin@d@/ dp = 4R
0 0 0 0

8.1.9 In cazul unei panze materiale S':[a, b]x[c, d] — R3 cu densitatea (de exemplu,
in g/em?) descrisa de o functie continui o: {S(u,v) | (u,v) € [a, b]x[c, d] } — R, masa
panzei poate fi aproximata folosind o diviziune A suficient de find cu ajutorul sumei

n—1k—1

>0 e(S(us, Uj))\/AQ(ui, v;) 4B (us, v;) +C?(ui, v5) (i1 —ui) (vj41 = vy)-

i=0 j=0

Figura 8.3: Integrala unui camp scalar f definit pe o suprafata S.

8.1.10 Definitie. Fie S : D — R3 o panza netedasi f : {S(u,v) | (u,v)€D} — R
o aplicatie continua. Prin integrala functiei f pe suprafata S se intelege integrala

[ i@ y.2)do = [f f(S(u.v)) /4w, 0) + B3u,v) + C%(u, v) dudv
= gf F(S(u,v)) v/E(u,v) G(u,v) — F2(u,v) dudv.
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8.1.11 Definitie. Spunem ci panzele netede S : D — R3 i S: D —» R3 sunt

echivalente daca exista o bijectie

l)——%ZjZ (u,v)Fé(@(uaU)aw(u7UN
de clasid C! cu

D(p, ) i — 3
m(uﬂ)) #0 sl S(u,?}) = S(“P(uvv)aw(u7v))v

oricare ar fi (u,v) € D.

8.1.12 Relatia definita este o relatie de echivalenta care permite impartirea multimii
tuturor panzelor netede in clase de echivalenta. Clasele de echivalenta rezultate sunt
numite suprafete. Panzele corespunzatoare unei suprafete sunt numite parametrizari.
Se poate arata ca integrala unei functii f definite pe o suprafatd nu depinde de

parametrizarea aleasa, adica in cazul in care S si S sunt echivalente, avem

//f(w,y,z)da://f(x,y,z)da.
s 5

8.2 Integrala de suprafata de al doilea tip

8.2.1 Fie S:[a,b] x [c,d] — R3 o panzi netedi traversatd de un fluid cu viteza la
nivelul suprafetei descrisi de cAmpul vectorial V : S([a, b] x [¢, d]) — R3. Vectorul
VA%(u,v) + B2(u,v) + C%(u,v)
reprezinta versorul normalei la suprafata S in punctul S(u,v). Cantitatea de fluid
care traverseaza suprafata S in unitatea de timp (fluxul) se poate aproxima alegand

o diviziune A a dreptunghiului [a, b] X [¢,d] cu norma suficient de mica prin suma
n—1k—1

> > V(S (ui, ) i(us, Uj)\/AQ(% vi)+ B2 (ui; 05) +C? (i, v7) (Uip1—u4) (v 41—0;)-
i=0 j=0

8.2.2 Definitie. Fie S : D —R3 0 panza netedi si un camp vectorial continuu

F: S(D) — R3, F(x,y, z) = (P(x,y,2),Q(z,y, 2), R(z,y, 2)).

Integrala de suprafatd a campului vectorial F pe suprafata S, notata cu
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 8.4: Cantitatea de fluid care traverseaza, in unitatea de timp portiunea
indicata, coincide cu volumul prismei oblice.

//ﬁ-ﬁda sau //dedz—i—@dzdx—i—Rdwdy,
S S

se defineste prin relatia
//F-ﬁda://[P(S(u,v))A(u,v)—i—Q(S(u,v))B(u, v)+R(S(u,v)) C(u,v)] dudv.
S D
8.2.3 Definitie. Spunem c& panzele netede S: D —R3 si §: D —R? sunt
echivalente cu pastrarea (respectiv, schimbarea) orientarii daca exista
D —>D : (ua ’U) = (QD(U, ’U), ¢(u? U))

bijectiva de clasa C! cu
D(p,v)

m(u, v) >0, <respectiv,

si
S(u,v) = S(p(u,v),¥(u,v)), oricare ar fi (u,v) € D.

8.2.4 Propozitie. Dacd pinzele S: D — R? §i §: D — R3 sunt echivalente cu

pastrarea (respectiv, schimbarea) orientarii i F:S (D) — R3 este continud, atunci

//ﬁ-ﬁdaz//ﬁ-ﬁda (respectiv //ﬁ-ﬁdaz—//ﬁ-ﬁda).
s S s S
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8.3 Formula lui Stokes

8.3.1 Definitie. Prin rotorul campului vectorial de clasa C!
ﬁ 0 — RBa ﬁ(.%', Y, Z) = (P(I’, Y, 2)7 Q(xa Y, 2)7 R(I’, Y, Z))a

definit pe un domeniu  C R3, se intelege campul vectorial

B . [(OR 0Q 0P OR 0Q 0P
) 3 === ——= =__—_—
rot F': ) — R?, rOtF—(ay 0z’ 0z Ox’ Ox 8y>'

8.3.2 Formal, rot F este produsul vectorial dintre operatorul V= (8%, 8%, %) i F:

— — —

T 7 K
= OR 0Q\s (0P OR\: (0Q 0P\ - .,
= 90 9 0 |==_=% - _ == Z* 2 k=
VXE=| 3 3 5 <6y 6z>1+<6z 6ﬂ:>J+<8:U 6y>k rot k.
P O R

8.3.3 Lema. Fie D CR? un domeniu pentru care are loc formula lui Green si
S:D—R  S(z,y) = (2,3 hz,y)),

o suprafatd marginitd de curba inchisa 0S.
Dacd F este un camp de clasq C* de forma

—

F:Q-—R%  F(z,y,2) = (P(z,y,2),0,0),

definit pe un domeniu € ce include suprafata S, atunci

/ ﬁ.d;://mtﬁ.ada.
oS S

Demonstratie. Fie [a,b] — R? : t — (¢(t),1(t)) un drum de clasa C* pe portiuni a
carui imagine coincide cu frontiera lui D. Marginea (bordul) suprafetei S coincide cu

imaginea drumului~y : [a,b] — R3, y(t) = S(p(t),¥(t)) = (¢(t),v(t), h(e(t),1(t))).

Deoarece
I‘Otﬁ: <0,38_I;,_%_Iy3> §1 (A’B’C): (_%a_%, )a
utilizand formula lui Green, obtinem
Jos F-di=[, Pda = [* P(p(t), (1), h((t), ¥(t)) @' (8) dt= [, Plu,v, h(u,v)) du
= — [, 2 P(u,v,h(u,v))dudv = [[4rot F - 7 do.
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8.3.4 Teorema (Formula lui Stokes).
Daca S este o suprafata astfel tncat orice paraleld dusd la axele

de coordonate intalneste S in cel mult un punct si daca

—

F:Q—R  F(z,y.2) = (Py2),Qy2), Rx,y,2)),
este un camp vectorial de clasd C' definit pe un domeniu Q0 ce

include pe S, atunci

/ F)-d}://rotﬁ-ﬁda.
oS S

Demonstratie. Se utilizeaza lema, plecand de la descompunerea

(P(x7 y7 2)7 Q(x7 y7 Z)? R(x7 y7 Z)) - (P(x7 y? z)? 07 O)+(07 Q(x7 y? z)? 0)+(07 07 R(x7 y7 Z))'
8.3.5 Formula lui Stokes se poate extinde la suprafete care pot fi descompuse in
unele de tipul celor din teorema. In notatii alternative, formula devine

Pd:ﬂ—l—Qdy+Rdz:// (9_R_(9_Q dy dz+ (9_P_8_R dz da+ (9_Q_8_P dx dy.
oS s\ Oy 0z 0z dy

8.4 Integrale curbilinii in spatiu independente de drum

8.4.1 Teoremi. Dacd Q C R3 este un domeniu simplu conex si

—

F:Q—R,  F(z,y,2) = (P(x,y,2),Q,y,2),Rx,y,2)),

este o aplicatie de clasd C, atunci urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

a) Oricare ar fi drumul inchis de clasd C' pe portiuni v[a,b] — €, avem

/Pdm+Qdy+Rdz:0;
.

b) Daca o si~y sunt doud drumuri din Q cu aceleasi extremitati, atunci

/de—l—Qdy—i—Rdz:/ Pdr+Qdy + Rdz;
v o0

¢) Ezistd o functie ® : @ — R de clasd C? astfel incat in Q

0P 0P 0P
P(x7 y? Z):a(x, y7 Z)? Q(x7 y? 'Z):a_y(x7 y7 Z)? R(x7 y? 'Z): a (x7 y7 Z);

z
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d) Au loc in Q relatiile
OR 0Q 0P OR 0Q 0P

Oy 0z’ 9z Oz’ or Oy’

Demonstratie. Este similara cu demonstratia prezentata la pag. 194-4. In loc de

formula lui Green se utilizeaza formula lui Stokes.
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Integrale triple

9.1 Definitie si proprietati

9.1.1 Integralele triple pot fi definite si studiate bazandu-ne pe analogia cu

integralele duble. Vom prezenta doar cateva definitii i rezultate.
9.1.2 Definitie. Fie paralelipipedul A=[a,a’] x [b,b'] X [c, ].
Plecand de la o diviziune a intervalului [a, a']
5:{%‘}1‘:0?7 a=20< T <x2< ... <Tp_1 < Ty =20,
o diviziune a intervalului [b, V']
5,:{yj}j:w7 b=yo<y1 <2< ... <Yn-1<Ym =1V,
gi o diviziune a intervalului [, (/|
5":{zk}k:®, c=2<z2 <2< ..<zp1<z=C(,
obtinem o diviziune

A={Aij} i-t= Aijie = [mi—1, @3] X [yj—1,Y5] X [2r—1, 2k,
j
k

3

1,

3

s

a paralelipipedului A cu norma

[[All= m (i — 1) + (y5 —yj—1)% + (2 — 2z-1)%

1
1
1

INIAIA
INIAIA

T n
J m
k<p
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9.1.3 Definitie. Fie f: A — R o functie definitda pe paralelipipedul A, A =
7 o diviziune a lui A si fie {(&jk, Mijk, CGijk)} i =77 un sistem de puncte
1 :

’

p
intermediare asociat diviziunii, adica astfel incat (&;;x, 1ijk, Cijk) € Aijk, oricare ar fi
1, j, k. Prin suma Riemann asociata functiei f, diviziunii A gi sistemului de puncte

intermediare {(&;;x, Mijk, Ciji)} se intelege numarul
n m V4

oA (fs { it Mg Ciim) D= D D F s Migies Cigie) (@i —2i1) (45— Y —1) (26 — 20—1).
i=1j=1k=1
9.1.4 Definitie. Spunem ca functia f : A — R este integrabild (Riemann) pe A
daca exista un numar Iy € R cu proprietatea ca, pentru orice £ >0,
exista v >0 astfel incat relatia
loa(fy {(ijs Mg Gigr) }) — Ipl <

are loc pentru orice diviziune A cu ||A|| < v si pentru orice alegere
a sistemului de puncte intermediare {(&;;x, 7k, Gijk) }-

Numarul I; se numeste integrala functiei f pe A si se utilizeaza
pentru el notatia [[[, f(x,y,2)dzdydz sau [[[, fdv.

9.1.5 Teorema. Functia f: A—R este integrabild pe A daca i numai dacd exista

un numar I €R astfel incat, pentru orice sir de diviziuni (Ay)5

culim,, o ||An]| =0 si pentru orice alegere a sistemelor de puncte
intermediare asociate {(& ., Mk, Clip) b

Tim o (F, (€0 C)}) = T
In cazul in care f este integrabild, avem I = [[f4 f(x,y,2) dedy dz.
Demonstratie. Este similara celei prezentate in cazul integralei simple (pag. 142-5).

9.1.6 Propozitie.

a) Daca f: A — R este integrabila i « €R, atunci functia of este integrabila gi

///A(ch)(x,y, z)dzdydz = O‘///A f(z,y,2)dedyd-z.

b) Daca f,g: A — R sunt integrabile, atunci functiile f + g sunt integrabile i

//A(fig)(m,y,z)dxdydz:///Af(m,y,z)dxdydzi//Ag(x,y,z)dmdydz.

Demonstratie. Este similara celei prezentate in cazul integralei simple (pag. 143-6).
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9.1.7 Propozitie. a) Daca f: A — R este integrabila si f(x,y,z) >0, oricare ar
fi(x,y,2) € A, atunci

// flx,y,2)dedydz > 0.

b) Daca f,g: A—R sunt integrabile si f(z,y,z)<g(z,y,z),

oricare ar fi (z,y,z) €A, atunci

///fxy, dwdydz</// g(z,y,2)drdydz.

¢) Daca f: A — R este integrabila, atunci

///Af(ﬂc,y,z)dxdydz §///A\f(x,y,z)\dxdydz,

Demonstratie. Este similara celei prezentate in cazul integralei simple (pag. 143-8).

9.1.8 Teorema. Daca functia f: A — R este integrabild, atunci este marginitd.
Demonstratie. Este similara celei prezentate in cazul integralei simple (pag. 144-11).

9.1.9 Teoremd. Fie paralelipipedul A = [a,ad’] x [b,V] X [e,].
Daca f : A — R este integrabild, functia

0,0 x [e,d] — R+ (y,2) = f(z,y,2)
este integrabild pe dreptunghiul D=[b,V'|x [c, (], oricare ar fi
x € [a,b], si dacd functia

[a,d] — R: 2+ // flx,y,2)dydz
D
este integrabila pe [a,b], atunci
b
// f(x,y,z)dxdydz:/ (/ f(x,y,z)dydz) dx.
A a D

Demonstratie. Este similara celei prezentate in cazul integralei duble (pag. 181-15).
9.1.10 Teorema. Orice functie continud f : A — R este integrabild.

Demonstratie. Este similara celei prezentate in cazul integralei simple (pag. 149-25).

9.1.11 Definitie. Spunem despre o multime V C R? ca are volum nul daci, pentru
orice € > 0, multimea V poate fi acoperita cu o familie de

paralelipipede avand suma volumelor mai mica decat ¢.
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9.1.12 Imaginea unei panze netede are volum nul si se poate arata ca, orice functie
f i la,ad] x [b,V/] X [¢,] — R continua cu exceptia imaginilor unui numar

finit de panze netede, este integrabila.

9.1.13 Daca f: 2 — R este o functie continua definita pe un domeniu marginit 2
cu frontiera formata dintr-un numar finit de panze netede, atunci functia

_ - f(z,y,z) daca (z,y,2)€Q,
fola,dxb, VX, ] — R, f(z,y, Z)Z{
0 daca (z,y,z2)€Q,

definitd pe paralelipipedul A = [a,d’] x [b,b] X [¢, ] care include pe €, este

integrabila. Valoarea integralei

///A f(z,y, 2)dedy dz

nu depinde de alegerea paralelipipedului A contindnd €2 si prin definitie

///Qf(x’y’z)dxdydz:///Af(xay,z)dxdydz.

9.1.14 Definitie. Prin domeniu simplu In raport cu xOy se Intelege un domeniu

Q={(z,y,2) | (z,9)€D, ¢(z,y)<z<y¢(z,y) },
unde D C R? este un domeniu compact cu frontiera formati dintr-un numér finit

[}
de drumuri de clasi C*, iar ¢, 1 : D — R sunt functii continue, de clasa C' in D.

9.1.15 Propozitie.
Daca functia f:Q — R, definita pe domeniul simplu in raport cu planul xOy

Q={(z,y,2) | (x,9)€D, p(z,y)<z<¢(z,y) },

este continuad, atunci

///Qf(x,%z)dxdydz://[) (/:::j)f(x,y,z)dz) dx dy.

9.1.16 Teorema (Formula de schimbare de variabild). Fie Q C R® un domeniu

compact cu frontiera formata dintr-un numar finit de imagini de panze netede si fie
T:Q— Rg’ T(ua v, ZU) = (Sp(u’ v, ’U)), ¢(u’ v, ’U)), X(U, v, U])),

o aplicatie injectivd, de clasd C' cu proprietatea cd



Integrale triple 213

0,
7o (u, v, w)

v
D
giﬁ(uvw)

Daca f:T(2) — R este o functie continud, atunci

// Fz,y, 2 da:dydz—///f u, v, w), Y, v, w), X(uvw))‘D(((Z:}/}’w))'dudvdw.

a*"(u,v,w) gﬁ(u v, w)

ax(u v,w) gff}(u v, w)

9.2 Formula Gauss-Ostrogradski

9.2.1 Definitie. Prin divergenta cAmpului vectorial de clasa C*
ﬁ : Q H R37 ‘F_:(x7 y? Z) = (P(x7 y? z)? Q(x7 y? z)? R(x7 y? z))?
definit pe un domeniu Q C R3, se intelege campul scalar
oP 0Q OR

divﬁ:Q—HR, divF = 8_+(9y+(9z

9.2.2 Formal, div F este produsul scalar dintre operatorul V= <8%’ a%, %) si F

9.2.3 Lema. Daca 2 este un domeniu simplu in raport cu xOvy,

Q={(z,y,2) | (z,y) €D, p(z,y) <z<y(x,y)},

st daca F este un camyp vectorial de clasd C' de forma
ﬁ : ﬁ H R3’ ﬁ(x’ y’ Z) = (0’ 0? R(x’ y’ Z))’
atunci are loc relatia

// ﬁ-ﬁdaz///divﬁdv,
o0 Q

unde U este versorul normalet exterioare.

Demonstratie. Pe fata {(x,y, ¥ (z,y)) | (z,y)€ D}, avem
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’7(%2/) = (_%’_8_31’ /\/ 8_y +17

iar pe fata {(z,y, p(z,vy)) | (z,y) € D}, normala exterioara este

— dp O 8
V(w,y)=<a—“§,a—§,— /\/ a;’ ey

Deoarece pe restul frontierei lui €2 versorul o este perpendlcular pe Oz, avem

/aﬂl3 v do = //D[R(w,y,w(x,y)) — R(z,y, p(z,y))] d dy.
Pe de alta parte,

W div F dv = [ffg 52 dv = ffD () 98z, y, 2) d=) da dy
- ffD .%' y7 y)) - R(.%',y, (p(.%',y))] dx dy

9.2.4 Teorema. (Formula Gauss-Ostrogradski) Dacd 2 C R? este un domeniu

stmplu in raport cu cele trei plane de coordonate si daca
FiO—R,  Floy2) = (Pey,2),Qy2), R,y 2)),
este un camp vectorial de clasd C, atunci are loc relatia

// ﬁ-ﬁdaz///divﬁdv,
o0 Q

unde U este versorul normalei exterioare.
Demonstratie. Se utilizeaza lema plecand de la descompunerea

(P(x,y,2),Q(x,y,2), R(x,y,2))=(P(x,y,2),0,0+0, Q(z,y, 2), 040, 0, R(x, y, 2)).

9.2.5 Formula Gauss-Ostrogradski (numita si formula fluz-divergentd) se poate
extinde la domenii care pot fi descompuse in unele de tipul celor din teorema.

In notatii alternative, formula devine

/ dedZ+ded:c+Rdzd:c_/// <5P 3Q+3R> .
[s]9) b
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Elemente de analiza complexa

10.1 Numere complexe

10.1.1 Multimea numerelor complexe
C=R+Ri={z=z+yi|z,yeR},
considerata Impreuna cu operatiile de adunare
(z+y)+ (@ +yi)=@+2)+ (y+y)i
si de inmultire cu un numar real
a(z + yi) = az + ayi,
este spatiu vectorial real de dimensiune 2. Scrierea unui numar complex sub

forma z = x + yi reprezinta dezvoltarea lui in raport cu baza {1, i}. Aplicatia
R? — C: (z,y) — = + i
este un izomorfism care permite identificarea celor doua spatii vectoriale si
conduce la o reprezentare geometrica naturala a numerelor complexe in plan.
10.1.2 Relatia i> = —1 permite definirea unei operatii suplimentare pe C,
(@ +yi) (@' +y1) = (22" — yy/) + (29 + y2')i,
numita tnmultirea numerelor complexe. Multimea C, considerata impreuna

cu operatiile de adunare si Inmultire a numerelor complexe, este corp

comutativ. In particular, fiecare numar complex nenul admite un invers
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Xz 1 = = = — 1.
Y T+ yl $2 + y2 562 + y2 562 + y2

| Jmz 2
|2 i
' Re z

Figura 10.1: Conjugatul unui numar complex

10.1.3 Definitie. Fie z = z + yi un numar complex.
Numarul Re z = x se numeste partea reald a lui z.
Numarul Jm z = y se numeste partea tmaginara a lui z.
Numarul zZ = z — yi se numeste conjugatul lui z.

Numarul |z| = y/22 4+ y? se numeste modulul lui z.

10.1.4 MATHEMATICA Relx+y I], Im[x+y I], Abs[x+y I], Conjugate[x+y I]

In[1]:=I —  Out[l]=1i In[5]:=Re[3+4 I] —  Out[5]=3
In[2] :=Sqrt[-4] —  Out[2]=21 In[6]:=Im[3+4 I] —  Out[6]=4
In[3]:=(3+2 I)"2 —  Out[3]=5+12i In[7]:=Abs[3+4 I] —  Out[7]=5
In[4]:=(3+2 I)/(5-I) ++ Out[d]=31+1 In[8] :=Conjugate[3+4 I] +> Out[8]=3—4i
10.1.5 Propozitie. Relatiile
21 2 =21 * %, 71 %3 = 21 22, (") = (2)",
’2‘:’2‘7 ’2‘2:227 @:27
mez:zf, jmz:ZQ_f, z=NRez+1Tmz.

au loc oricare ar fi numerele complexe z1, zo §i 2.

Demonstratie. Relatiile rezulta direct din definitie (v. pag. 216-3).
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10.1.6 Oricare ar fi ¢ gi ¥, avem
(cos @ +isinp)(cosy +isint) = (cos p cos P — sin psin )
+i(cos @ sin v + sin p cos ¥) = cos(p+1) + isin(p+1)).
Utilizand notatia lui Euler
el = cost +isin t,
relatia anterioara devine

ol? oV — llptd)

10.1.7 Pentru orice numar nenul z=xz+yi, exista arg z € (—m, 7| astfel incat

z = |z|(cos(arg z) + isin(arg z)) = || e! 282,

arg z

Figura 10.2: Modulul si argumentul unui numar complex

Numarul arg z, numit argumentul principal al lui z=x+yi, este

( arctg 2 daca x>0,

74 arctg 2 daca <0, y>0,
argz = ¢ —m4arctg? daca <0, y<O0,

daca =0, y>0,

vl

vl

daca =0, y<O0.

\

10.1.8 MATHEMATICA Arglx+y I1, N[Arglx+y I1]
In[1] :=Arg[-1] —  Out[l]=r In[3] :=Arg[2+3 I] > Out[3]=ArcTan[$]
In[2]:=Arg[I"15] + Out[2]=—2 In[4]:=N[Arg[2+3 I],9] +> Out[4]=0.982793723
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10.1.9 Functia
arg : C* — (—m, 7],

unde C*=C\{0}, este discontinua pe semidreapta numerelor reale negative
(—00,0) ={ z | Rez<0, Imz=0}
deoarece, pentru z € (—00, 0), avem

lim arg(x +yi) = —7 i lim arg(x + yi) = 7.
iy g(z +yi) $ lim g(r +yi)

L stez]
Figura 10.3: Relatia intre |z|, |PRe z| si |[Tm z|.

10.1.10 Propozitie. Oricare ar fi numarul complexr z = x + yi, avem

||
} < lztyil < lz| + [yl,
[yl
adica
|Re z|
} <z < |Rez| + |Imz|.
|Jm z|

Demonstratie. Avem

|z +yi| = Va2 +y? > Va? = |z, |z +yil = Va2 +y2 > Vy? =y,

iar relatia

Va?+y? <|z|+ |y

este echivalenta cu relatia evident adevarata

z® +y* < (lz] + |yl)>.

10.1.11 Propozitie. Aplicatia modul | | : C — R,

ol =l + il = V2 +

este 0 norma pe spatiul vectorial real C, iar d: C x C — R,
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d(z1,22) = |21 — 22| = \/(331 —x2)2 + (1 — y2)?,

este distanta asociatd.

Demonstratie. Oricare ar fi numarul complex z = x + yi, avem

ol = Va4 2 0

si

Daca « este numar real, atunci

oz = [(az) + (ay)i] = V/(az)? + (ay)? = Va2 (22 + y2) = |a] [2].
Oricare ar fi numerele z; = 1 + y1i §i 20 = x2 + yoi, avem relatia
|21 + 22| = (21 + 22)(Z1 + 22) = |21]® + |22|? + 21 22 + 21 22

= |Zl|2 + |22|2 + 2%Re (21 22) < |Zl|2 + |22|2 + 2|%2 (21 22)|

< |z + |22f* + 2|21 22| = (|21] + |22])%,
din care rezulta ca

|21 + 22| < |z1| + |22]-

10.1.12 Daci consideram R? inzestrat cu norma uzuald

1R — R, (29l = Va2 + 12,

atunci

Iz, y)ll = V2* +y* = |z + yil,
ceea ce arata ca aplicatia liniara
R? — C: (x,y) — z+yi
este un izomorfism de spatii vectoriale normate care permite identificarea spatiilor
normate (R2,]| ||) si (C,| |). Daca se are in vedere doar structura de spatiu vec-
torial normat, spatiile (R?, || ||) si (C,| |) diferd doar prin notatiile utilizate. Distanta
d(z1,22) = |21 — 2| = V(21 — 22)% + (Y1 — ¥2)?

dintre doua numere z; =x1+y1i §i 29 =x2+y2i In planul complex corespunde distantei

dintre punctele corespunzatoare din planul euclidian (v. Fig. 10.4 )

d((z1,1), (x2,92)) = V(21 — 32)2 + (1 — y2)?
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22

<1

I

Z2

Figura 10.4: Distanta dintre doua puncte

10.1.13 In planul complex:

Fie a € C fixat gi r > 0. Multimea

|z1 — 29| = distanta dintre z; si 29;

|z| = |z — 0| = distanta dintre z si origine.

Br(a) ={z]| |z—al<r}

se numeste discul (deschis) de centru a si raza r (v. Fig. 10.5 ).

Figura 10.5: Discul de centru a si raza r

10.1.14 Definitie. Spunem ca o multime M C C este marginita daca
exista a € C si r>0 astfel incat M C B,(a).
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@i@

Figura 10.6: Multime marginita.

10.1.15 Exercitiu. Multimea M este marginita daca si numai daca exista r>0

astfel incat |z| < r, oricare ar i z € M.

@ By(a) b

Figura 10.7: Multime deschisa.

10.1.16 Definitie. O multime D CC este numita multime deschisd daca, oricare
ar fi a€ D, exista r >0 astfel incat B,(a) C D. Spunem ca despre o
multime F CC ca este inchisa daca multimea C\ F este deschisa.

10.1.17 Exemple.

a) Discul B;(0) este multime deschisa.

b) Semiplanul { z | Jm 2>0 } este multime deschisa.
c¢) Orice multime finita F' CC este o multime inchisa.
d) Semiplanul { z | Re 2>0 } este multime inchisa.

10.1.18 Definitie. O multime K CC este numita mul{ime compacta

daca este inchisa gi marginita.
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10.1.19 Exercitiu. Sa se arate ca relatiile

a) |z 2| = |21 |22,
b) |zl = Jz2|| < 21 — 22,
o) |tz -2l =20+ 2]

au loc oricare ar fi numerele complexe z1 si zo.

Rezolvare. a) Avem
(2122 = y1y2)” + (21y2 + 22y1)? = (a7 + y1) (23 + 43).
b) Din
|z1] = [21 — 22 + 22| < |21 — 22| + |22], |z2| = |22 — 21 + 21| <[22 — 21| + |21]
rezulta relatia
—lz1 — 22| < la1| = |z2| < |21 — 22,
echivalenta cu
[z1] = l22] | < |21 — 2.
c¢) Prin calcul direct obtinem

’21 + 2’2’2 + ‘2’1 — 22‘2 = (2’1 + 22)(21 + 52) + (2’1 — 22)(21 — 22) =2 ’21’2 + 2 ’22‘2.

10.2 Siruri de numere complexe

10.2.1 Definitie. Spunem ca sirul (z,),>0 este convergent la a si scriem

lim z, =a

n—oo
daca
lim |z, —a|=0.
n—oo
10.2.2 Din relatia
[on = o . .
< |(@n +ynl) — (0 + Bi)| < |z — af + |yn — B
|y — B

rezulta ca
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limy, 00 Tn, = @,
lim (x, +ypl) =a+pi <~
noree limy, 00 Yn = B,

adica girul de numere complexe (zy,)n>0 este convergent daca si numai daca

sirurile de numere reale (Re 2y, )p>0 si (Im 25, )n>0 sunt convergente si

lim z, = lim Rez, +1i lim Jmz,.
n—oo n—oo n—oo

10.2.3 Exemplu:

. n . \" . n . \" .
lim +ill+— = lim +1 lim (1+— =1+ei.
n—oo \n + 1 n n—oon + 1 n—00 n

10.2.4 MATHEMATICA: Lim[z[n],n->Infinity]
In[1] :=Lim[n/(n+1) ,n->Infinity] = Out[l]=1
In[2] :=Lim[(1+1/n) "n,n->Infinity] = Out[2]=e
In[3]:=Lim[n/(n+1)+I (1+1/n) n,n->Infinity] +> Out[3]=1+ie

Figura 10.8: Sir marginit convergent.

10.2.5 Definitie. Un sir (2,,)n>0 este mdrginit daca exista r >0 astfel incat

|zn| <1, oricare ar fi n > 0.

10.2.6 Din relatia
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|20

Yn|

rezulta ca sirul de numere complexe (2,),>0 este marginit daca si numai daca
sirurile de numere reale (Re 2, )p>0 §i (Im 2y, )p>0 sunt marginite.

10.2.7 Exercitiu. Sa se arate ca:

a) 2] <1 = lim 2" = 0;
n—o0
- 1
b) lz| < 1 = ) =1
n=0
c) |z] <1 = L=1++224234

Rezolvare. Avem:

lim [z" —0] = lim |2|" =0
n—oo

n—o0 ’
00 k
. k4l
Y 2'=lim ) 2" = lim 152 — = 1,
n=0 k—o0 n=0 k—o0 z z

o0

= t=142+22428 4
n=0

Figura 10.9: Multimea numerelor z cu proprietatea |z| < 1.

10.2.8 Definitie. Spunem ca sirul de numere complexe (2, )n>0 are limita infinita,

lim z, = oo,
n—oo

daca

lim |z,| = occ.
n—oo
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10.2.9 Daca |z| > 1, atunci lim 2" = occ.
n—oo

10.3 Functii complexe de variabila complexa

10.3.1 Prin functie complexd se intelege orice functie cu valori complexe.

10.3.2 Definitie. Spunem ca functia reala de variabila reala
f:(a,b) — R

este derivabild in punctul zq € (a, b) daca exista si este finita limita

Fan) — 1 1) = F0)

T—T0 Tr — X0

numita derivata functiei f In punctul zg.

10.3.3 Definitia anterioara nu poate fi extinsa direct la functiile de doua variabile
f:DCR?>—R
deoarece relatia
. f z,Y)— f Zo, Yo
Flao.ge) = lim (z,y) = f(x0,%0)
(@y)=(zowo)  (2,y) — (%0, %0)
este fara sens, Impartirea cu vectorul (z—xo, y—y0) = (z,y)— (0, yo) nefiind definita.

Posibilitatea Tmpartirii cu un numéar complex nenul permite insd definirea deri-

vabilitatii unei functii de variabila complexa urméand direct analogia cu cazul real.

10.3.4 Definitie. Fie D C C o multime deschisd. Spunem ca functia complexa

f:D—C
este C-derivabila (sau olomorfd) in punctul zp € D daca exista si este finita limita
fl(zo) — lim f(Z) — f(ZO)’
Z—r20 zZ— 20

numitd derivata functiei f in punctul zo. In loc de f'(z0), scriem uneori %(zo).

10.3.5 Exemplu. Functia
f:C—C,  f(2)=2%

este C-derivabila in orice punct zg € C,
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3 3
/ Y 2 TR0 e 2 2\ _ 9.2
f(z0) = zILHQO P ZILHQO (2% + 202 + 23) = 32
si f'(z) = 322, adica avem
(23) =322
1+ %Hl
RN

Figura 10.10: Functia f(z) = z nu este C-derivabild in zo = 1.

10.3.6 Functia
fiC—C  fx)=2z

nu este C-derivabila in zg = 1 deoarece limita
z—1

nu exista. Alegand sirul z, = # cu limy, o 2, = 1, obtinem
Zp — 1

10.3.7 Bazandu-ne pe identificarea lui C cu R?,
C—R?: z+4yi— (z,9),
putem descrie orice functie complexa de o variabila complexa
f:D—C

cu ajutorul a doua functii reale de cate doua variabile reale
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flz+yi) = u(z,y) +v(z,y)i

unde

u=%Re f: D — R este partea reala a lui f,

v=Jm f: D — R este partea imaginara a lui f.
10.3.8 Exemple. a) In cazul functiei

fiC—C, flz)=z

)

aveln

[z +yi) =z —yi,
adica
u,y) =z, o(z,y) =y
b) In cazul functiei
f:C—C, f(z) =22,
avem
fl@+yi) = (z+yi)? = (2% = y°) + 2ayi

§i prin urmare

2

u(z,y) =2 -y,  v(z,y) = 2zy.

10.3.9 Conform definitiei, functia
f:D—C,  flz+yi)=uly) +v(ry)i
este C-derivabila in zg = xg + ypi daca si numai daca exista si este finita limita

i 1) = F(z0)

Z—20 zZ— 20
Pentru ca
i LG S0 _
Z— 20 zZ — ZO
este necesar ca
t) — ti) —
limf(ZoJr) f(Zo):aJrﬂi’ limf(ZOJr 1). f(Zo):aJrﬁi’
t—0 t t—0 t1

adica sa aiba loc relatiile
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t — t —
lim u(xo +t,90) — u(xo, Yo) 1 lim v(zo +t,y0) 1)(360,210)i — a+ Bi,
t—0 t t—0 t
t) — t) —
lim u(xo, yo + ). u(o, Yo) + lim v(xo, Yo + ). U(x()ayO)i — o+ fi,
t—0 t t—0 t1
echivalente cu
ou v v ou
a—x(ﬂco,yo) =a= 8_y(x0’y0)’ g(ﬂﬂmyo) =p= —a—y(ﬂﬁoayo)-

In particular, daca f este C-derivabila in zp=x¢+yoi, atunci
0 0
f'(zo + yoi) = a—Z(ﬂfo,yO) + 6—2(%,%) i

10.3.10 Teorema (Cauchy-Riemann) Functia
f:D—C,  flz+yi)=ulz,y)+ vy

definita pe multimea deschisa D CC, este C-derivabild in punctul
zo=x0+yol € D daca si numai dacd functiile reale
u:D — R, v:D—R
sunt R-diferentiabile in (xo,yo) si verifica relatiile Cauchy-Riemann
ou v ou ov
a—x(xmyo) = a—y(9€07y0)7 a—y($07yo) = —g(ﬂﬂo’yo)-

In aceste conditii
o+ o) = T, 0) + oo (0, 0)
x i)=—(x —(x i.
01+ %o 5z \F0:Y0) 5 (%0, Yo
Demonstratie. A se vedea [17].
10.3.11 Definitie. Fie D C C o multime deschisa. Spunem ca functia
f:D—C

este C-derivabila (sau olomorfa) daca este C-derivabila in orice punct din D.

10.3.12 Exercitiu. Sa se arate ca functia
f:C—C,  f(z)=2%

este olomorfa si s& se determine f'(z).

Rezolvare. Utilizam teorema Cauchy-Riemann. Avem

fl@+yi) = (x+yi)? = (2 — y*) + 2ayi
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si prin urmare

u(z,y) =2 -y, v(z,y) = 2zy.

Functiile u si v sunt R-diferentiabile in orice punct si

ou ov ou ov

Derivata lui f este

19, 0
Fllz+ i) = == (2,y) + == (z,y)i = 2 + 2y,

Ox Oz
adica, f'(z) = 2z.

10.3.13 Exercitiu. Sa se arate ca functia
fiC—C,  flx)=2z

nu este C-derivabila in niciun punct.

Rezolvare. Utilizam teorema Cauchy-Riemann. Avem
flx+yi) =z —yi,
adica
wz,y) =z,  v(,y) = -y
In acest caz, relatiile Cauchy-Riemann nu sunt verificate in niciun punct deoarece
%(%y) =1, g—Z(ﬂc,y) =-L
10.3.14 Definitie. Functia
f:C—C, f(z) =¢7,
unde
T = e% ¥ = e (cosy +1 siny) = e” cosy +ie” siny,
este numita functia exponentiald (complexa).
10.3.15 MATHEMATICA: Explx+y I], N[Explx+y I1]
In[1] :=Exp[x+y II —  Out[l]=e*tiy
In[2] :=ComplexExpand [Exp [x+y I]] Out[2]=e* Cos[y]+i e* Sin[y]
In[3]:=Exp[2+3 I] t[3]=e2+31

—
> Out]

In[4]:=N[Exp[2+3 I]] —  Out[4]=-7.31511+1.04274 i

In[5]:=N[Exp[2+3 I],15] —  Out[5]=—7.31511009490110+1.04274365623590 i
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10.3.16 Functia exponentiali este o functie periodica cu perioada 271,
ez+27ri _ ez,

si
el 72 — 21 622,

oricare ar fi z1, 29 € C.

10.3.17 Exercitiu. Sa se arate ca functia exponentiala
f:C—C, f(z) =¢%,
este olomorfa gi
(e*) = e
Rezolvare. Utilizam teorema Cauchy-Riemann. Din relatia
flx+yi) =€" cosy+ie” siny,
rezulta ca
u(z,y) = e* cosy si v(z,y) = e* siny.

Functiile reale u si v sunt R-diferentiabile in orice punct si

ou . ov ou e .. Ov

Derivata lui f este

0 0
F(2) = f'( 4 i) = 55 y) + 50 (@) i = o cosy +ie” siny = e,

10.3.18 Exercitiu. Sa se determine functia olomorfa
f:C—C
care Indeplineste conditiile
Jm f(z,y) = 2zy +y, f) =1
Rezolvare. Cautand functia f de forma
flz+yi) = u(z,y) + 2zy + y)i,

din teorema Cauchy-Riemann deducem relatiile

ou ou
e —2r+1 e =9
5 (z,y) =2z +1, 9y (z,y) Y,
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din care rezultd ca u(x,y) = 2 — y?> + 2 + ¢, unde c este o constantd. Impunand
conditia suplimentara f(i) = i, obtinem
flatyi) =2 =y o+ 1+ Quy +y)i = (z +y)° + (z +yi) + 1,

adica f(z) =22+ 2z + 1.

10.3.19 a) Daca functiile f,g: D — C sunt olomorfe, atunci

(af £B9) =af £8d, (fg)' =g+ g,
oricare ar fi o, 8 € C. Daca in plus g(z) # 0, oricare ar fi z € D, atunci

([)' _fla—fd
g P

b) Daca functiile D 0% ¢ sunt olomorfe, atunci

(1) = TN 1),

10.3.20 MATHEMATICA DI[f[z],z]
In[1]:=D[a f[zl+b glzl,z] +> ]
In[2]:=D[f[z] glz],z] — ]
In[3]:=D[f[z]/g[z] ,z] = Outl3 =5 - el
In[4]:=D[gl[f[z]],z] = ]

10.3.21 Exercitiu. Functiile complexe

iz —iz
cos: C — C, Cosz:%,
. . iz_ —iz
sin: C — C, sinz = S——,
z —z
ch:C—C, Ch,'<::e+2e ,
Z_a—Z
sh:C — C, shz =
sunt olomorfe gi
(cosz) = —sinz, (sinz) = cos z,
(chz) =shz, (shz) = chz.

Rezolvare. Calcul direct.



232 Elemente de Analiza Matematica

10.3.22 MATHEMATICA D[f[z],z]

In[1]:=D[z"n,z] —  Out[l]=nz~1*t® In[4]:=D[Exp[z],z] —  Out[4]=€*
In[2] :=D[Cos[z],z] —  Out|[2]=—Sin[z] In[56]:=D[Sin[z],z] = Out[5]=Cos|z]
In[3]:=D[Cosh[z],z] +> Out[3]=Sinh(z] In[6]:=D[Sinh[z],z] +> Out[6]=Cosh[z]

10.3.23 MATHEMATICA Figura 10.11 s-a obtinut utilizand

In[1]:=Plot[{Exp[x], x, Loglx]}, {x, -3, 3}, PlotStyle -> {Red, Dashed, Thick},
AspectRatio -> Automatic]

Figura 10.11: Functia logaritm natural In x este inversa functiei exponentiale e”.

10.3.24 Functia exponentiala reala
R — (0,00) : =+ e”
este bijectiva. Inversa ei este functia logaritm natural
(0,00) — R: z+— Inz.
Avem
x =en? oricare ar fix € (0, 00).
In cazul complex, putem obtine o relatie oarecum similara:
In|z| giargz _ In|z|+i(arg 2+ 2kn)

iargz

z=|z|e =e ,
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adevarata oricare ar fi k € Z.

Co z

Figura 10.12: Ramura principala log z=In|z|+iarg z.

10.3.25 Definitie. Fie multimea
Co=C\{z| Imz=0, Re 2<0 }

obtinuta eliminand din C “taietura” { z | Jm z=0, Re 2<0}

care uneste 0 cu co. Functiile continue
log;, : Co — C, logyz = In|z| +i(arg z + 2km)

depinzand de parametrul k €Z sunt numite ramuri uniforme ale
functiei logaritmice.

Pentru ramura principala log, se utilizeaza notatia log, adica

log : Cy — C, logz =In|z| +iargz.

10.3.26 MATHEMATICA ComplexExpand [Log[x+I yl]

In[1] :=ComplexExpand [Log[x+I y]] = Out[l]=1 Arg[x+ny]+ Log[x2+y?]
In[2] :=ComplexExpand [Log[1+I]] > Out[2]=4Z+ Logm
In[3]:=N[ComplexExpand[Log[1+I]]] = Out[3]=0 6574+0 785398 i

In[4] :=N[ComplexExpand[Log[1+I]],10] +> Out[4]=0.3465735903+0.7853981634 i

10.3.27 Deoarece, la nivelul taieturii { z | Jm z=0, Re 2<0} avem
limlog(—2+4t) =1n2 —i i limlog(—2+t) =1In2+1
t% og(—2+ti) =In2—ir si tl\r% og(—2+ti) =In2+1im,

functia log nu poate fi prelungita prin continuitate in punctele taieturii.
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10.3.28 MATHEMATICA Limit [Log[-2 + t I], t -> 0, Direction -> 1]

In[1]:=Limit[Log[-2 + t I], t -> 0, Direction -> 1]  — Out[l]=—in+Log2]
In[2] :=Limit[Log[-2 + t I], t -> 0, Direction -> -1] + Out[2]=in+Log[2]

Exercitiu. Sa se arate ca
1
log,z) = ~.
(logyz) >
Rezolvare. Notand f(z)=log,z=u(z,y)+iv(z,y), obtinem

§i prin urmare

Fle+yi) = Gelz,y) +1§2(2.y) = Zr = mp

10.3.29 Ramurile uniforme ale functiei putere z* cu exponent complex « sunt
Co— C: 2z 2% = e¥logiz,
In cazul a:% cu n € N*, exista doar n ramuri uniforme distincte
Co—C: 2 z% _ e%logkz _ W e%(arngerﬂ)’
de exemplu, cele corespunzatoare lui k€{0,1,...,n—1}.
10.3.30 MATHEMATICA ComplexExpand[Sqrt[x+I y]]

In[1] :=ComplexExpand[Sqrt [x+I y]]
— Out[1]=(x> +y2)1/4Cos[%Arg[x—i—]iy]]+1i(x2+y2)1/4Sin[%Arg[x—i—]iy]]

In[2] :=ComplexExpand [Sqrt [1+I]] — Out[2]=21/2Cos| % | +i 2/2Sin[ T |

In[3] :=N[ComplexExpand[Sqrt[1+I]],10] — Out[3]=1.098684113+0.4550898606 i
In[4] :=Limit[Sqrt[-1 + I x], x -> 0, Direction -> 1] — Out[4]=—1
In[56] :=Limit[Sqrt[-1 + I x], x -> 0, Direction -> -1] = Out[5]=1

10.3.31 MATHEMATICA ComplexExpand[(x + I y)~(1/n)]
In[1] :=ComplexExpand[(x + I y)~(1/3)]
— Out[1]=(x2+y?) 7 Cos [*Arg[ffﬁﬂ ] +i(x2+y?) % Sin [7Arg[’;+ﬁy] ]

10.3.32 Exercitiu. Sa se descrie ramura uniforma a functiei

6= g0 =g

Rezolvare. Pentru ca
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Figura 10.13: Relatia z =7 €%t =i4rgelf2,

z

e Cy

i—z
este necesar gi suficient ca z sa apartina domeniului

D=C\[0,i]=C\{ z| Rez=0, 0<Tmz<1},
obtinut eliminand din C “taietura” [0,i]. Notand
02

z=r1 e =itryé

deducem ¢ i—z=—rqelf2 =1y el®217) g

7"1 i01—02—7\'+2k7r
— e 3

flz) =¥

T2

Din 1=¢!° :i—i—\/ie_i%, rezulta k = 1 si prin urmare

flz) = ¢

7’1 i@1—@2+7\'
— e 3

T2

10.4 Integrala complexa

10.4.1 Propozitie. Fie D C C. Aplicatia
yiab — D, (t) = lt) + v(t)i,
este continud dacd si numai dacd aplicatiile reale
©=%NRev:[a,b] — R, Y =0m~y:[a,b] — R

sunt continue.
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Demonstratie. Afirmatia rezulta din relatia

() — p(to)|
< [y(t) = v(to)] < le(t) — p(to)| + [¥(t) — ¥ (to)]-
Wb (t) — 1b(to)]
o)
at b

Figura 10.14: Drum de clasia C! in D.

10.4.2 Definitie. Spunem ca aplicatia
v:(a,b) — D

este derivabild In punctul ¢y € (a,b) daca exista si este finita limita

/ _(t) —(to)
tg) = lim ——————=.
7 (to) = lim t— to
Spunem ca v este aplicatie derivabila daca este derivabila in orice punct.

10.4.3 In cazul unei aplicatii
7 : la,b] — D,
prin 7/(a) si v/(b) vom intelege derivatele laterale
lim () = 7(a) 7/ (b) = lim Lz(b)

)

7 (a) =
t\a t—a t/b t—
10.4.4 Propozitie. Aplicatia

vila bl — D, () = e(t) + (1),

este derivabild daca st numai daca aplicatiile reale
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©=%NRev:[a,b] — R, Y =Tm~y:[a,b] — R
sunt derivabile si
7 (t)=¢'(t) + ¥ (1)1

Demonstratie. Avem

v (to) = lim 1(t) =) _ lim e(t) — ¢(to) + lim Mi.

t—=to  t—ty  t—to  t—tp toto  t—t

10.4.5 Definitie. Fie D C C. Un drum de clasd C' in D este o aplicatie derivabila
v :la,b] — D,

cu derivata v’ : [a,b] — C continua.

10.4.6 Exemple.
a) Oricare ar fi z € C, aplicatia constanta
~v:1[0,1] — C, ~(t) = =z,
este drum de clasi C! in C (numit drum punctual).
b) Oricare ar fi numerele complexe z; si 22, aplicatia
~v:[0,1] — C, v(t) = (1 —1t)z1 +tz,
este drum de clasd C' in C (drumul liniar ce leaga 21 cu 29).
¢) Oricare ar fi 29 = z¢ + yoi € C si r > 0, aplicatia
v :10,27] — C, Y(t) = 29 +re = zg + 7 cost + (yo + rsint)i,
este drum de clasia C' in C (numit drum circular de raza r si centru zg).
10.4.7 Definitie. Fie f: D — C o functie continua si 7 : [a,b] — D un drum

de clasa C' in D. Prin integrala complexd a functiei f de-a lungul

drumului v (v. Fig. 10.16) se intelege numarul

b
/ f(2)dz = / FO/ () 7' (2) dt.
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Figura 10.15: Integrala complexa.

T e D00
17
t
0t on k cost

Figura 10.16: Drumul v(¢) = e'* = cost +1 sint.

10.4.8 Exercitiu. Fie functia
FiC € fle)=1,
unde C* = C\{0}, si drumul de clasa C*
v : [0, 27] — C¥, v(t) = ' = cost 41 sint.

Sa se calculeze

S~
\

(z)dz.

Rezolvare. Deoarece f(vy(t)) = ﬁ = e ! gi 4/(t) = ie', obtinem

L f(2)dz = /0 . fOy@) A () dt = /0 " e ieldt = 2mi.
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10.4.9 In cazul unui drum punctual v(t) =z, avem /(t)=0 si prin urmare

/ z)dz =0,
v

10.4.10 Daca f(z + yi) = u(z,y) + v(z,y)i si y(t) = ¢(t) + ¥(t) i, atunci
S, F@)dz = [TTule®),0(8) @' (8) = v(e(®), v () ' (1)) dt
i [ [l (t), () ' (8) + v((8), V() ¢ ()] dt.

oricare ar fi functia f.

Figura 10.17: Drumul liniar ce leaga 1 cu i.

/zdz,
gl

unde v este drumul liniar ce leaga z; = 1 cu zo = 1.

10.4.11 Exercitiu. Calculati

Rezolvare. Deoarece

avem relatiile f(y(t)) =~v(t) =1 —t¢ —tisi+/(t) = —1+1i, din care rezultd

1
/zdz—/ (1—t—ti)(—1+1i)dt = /( 1+2t)dt+i/ dt =1.
0

10.4.12 MATHEMATICA: Integrala pe un drum poligonal

In[1] :=Integrate[Conjugate[z], {z, 1, I}] = Out[l]=i
In[2] :=Integrate(1/z, {z, 1, I, -1, -I, 1}] > Out[2]=2in

239
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Figura 10.18: Drumuri echivalente.

10.4.13 Definitie. Fie D C C o submultime. Spunem ci drumurile de clasa C*
v :la,b] — D si v :la1,b1] — D
sunt echivalente daca exista o aplicatie bijectiva, derivabila, strict crescatoare
X : la1,b1] — [a, b]
astfel incat
v(s) =~v(x(s)), oricare ar fi s € [a1,b1].
10.4.14 Relatia definita este o relatie de echivalenta care permite impartirea multimii

drumurilor in clase de echivalenta. Fiecare clasa de echivalenta corespunde

unei curbe, elementele clasei fiind numite parametrizari ale curbei considerate.

10.4.15 Propozitie. Daca
f:D—C
este o functie continud si dacd drumurile de clasd C*
v :la,b] — D, v :la1,b1] — D
sunt echivalente, atunci

/ f@dz= [ 1)z,
gl m
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adica valoarea integralei depinde de curba aleasa $i nu de

parametrizarea utilizatd.

Demonstratie. Folosind metoda schimbarii de variabila, obtinem
[, F(2)dz = [ F(1(s)) 7 (s) ds
= [7 () Y (X(8) X' (8) ds = [ F(y(£) ' (8) dt = [ f(2) d=.
10.4.16 Orice drum
v :la,b] — D
este echivalent cu un drum definit pe [0, 1] si anume

Y :[0,1] — D, Yo(t) = v((1 — t)a + tb).

10.4.17 Definitie. Fie 7 : [a,b] — D un drum de clasa C'. Drumul
¥:la,b] — D, A(t) =7(a+b-1),
se numeste tnversul drumului ~.
10.4.18 Propozitie. Daca
f:D—C
este o functie continud §i
v :[a,b] — D

un drum de clasd C* in D, atunci

/ﬁf(z)dz:—/yf(z)dz.

Demonstratie. Utilizand schimbarea de variabila s = a + b — ¢, obtinem
- F)dz = [} FR1)) A (8 dt = — [7 f(v(a+b—1))¥ (a+b—t)dt
— J7 P () A (5) ds = — [, (=) d=.
10.4.19 Definitie. Fie D C C. Prin drum de clasd C' pe portiuni in D se intelege
o aplicatie continua
v :la,b] — D,

cu proprietatea ca exista o diviziune a =ty <t1 < ---<t, =0

astfel incat:
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1) restrictiile f)/’(ti—lyti) sunt derivabile si cu derivata continua;

2) exista si sunt finite limitele

lim ~/(¢ lim ~/(¢ lim ~/(¢ lim /(¢
t{?ﬂ()’ tl\rgjv(), tlfrgjw(), tl\Ileﬂ()

oricare ar fi j € {1,2,...,n— 1}.
10.4.20 Drumul considerat este format din drumurile de clasi C!
1 : [to, t1] — D, Y1 = Yto, 1]

Yo [tiste] — D, 2 =V e

Yo i tne1,tn] = Dy Y = Vi1 ta]s

si pentru orice functie continua
f:D—C,
definim integrala complexd a functiei f de-a lungul drumului v ca fiind
n n t;
[1@a:=Y [ fea= =Y [7 row)y o

Y j=1"7 j=17ti-1

Toate drumurile pe care le vom considera In continuare vor fi drumuri de

clasia C! pe portiuni si le numim simplu drumuri.

Figura 10.19: Drum de clasi C! pe portiuni.

10.4.21 Exemplu. Aplicatia (v. Fig. 10.19)

emit daca ¢ € 0,1],

:10,2] — C, t) =
v:[0.2] ") {275—3 daca t e (1,2],

este drum de clasa C! pe portiuni in C si pentru orice functie continus
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f:C—C,

avem
1 2
/ f(2)dz = / f(e™) rie™tdt + / f(2t — 3)2dt.
2l 0 1
10.4.22 Definitie. Spunem ca functia

f:D—C,
definita pe o multime deschisa D, admite primitiva in D daca exista
g:D— C,

functie olomorfa cu proprietatea
Jd(z) = f(2), oricare ar i z € D.

10.4.23 Exemple.
a) Daca k € {0,1,2,... }, atunci functia
f:C—C, fle)=2=z2-2---2,

< —
k ori
admite in C primitiva
ZkJrl
:C — C, = ,
g 9(2) = 177
deoarece
Sk
k .
<k—|—1> =2z", oricare ar fi z € C.
b) Daca k € {2,3,4,... }, atunci functia
1
* —k
f:C"—C, flz) == =%
admite in C* = C\{0} primitiva
21k 1

g:C"—C, 9(z)

T 11—k  (k—1)F D
deoarece

Sk N/
<1 k:) =z7F oricare ar fi z € C*.
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c¢) Functia exponentiala
f:C—C, f(z) =¢%,
admite in C primitiva
g:C—C, g(z) =€,
deoarece
(e*) = e?, oricare ar fi z € C.
d) Functia
cos: C — C, f(z) = cos z,
admite in C primitiva
g:C—C, g(z) =sin z,
deoarece
(sin z)" = cos z, oricare ar i z € C.
e) Functia
sin: C — C, f(z) =sinz,
admite in C primitiva
g:C—C, g(z) = —cos z,
deoarece

(—cos z)" = sin z, oricare ar fi z € C.

10.4.24 Propozitie. Daca functia continud

f:D—C
admite in D o primitiva
g:D—C
st daca
v :[a,b] — D

este un drum continut in D, atunci

[ £)dz = g2 = 9(1(8) - (@)
:
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Demonstratie. Utilizand formula de schimbare de variabila, ob§inem

[ f2)dz = [ () (8 dt = [ g '(t) dt

= [ Lg(y(t)) dt = g(r(D)[i=h = g(z)\zzzﬁi?)-
10.4.25 Din propozitia anterioara, rezulta ca in cazul in care functia
f:D—C
admite primitiva in D, integrala pe un drum
v :la,b] — D
continut in D depinde doar de capetele vy(a) si v(b) ale drumului. Daca
v :la,b] — D, 7 :la,b] — D
sunt doua drumuri in D astfel incat vy(a) = y1(a) si v(b) = ~1(b), atunci

/f iz = [ s

10.4.26 Exercitiu. Sa se calculeze integralele

1
/ 23 dz, / — dz, /ez dz, /(223 + % —e*)dz,
z z
v g g g

~ fiind un drum in C* cu originea z; =1 gi extremitatea zo =1 (v. Fig. 10.20).

Rezolvare. Fie v : [a,b] — C* un drum cu originea z; = 1 si extremitatea zy = i,

V
N

Figura 10.20: Drumul ~ cu originea 1 si extremitatea i.

adica astfel incat y(a) =1 ¢i y(b) =1i. Avem:
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1 1
.
'YZ z

=v(b =i i ..
/ezdz:ez\z "0 *liZ] =¢ —e=cosl+isinl —e¢;
”

ZZ“/(b) 1

z=i 1
=—-+1=1+1j
1

z=7(a)
z=7(a)

f7(2z3+z% —e)dz :2f7z3dz+5fyz%dz—fyezdz

=5+e—cosl+ (5—sinl)i

10.4.27 Definitie. Spunem ca v este drum inchis daca

(a) =~(b),

adica originea y(a) si extremitatea ~(b) coincid.

10.4.28 Propozitie. Daca functia continud

f:D—C
admite in D o primitiva
g:D—C
st daca
v :la,b] — D

este un drum inchis con{inut in D, atunci

K/f(z)dz = 0.

Demonstratie. Deoarece v(a) = v(b), avem

[ 1)z = g = 918 ~ g2 (a)) =0,

10.4.29 Exercitiu. Fie drumul circular
v :10,27] — C, v(t) = e = cost +isint.
a) Sa se arate ca daca k € Z\{—-1} ={...,-3,-2,0,1,2,3,... }, atunci

/zkdz:(),
y

1
/zldz:/—dz:27ri.
v v

dar
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b) Sa se arate ca

/(a—_22—|—E—|—a0—|—a12+a222)dZ:27Tia1,
N\ 2 z

oricare ar fi numerele a_o, a_1, ag, a1, as € C.
Rezolvare. a) Drumul « este continut in multimea deschisa C* = C\{0} si functia
f:Cr—C, f(z) = 2F,

admite in C* primitiva

g:C"—C, g(z) =
oricare ar fi k € Z\{—1}.

b) Utilizand direct definitia integralei complexe, obtinem

1 2T 1 2T 1 ) 2T
/—dz:/ —fy'(t)dt:/ —.tieltdt:i/ dt = 27i.
N 2 o () o € 0

10.4.30 Din exercitiul anterior rezulta ca functia olomorfa
R A O
nu admite primitiva in C*.
10.4.31 Exercitiu. Fie drumul circular
v :[0,27] — C, Y(t) = 2o + relt.
a) Sa se arate ca daca k € Z\{—1}, atunci

/(z — ) dz =0,
g

1
/(z —20) tdz = / dz = 27i.
v v * T 0
b) Sa se arate ca

a—_ a— .
/ <(z — 220)2 Tz 12'0 +ao + a1 (2~ 20) +az (2 - 20)2> dz = 2mia_y,
v

dar

oricare ar fi numerele a_o, a_1, ag, a1, as € C.

Rezolvare. a) Drumul « este continut in multimea deschisa C\{zp} si functia

f:C\{z} —C, f(2) = (2 — 20)¥,

admite in C* primitiva
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o o)k
g:C\) =€ ga) = E

oricare ar fi k € Z\{—1}.

b) Utilizand direct definitia integralei complexe, obtinem

1 21 1 2 1 . 2
/ dz:/ 77/(t)dt:/ —.tireltdt:i/ dt = 2mi.
y 2= 20 o () — =20 g rel 0

10.4.32 Din exercitiul anterior, rezulta ca functia olomorfa

f: (C\{Z()} — C, f(z) - (Z _ Zo)fl _

1

z2—2zy

nu admite primitiva in C\{zo}.

10.4.33 Definitie. Spunem ca multimea D C C este coneza (prin drumuri) daca,
oricare ar fi punctele z1, zo din D, existd un drum continut in D cu originea

z1 i extremitatea zo. O multime deschisa si conexa este numita domeniu.

Bi(2+1)

-
B

Figura 10.21: Discurile By(0), By(2 +1) si B1(—1 +iv/2).

10.4.34 Exemplu. Multimea Bj(0) U By(—1 +iv/2) este domeniu, dar
B;(0) U B1(2 +1) nu este domeniu (v. Fig. 10.21).
10.4.35 Stim ca orice drum + : [a,b] — D este echivalent cu drumul
[0,1] — D : t—~v((1 —t)a +tb).
Fara a reduce generalitatea, putem utiliza doar drumuri definite pe intervalul [0, 1].
10.4.36 Definitie. Spunem ca drumurile cu aceleasi extremitati vg si 1 sunt

omotope in domeniul D daca sunt continute in D si se pot deforma continuu

unul In celalalt farad a iegi din D, adica daca exista o aplicatie continua
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Figura 10.22: Drumuri omotope in domeniul D.

h:[0,1] x [0,1] — D : (s,t) — h(s,t)
astfel incat sa fie indeplinite urmatoarele conditii:
a) h(0,t) = v(t), oricare ar fi t € [0,1];
) h(L,1)
) h(s,0)
d) h(s,1)

o
>

1,

y1(t), oricare ar fi ¢t € [0, 1];

>
=)
I

o

Y0(0

(1

v (0), oricare ar fi s € [0,1];

)
)

(1), oricare ar fi s € [0,1].

10.4.37 Exemplu. Drumurile g, 7 : [0,1] — C,
- 1 1
’70(75) — e27r1t’ ,71( ) _ _|_ 27r1t
sunt omotope in D = (C\B1 (3). In acest caz putem alege (v. Fig. 10.23)

B(s,t) = (1= 8)%0(0) + s (2).

10.4.38 In continuare, pentru a decide daca doua drumuri sunt omotope in raport

cu un anumit domeniu ne vom rezuma la a analiza vizual figura (!).

10.4.39 Exemplu. Drumul circular
Y : [0,1] — C, Yo(t) = 3e*™ = 3 cos 27t + 3isin 27,
este omotop in C* cu drumul eliptic
7 :[0,1] — C, 1 (t) = 3 cos 2wt + isin 27,

dar cele doua drumuri nu sunt omotope in D=C\{2i} (v. Fig. 10.24).
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Figura 10.23: Drumuri omotope.

3i
Y0
1
-3 71 3

Figura 10.24: Drum circular omotop cu unul eliptic.

10.4.40 Exemplu. Drumurile vy, 7 : [0,1] — C,
() =1-2t,  nt)=e™
sunt omotope in C, dar nu sunt omotope in C\{3i} (v. Fig. 10.25).
10.4.41 Definitie. Spunem ca drumul inchis
v :la,b) — C
este omotop cu zero in D daca el este omotop in D cu drumul punctual

[a,b] — D : t +— 7(a).

10.4.42 Exemplu. Drumul circular
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Figura 10.25: Drumurile vo(t) = 1 — 2t si 71 (t) = et

Figura 10.26: Drum omotop cu zero in D.

101 T () = e,
este omotop cu zero in D = C\{2i}, dar nu este omotop cu zero in C*.
10.4.43 Teorema (Cauchy) Daca D C C este o multime deschisd,
f:D—C
este o functie olomorfa si
v :[a,b] — D

este un drum inchis omotop cu zero in D, atunci

/y f(z)dz = 0.

O demonstratie poate fi gasita in [17].

10.4.44 Propozitie. Daca D C C este o multime deschisd,
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2i

i

s
]

Figura 10.27: Drumul v : [0,1] — C, ~(t) = *™it.

f:D—C
este o functie olomorfa si
Y : la,b] — D, 7 :la,b] — D
sunt doud drumuri omotope in D, atunci

(2)dz= | f(2)d=. (10.1)
"

Y0

Figura 10.28: Drumurile 7 si 41 formeaza un drum inchis.

Demonstratie. Drumul obtinut compunand g cu inversul 47 al drumului v; este un

drum inchis omotop cu zero in D. Utilizand teorema Cauchy obtinem relatia
f(z)dz+ | f(2)dz=0.
70 gét
echivalenta cu (10.1).

10.4.45 Fie k£ un numar intreg pozitiv. Drumul

v:[0,1] — C,  A(t) = 20 + 2™,
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se roteste de k ori in jurul lui zp in sens direct si

1 1
21 ), 2 — 20

v:[0,1] — C,  y(t) =z +e 2

Drumul

se roteste de k ori in jurul lui zp in sens invers si
1 1

2mi

dz = —k.

,YZ—ZO

Drumul 7 din Fig. 10.29 este omotop in C\{zp} cu drumul

J1

Figura 10.29: Drumul ~ are indexul 2 fata de zp.

M [Oa 1] — (c’ 71(75) =20+ Te47rita
si prin urmare

1 1 1 1
/ dz:_,/ dz = 2.
2 ), 2 — 20 271 )y, 2 — 20

In general, daca ~ este un drum inchis care nu trece prin zy numarul

1 1
n(77 ZO) o / dZ,
Y

2 zZ— 2

numit indezul lui v fata de zg, ne arata de cate ori se roteste v in jurul lui 2.

O demonstratie poate fi gasita in [17].

10.4.46 Un drum inchis v determina o partitie a multimii punctelor nesituate pe
formata din submultimi conexe. Toate punctele apartinand unei componente

conexe au acelagi index fata de v (v. Fig. 10.30).
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Figura 10.30: Indexul drumului v fata de punctele nesituate pe ~.

10.4.47 Teorema. (Formulele lui Cauchy) Orice functie olomorfa
f:D—C
definita pe o multime deschisa D este nelimitat derivabild
st oricare ar fi drumul
v:(0,1] — D,
omotop cu zero tn D are loc formula

(. ) £ () — o
(1,2) £ (2) [yic

~ o (C — 2)kHL
pentru orice k € N gi orice z € D—{ ~(t) | t€[0,1] }.
O demonstratie poate fi gasita in [17].

D

.

C

Figura 10.31: Valoarea derivatei f*) intr-un punct z verifici formula lui Cauchy.
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10.5 Serii Laurent

10.5.1 Definitie. Fie D C C o submultime si
fn:D—C, unde n €N,

functii definite pe D. Spunem ca seria de functii complexe

[e.e]

> fn

n=0
este convergenta (uniform convergenta) daca sirul sumelor partiale (s)x>0, unde

k
Sk = Z fn,
n=0

este convergent (respectiv, uniform convergent). Limita acestui sir

00 k
L= i = i n = li
2 fo = fim o=l D o= Jun (fo+ fitee S

se numeste suma seriei. Spunem ca seria considerata este absolut convergenta

daca seria de functii reale

o
> 1l
n=0
este convergenta.

10.5.2 Propozitie. Daca |z| < 1, atunci seria geometricda
oo
> ="
n=0

este convergentd si suma ei este lef adica

. 1
z| <1 = 2" = .
2 D A=
n=0
Demonstratie. Daca |z| < 1, atunci
k 1 — Zk+1 1

li " — lim (1 244 = = .
Jim » 2= lim (122t 2 = lim e =
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10.5.3 Teorema. (Weierstrass) Fie D C C o submultime i
fn:D— C, unde n € N,
functii definite pe D. Dacd existd o serie convergentd de numere reale
o
> an
n=0
astfel incat
| fn(2)] < am, oricare ar fi z€D si neN,
atunci seria de functii complexe
o
> fn
n=0
este absolut $i uniform convergentd.

10.5.4 Definitie. Prin serie de puteri in jurul lui zy se intelege o serie de forma

oo
Z an, (Z - ZO)n
n=0

cu coeficientii ag, a1, as ,...numere complexe.

Ea mai poate fi scrisa si sub forma

ao—l—a1(z—zo)—l—ag(z—zo)2+--- .

10.5.5 Orice serie de puteri este o serie de functii

o
§ fna
n=0
in care functiile f, au forma particulara

Jn: D —C, fu(2) = an (2 — 20)".

10.5.6 Definitie. Fie D C C o multime deschisa si
f:D—C, fn:D— C, unde n €N,

functii definite pe D. Spunem ca sirul de functii (fy,)n>0 converge
uniform pe compacte la f daca oricare ar fi multimea compacta K C D,

sirul restrictiilor f,|x converge uniform la f|x.
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10.5.7 Teorema (Weierstrass). Fie D C C o mulfime deschisd si
f:D—C, fn:D— C, n €N,

functii definite pe D. Daca functiile f,, sunt olomorfe si daca sirul (fy)n>0

converge uniform pe compacte la f, atunci f este functie olomorfa si

lim f,(f) = fk), oricare ar fi k € N.

n—o0

O demonstratie poate fi gasita in [17].
10.5.8 Teorema (Weierstrass). Daca seria de functii olomorfe
o
> fn
n=0
converge uniform pe compacte in multimea deschisa D, atunci suma ei
o
S:D—C, Sk)=)_fal2),
n=0

este o functie olomorfa si

Sk — Z f,(f“‘)7 oricare ar fi k € N.
n=0

Demonstragie. Afirmatia rezulta direct din teorema precedenta.

Figura 10.32: Discul de centru zy si raza |z; — 2o/

10.5.9 Teorema (Abel). Daca seria de puteri

oo
Z an, (Z - ZO)n
n=0
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este convergentd pentru z = z1 # 2y, atunci ea este convergentd in discul
{21 lz=20l<lz1—20] }
de centru zy §i raza |z — 2ol
Demonstratie. Seria > o2 jan(z1 — 20)" fiind convergenta, avem
lim an(zl — Zo)n =0
n—oo
si prin urmare exista ng € N astfel incét
lan (21 — 20)"| < 1, oricare ar fi n > ny,
adica

oricare ar fi n > ny.

Din relatia

n
lan (2 — 20)"| < (%) , oricare ar fi n > ny,
1— <0
si convergenta seriei geometrice
o n
> (=2
n=0 ’Zl N Zo‘

pentru |z — zg| < |21 — 2], rezultd (conform criteriului comparatiei) convergenta

seriei Yo7 |an (2 — 20)"|. Spatiul normat (C,| |) fiind complet, orice serie absolut

convergenta este convergenta.

10.5.10 Fie seria de puteri

00
Z Qan (Z - ZO)n'
n=0

Pentru z astfel Incat exista

lim {/|an(z — 20)"| < 1,
n—o0

adica astfel incat

2 — 20 < ——

Z— 20 —_—
limy, 00 n\/ ’an’,

seria considerata este absolut convergenta conform criteriului radacinii.
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10.5.11 Teorema (Cauchy-Hadamard). In cazul unei serii de puteri

oo
Z an (z — 20)",
n=0

exista
0 dacd limy,_e0 ¥/]an| = oo,
R= m dacd limy, o0 ¥/]an| & {0, 00},
00 dacd limy,_yo 3/ lan| =0,

numit raza de convergenta, astfel incat :
a) In discul (numit disc de convergents)
Br(z0) ={ z| |z — 2| <R},
seria converge absolut si uniform pe compacte.
b) In C\Bpr(z) ={ z | |z — 20| > R}, seria este divergentd.

¢) Suma seriei
S:Br(z) —C,  S(z) = an(z—2)",
n=0

este functie olomorfa.

d) Seria derivata este o serie de puteri cu aceeagi raza de convergentd §i

S'(2) = Znan(z — 20)" 1, oricare ar fi k € Br(zp).
n=1

O demonstratie poate fi gasita in [17].

10.5.12 Se poate arata ca daca exista limita

l- |an+1|
im ,
n—oo |ay,|

atunci

Tt e §/Jon] = Jim 192421

n—yoo |an|

10.5.13 Exemple.

a) Raza de convergenta a seriei geometrice
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este R = 1 deoarece in acest caz a, = 1, oricare ar fi n € N.

b) Raza de convergenta a seriei
X _n

Z -
n!
n=0

este R = lim,, o0 % = lim,,00(n+ 1) = 0.

10.5.14 Admitand ca f este suma unei serii de puteri in jurul lui zy,
o0
F(2) =) an(z—20)",
n=0

cu raza de convergenta nenuld, din teorema Cauchy-Hadamard rezulta relatia

F® () = Z[an (z — 29)"®, oricare ar fi k € N,
n=0
care conduce la
B f(k)(z())
ap = T

10.5.15 Teorema (Dezvoltarea in serie Taylor) Dacd functia
f:Br(z0) — C

este olomorfa in discul B,(zy) $i R este raza de convergenta

a seriei Taylor asociate

0 n)(,
Zf (20) (Z—Zo)n,

n!
n=0

atunci R > r st
0o (n) (4 n
f(2) = o2y T (2 = =0)

:f(ZO)—F@(Z—Zo)—{—%(g—zO)Q_F...,

oricare ar fi z € By(29).

O demonstratie poate fi gasita in [17].
10.5.16 Exemplu. Din teorema dezvoltarii in serie Taylor rezulta dezvoltarile:

1 oo
1 :E =14z4+22+--. pentru |z| < 1;
-z

n=0
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2" z 22
z RS Z_ ... i :
e—zn!—1+1|+2|+ pentru orice z € C;
n=0
o0 »2n+1 23 5
SjnZ:Z(_l)"m :z—a-{—a—k--- pentru orice z € C.
n=0
Din aceste dezvoltari, prin substitutie si/sau derivare putem obtine alte dezvoltari:
1 o
= —1””:1— 2_... t <1;
T2 Z( )z z4z pentru |z]
e an V142243224 pentru |z| < 1;
—2)
1 [e.e]
S = Zn(—l)”flznfl =1-2z+32—... pentru |z| < 1;
n=0
= 22 24
cosz:Z(— :1—§+E+--- pentru orice z € C.
= ! !

10.5.17 MATHEMATICA: Series[f[z], {z, zo, n}]
In[1]:=Series[1/(1—2z), {z, 0, 5}] +> Out[l}zl-‘,—z—i—z +z3+z +z +O[z]6
In[2]:=Series[Exp|z], {z, 0, 6}] — Out[Q}:1+z+—+—+ﬁ+m+720 +0[2]"
In[3]:=Series[Exp|z], {z, 1, 3}] = Out[3]=e+e(z— 1)+ e(z—1)2 +Ge(z 1)3+0[z—1]4
In[4]:=Series[Exp[z], {z, I, 3}] = Out[4]= e“—l—e (z 11)+ e“(z 11)2 %e’i(z—li)3+0[z—1i}4
In[5]:=Series[Cos|z], {z, 0, 6}] — 1=

10.5.18 Definitie. Prin serie Laurent in jurul lui zy se Intelege o serie de forma

e}

Z an (z — z0)"

n=—oo
cu coeficientii a,, numere complexe. Ea mai poate fi scrisa si sub forma

a_9 a_q

2
(z — 29)2 Z_ZO+ao+a1(z—z0)+a2(z_20) .

oo
10.5.19 Teorema (Coroana de convergentd). Fie seria Laurent > apn(z—20)",

n=—o0
r= mn—)oo n\/ ’a—n‘

St
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0 dacd lim, o0 ¥/]a,| = oo
R= m dacd lim, o0 ¥/]a,| € {0,000}
00 dacd 1lim, o ¥/]a,] = 0.

Dacar < R, atunci:
a) In coroana circulard (numitd coroana de convergenta)
{z]| r<|z—2| <R},
seria Laurent converge absolut i uniform pe compacte;
b) Seria Laurent diverge in { z | |z—zo| <7 }U{ 2| |z—20| >R };

¢) Suma seriei Laurent S : D — C,
[e.9]

S(z) = Z ap (z — z0)" = Za,n(z —20) "+ Z an(z — 20)",
n=1 n=0

n=—oo

este functie olomorfa.

O demonstratie poate fi gasita in [17].

Figura 10.33: Coroana circulara { z | r < |z — 29| < R }.

10.5.20 Teorema (Dezvoltarea in serie Laurent). Dacd functia
f:D={z]| r<|lz—z|<R}—C,

definitd pe coroana D, este olomorfad, atunci existd o unicd serie Laurent
o0

Z an (z — z0)"

n=—oo
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cu coroana de convergenid incluzand pe D si astfel incat
o0

f(z) = Z an (z —20)", oricare ar fi z € D.

n=—oo

10.5.21 Exemple.

a) Functia olomorfa

1

fiD={z] 0<l<1}—C ()= 57—

admite in coroana D dezvoltarea in serie Laurent in jurul lui 0
1 1 1

1 2 1 2
f)=r =50ttt ) =gtttz (102)

b) Functia olomorfa
eZ

f:D={z] 0<|z—i<o0}—C, f(z)zma

admite in coroana D dezvoltarea in serie Laurent in jurul lui i

z i

i ! z—i z—1)?
)= e = p e =t (1 )

i : o (10.3)
Z(zf—i)g+&+%+%(z—i)+---
¢) Functia olomorfa
FiD={z| 0<|zl<o0}—C,  f(z)=27es,
admite in coroana D dezvoltarea in serie Laurent in jurul lui 0
fA= et =2 (e b ) o

=+t b il Ll 224 02840244

10.5.22 Definitie. Fie f: D — C o functie olomorfa definita pe multimea deschisa
D. Spunem ca punctul zo € C\D este un punct singular izolat al functiei f

daca exista r > 0 astfel incat coroana circulara { z | 0 < |z — 29| <7} este

continuta in D. Coeficientul a_; din dezvoltarea Laurent
N a_9 a_—1 9
f(z)=--+ e + p—— +ao+ay(z—20) +az(z—2)" +---

a lui f In aceasta coroana se numeste reziduul lui f In punctul singular izolat

20 s1 se noteaza cu Rez,, f, adica

Rez,,f =a_;.
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10.5.23 Exemple.

a) Singurul punct singular izolat al functiei

1
: D= 0 1}—C - -
FiD={z] 0<lI<1}>C  [() =z,
este z = 0 si din (10.2) rezulta ca Rezg = 1.
b) Singurul punct singular izolat al functiei
eZ

f:D={z]| 0<|z—i] <o} —C, f(z) =
este z = i i din (10.3) rezultd ca Rez;f = e
¢) Singurul punct singular izolat al functiei
f:D={z]| 0<|z|]<o0}—C, f(z):zQe%

este z = 0 si din (10.4) rezultd ca Rezof =

=

1
3l

10.5.24 MATHEMATICA: Series[f[z], {z, a, n}] , Residuelf[z], {z, a}]

In[1] :=Series[1/(z"2(1-2)), {z, 0, 4}] — Out[l}:z%+%+1+z+z2+23+z4+0[z}5
In[2] :=Residue[1/(z"2(1-2)), {z, 0}] = Out[2]=1

In[3]:=Series[1/(z"2(1-2)), {z, 1, 2}] > Out[3]=— 25 +2-3(2—1)+4(2—1)240[2]?
In[4] :=Residue[1/(z"2(1-2)), {z, 1}] = Out[4]=-

In[5] :=Series[Exp[z]/(z-1)"2, {z, I, 1}] > Out[S}:(Zi)Q+:_ﬂﬁ+62_ﬁ+%eﬁ(z—1i)+0[z—ﬁ]2
In[6] :=Residue[Exp[z]/(z-I)"2, {z, I}] > Out[6]=e'.

10.5.25 Definitie. Fie D o multime deschisa si
f:D—C

o functie olomorfa. Prin zero multiplu de ordinul n al lui f se intelege

un punct zg € D astfel incat

flzo)=f(z0) = =f"V(z)=0 si  f(z)#0.

Spunem despre un punct singular izolat zg al lui f ca este pol de ordinul

n dacd este zero multiplu de ordinul n pentru functia +

7-
10.5.26 Teorema. Dacad punctul singular izolat zy al functiei olomorfe f: D — C
este pol de ordinul n, atunci exista r > 0 astfel incat coroana circulara
{z]0<|z—20| <7}

este continutd in D si in acestd coroand [ admite o dezvoltare Laurent de forma
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— 7a_n c. a-1
1(z) = (z — z)" Tt (z — 20)

+ao+a1(z—zo)+a2(z—zo)2+---

10.5.27 a) Daca z este pol simplu, atunci in jurul lui zy functia f admite dezvoltarea

flz) = -1 +ag+ a1 (z — 20) +ag (2 — 29)* + - --

(2 = 20)
Inmultind cu (z — zp), obtinem relatia
(z—20) f(2) =a_14ao(z—20) +a1(z — 20)* + az (z — 20)° + - --
care conduce la

Rez.,f =a_1 = lim (z — 29) f(2).

Z—20

b) Daca zg este pol dublu, atunci in jurul lui zg functia f admite dezvoltarea

f(z) =

a_9 + a_1
(z—20)%2  (2—20)

inmul@ind cu (z — z9)? si apoi derivand, obtinem relatia

+ag+ar (z—20) +ag(z—2)% +---

2

[(z = 20)2 f(2)] = a_1 + 2a0 (z — 20) + 3a1 (z — 20)* + - --

care conduce la

Rez. f =a_; = lim [(z — 2)% f(2)]’.
Z— 20
c¢) Daca zy este pol triplu, atunci in jurul lui 2o functia f admite dezvoltarea
a—_3 a_9 a_q

T = Cp T e T amag T T B

inmult;ind cu (z — 2)? si apoi derivand de dous ori, obtinem relatia

[(z = 20)% f(2)]" = 2'a_1 + 6ag (z — 20) + 12a; (2 — 20)* + - --
care conduce la

Rez,,f=a_1 = 1 lim [(z — 20)® f(2)]".

2! 2=z
d) Daca z este pol de ordinul n, atunci

lim [(z — 20)" £(2)]"

Rez,, f = 7(?1 oy e
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10.5.28 Exemplu. Functia
1
f:C\{0, 1} — C, f(Z)—m

are doua puncte singulare izolate z =0 si z = 1.

Punctul z = 0 este pol dublu si

Rezyf = lii%[z2 f(z)] = lim [ L } = lim !

2=0|1—2 z%O(l—Z)Q -
(10.5)
Punctul z = 1 este pol simplu si
. .o —1
Rez, f = ll_)rr%(z -1)f(2) = il—% = —1. (10.6)
10.6 Calculul integralelor cu ajutorul reziduurilor
10.6.1 Daca
7 : la, o] — C\{z0}
este un drum inchis care nu trece prin zg, atunci
_ _ 2
fv ((zf—zi)—i-(za_—zlo)—l—ao—l—al(z—zo)—i-aQ(z—zo) >dz 107
=a-1], Zizzo = 2mia_1 n(y, 20),

oricare ar fi numerele a_s, a_1, ag, a1, az € C. Punctul zy este punct

singular izolat (pol de ordinul al doilea) pentru functia f: C\{zy} — C,

o= g+ e ot

si Rez,, f = a_1. Relatia (10.7) se mai poate scrie
/f(z) dz =27 n(v, z0) Rez,, f.
2l

10.6.2 Teorema (Teorema reziduurilor). Dacd D C C este o mulfime deschisd,
f:D—C

este o functie olomorfa , S este multimea punctelor singulare

izolate ale lui f si dacd
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v :la,b] — D

este un drum omotop cu zero tin D = DU S, atunci

/f(z) dz = QWiZn(’y, z)Rez,f.

z€8
O demonstratie poate fi gasita in [17].

10.6.3 Exercitiu. Sa se calculeze

/ 4dz
5 (224 1) (2 = 3)%
unde
~v:[0,1] — C, v(t) = 2e*™,
Rezolvare. Consideram D = C\{3, i, —i} si functia olomorfa

4
f:D—C, f(z):(22+1)(z_3)2.

Multimea punctelor singulare izolate ale lui f este S = {3, i, —i} si drumul v este

omotop cu zero in DU S = C. Conform teoremei reziduurilor, avem

/ (22 + le)céz —3)2 = 27i (n(v,3) Rezs f + n(y,i) Rezif + n(y, —i) Rez_;f) .
8!

2i

Figura 10.34: Drumul v : [0,1] — C, y(t) = 2>,

Deoarece drumul v (v. Fig. 10.34) se roteste de zero ori in jurul lui 3 si o singura

data in jurul lui i §i —i, rezulta ca

n(7’3) =0, n('%i) = n('% _i) =1,
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si prin urmare

4dz .
| e ~ 2ri(Reas + Reai).
Punctele singulare i si —i fiind poli simpli, avem
4 4 3 4
ez f =lm(z = 0/(z) =l o = oG ~ 2 25"
4 4 3 4
cz—if = lm (z+0/(z) = Im o= = Toigra2 25 T 5

si

/ 4dz 12 .
= —7i.

L@+ D(E-37 2"

10.6.4 MATHEMATICA: Residue[f[z], {z, a}]

In[1] :=Residue[4/((z"2+1) (z-3)"2), {z, I}] = Out[l]=
In[2] :=Residue[4/((z"2+1) (z-3)"2), {z, -I}] +— Out[2]=

10.6.5 Exercitiu. Sa se calculeze

unde
~v:[0,1] — C, ~y(t) = e 4Tt

Rezolvare. Consideram functia olomorfa
eZ
. O* _
fC —>C’ f(Z)—;,
definita pe multimea deschisa C* = C\{0}. Punctul singular z = 0 este pol de
ordinul al treilea. Pentru calculul reziduului lui f in 0 putem utiliza dezvoltarea

Laurent in jurul lui 0

z 2 3
fR=G=5(1+7+5+5+)

11
+hE+

W =

+a izt

Nw"—‘
SIE
=

sau relatia

1 . 1
Rezof = 5; lg%(zg f(2)" = 3

Observand ca ~ se roteste de doua ori in jurul lui 0 in sens invers sau utilizand

formula
1 dz
0 = — _— = —2
n(r}/, ) 27Ti . = b
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obtinem

e® . .
A; dz = 2min(v,0) Rezof = —2mi.

any
e

Figura 10.35: Drumul 7.

10.6.6 Exercitiu. Sa se calculeze integrala

1
- 4
/y 22(1—2)

unde v este drumul din Figura 10.35 .

Rezolvare. Functia olomorfa

are punctele singulare z = 0 i z = 1. Stim ca Rezgf = 1 ( a se vedea relatia (10.5))
si Rez; f = —1 ( a se vedea relatia (10.6)). Deoarece drumul «y se roteste de doua

ori in jurul lui O si o data in jurul lui 1, din teorema reziduurilor rezulta ca

1
/ m dz = 27 (2 Rezof + ReZ1f) = 2mi.
v

10.6.7 Exercitiu. Sa se calculeze integrala
2m
1
I :/ — dt, unde a € (1, 00).
o a-+cost
Rezolvare. Integrala reald ceruta poate fi privita ca o integrald in planul complex si

calculata folosind teorema reziduurilor. Avem
2 1 2w 1 2 i
I = OW ai_itdt = [T ———(e't) dt

eltte 0 ielt 2a+eitte—it
2

| 2
= —1 = =
v 2z 2a42+1 dz

: 2
1 v 2242az+1 dz,

z
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unde v : [0,27] — C, ~(¢) = e'. Functia

FiC\s, ) —C, () 2

T 242241
unde

21 =—-a+Vaz—-1, 29 =—a—Va? -1

sunt radicinile polinomului 2% + 2az + 1, are doud puncte singulare izolate (poli

simpli) 21 si 2.

29 <1 1

Figura 10.36: Drumul 7 : [0,27] — C, 7(t) = e'.

Deoarece z1, 2z sunt numere reale, —1 < z; < 0 i 2o < —1 rezulta ca n(vy,2;) =1

si n(v,2z2) = 0 (v. Fig. 10.36). Conform teoremei reziduurilor

I=—if, mdz =2n1Rez,, f =2nlim,,. (2 — 21) f(2)
— 3 2 _ _4r  __ 2w
=2r lim, ., (2 — 21) o) — hem T T

Figura 10.37: Drumurile ~,.
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10.6.8 Propozitie. Fie a < 8 $i o functie continud
f:D—C

definita pe un domeniu D ce contine imaginile drumurilor (v. Fig. 10.87)

Tr: [OCHB] — (Ca 'Yr(t) = Teit7
a

oricare ar fir > 0. Dac

lim z f(z) =0,

Z2—00

atunct

lim f(z)dz =0.
r—00 Yr

Demonstratie. Din relatia lim,, z f(z) = 0, rezulta ca, oricare ar fi € > 0, exista

re. > 0 astfel Incat
|z| > re = |z f(2)| <e.

In particular, pentru r > r., avem

f(z)dz

Yr

B B B
/ f(rel®)riel dt‘ < / |f(rel®) riel| dt < 6/ dt = (8 — a)e.

«

10.6.9 Oricare ar fi z1, 20 € C, au loc relatiile
|z1] = |21 — 22 + 22| < |21 — 22| + |22],

|z2| = |22 — 21 + 21| < |21 — 22| + |21
care conduc la

— |21 — 22| <a] = |22] < |21 — 22,
adica la

| [21] = |z2] | <21 — 22].

10.6.10 Exercitiu. Sa se calculeze integrala

00 $2
1= dx.
/0 (2 + 1)(2? +4)
Rezolvare. Integrala I este o integrala reala improprie. Intervalul de integrare este

nemarginit dar functia considerata este marginitd, numitorul neanulandu-se pe axa

reala. Deoarece

oz
(z24+1)(z2+4)
AT g,
2

lim
T—00
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integralele

L @ @@+ Y 2™

au aceeagi natura. Stim Insa ca integrala improprie

o0
1
1 X

este convergenta pentru A > 1. Rezulta astfel ca integrala considerata

o] 1,2 1 .%'2 o] 1.2
1= dr = dx —|—/ dx
/0 (22 + 1) (22 + 4) /0 (22 + 1) (22 + 4) 1 @2+ 1) (22 +4)
este convergenta.

Tr
2i

-r 0 T

Figura 10.38: Drumurile ~,.

Pentru a calcula valoarea integralei vom considera functia olomorfa

22

f:C\{-2i, —i, i, 2i} — C, f(z) = (22 4+ 1)(22 +4)

si drumul de integrare din Fig. 10.38 compus din
¥+ [0,7] — C, Yr(t) = rett,
si
v:[-rr] —C, ~(t) =t.
Conform teoremei reziduurilor, oricare ar fi r > 2, avem relatia
/ f(z)dz + ' f(z)dz = 27i (Rez;f + Rezy f)
Fr —r

care conduce la

lim f(z)dz + /OO f(z)dx = 27i (Rezif + Rezyi f). (10.8)
Tr —0co
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Deoarece
PV . B 2% ) 21
|22+ 1] 2244 |22 = (=D)] |22 = (=4)] 7 [[z2 = 1] [|2]2 = 4]

aveln

lim z f(z) =0

Z—00

si in virtutea rezultatului prezentat la pag. 271-8,

lim f(z)dz = 0.

r—00
Tr

Din relatia (10.8), tinadnd seama si de faptul ca f(—x) = f(x), rezulta
/ f(z)dz = 7i (Rez;f + Rezy f).
0

Dar
Rez; = lim(z — i) f(z) = lim 2—2 _ L
z=i =i (z41)(22+4) 6
Rezy; = lim (z — 2i) f(2) = lim 2 _ — 1
259i 22 (22 +1)(2 + 2i) 3
si deci

/Ooof(m)dx:wi (é _ %) -z

10.6.11 MATHEMATICA: Residuelf[z], {z, a}], Integrate[f[x], {x, a, b}]

In[1] :=Residue[z"2/((z"2 + 1) (z"2 + 4)), {z, I}] — Out[l}:%
In[2] :=Residue[z"2/((z"2 + 1) (z"2 + 4)), {z, I}] — Out[Q}:—%
In[3] :=Integrate[x~2/((x"2 + 1) (x"2 + 4)), {x, 0, Infinity}] +> Out[3}:%

10.6.12 Exercitiu. Sa se arate ca

int _ 2
1> 20 -, oricare ar i t € {0, —}
t ™ 2
Rezolvare. Functia
<31 t
ei[0.5] =R e =25,

_ t cost —sint
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Yr

Figura 10.39: Drumurile ~,.

10.6.13 Propozitie (Lema lui Jordan). Daca functia continua
f{z=ax+yi]| y>0} —C
este astfel incat

lim f(z) =0 (10.9)

Z—> 00
S

¥ : [0, 7] — C, v (t) =re
(v. Fig. 10.39 ), atunci

tim [ f2)e dz =0
0 Sy
Demonstratie. Fie € > 0. Din relatia (10.9), rezulta ca exista r. > 0 astfel incat
r>r. — £ (reit)] <%
si
1, e ds| = |7 £(reity ertessesismitar

< f07r |f(relt)| e msintrdt < 27r_€T 077 o—Tsint gy

2 2
< 2y [TeTatdt= 2&p ST 75t

- 7 0 T 2r = 6(1 - e—?") <e.

(=R

10.6.14 Exercitiu (Integrala Poisson). Sa se arate ca

N
/ ST e =T, (10.10)
0 X 2
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TR
/ \%
RR - r R

Figura 10.40: Drumul utilizat in cazul integralei Poisson.

Rezolvare. Fie 0 < r < R si drumurile ( v. Fig. 10.40)
vr:[0,7) — C, Agr(t) = Re",
¥+ [0,7] — C, Y (t) = rel(m=1),

Din teorema reziduurilor (sau teorema Cauchy) rezulta relatia

iz —r iz iz R _ix
/ e—dz—i—/ e—dw—i— e—dz—i—/ e—dac:O,
T’ ? -R T v ro

care se mai poate scrie

iz iz R iz _ ,—iz
/ e—dz+/ e—dz+/ ldmzo
v % .z - T
iz 1 iz_l R
/ e—dz+/ —dz—l—/ ¢ dz+2i/ Smxd:n:O.
v % e ? . 2 ” T

Utilizand relatia
1
/ —dz = —mi
Tr z

si notand cu g o primitiva a functiei f(z) = erol obtinem

iz - R
/ Cdr it (g(r) —g(—r)) + 2i/ T g = 0.
wr ? ;X

Deoarece, conform lemei lui Jordan,

sau

lim — =0,
R—o0 YR zZ

pentru R — oo gi » — 0, obtinem relatia
* sinx
2i / dx = 7i.
0

X
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10.6.15 MATHEMATICA: Integratel[f[x], {x, a, b}]

In[1] :=Integrate[Sin[x]/x, {x, 0, Infinity}] > Out[l]=7F

NH

Figura 10.41: Drumul utilizat in cazul integralelor lui Fresnel.

10.6.16 Integralele lui Fresnel. Integrand functia

f(z) =

de-a lungul drumului din Fig. 10.41, se poate arata [17] ca

o0 o0 1
/ cosx’dr = / sinz?dr = =
0 0 2

Integrate[f[x], {x, a, b}]

s
5
10.6.17 MATHEMATICA:

In[1] :=Integrate[Sin[x"2], {x, O, Infinity}]

S

— Out[1]="Y;>

In[2] :=Integrate[Cos[x"2], {x, O, Infinityl}]

5

—  Out[2]=Y5%




Capitolul 11

Serii de functii ortogonale

11.1 Baze ortonormate in spatii finit-dimensionale

11.1.1 Definitie. Prin produs scalar pe un spatiu vectorial complex H se intelege
o aplicatie

(,) :HxH—C
astfel incat:
a) (v,ay+Bz)=a(z,y)+B(z,2), Vr,y,z€H s Va,B€C;

11.1.2 Definitie. Un sistem {ej, e, ..., e, } de vectori din H este numit

sistem ortonormat daca

_ | 1 pentru n =k,
{ens k) = Onk = { 0 pentru n # k.

Un sistem ortonormat {eg, es, ...,eq} este numit
baza ortonormata daca este complet, adica daca

orice vector x € H se poate scrie sub forma

d
T = g Ty Cn
n=1
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cu xri, o , ..., Tg NUMere complexe.

Numarul d reprezinta dimensiunea spatiului H.

11.1.3 Daca {e1,ea,...,e4} este baza ortonormata, din

d d d
(en,z) = <€n7zwk €k> = arlen,ex) = > wkbnk = a0
k=1 k=1 k=1

rezulta ca are loc relatia
d

T = g (€n,T) ep, oricare ar fi x € H,

n=1

numita relatie de completitudine.

u

Figura 11.1: Proiectia ortogonala lui = pe u.

11.1.4 Proiectia ortogonala P,x a unui vector x pe vectorul nenul u este un vector

de forma Au (Fig. 11.1). Impunand ca u L (z—Au), obtinem relatia
0= (u,z — M) = (u,x) — MNu,u),

din care rezulta ca A = (u, z)/(u, u), si prin urmare

P,z = (u, 2)
(u, u)
In particular, daci ||u|| = 1, atunci

P,z = (u, ) u.

11.1.5 Notatia lui Dirac. Fiecare vector v€ H definegte o aplicatie liniara

H—C: z— (v,z). (11.1)
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Daca utilizam notatia Dirac |v) pentru v si notatia Dirac (v| pentru
functionala (11.1) definita de v, atunci

d
x=> (en,x)e,  se poate scrie sub forma  |z)=>" |e,)(en|x),
n=1 n=1
P,z = (u,z)u se poate scrie sub forma  P,|x) = |u)(u|x).
11.1.6 Operatorul identitate
I:H— H: |z)+—|z)
si proiectorul ortogonal
P,:H — H: |z)— P,|z),
verifica relatiile

H\@Zﬂi len)(enlz),  Pulz) = |u){ulz),

oricare ar fi |x) € H, i prin urmare
d

=3 len){enl, Py = Ju)(ul.

n=1

11.1.7 {ej,eq,...,eq} este baza ortonormata daca si numai daca verifica conditiile:

(enler) = Onk (relatia de ortogonalitate),
d
I=5" |en){en] (rezolutia identitatii).
n=1

11.1.8 In cazul lui C?, produsul scalar exprimat utilizand inmultirea matricelor

Y1
d o _ Y2
<x]y>: zxnyn:(xl T2 - xd) .
n=1 :
Yd
ne permite sa facem identificarile
n

Y2
(x| = (1 Z2 -+ Zq), .

=
~
I

Yd
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11.1.9 In cazul bazei canonice {e; = (1,0), ez = (0,1)} din C2, rezolutia

identitatii I = |e1)(e1| + |e2)(e2|, In scriere matriceala, devine
10 1 0
= 10 0 1)

11.2 Serii Fourier trigonometrice cu perioada 27

11.2.1 Pe spatiul vectorial complex infinit-dimensional
COl—m, ] = {¢: [-m, 7] — C| ¢ este functie continus }
al functiilor continue de forma ¢ : [—m, 7] — C, unde
(e+P)t) =) +9(t),  (ap)(t) = o @(b),
relatia

(o) = 1/“W¢<t)dt

T J—n

defineste un produs scalar.

11.2.2 Exercitiu. Sa se arate ca sistemul infinit de functii
%, cost, sint, cos2t, sin2t, cos3t, sindt, ... (11.2)
din C°[—, 7] este un sistem ortonormat.

Rezolvare. Avem

V27 V2 V2 V2 2
(L sinnt) =1 [T L sinntdt = ——L cosnt| =0
V2’ T J—m /2 V2 . ’
cosnt) =1 [T L cosptdt = —L sinnt| =0
mJ-m /2 nmv/2 - ’

cosnt,cosnt)y=21 [T cos®ntdt = 5= [T (1 + cos2nt)dt = 1,

sinnt,sinnt)=21 [T sin?ntdt =

(7
(
( f (1 —cos2nt)dt =1,
( =

cos nt,sinnt) = 1 f cosnt sinnt dt % ffﬂ sin2nt dt = 0,

oricare ar fi n. Pentru n # k, obtinem
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5= ff (cos(n+k)t + cos(n—k)t)dt = 0,

(cosnt, cos kt) =+ f cosnt coskt dt =
= 7 _(cos(n—k)t — cos(n+k)t)dt = 0,

1 f sinnt sinkt dt = 5-
L [™ (sin(n+k)t + sin(n—k)t)dt =

(sinnt,coskt)=21 [" sinnt cosktdt = 5=

(sinnt, sin kt) =
0.

11.2.3 Definitie. Un polinom trigonometric este o combinatie liniara finita de

1 . . . . .
ok cost, sint, cos2t, sin2t, cos3t, sin3t, ...,

adica o expresie de forma

k
Tag+ Y (ay cosnt + b, sinnt).

O serie Fourier trigonometrica este o serie de functii de forma

1 — :
500 —|—Z(an cosnt + by, sinnt),

n=1
unde coeficientii a,, b, sunt numere complexe fixate

11.2.4 Teorema. Daca seria Fourier
1 oo
540 +Z(an cos nt + by, sinnt)
n=1
este uniform convergenta si dacd ¢ : R — R

1 o0
o(t) = 300 +Z(an cosnt + by, sinnt),

n=1

este suma et, atunci

:%flr o(t) cosntdt, oricare ar fi ne{0,1,2,...},
(11.3)
bp=21 [T _(t) sinntdt, oricare ar fi ne{l,2,3,..},
st are loc egalitatea lui Parseval
1, & 1]
§a3 + ;(ai +b2) = — / ©?(t) dt. (11.4)

Demonstratie. Fie s (t) = Lag —|—ZZ 1(ay, cosnt + b, sinnt). Deoarece
|sk(t) cosnt — p(t) cosnt| = |cosnt| - |sk(t) — o(t)| < |sk(t) — @(t)],

obtinem (a se vedea pag. 57-10)
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™ m

Sk % @ = s cosnt % p cosnt — klim sk(t) cos ntdt:/go(t) cos nt dt.
— 00

—T —T
Sistemul de functii (11.2) fiind ortonormat, avem
™ ™
/sk(t) cosntdt=a, /(:os2 ntdt=may, pentru orice k > n.
—T —T

Functia periodica ¢ cu perioada 27, fiind limita unui gir uniform convergent de functii

. . o . . v . U . u u .
continue, este continua si deci marginita. La fel ca mai sus, s E = Sk ¥ E g02 S1

_}@2(25) dt = Timg oo [s1() 0(t) dt

—T

= limg_ 00 [%ao [o@)dt+3F_, [(an cosnt + by, sinnt)p(t) dt]

—Tr

= limg o0 7 [%a% +5F (a2 + bg)} =7 [3ad+ 0 (a2 +02)].

11.2.5 Definitie. Fiecarei functii periodice ¢ : [—m, 7] — C, pentru care coeficientii
1 (7 1 (7
ap = —/ (t) cosntdt, by, = —/ ©(t) sinntdt (11.5)
L T™J -7
exista, i se asociaza seria
1 [e.e]
§a0+2(an cos nt+by, sinnt), (11.6)

n=1

numita seria Fourier (trigonometrica) a lui .

11.2.6

Seria Fourier asociata unei functii pare este de forma %ao +> 02 | an cosnt,

. . . - . - 0 .
iar seria Fourier asociata unei functii impare este de forma > " | b, sinnt.

11.2.7 Daca ¢ ia doar valori reale atunci coeficientii a,, si b, sunt numere reale.
In general, coeficientii a,, si b, sunt numere complexe.
Daca se modifica valorile functiei ¢ intr-un numar finit de puncte, atunci
valorile coeficientilor a,,, b, si seria Fourier asociata nu se schimba.
Fara a restrange generalitatea, putem considera doar functii ¢ : [—m, 7] — C

satsfacand conditia p(—m) = ¢(m). Fiecare functie ¢ cu aceasta proprietate
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poate fi identificatd cu functia periodica ¢ : R — C cu perioada 27 obtinuta

folosind prelungirea prin periodicitate.
11.2.8 In cazul in care seria (11.6) este convergenta, relatia

1 > .
S(t) = §a0+2(an cos nt+by, sin nt)

n=1
defineste o functie S : R — C periodica cu perioada 2.
Pentru ca o functia ¢(t) sa coincida cu suma S(t) a seriei Fourier asociate

este necesar (nu si suficient) ca ea sa fie periodica cu perioada 2.

11.2.9 Fie ¢ este o functie periodica cu perioada 27. Oricare ar fi tg € R, avem
1 7 1 rt 1 7T
T ) p(t) cosktdt = [ o(t) cosktdt + & [ (t) cosktdt

= L% ot +2r) cosk(t +2m)dt + L i (t) cos kt dt
= L [ (1) cosktdt + L [T o(t) cosktdt

= L [oF2T (1) cos kt dt.

w Jito

Coeficientii Fourier pot fi calculati integrand pe orice interval de lungime 27:

1 rto+2m
ap = = ©(t) cosntdt,
tom i oricare ar i tg€R.

by = L [P o(t) sinnt dt,

T Jito

11.2.10 Exercitiu (Functia “dinti de fierastrau” (Fig. 11.2)). Sa se arate ca seria
Fourier asociata functiei periodice ¢ : R — R cu perioada 27, definita prin

p(t)=t pentru te[—m,w), (11.7)
este
. 2
> (=)™t = sinnt. (11.8)
n=1 "

Rezolvare. Utilizand integrarea prin parti si relatia cosnm=(—1)", obtinem:

Gy, = % fjﬁt cosntdt = % ffﬂ t(sinnt)'dt = n—17r t sin nt[7r — % ffﬂ sinnt dt = 0;

b, = % ffﬁt sinntdt = —n—17r ffﬂ t(cosnt) dt = —n—17rt coS nt‘:r + % ffﬂ cosnt dt
= —-L [rcosnm — (—7) cos(—nm)] = = 2L cosnw = —2 (=1)" = (—=1)" 2,
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Figura 11.2: Functia “dinti de fierastrau” o(t) si suma partiald Ss(t).

11.2.11 MATHEMATICA: FourierTrigSeries[f[t], t, k]

In[1]=FourierTrigSeries([t, t, 4] > Outﬂ}:QShﬂﬂ—ShﬂZt}k%ShﬂSt}—%Shﬂ4ﬂ

11.2.12 Din teorema de la pag. 287-22 rezulta ca seria (11.8) este convergenta si

> ) 0 daca teZm,
Z:(—l)"i1 — sinnt =
=1 n o(t) daca t ¢ Zm.

Functia ¢ este continua exceptand punctele teZn={kn | k€Z }.
Se observa ca suma seriei Fourier asociate coincide cu ¢ doar in punctele

In care aceasta este continua.

11.2.13 In cazul seriei (11.8), deoarece

2
lim (—1)""' = =0,

n—oo n

contributiile termenilor devin din ce in ce mai mici pe masura ce n creste.
In Fig. 11.2 si Fig. 11.3 prezentim functia ¢ si sumele partiale
7

3
2 2
Sa(t) = (1) Ssinnt s Si(t) = > (! = sinnt.
n=1 n=1

11.2.14 MATHEMATICA: Figura 11.2 se poate obtine cu programul
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In[1]= philt_] :=t; k =3
aln_] := (1/Pi) Integrate([phi[t] Cos[ n t], {t, -Pi, Pi}]
bln_] := (1/Pi) Integrate[phi[t] Sin[n t], {t, -Pi, Pi}]
S[t_, k.1 = a[0]/2 + Sum[a[n] Cos[ n t ] + b[n] Sin[ n t], {n, 1, k}]
Plot [phi [Mod [t+Pi, 2 Pi] -Pi], {t,-3 Pi,3 Pi}, AspectRatio -> 0.3]
Plot[S[t,k], {t,-3 Pi,3 Pi}, AspectRatio -> 0.3]
Show [{%0, % %031

Graficul functiei S3(t) se poate obtine direct cu utilizand
In[1]=Plot[FourierTrigSeries([t, t, 3], {t, -3 Pi, 3 Pi}]
sau

In[1]=Plot [Sum[(-1)"(n-1) (2/n) Sin[n t], {n,1,3}],{t, -3 Pi, 3 Pi}]

Figura 11.3: Functia “dinti de fierastrau” ¢(t) si suma partiala S7(t).

11.2.15 In functie de anumite particularitati ale lui ¢, se poate ca:
- seria Fourier asociata sa fie divergenta,
- seria Fourier asociata sa fie convergenta, dar suma ei sa nu coincida cu ¢,
- seria Fourier asociata sa fie convergenta si suma ei sa coincida cu (.

11.2.16 Definitie. Fie ¢ : [a,b] — R o functie definita pe intervalul inchis [a, b] CR.

Spunem ca ¢ este continud pe portiuni daca exista o diviziune

a=tyg <t <ty < -th_1 <t,=b
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a intervalului [a, b] astfel incat:
- restrictiile o[, _, ;) sunt continue, oricare ar fi i€{1,2,...,n};
- limitele laterale ¢(to+), ¢(ti—), o(t1+), ¢(ta—), ... ,@(t,—), unde

o(ti—) = Jim o), pltit) = lim o(t)
exista gi sunt finite.

11.2.17 Teorema. Daca ¢ : [—m, 7| — R este o functie continua pe portiuni gi

n
pn(t) = % + Z(ak cos kt + [, sin kt)
k=1
un polinom trigonometric de gradul n,

atunci cea mai mica valoare a integralei

i | " o(t) — pat)]dt (11.9)

—Tr

se obtine in cazul in care oy, $i By sunt coeficientii Fourier (11.5).

Demonstratie. Utilizand relatiile (11.5), obtinem
o = 2 () dt =2 [T () pu(t) dt + [T pp(t) dt

— [T G2ty dt —ap [T_p(t)dt — 230, [ak ™ (t) cos ktdt
i 7 (1) sinktdt| + 7 [Jad + 7 (o + B2)]
=7 O (x) dz+m [5(af—2a000)+ > j_1 (0 + Bf — 20601, — 2Bk by,
= 2 *(t)dt — m [5a5 + Y24y (af + b))
+m {5(a0 — a0)? + 2o [(ak — ar)® + (B — bi)?]} -

(11.10)

11.2.18 Teorema. Daca ¢ : [—m, 7| — R este o functie continud pe portiuni gi
dacd an, by sunt coeficientii Fourier asociali functiei o, atunci

o0
seria Y. (a2+b2) este convergentd si are loc inegalitatea lui Bessel
n=1

1 > 1 (7

g+ @) <= [ Poa
n=1

Demonstratie. In cazul in care oy, = ay, si B = by, din (11.9) si (11.10) rezulti

[ @=L > @ )| = [0 - wopazo
k=1

-7 2 -7
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287
si

o
a3 + ;(ai +b2) = nhﬂnolo

DN | =

1o~ 0  9
5%“‘5 (aj + bg)
k=1

1 7r2
< = t)dt.
_ﬂ/(p()

-
11.2.19 Daca ¢:[—m, 7] — R este o functie continua pe portiuni,

atunci din convergenta seriei Y oo, (a2 + b2) si relatiile
0 <lan| < Va2 +02, 0 < |bp] < /a2 + b2
rezulta ca

lim a, =0 si lim b, = 0.
n—oo n—oo

11.2.20 Teorema. Daca ¢:[—m,m]—R este o functie continua, derivabila

exceptand eventual un numdr finit de puncte, cu derivata ¢’
continud pe portiuni gi astfel incat p(—m)=p(7), atunci seria
Fourier asociata lui f este convergentd si suma ei este o, adicd

1 s .
50 +Z(a" cosnt + by, sinnt) = p(t), vte[-m, 7.

n=1

Demonstratie. A se vedea [16], pag 120.

11.2.21 Daca notam functiile din sirul (11.2) cu o, ¢1, @2, ... , atunci

(©nlor) = Onk,

coeficientii seriei Fourier verifica relatiile

ao=(polw), ar=(p1lp), bi=(v2|p), az={(p3le), ba={(palp),

“eey

iar pe spatiul functiilor ¢ cu proprietatile din teorema, are loc relatia
o
’(P> - Z “pn><()0n’()0>a
n=0
adica rezolutia identitatii

I= Z ’(Pn><90n‘
n=0

11.2.22 Teorema. Daca :[—7, 1] —> R este o functie continua pe portiuni,
derivabild in intervalele de continuitate si cu derivata o’

continua pe portiuni, atunci seria Fourier asociata lui ¢
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este convergentd in orice punct si

1 t=)+p(t
500 +Z(an cos nt + by, sinnt)= W

n=1
Demonstratie. A se vedea [16], pag 118.

11.2.23 Daca functia ¢ este continua in punctul z, atunci w = ().

11.2.24 Teorema (A doua teorema de aproximare a lui Weierstrass).
Orice functie continud ¢ : R — R, periodicd cu perioada 27 este

limita unui sir uniform convergent de polinoame trigonometrice.

Demonstratie. A se vedea [38], vol.2, pag 119.

11.2.25 Exercitiu. Sa se arate ca seria Fourier asociata functiei (Fig. 11.4)

"2 [_7777(] — R7 (p(t) = ’ﬂa
este
T4 1
ois ?ZW cos(2k + 1)t. (11.11)
k=0

Rezolvare. Avem
ap =2 [T |t|dt =2 [[tdt =,

iar pentru n # 0:

an =2 [T |t| cosntdt =2 [t cosntdt = 2 [t sinnt|j — [ sinnt dt]

= % cosnt!ér = %((—1)” —1);

by =1 [T |t| sinntdt =0 (functie impara).
Functia obtinuta prelungind ¢ prin periodicitate este o functie continua deoarece
o(m) = p(—m). Din teorema fundamentald (pag. 287-20) rezultd ca seria (11.11)

este convergenta si suma ei coincide cu (¢, adica

4 & 1
<p(t) = g - kzo W cos(2k + 1)t7 oricare ar i teR.

11.2.26 MATHEMATICA: FourierTrigSeries[f[t], t, k]

In[1]=FourierTrigSeries[Abs[t], t, 2] +> Out[l]=2- 29[
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_5 | 5

Figura 11.4: Prelungirea periodica a functiei |¢| si suma partiala Sa(t).

11.2.27 Exercitiu. Sa se arate ca seria Fourier asociata functiei (Fig. 11.5)
P [_ﬂ-aﬂ-] — Ra So(t) = t2a

este

2 0 n
T (—1)
3 + 47;1 5 Cos nt. (11.12)

Rezolvare. Avem

_ 1T 2 g 2n?
ao_wffwt dt = 37

iar pentru n # 0 se obtine:
an = %ffﬁ t2 cosntdt = %fow t? cosnt dt = n2—7r [tQ Simnﬂ;r — 2f07rt sinntdt] ;

-4 Jo t sinntdt = L [t cosnt|] — Jo cosntdt] = %(—1)"

by =2 |7 t?sinntdt =0 (functie impara).
obtinuta prelungind ¢ prin periodicitate este o functie continua deoarece

Functia
Din teorema fundamentala (pag. 287-20) rezulta ca seria (11.12)

p(m) = @(=m).
este convergenta si suma ei coincide cu ¢, adica

2 o (_1)11
o(t) = T + 4nzl 3 €08 nt, oricare ar fi teR.

11.2.28 MATHEMATICA: FourierTrigSeries[f[t], t, k]

In[1]=FourierTrigSeries[t~2, t, 2] > Out[l}:§+4(7Cos[t]+i(§os[2t})



290 Elemente de Analiza Matematica

-5 5

Figura 11.5: Prelungirea periodica a functiei ¢? si suma partiala, Sa(t).

11.2.29 Functia u,(z,t) = (o, cosnat + B, sinnat) sin nx verifica ecuatia
Pu 45 0%

oz o !

si conditiile la limita
u(—m,t) =0, u(m,t) =0

oricare ar fi n€{1,2,3,...} si constantele a > 0, ay,, B, €R.

(11.13)

(11.14)

Daca seria este convergenta si poate fi derivata termen cu termen, atunci

o0
u(zx,t) = Z(an cos nat + (3, sinnat) sin nx

n=1

verifica relatiile (11.13), (11.14). Pentru ca u sa verifice si conditiile initiale

ou

u(z,0)=f(x), E(m,O):O

este necesar si suficient ca

o o
Zan sinnx = f(x), Znﬂn sinnz =0,
n=1 n=1

adica sa avem [, =0 si dezvoltarea in serie Fourier

f(z)= i oy, sinnx.
n=1

11.2.30 In cazul in care coeficientii a,, §i b, sunt numere reale, relatia

ayn cos nt+by, sinnt=+/a2+b2 cos(nt + ¢,,),

(11.15)
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unde
tan ¢, = —b—z daca a,#0,

(bn:_

ne permite sa scriem seria Fourier asociata unei functii sub forma

1 oo
540 + Z Va2 +b2 cos(nt + ¢y,),
n=0

vl

daca a, =0,

unde

Va2+b2  reprezintd amplitudinea armonicei de ordinul n,

On reprezinta faza inifiald.

11.3 Serii Fourier cu perioada 27

11.3.1 Daca ¢ : R — C este o functie periodica cu perioada 27, utilizand formulele
eint + e—int eint _ e—int
cosnt = ——— si sinnt = ——,
2 2i

obtinem relatia

1 o o 1 elnt+e—1nt elntf—lnt
5a0+ Zl(an cos nt+by, sinnt) = a9+ Zl <an 5 +bn 5
n— n—

w . .
%ao—i- > (%(an — ibn)emt—i-%(an + iby )e )
n=1

[oe) . . o0
— CO+ (cnemt_{_cine—mt) — Z Cnemt’
n=1 n=—oo
unde
co = %ap =5 [7_o(t)dt,
Cp = %(an —1ib,) = % Zr o(t) e 1"t dt,
Cop = %(an +ib,) = % ffﬂ o(t) e™dt,
adica
1 4 .
Cn = — o(t)e " dt, oricare ar i neZ.

2

—Tr
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11.3.2 Sirul de functii periodice cu perioada 27
T T R L § N LIS G O (11.16)
este ortonormat in raport cu produsul scalar

(p, ) = L /7r (1) ¥(t) dt.

2 J_ .

11.3.3 Definitie. Fiecarei functii periodice ¢ : R — C cu perioada 27 pentru care
K

1 .
=g | wlt)e

—T

exista, i se asociaza seria

i .
> e, (11.17)

n=—oo

numita seria Fourier a lui ¢.
11.3.4 Daca utilizam pentru functiile din sirul (11.16) notatia 1, (t) = ™, atunci
<1/}n77/}k> = 5nk7

coeficientii seriei Fourier verifica relatia

Cn= <71Z)n’ g0>,

iar seria Fourier (11.6) se poate scrie sub forma
o

Z«bn, ©) Vn.-

n=0

11.3.5 Exercitiu. Seria Fourier a functiei “dinti de fierastrau” este

Z(—l)”%ei”t. (11.18)

n#0
Rezolvare. Prin calcul direct, pentru n # 0, obtinem
_ 1 (7 —int gy _ _ _1 m —int\/ _ 1 —int|™ _ (T _—int
Cn = 37 ffwte dt = 27in ffwt(e ) dt = 2min [te ‘77r ffwe dt]

— 1 —inm inm 1 /.,—inmT inm

=~ g [T A w4 (eI — o)

_ 1 2 . _ i _ i n

= — 51— [2m cosnm — Zsinnw| = 1 cosnr = L(=1)"

11.3.6 MATHEMATICA: FourierSeries[f[t], t, k]

In[1]=FourierSeries[t, t, 2] > Out[l]=ie t—ielt—Jie At4] et
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11.4 Serii Fourier cu perioada T

11.4.1 Notiunile si rezultatele prezentate in cazul functiilor periodice cu perioada

27 pot fi ugor extinse la functii periodice cu perioada T', oricare ar fi T'€ (0, 00).

11.4.2 Aplicatia

a+b b—a
pil-ma] — e b, p(t) = ——+ 1,
este bijectiva si inversa ei este
et ilat] — [mal, @) = (2 —a— D).
—a

Fiecare functie f:[a,b] — R cu f(a)= f(b) se poate prelungi prin periodicitate
cu perioada (b — a) pani la o functie f : R — R gi f = (f o) o~ !, unde

Fopstma — R (foet =1 (S50 +2%).

este o functie periodica cu perioada 2m. Seria corespunzatoare lui f o ¢ este

1 oo
500 —|—Z(an cosnt + by, sinnt), (11.19)
=1
unde !
T b
an =1 [ f(92+5%2) cosntdr = % [ f(z) cos 2= (22 —a—b)dx,
“r a
T b
by =2 [ f(922+52%)sinntde = ;% [ f(z)sin £ (22 —a—b)da.
“r a

Deoarece f = (fop)op™! efectuand in (11.19) substitutia t = 3"~ (2z —a—b),

obtinem seria Fourier corespunzatoare lui f
oo
1
§a0 + E ay COS
n=1

11.4.3 Sirul de functii

bn_wa(Qx—a—b) + by, sin bn_wa

(2x—a—b)> .

%, coswot, sinwgt, cos2wopt, sin2wot, cos3wot, sindwot,..., (11.20)
unde wy = ZT”, este un sistem ortonormat in raport cu produsul scalar

T/2
() = %/mgo(tw(t) dt.
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Seria Fourier asociata unei functii periodice ¢ cu perioada T este

1 (o]
5 a0 +Z (ay, cos nwot+ by, sin nwot)
n=1
cu
=7 fTﬁQ ©(t) cos nwot dt,
== fT%Z ©(t) sin nwot dt,

iar seria Fourier este

o0 . T/2
§ : cnemwot cu :_/ 71nw0tdt.

n=—00 T/2

Coeficientii Fourier pot fi calculati integrand pe orice interval de lungime T'

an = 2 tt)0+T ©(t) coswont dt,
b, = % t’;°+T ©(t) sinwont dt, oricare ar i tp€R.
Ch =7 tZOJrT o(t) e meotdt,

11.4.4 Cazul T = 1. Sirul de functii
%, cos 27t, sin 2mt, cosd4wt, sindnt, cos6mt, sin67t, ... (11.21)

este un sistem ortonormat in raport cu produsul scalar

1_
(p,9) =2 /O o(t)p(t) dt.

Seria Fourier trigonometrica asociata unei functii periodice ¢ cu perioada

T =1 este
1 00 an=2 fol ©(t) cos nwot dt,
5 @0 + Z (ay cos 2mnt+b, sin 2tnt)  cu
n=1 by, =2 fol ©(t) sin nwot dt,

iar seria Fourier este

0 1
Z cpe2mint cu cn:/ o(t) e 2Nt gy
0

n=—oo
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Yo A UV NV SR SR W Vs W A W
7\ 5V V'V i VvV \Ug Vi

Figura 11.6: Functia dreptunghiulara in cazul T' = 27, a = 7 i suma partiala S5(t).

11.4.5 Exercitiu (Seria Fourier a functiei dreptunghiulare periodice (Fig. 11.6)).
Fie 0 < a <T. Sa se arate ca seria Fourier asociata functiei

periodice ¢ : R — C cu perioada T si astfel incat
0 pentru —-T/2<t<—a/2,
e(t)=<¢ 1 pentru —a/2<t<a/2,
0 pentru a/2<t<T/2,

este o
Z zsm(nwoa/2) ainsot (11.92)
T nwo
n=—oo
Rezolvare. Avem
_ 1 a/2 _a
co=7 [ypldt =7,
iar pentru n # 0,
c —1 fa/Z efinwotdt: __1 efinwot a/2 —__2 ei"W0“/2—4.37i"“’0“/2 :zsin(nwoa/Q)
n—T J—a/2 inwoT —a/2 nwoT 2i T nwo

11.4.6 Coeficientii ¢, sunt valorile functiei

FIR-—R fla) = QSinj(j(;xﬁ)’

in punctele nwy cu n€Z (Fig. 11.7).

11.4.7 Deoarece

lim 2 sin(nwoa/2) o,
n—zoo T’ nwo
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Figura 11.7: Coeficientii ¢, si graficul functiei f in cazul T'= 27, a = 7.

contributiile termenilor devin din ce in ce mai mici pe masura ce |n| creste.
In Fig. 11.6 si Fig. 11.8 prezentam sumele partiale

5 . 10 .
S5(t) _ 2 sin(nwoa/2) elnwot si Slo(t) _ Z %sm(nwoa/Q) olnwot

T nw nw
n=—>5 0 n=—10 0

in cazul In care T = 27 i a = 7.

NN . . LAINA A AN AN NAW I . . | IWANAN
\VJ 7 \vJ

A PV A8 A S VA A = Vv

Figura 11.8: Functia dreptunghiulara in cazul T' = 27, @ = 7 gi suma partiala Sio(t).

11.4.8 Exercitiu (Seria Fourier a functiei triunghiulare periodice (Fig. 11.9).
Fie 0 < a < T/2. Sa se arate ca seria Fourier asociata

functiei periodice ¢ : R — C cu perioada T i astfel incét
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Rezolvare. Avem

iar pentru n # 0

Cp =

0 pentru —T7/2 <t < —a,
) 1+ é pentru —a<t<0,
A= —g pentru 0<t<a,
0 pentru  a <t <T/2,

este ~ )
3 4sin”(nw0a/2) inwgt

n2wiaT
n=-—o0

=720 (L4 E) dit 1 [ (1= £) dt =4,

% f,oa (1 + é) e—inwot dt + % foa (1 _ é) e—inwot dt
%foa (1 — é) einwot dt + % foa (1 _ é) e—inwot dt
Z Jo (1= 1) cos nwt dt
%n%o [(1-2) Sinnwof‘g + 1 [ sin nwot dt

a .
%m%n;wlo cosnwot| = 2(1;2?%:;0@ _ 45111112281(%);/2)

297

(11.23)

Functia ¢ este continua. Din teorema fundamentala (pag. 287-20) rezulta ca seria

(11.23) este convergenta si suma ei coincide cu ¢, adica

() )
4sin”(nwoa/2) ;
pt) = D, —p g e

anSaT

11.4.9 Coeficientii ¢, sunt valorile functiei

11.4.10 Deoarece

4sin®(ax/2)
R R =
f — K, f(l') aTz2 )
in punctele nwy cu n€Z (Fig. 11.10).
lim 4 sin?(nwoa/2) _o.

n—=+oo angaT

, oricare ar i t€R.

contributiile termenilor devin din ce in ce mai mici pe masura ce |n| creste.

In Fig. 11.9 prezentam suma partiala
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LN . L L I L M L L L L f L L L \
-10 -5 r 5 10

Figura 11.9: Functia triunghiulara in cazul T = 27, a = 7/2 gi suma partiala Sa(t)..

-5 5

Figura 11.10: Coeficientii ¢, si graficul functiei f in cazul T' = 27, a = 7/2.

2
4sin®(nwoa/2) j t
Sg(t) = 22 Z e einwo ,
n=—

incazul T =27 gl a = 7/2.
11.4.11 Plecand de la orice functie continua pe portiuni
¢ la,b] — R,
putem considera restrictia ei la un subinterval [« 8) C [a, b], iar apoi putem

extinde acesta restrictie la R prin periodicitate cu perioada T =  — a.

Seria Fourier corespunzatoare functiei periodice astfel obtinute poate fi
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determinata utilizand formulele prezentate la pag. 293-3.
In Fig. 11.11 prezentam prelungirea prin periodicitate (perioada T' = 3)

a restrictiei functiei p(t) = 2 la intervalul [—1,2) si suma partiala

2

5
- om 1 .
S5(t) = Z cnem%t’ unde cn =3 /1 o(t) o—inEt gy

n=-—5

11.4.12 MATHEMATICA: Figura 11.11 s—a obtinut cu programul
In[1]= philt_] := t72; k := 5

alpha = -1.0; beta = 2.0; T := beta - alpha
c[n_] := (1/T) Integrate[phil[t] Exp[-2 Pi I n t/T], {t, alpha, betal}]
S[t_,k_] = Sum[c[n] Exp[2 Pi I n t/T], {n, -k, k}]
Plot [phi[Mod[t-alpha,T]+alphal, {t, alpha-T, beta+T}, AspectRatio -> 0.3]
Plot[S[t, k], {t, alpha - T, beta + T}, AspectRatio -> 0.3]
show[{%, 7711

_,NoWw N
couvouion

Figura 11.11: Restrictia functiei ¢(t)=t2 la [—1,2) extinsa prin periodicitate si S5(t).
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11.5 Serii de polinoame Legendre

11.5.1 Teorema (Metoda de ortogonalizare Gram-Schmidt). Dacd {vy, va, vs, ... }

este un sistem liniar independent (finit sau infinit), atunci {wy, wa, ws, ... }, unde

w1 = 7?1,
_ (v2,w1)
Wy = V2 — <w1,w1> )
_ (v3,w1) (v3,w2)
W3 = U3~ Twywn) T {wawz) T2
este un sistem ortogonal, astfel incat spatiul vectorial generat de {vy, vy, ..., vi} este
acelasi cu spatiul vectorial generat de {w1, wa, ..., wi}, oricare ar fi k € {1,2,3,...}.

11.5.2 Definitie. Polinoamele Py, P, P> ... satisfacand conditia
P,(1) =1,

obtinute ortogonalizand sirul 1, z, 22, ... in raport cu produsul scalar

1
(0 1) = / o(z) (x) d,

—1
se numesc polinoame Legendre.

11.5.3 Exercitiu. Sa se determine polinoamele Legendre Py, Py si Ps.

Rezolvare. Ortogonalizand 1, z, 22 rezulta polinoamele
Qo(x) = 1
Qi(z) = 7 — 585 Qo(w) = =,
@o() = 2" - (QO%?) Qo() — Q17%11 Qi(w) = a* = %

Obtinem polinoamele Py, Py, P cautandu-le de forma P, = «, @, cu constantele a,
determinate astfel incat P,(1) = 1. Rezultd Py(z) = 1, Pi(z) = z si Py(z) = 32%—1

-3
11.5.4 MATHEMATICA: LegendreP[n, x]
In[1] :=LegendreP[0, x] +> Out[l]=1

In[2] :=LegendreP[1, x] +> Out[2]=x
In[3]:=LegendreP[2, x] > Out[3]=3(-1+3x?)
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05t 1.0t
08}
06"

| ﬁ\ /\x
, —1\7 \y _07

s

/)
W\j.o

-1.0

Figura 11.12: Functiile Py, P1, P», Ps si functia Pyg.

11.5.5 Exercitiu. Scrieti 22+xz+1 ca o combinatie liniara de polinoame Legendre.

Indicatie. Se determina «g, aq, si as astfel incat

2+ x4+ 1=agPy(x) +aiP(x) + ayPy(x).

11.5.6 Teorema (Rodrigues). Polinomul Legendre P, verificd relatia

1 dar
Po(x) = oon gom

oricare ar fin € N,

(z® — 1), (11.24)

Demonstm;ﬁze Avem LQ [(mg—l)o](o) =1 = Py(x). Fie n > 0 fixat si fie

Pn(x) = Qn [ — ] . Deoarece P, este un polinom de gradul n, rezultd

ca exista «ag, oq,...a, € R astfel incat

Po=agPy+a1 P+ -+ apPy.

Avem
1

(1,P,) = 1 /[(m )M g = 1 [(xQ_l)n](n—l)l _o.

nl2n J_4 n!2n —1

Dacan > 1, integrénd prin parti, obtinem

<$ P > — nlon 2n f,ll x[(xz - 1)n](n)d$

:n!12nm (22 — 1)m)(»=D) |_ _nlzn (2 — 1)*]| " Vdz = 0

i in general,
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(z*, P,) =0, oricare ar i ke {0,1,...,n —1}.

Din relatia precedenta rezulta

(Py, P,) =0, oricare ar i k€ {0,1,...,n —1}.

Tinand seama de ortogonalitatea polinoamelor Legendre, obtinem relatia

0= (P, P,) = (Pr,a0 Po+ a1 PL+ - + a,Py) = oy (Pi, Py),
din care rezulta
ap =0, oricare ar fi k€ {0,1,...,n— 1}

si deci P, = ay, P,. Deoarece P,(1)=1si
> oGl =M@+ )M =1

nlan |4
Jj=0

Bu(l) = —

=1

rezulta ca oy, = 1 si deci Pn =P,.
11.5.7 Exercitiu. Sa se determine Py, P si P, folosind formula lui Rodrigues.

Rezolvare. Avem:

0120 dz
1
Pi(z) = ﬁ %(mQ -1l = %Qx = x;
Py(a) = g Lo (a2 - 1) = L (2% — 22% + 1) = L (4a® — da)' = 32 — .

11.5.8 Propozitie. Oricare ar fi n€N, ecuatia polinoamelor Legendre
(1 -2y —2zy +n(n+1)y=0

admite o solutie polinomiald, dar nu admite solutii polinomiale liniar independente.

Demonstratie. Din teoria generald a ecuatiilor diferentiale stim ca spatiul solutiilor
ecuatiei considerate este un spatiu vectorial de dimensiune 2. Daca ecuatia ar admite
doud solutii polinomiale liniar independente, atunci ele ar forma o baza In spatiul
solutiilor gi prin urmare toate solutiile ar fi polinomiale. Cautand solutii dezvoltabile

in serie de puteri
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aratam ca ecuatia admite atat solutii polinomiale cat i nepolinomiale. Deoarece in

domeniul de convergenta
o o
Y (x) = Z mepe™ y'(x) = Z m(m — 1)epz™ 2,
m=1

inlocuind in ecuatie, obtinem relatia
[2¢o + n(n+1)co] + [3-2¢3+ (n — 1)(n + 2)c1]z + - -
+[(m+2)(m+ emea + (n —m)(m +n+ 1)eyla™ + - =0,

din care rezulta
(m+2)(m+1)cmyo + (n—m)(m+n+1)ey, =0, oricare ar i m € N.

Alegand ¢y =1, ¢; = 0, obtinem solutia
n(n+1 n—2nn+1)(n+3
yo(l’):l— ( )1'2+( )( )( )1'4—"',
2! 4!
iar alegand ¢y =0, c¢; =1, obtinem solutia

(n=1(n+2) 53 @m=3)n-1Dh+2)(n+4) ;

Deoarece
e el o m—m)m ey

solutiile 9o si y1 sunt convergente pentru |z2| < 1, adici pentru |z| < 1. Daci n este
numar par, atunci yg este solutie polinomiala (seria are un numar finit de coeficienti
nenuli) iar y; este solutie nepolinomiald. Daca n este numar impar, atunci y; este

solutie polinomiala si yo nepolinomiala.
11.5.9 Propozitie. Solutia polinomiald a ecuaties
(1= 2?)y" =22y + n(n + 1)y =0,
care verifica conditia y(1) = 1, este polinomul Legendre P,.

Demonstratie. Fie u(z) = (2 — 1)". Avem
u

/
u =2nr ———
2 -1’

adica
(% — 1)/ = 2nz w.

Derivand relatia anterioara de (k + 1) ori, folosind formula lui Leibniz
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k+1
(fg) D) = Z o fO) glht1=3)
j=0
obtinem
(22 — a2 £ 2(k + 1)z uFFY) 42 @ u® = 2nz WY L 2k + Dnzu®.

Inmultind cu ﬁ relatia obtinuta si inlocuind k& cu n, rezulta

(1 —22) (™))" = 22(u™) + n(n+ Du™ =0,
adica

(1—2*)P" —2zP +n(n+1)P, =0.

11.5.10 Se stie ca, pentru n€{0,1,2,3, ...}, are loc relatia

1+x)"= kzo Ck ik unde Ck = —n(n_l)'égn_kﬂ).

11.5.11 Propozitie (Seria binomiala).
Dezvoltand in serie Taylor in jurul lui O functia

f:(-1,1) —R, flz)=1+2)* = ealn(l-{—g;)’

obtinem pentru orice numar real o §i orice x € (—1,1) relatia

a ala—1 ala—1)(a—2
(1+£C)a:1—|—+FCC—|— (2' )CC2+ ( 3)'( )563—|—

Demonstratie. Deoarece
FO (@) = (142" = ala—1)... (@ —n+1) (1 +2)",

seria Taylor corespunzatoare lui f,

£0) ")

£(0) + T m+—2! 4
este seria de puteri
-1 —1(a—2
1+am—|—a(a )x2+04(@ ) (e )xg—l—---
2! 3!
cu raza de convergenta
R o —n + 1| _1

n—00 n
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11.5.12 Teorema (Functia generatoare).

Pentru x € (—1,1) gi t intr-o vecindtate suﬁciemf de mica a lui 0, avem

\/1—2xt+t2 ZP

Demonstratie. Fie z € (—1,1) si 7, un drum IHChIS care se roteste o data in jurul

lui z in sens direct (a se vedea Figura 11.13).

Y

Figura 11.13: Drumul ~,.

Utilizand formula lui Cauchy, obtinem

Yonto Pal@) t" = 300w (2% — 1))
n 22 n
- Zn =0 n'2" 27;:1 f'yx (i J:)i)Jrl dz

Ao ), (S e

= 271 Zun=0 2(z—x)

Pentru ¢ intr-o vecinatate a lui 0, aleasa astfel incat ‘( e x))t < 1, avem
n

n [e's) 22—t
Zn:OP ( )t - % ffyz zi:v Zn:O |:(2(z—x)) dz

_ 1 (U

T 27 Jyy z—x 1— (22-1)t dz
2(z—x)

— i dz

1 Jyy —t2242z+4+t—22°
Punctele singulare ale functiei f de sub integrala,

1— V1 — 2zt + 2 . 1+ V1 —2xt+t?

Z] = 1 29 =
1 7 3 2 ;

verifica relatiile limy 021 = = §i limy_,0 |22| = 0o. Pentru ¢ intr-o vecinatate destul

de mica a lui 0 din teorema reziduurilor, rezulta
S o Pu(z)t" = L 2riRez,, f = 2lim,_,., (2 — 21) f(2)

_ : 1 _ -2 _ 1
- thz_ml (Z - Zl) —t(z—21)(z—22) = t(z1—22) = /1—2xt+t2’
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11.5.13 Exercitiu. Sa se determine Py, P; si P, folosind functia generatoare.

Rezolvare. Utilizand dezvoltarea in serie

a(a 1)

(1 + x) — 1 + 1| x +
adevarata pentru |z| < 1, obtinem relatia
1

%_JNHQ = [1+ (=2zt +t2)]"2

_ -3 oy, —3(=3-1) 212
=1+ 72 (“22t + ) + 22— (=22t +t2)> + - ..
=l+azt+ 32232+ -,

din care, prin identificare, rezulta Py(x)=1, Pi(z)=xz si Py(z)= %xQ—%.
11.5.14 Exercitiu. Sa se arate ca
P,(—x) = (—=1)" Py(x).
Rezolvare. Relatia rezulta din
1 n
3 Pu@) "= b = e = £ Pul=a) (<

11.5.15 Teorema. Polinoamele Legendre verifica relatia de recurentd
(n+1)Pyti(x) — 2n + 1)z P, (z) + nPy—1(z) = 0, (11.25)

oricare ar fin > 1.

Demonstratie. Derivand in raport cut rela‘gia

V1—2xt+ t2 Z

obtinem relatia

—(t—z) ZkPk )ikt
(1 =2zt + t2)v/1 — 22t + t2

k=0
care se mai poate scrie
(z —t) Zpk = (1 — 2zt +12) ka ) kL.
k=0

Identificand coeficientii lu1 t™ din cei doi membri a ultimei identitati, obtinem relatia

de recurenta din enuntul teoremei.
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11.5.16 Teorema (Norma polinoamelor Legendre). Avem

2
<PnaPn’> = m O -
Demonstratie. Integrand de n ori prin parti, obginem

1Pall? = (P, B} = 1) Pul@) e [(2® — 1)"]MWda
— G- ffl P (z)(2? — 1)"dx.

Deoarece
avem
o (=D @) o, (=1)"(2n)!
1Ex]” = nl2n nl2n _1(x ~de = (n!2m)2 In,
unde

Utilizand relatia de recurenta (obtinuta integrand prin parti)

L= '@ = 1)rde = [1 (2% - 1)(2% = 1)" Lda

2nf1 x—l)]dm—nl—fifn—fn,l
care conduce la

m / _ _ ) n22n+1(n!)2
nfl_”'_(_ ) ma

obtinem

—1)"(2n)! —1)"(2n)! 2271 (n)? 2
1Pl = | (n?QEL)Q) = (n?2£)2) (=1) (Qnil))! S

11.5.17 Teorema.

Daca f:[-1,1] — R admite dezvoltarea in serie de polinoame Legendre

z) =Y an Pu(z), (11.26)
n=0

atunci

oy, = 2t f_ll f(z) Py(x) dz. (11.27)

Demonstratie. Din dezvoltarea in serie (11.26), rezulta relatia

(P, f Zan (Pr, Pn) = a. || P,
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care conduce la
ay = 2k+1 <P f 2k+1 f f )dl’

11.5.18 Exercitiu. Sa se dezvolte In serie de polinoame Legendre functia

Raspuns (a se vedea [22], pag. 283).

2] = & Ry(z) — Z G n i Cnsd) by, ().

11.5.19 Exercitiu. Sa se dezvolte In serie de polinoame Legendre functia
f:[-1,1] — R, flx) =V1—=x.

Raspuns (a se vedea [22], pag. 283).

11.6 Serii de polinoame Laguerre

11.6.1 Definitie. Polinoamele LS‘, L{‘, L%‘ ... cu A>—1, satisfacand conditiile

A A D(n+A+1
L2n+1(0) = 07 LZn(O) = %7
obtinute ortogonalizand sirul 1, z, 22, ... in raport cu produsul scalar

(o) = /0 " (@) () e v,

se numesc polinoame Laguerre. Se utilizeazs notatia L, = LO.
11.6.2 Exercitiu. Si se determine polinoamele Laguerre L), L{‘, L%.

Raspuns. Utilizand metoda de la pag. 300-3 se obtin polinoamele
1 A+2 1
Ly@)=1,  L}(x)=—a+A+1, L%(m):§x2_()\+2)x+%_

11.6.3 MATHEMATICA: LaguerreL[n, a, x]
In[1] :=LaguerreL[0, a, x] +> Out[l]=1
In[2] :=LaguerreL[1, a, x] +> Out[2]=14+a—x
In[3]:=LaguerreL[2, a, x] > Out[3]=3(2+3a+a?—4x—2ax+x?)
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15+
N | /N
5t >~ 4 6 8

4 6\ 8  _4
-5t 6L
Figura 11.14: Functiile Lo, Ly, Lo, L3 si functia Lqg.

11.6.4 Teoremi (Rodrigues). Polinomul Laguerre L\ verificd relatia
1 da"

L\ (z) = o e T <:U)‘+" e_x) , (11.28)
oricare ar fin € N.
Demonstratie. Este similara cu demonstratia prezentata la pag. 301-6.
11.6.5 Exercitiu. Sa se determine LS‘, L7 si L folosind formula lui Rodrigues.
11.6.6 Utilizand (11.28), se poate arata ca
z(LN) + A+ 1 —z) (L)) +nL) = 0.

11.6.7 Teorema (Functia generatoare).
Pentru z€(0,00) site(—1,1), avem

1 -z = A n
me 1-t = ZLn(IE)t .
n=0
Demonstratie. Este este similara cu demonstratia prezentata la pag. 305-12.

11.6.8 Teorema. Polinoamele Laguerre verificd relatia de recurentd
(n+1) L) 1 (x) + (x—=A—=2n—1)L)(z) + (n+N) Ly _; (z) = 0,

oricare ar fin > 1.
Demonstratie. Este este similara cu demonstratia prezentata la pag. 306-15.

11.6.9 Teorema (Norma polinoamelor Laguerre). Avem
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F(n+A+1)

Onn -

Demonstratie. inmul@ind dezvoltarile in serie

_xt

_ at & .
—(1_t1))\+1 e =t = ZO LTAl(x) [ Sl (71_tl)x+1 e 1-t = z L)\( )t
n=

obtinem relatia

1 — 2ot = o A A n+m
—p>Fz e 7' = > > Lp(x) Ly (o)t )

n=0m=0
din care rezulta

O 2at
S e L) @)t e e = e [ e
n=0m=0 0
14+t
_ 1 —T5T A
—W fe =t ™ dx.
0

Utilizand substitutia u = %Jrix obtinem

oo oo
> NLIP e = gy f e “utdu=T(A+1)(1 — )"
n=0

— F()\+1) Zn 0 ( )\—1)(—)\—2)...(—)\—77,) (—t2)n

n!

n=0 n!

11.6.10 Teorema.

Daca functia f:(0,00) — R este dezvoltabila in serie de polinoame Laguerre,

= ian L) (z), (11.29)

atunci
an, F(n+)\+1 f f(x e % dr. (11.30)

Demonstratie. Este este similara cu demonstra‘gla prezentata la pag. 307-17.
11.6.11 Exercitiu. Sa se arate ca
I 1
- _ A
e’ = ATl Z 2—nLn(az)
n=0

Rezolvare. A se vedea [22], pag. 251.
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11.7 Serii de polinoame Hermite

11.7.1 Definitie. Polinoamele Hy, Hy, H ... satisficand conditiile

2n)!
Ho(0) =0, Hy(0) = (-1 22
obtinute ortogonalizand sirul 1, z, 22, ... in raport cu produsul scalar
oo
2
o) = [ o) v@ea,
—00

se numesc polinoame Hermite.
11.7.2 Exercitiu. Sa se determine polinoamele Hermite Hy, Hy, Ho.

Raspuns. Utilizand metoda de la pag. 300-3, se obtin polinoamele
Hy(x)=1, H(x)=2z, Hy(x)=4a> — 2.

11.7.3 MATHEMATICA: HermiteH[n, x]
In[1] :=HermiteH[0, x] +> Out[l]=1
In[2] :=HermiteH[1, x] +> Out[2]=2x
In[3] :=HermiteH[2, x] > Out[3]=—2+4x>

100}
50|
f\\\F\\><*‘\ ‘ 200000
1 2 3
| | TN TN | |
_50L -3 2\ 1 NS 2 3
~200000"
—100}
—400 000"

Figura 11.15: Functiile Hy, H1, Hs, H3 si functia Hyg.

11.7.4 Teorema (Rodrigues). Polinomul Hermite H, verifica relatia

Holz) = (1) e jx—nn (e_$2) : (11.31)
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oricare ar fin € N.
Demonstratie. Este este similara cu demonstratia prezentata la pag. 301-6.

11.7.5 Exercitiu. Sa se determine Hy, Hq si H folosind formula lui Rodrigues.

11.7.6 Utilizand (11.28), se poate arata ca
H, —2zH, +2nH, = 0. (11.32)
11.7.7 Relatia (11.32) verificata de polinomul H,, se poate scrie sub forma
2
(—dd? + 2x %) H, =2n H,.
Din relatiile
d? d __
~dz2 + 21’@ = (—54‘2%’) az’
d? d __
-z T2r =4 (—%4-21' -2
rezulta egalitatile
d? d d d
(—d—2 + 2z i) (-L122)H, =2(n+1)(-L+22) H
dz? dx dx n = dx n
care arata ca :
%Hn coincide cu H,,_1 pana la o constanta multiplicativa,

(—%%—23:) H,, coincide cu H,41 pana la o constanta multiplicativa.

11.7.8 Teorema (Functia generatoare). Avem

o

2r—12 _ Hy(z) n

e = go—n! t". (11.33)
n=

Demonstratie. Este este similara cu demonstratia prezentata la pag. 305-12.
11.7.9 Exercitiu. Sa se determine Hy, H; si Ho folosind functia generatoare.

11.7.10 Exercitiu. Sa se arate ca
H,(—z)=(-1)" H,(z).

Rezolvare. Relatia rezulta din

5 2l g et 00— M) (g



Serii de functii ortogonale 313

11.7.11 Teorema. Polinoamele Hermite verifica relatia de recurentd

Hpi1(x) — 2zHy,(z) + 2nHy,—1(z) =0,

oricare ar fin > 1.
Demonstratie. Este este similara cu demonstratia prezentata la pag. 306-15.

11.7.12 Teorema. Polinoamele Hermite verifica relatiile

d
dx
Demonstratie. Derivand (11.33) in raport cu z, obtinem relatia

otee—* = 3 Hala) g

n!
n=0

d
H,=2nH, §1 <—d—+2x> H,=Hp1.
T

care se mai poate scrie sub forma

00 S
23 faf et = 3 M
n=

n!
n=0

Identificand coeficientjii, rezultd prima relatie din teoremi. Inlocuind in relatia de

recurenta se obtine a doua relatie din enunt.

11.7.13 Teorema (Norma polinoamelor Hermite). Avem

adica are loc relatia

/ H,(x) Hg(x) e dz = 2" n! /T S

Demonstratie. Este este similara cu demonstratia prezentata la pag. 309-9.

11.7.14 Teorema.

Daca functia f:R—R este dezvoltabila in serie de polinoame Hermite,

f@) =" Cp Hy(w), (11.34)
atunci ":?)O
Co = iz [ f(@) Ha(z)e ™ da. (11.35)

Demonstratie. Este este similara cu demonstratia prezentata la pag. 307-17.
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11.7.15 Exercitiu. Sa se arate ca:

Q) =L+ LS SEU b ()
N ﬁn:l n!(2n—1)
. _3 0 _1\n 42n+1
b) sintr =e"1 (én?l)ﬁ Hopia(z).
n=0

Rezolvare. A se vedea [22], pag. 242-243.

11.7.16 Polinoamele

~ 2 d" 22
Hy(z)=(-1)"ez2 <e2> ) (11.36)
direct legate de polinoamele Hermite,
H,(x) = V2" H,(zV/2),

verifica relatiile:
. . 22
25 Hy(z) Hyp(x) e™ 2 do = n! V27 6,

(H,)" —x (H,) +nH,, =0,
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Elemente de teoria distributiilor

12.1 Distributii privite ca limite de siruri de functii

12.1.1 Utilizarea modelelor matematice permite o explorare profunda a realitatii,
dar, In general, nu se poate face fara a recurge la anumite idealizari.
In modelele utilizate in fizica, un rol fundamental revine unor notiuni cum ar
fi cele de punct material si de sarcina punctiforma. Desi aceste idealizari
conduc la simplificari remarcabile, folosirea lor nu este lipsita de dificultati.
O notiune cum ar fi densitatea de masd, descrisa uzual cu ajutorul unei
functii, nu poate fi extinsa la cazul unui punct material fara a utiliza in locul
functiei ceva mai general (functie generalizata, functionala, etc.).

_1 L]
2n’ 2nl’

atunci densitatea de masa poate fi descrisa cu ajutorul functiei g, : R — R,
1

12.1.2 Daca masa unitate este distribuita uniform de-a lungul segmentului |

0 daca z < —

on°
on(z) =< n dacd —5- <2< 4, (12.1)
< 1
0 daca x> g5,
(extinsa arbitrar in —3- si 5-) si avem (Fig. 12.1)

00 1
/ on(z)dr = 21 ndx = 1.

—00 o
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03

Figura 12.1: Functiile o1, 02, 03 definite de (12.1).
Punctul material de masa 1 localizat in =0 corespunde cazului limita
n — oo, dar limita uzuala

lim g, (7) =

n—oo

oo daca x =0,
0 daca xz#0

nu reprezinta densitatea de masa deoarece expresia
o
li d
/_ i on () de
este lipsita de sens.

12.1.3 Limita cdutata, pe care o notam cu d(x), ar trebui sa verifice relatiile:

d(z)=0 pentru orice = # 0

/Zé(w)dx = 1.

Din definitia integralei stim insa ca daca o functie f : R — R verifica relatia

si

f(z)=0 pentru orice z # 0,
atunci
oo
/ f(z)dx = 0.
—0o0
Rezulta ca §(x) nu poate fi o functie uzuala de forma § : R — R, iar expresia
o
/ d(z)dx
—0oQ
nu reprezinta o integrala in sens uzual.

12.1.4 Din faptul ca g, — § (Iintr-un sens incomplet definit), rezulta ca functia

generalizata 0(x), numita functia lui Dirac (introdusa in 1926), poate fi
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aproximata oricat de bine (intr-un sens incomplet definit) cu o functie clasica
on cu n suficient de mare. De aceea, este de agteptat ca §(x) sa aiba unele

proprietati asemanéitoare cu ale functiilor, iar expresia formala
o0
/ 0(z) p(x) dx
—0o0

sa se comporte (in anumite situatii) ca o veritabild integrala.

12.1.5 In cazul utilizdrii unor concepte care implici utilizarea functiei Dirac (punct
material, sarcina punctuald, spectru continuu, etc.) se pot face anumite
calcule “aproximand” pe d cu g,. Fara o definitie precisd a lui ¢ si a
convergentei g, — 0, decizia daca o relatie referitoare la g, se pastreaza sau

nu prin trecere la § se bazeaza In mare parte pe intuitie si interpretari fizice.

12.1.6 Daca ¢:R—R este o functie continua in 0, atunci pentru orice
ke{l1,2,3,...}, exista npe{k,k+1,k+2,...} astfel incat

1 1 1 1
N = 0) — — 0) + —.
o < g ©(0) k<¢@ﬁ<w()+k

Deoarece gp, (z) = 0 pentru z < —ﬁ si pentru x> ﬁ, avem
(#(0) = ) 00, (2) < 00, (x) p(2) < (9(0) + ) 0ny (2),
(0(0) = 1) 750 00 (2) < [ 0n, (@) (@) < (9(0) + 1) J75 0n (@),
0(0) — & < 70 on, (@) () dar < (0) + ¢,

adica are loc relatia

e
IN

< [ on@ede—p0) <5 VRe{L23,

—00

care sugereaza ca

12.1.7 Similar, se poate argumenta faptul ca functia Dirac cu suportul in xg,
3o () = 0(z — x0),

verifica relatia formala
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sica

-1.0 -05 05 10 -10 -05 05 10 -02 -01 01 0.2

Figura 12.2: Functiile g,, definite de (12.2) in cazul n=5.

12.1.8 Pentru a “defini” densitatea 0(x) a punctului material de masa 1 localizat
in origine, in loc de (12.1) se poate pleca si de la alte siruri de distributii de

masa, cum ar fi (Fig. 12.2):

on() = B
2.2
on(®) = g e
0 dacd z < -1, (12.2)
— Syt L1 1
on(T) = nern2? daci - <xz< o,
0 daca = > %

Utilizand in locul functiei discontinue (12.1) o functie o, (z) derivabila, se pot

“deduce” relatiile:

75,8 (@) p(a) de = —¢'(0), xd (x) = —6(z),
§(—x) = =d'(x), 228 (z) =0
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12.1.9 In matematica, s-a descoperit (Laurent Schwartz, Théorie des distributions,
Hermann, 2 vol., 1950/1951) o constructie matematica relativ simpla care
permite definirea cu precizie a unui obiect matematic d,, cu proprietatile
deduse de fizicieni pe baza intuitiei si analogiei cu cazul functiilor.

Definitia distributiei Dirac 65, se bazeaza pe o extindere a spatiului functiilor
clasice f:R — R (cele care indeplinesc anumite conditii) obtinuta prin

scufundarea lui in spatiul functionalelor liniare si continue
f:SR)—C
definite pe un subspatiu S(R) C C*°(R). Definitia lui § ca functionala permite:
- re-obtinerea riguroasa a relatiilor referitoare la § deduse empiric;

- obtinerea altor relatii si efectuarea de calcule precise, fara nevoia de a
recurge la alte considerente;

- 0 investigare mai profunda a modeleleor care utilizeaza functia Dirac;

- extinderi ale unor modele prin considerarea cazului in care functia potential
este definita cu ajutorul distributiei Dirac, etc.;

- o definitie mai putin restrictiva pentru conceptul de derivata;

- largirea posibilitatilor de utilizare a transformarilor Fourier si Laplace;

- descrierea unitara a spectrului discret i continuu in mecanica cuantica;

- etc.

12.2 Distributii definite ca functionale liniare

12.2.1 Vom prezenta pe parcursul acestei sectiuni o introducere in teoria distributiilor
temperate, omitand anumite detalii tehnice (care pot fi gasite in [10, 34]).
Elementele prezentate sunt suficiente pentru a permite efectuarea calculelor
intalnite In majoritatea aplicatiilor.

12.2.2 Fiecare dintre derivatele functiei gaussiene g:R— R, g(x) :e_“”Q, adica

IO —x?
J(x)=—2ze
g"(x)= (42 = 2) ™"
g" (z)=(—8z3 + 12z) e, etc.
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este produsul dintre un polinom si e, Cu regula lui I’'Hopital se obtine ca

lim ¢™(x) =0, oricare ar fi meN,
T—Fo00
si mai mult
lim 2* g™ (z) = 0, oricare ar fi k,meN.
T—Fo00

Spunem ca g(z) —e este o functie rapid descrescatoare la infinit.

12.2.3 Teorema. Spatiul tuturor functiilor rapid descrescatoare la infinit

r—*+00

S(R):{cp:R—HC

e C™(R), lim 2 o™ (2) =0, Vk,meN},
considerat impreund cu operafiile de adunare si inmulfire cu scalari uzuale

(p+v)(x) = p(z) + Y(2), (Ap)(x) = Ap(z),

este un spatiu vectorial (numit spatiul functiilor test ).

Demonstratie. Deoarece
|2* (@ + )™ ()] < |k o™ ()] + |2 0™ ()],
|28 (A )™ ()] = |A[ |2 ™) ()]

operatiile adunare si inmultire cu scalari sunt bine definite, adica

€ S(R)
ieS(R) } — o+ € S(R)

2e o) } — Mg € S(R).
Verificarea axiomelor spatiului vectorial este imediata.
12.2.4 Exercitiu. Oricare ar fi a € (0,00) si polinomul p(x), functiile
o(z) = e o(z) = sinze "
o(z) = p(z) e—a® o(z) = cosz e—az?
apartin spatiului S(R).

12.2.5 Definitie. Prin distribufie (temperata) se intelege o functionala
f:SR)—C
liniara gi continug (detalii in [10, 34]). Inloc de f(¢) scriem (f, o).
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12.2.6 Spatiul distributiilor temperate
S'(R)={ f:8(R) — C | f este liniara si continua },
considerat Impreuna cu operatiile de adunare si Inmultire cu scalari

(f +9,0) = (f,0) + (9,9, A f,0) =A(f.0),

este un spatiu vectorial.

12.2.7 Unei functii f : R — C, pentru care integrala exista, 1i asociem functionala
oo

T:S®—C (Tpg)= [ f@e@dn  (123)
—00

care este o aplicatie liniara deoarece
(Trap+ )= [ £(0) (ap(o) + Bula)) di=alTy. o) + BT ).

Se poate arata ca daca f este integrabila pe orice multime compacta si are
cregtere lenta la infinit, atunci T este distributie (detalii in [10, 34]).
Identificand fiecare astfel de functie f cu distributia corespunzatoare, obtinem
o scufundare a spatiului functiilor uzuale (cele care verificd anumite conditii)
in spatiul S'(R) al distributiilor. In mod uzual, in loc de T} se scrie tot f,
semnificatia lui f (functie sau distributie) deducandu-se din context.

Se observa ca, daca functiile f si g difera doar intr-un numar finit de puncte,
atunci Ty = T;. Vom considera ca fiind identice functiile care difera una de

alta doar pe o multime de masura nula.

12.2.8 Exemple.
1. Functia R — R : 2 +— 2, priviti ca distributie, este functionala
oo
T, :S[R)— C, (T2, ) = / 22 o(x) dz.
—00
2. Functia R — R : x + sin z, privita ca distributie, este functionala
o
Tsinz : S(R) — C, (Tsinz, p) = / sinz p(z) dr.
— 0o
2. Functia R — R : x — cos z, privita ca distributie, este functionala

Teosz : S(R) — C, (Teoszsp) = / cos p(z) d.

—00
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12.2.9 Oricare ar fi g €R, aplicatia
6330 : S(R) — C, <5$0’ QD> = SD(CCO),
este o functionala liniara gi continua,

<5moa ap + 571Z)> = OZSD('IO) + ﬁ¢($0) = a<6:voa SD> + 5(510, 5>a
adica o distributie temperata, numita distributia Dirac cu suportul in xg.

In cazul In care zg = 0, in loc de Jy se scrie simplu J, adica definitia devine

§:SMR) —C,  (5,0) = ¢(0).

12.2.10 Distributiile de tip functie (12.3) sunt numite distributii requlate.
Celelalte distributii din §’'(R) sunt numite distributii singulare.
Se poate arata ca d,, este distributie singulara, adica nu exista o functie f

astfel incat relatia (0., ) = @(zo) s se poata scrie sub forma

Greoh = [ S@) o)
$i prin urmare sa avem
| 1@ ele) o = olao).

12.2.11 Putem interpreta relatia formala

| bl ota) iz = o(ao),

ca fiind definitia distributiei singulare d,,, adica
{02y, ) = p(20),

scrisa utilizand o notatie similara celei din cazul distributiilor regulate.

12.2.12 Definitie. Spunem ca sirul de distributii (f,,),>0 converge la distributia f,

lim fn = f7
daca N0

lim (fn, ©) = (f,¢), oricare ar fi € S(R).

n—oo

12.2.13 Exercitiu. Functiei (Fig. 12.1)

< 1
0 dacda z < —5,

< 1 1
on(xz) =< n dacd —5- <z <35,
< 1
0 daca z> 4,
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cu proprietatea

lim o,(7) =

n—o0

0 daca x #0,
ii corespunde distributia 7}, : S(R) — C,

CS) . 1/n
Tt = [ pu@o@te =5 [ o

{oo daca z =0,

cu proprietatea

lim T,, =é.

n—oo

Astfel, relatia
lim ¢, =9

n—oo

este adevdrata daca prin g, se intelege distributia T}, .

Rezolvare. Utilizand schimbarea de variabila ¢ = nx, obtinem

limy o0 (T, ) = limg o0 § [ () da

= Llimy o0 [0 () dt = L [1 0(0) dt = (0) = (6, ¢).

N

~ “AV

I v 5/ 10
Figura 12.3: Graficul functiei fs.

12.2.14 Exercitiu. Functiei (Fig. 12.3)

1 sinnx
fn:R ;Ra fn(x):_ )
T X

cu proprietatea

323
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. oo daca x =0,
lim f,(z) = B
n—00 0 dacda x #0,
1i corespunde distributia regulata

1 [ sinnz
7, :5R®) —C (e =7 [ o) do

n

cu proprietatea

n—o0

Rezolvare. Utilizand formula (10.10)

* sint
/ SLLL
e 1

si schimbarea de variabila ¢ = nx, obtinem

limy, o0 (T, , ) = limy, oo % ffooo % o(z)dz

= 7 limneo [, M0 (1) dt = 7 [7, 2 e(0) dt = (0) = (3, ¢).

™

12.2.15 Derivata unei distributii
f:SR)—C

este distributia

fre8®)—C,  (fo)=—(f¢)

12.2.16 Orice distributie temperata este indefinit derivabila.

Derivata de ordin k£ a distributiei f este

FELSRY— €, (f®, ) = (=1 (f, oK)y

1 H(z)

Figura 12.4: Functia Heaviside H.
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12.2.17 O functie este numita functie derivabila daca este derivabila in fiecare punct.
Functia Heaviside (vezi Fig. 12.4)

0 daca z <0,
H:R—R, H(x):{l daca x>0

nu este o functie derivabila deoarece nu este derivabila in 0,

N0 dacd x #0,
H(w) = { nu existd dacd z = 0.
Distributia corespunzatoare (numita distributia Heaviside)
oo
Ty : S(R) — C, (Tg, @ / H(z)p(z)dx = / o(x) dz,
0

este insa derivabila si
(Tn),¢) = —(H,¢') = - /Ooo ¢'(x) dz = —p(@)|5” = ¢(0) = (3,%),
oricare ar fi ¢ € S(R), adica avem
(Tm)' = 0.

Functia nederivabild H este derivabild in sensul teoriei distributiilor si H'=4.

12.2.18 Exercitiu. Stim ca
(sinz) = cos .

Sa se arate ca derivata distributiei corespunzatoare functiei

sin z este distributia corespunzatoare functiei cos z, adica
(Tsinm)/ - Tcos:v-
Rezolvare. Integrand prin parti, obt;inem
(Tsinz)', 0) = —(Tsina, ¢') = — f sinz ¢'(z) dz
= —sinz gp(m 1% + /70 cosx p(z) du.

Deoarece lim,_, 1+ ¢(z) = 0, obtinem
o0

(Tuns)' ) = / o8 2 () d = (Taon: 0),

—00

oricare ar fi ¢ € S(R), si prin urmare
(Tsin$), - Tcosx-

Se observa ca ¢ joaca doar rolul unui catalizator, disparand din rezultatul final.
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Figura 12.5: Graficul functiei f definite de relatia (12.4).

12.2.19 Exercitiu. Fie functia (Fig. 12.5) f : R — R,

2

x daca z <0,
fa) = { VT+2 daci x> 0. (124)

Sa se arate ca
(Tf)/ = Tf’ =+ 2(5,

unde f’ este derivata clasica

2x daca = <0,
f'(r) = { nuexista daca x =0,
ﬁ daca z >0,

prelungita arbitrar in x = 0.

Rezolvare. Integrand prin parti, obtinem

((Ty), p) = Tf<p ——f f(@) ¢ () dz
= da:+f0 (VT +2)¢'(x) dz
= —z2 p(z —{—f 2z p(x

—(ﬁ +2)p(0)5° + fo° m@(w) dx
(0) + J22, f/() p(a) dr = (T + 26, @).

12.2.20* Teorem&. In spatiul distributiilor S'(R) are loc egalitatea

Demonstratie. Fie f:R—R functia (Fig. 12.6) periodica cu perioada 27 definita prin
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f(z)

—27 0 27 4 6m

Figura 12.6: Graficul functiei periodice f definite de relatia (12.5).

x .%'2

f(z) = 2" in pentru 0 <z < 2. (12.5)

Functia local integrabila f defineste o distributie cu derivata de ordinul al doilea
1 o
"o
f - _% + Z 52n7r-
n=-—o00

Seria Fourier corespunzatoare lui f converge uniform la f pe R, adica

1 1 .
% ~ 5 Z — " = f(x), oricare ar fi z€R,
T

si prin urmare, in spatiul distributiilor, are loc relatia
™ 1 1 .
6 2 Z 2 = /s
n#0

care derivata termen cu termen de doua ori, conduce la egalitatea

1 inz "
=D =
n#0

12.2.21 Multiplicarea unei distributii cu z*. Daci k € N si
f:S(R)—C
este o distributie temperata, atunci aplicatia

" SR) —C,  (3Ff,0) = (f 3"p),

este de asemenea o distributie temperata.
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12.2.22 Se poate arata ca aplicatia
este o distributie daca f este distributie si daca ¢ apartine multimii

M(R) a functiilor indefinit derivabile
¥:R— R,

cu proprietatea ca, oricare ar fi k€N, exista meN si C' € (0, 00) astfel incat

|79(k‘)(x)| <C(1+|z)™, oricare ar i = € R.

12.2.23 Exercitiu. Sa se arate ca daca ¥ € M(R), atunci
V6 = V(a)dq.
Rezolvare. Oricare ar fi ¢ € S(R), avem

(90a,0) = (0a, Vip) = (Vp)(a) = V(a) p(a) = V(a){da, p) = ((a) ba, ¥)-

12.2.24 Exercitiu. Oricare ar i e M(R) si f€S’(R), avem
@) =9f+9f"
Rezolvare. Oricare ar fi p€ S(R), avem
((Wf), o)== f, &) ==(f,0¢") = =(f, D) = ¢)
= ([, Vo) + (f, 9") = (0 f+9 [, 9).
12.2.25 Exercitiu. Sa se arate ca
z8 = =4, z8" = —26¢, 228" = 26.
Rezolvare. Oricare ar fi ¢ € S(R), avem:
(@', 0) = (&', wp) = = (0, (x)') = =(6, 0 + 2¢) = —(0) = (=0, );
(@8",0) = (0", 20) = (6, (x)") = (6,20 + 2") = 2¢/(0) = (20,¢) = —(20', p);
(@20", @) = (0", a%p) = (3, (z%¢)") = (8,2 + 4y’ + 2°¢") = 20(0) = (26, ).
12.2.26 Exercitiu. Sa se arate ca relatiile
26k = —otk=1), 26 = (—1)Fk!6

au loc oricare ar fi k € {1,2,3,... }.

Rezolvare. Utilizand formula lui Leibniz
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k
(fg)®) = Z CZ ) glh=d)
j=0
obtinem ’
(@6®, 0) = (60, z) = (=1)"(8, (29) M) = (=1)*(8, 2™ + k=)

= (~1kED(0) = —K(— 148, o) = k(3 ) = (k5D )
i
(5,5 = (50,2 = (146 ()
= (1) (8,5 CL )Y = (~1)* (8, C(a*) W g) = (~1)}R1h, ),
oricare ar fi ¢ € S(R).
12.2.27 In cazul functiei f : R* — R, flx) = %, relatia
S(R) — C: gor—>/oo @d:ﬂ
nu defineste o distributie. Se poate iI;sz arata ca functionala

Pé:S(R)—MC, <P%,s0>=ii\r% </O:¢§f) dx+/:o@ dx)

este o distributie singulara (numita valoarea principald a lui %)

12.2.28 Exercitiu. Sa se arate ca

z-P—=1.
x

Rezolvare. Avem
<x . 77%, cp> = <7D%,xcp> = lima\o (f__; %(x) dr + faoo wx(ar) dac)
= [T pla) de = (1, ¢),

oricare ar fi ¢ € S(R).

12.2.29 Exercitiu. Fie functia
f:R* — R, f(z) =In|z|.
Aplicatia f : S(R) — C,

(F.¢)=lim (/w In || () dﬂc—i—/:oln]x\ olz) dx)

este o distributie singulara si

(fy =P-.
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Rezolvare. Utilizand integrarea prin parti, obtinem
((F) ) = —(F.¢) = —timeno (S5 In(=2) ¢ (@) do + [ g (z) da)
= lim=yo (@(6) —p(—e) + 5 E g 4 [ £ d:c) — (PL o)
oricare ar fi ¢ € S(R).

12.2.30 Pentru a distinge variabila de alti parametri care apar in expresie, vom scrie
uneori (f(z), p(z)) in loc de (f, ), fara ca f(z) sa insemne valoarea lui f

in punctul  sau ¢(x) sa insemne valoarea lui ¢ in punctul z.

12.2.31 Daca a,b € R sunt doua constante fixate, a # 0 si daca pentru f: R — C
defineste o distributie regulata, atunci distributia definita de functia

g:R—C,  g(x)= f(ax+b),

este

T) = [ Hleasbslayto = [~ e (457) do

(Tt(anr)> () = ﬁ <Tf(m)=(P (%_b>>

12.2.32 Schimbarea de variabild. Daca a,b € R sunt doud constante fixate, a # 0 si

daca f : S(R) — C este distributie, atunci se poate arata ca functionala
1 x—b
flarsh): B — €, (flaat).o(e) = oo (F)e (557) )

este de asemenea distributie. Cazuri particulare importante:

adica

Translatia : (f(z+b), o(x)) = (f(2),p (x=b));
. 1 T
Omotetia : (flaw)ol@) = o (r@.0(2)).
12.2.33 Exercitiu. Sa se arate ca
Sx—b) =0, i daz) = %5.

Rezolvare. Oricare ar fi p € S(R), avem
(0(z=b), () = (6, p(x+b)) = (b) = (b, #),

(8(a), o(x)) = 1 (6.0(2)) = 2 0(0) = {4 3, 0).



Capitolul 13

Transformarea Fourier

13.1 Transformarea Fourier finita

13.1.1 Definitie. Spunem despre o functie de variabila discreta
p:Z—C
ca este periodica cu perioada N daca

o(n+N) = p(n), oricare ar i neZ.

13.1.2 Oricare ar fi k€Z, functia exponentiala
Z—C: nsentn (13.1)

este o functie periodica cu perioada N,

e N FOEN) — o T kn 2k — o5 R (cog 2k + isin 2kT) = e N 7,
27mi 27i . o . ..
Deoarece e F+N)" —e k7 existd numai N functii de forma (13.1).

13.1.3 Orice functie
v:{0,1,..,.N—-1} — C
se poate prelungi prin periodicitate pana la o functie periodica

pw:Z—C
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cu perioada N, si orice functie periodica ¢ : Z — C cu perioada N este
complet determinata de restrictia ei la multimea {0,1,..., N—1}, adica
de numerele ¢(0), ¢(1), ... , p(N—1).

13.1.4 Teorema. Daca ¢ : Z — C este functie periodica cu perioada N, atunci

pln) = & X TS e F mpm), (13.2)
k=0 m=0
1 N1 7@1116]\[71 27 py
pn)=x 2 e N"™ Y en "p(m). (13.3)
k=0 m=0

Demonstratie. Din formula (suma seriei geometrice)

Nl . ) N1 N daca ¢=1,
=14g+g®+... .4V 1= 134
> g q+q q L Gack g1, (13.4)

m=0 q

rezulta relatia

27r1
Z e ¥

care conduce la

1 N—-1 ﬂ N—l —mmk 1 N—-1 /N-1 mm(n—k)
N 2 eNT Y e N ok)=x > | D enN (k) =wp(n).

m=0 k=0 k=0

= 1( (n— k)) N dacd k =n(moduloN),
0 daca k # n(moduloN),

m=0

13.1.5 Stim ca orice functie periodica continua f : R — C cu perioada T,

cu derivata continué pe portiuni, este dezvoltabila in serie Fourier:

i 1 T i
Z cpe T M cu ok = ?/ e*%ktf(t) dt. (13.5)
0

k=—o00

Din (13.2) rezulta ca ¢:Z — C, periodica cu perioada N, admite reprezentarea
N—-1
27i

N-1
1 i
o(n) = cpen " cu k= Z e N km oo (m). (13.6)
k=0 =0
13.1.6 Definitie.
Transformata Fourier a functiei periodice ¢ : Z — C cu perioada N este

N-1 '
Flg]:Z—C,  Flgl(k)= ) e % p(n). (13.7)
n=0

Transformata Fourier inversd a lui ¢ este functia
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Flpl:Z—C,  F k)= % > e N knp(n).  (13.8)

13.1.7 Transformatele Fourier F[¢] si F'~![¢] sunt functii periodice cu perioada N
Flp)(k+N)=F[e](k), FH el (k+N)=F " [¢](k),

iar conform relatiilor (13.2) si (13.2), avem
FIF~ el = ¢, FUF[e]] = ¢.

13.1.8 Din relatiile (13.2) si (13.2) rezulta ca sunt posibile si alte alegeri in ceea ce

priveste definitia transformarii Fourier, cum ar fi
N—-1 , 1 N-1 o
Flol(k)= Z e Mon)  cuinversa Flyl(k)= N Z e~ N Fp(n)
n=0 n—
sau

27i
Nkn

=
irgh

Nﬁ .
Flol(k)= % Z e N Mon)  cuinversa  F (k)
n=0

13.1.9 In cazul N =2, transformata Fourier a unei functii ¢ : {0,1} — C este

1
Flgl:{0,1} —C,  Flp Ze T o) =3 (=1)Fe(n),
n=0
adica functia
, Flp](0) = ¢(0) + ¢(1),
PR =6 b)) = 0(0) - o).
Transformata inversa este
_ F7Hp)(0) = 5(2(0)+(1)),
F~1y]:{0,1 C,
e = Fg(1) = Lp(0)— (1))

13.1.10 In cazul N =4, transformata Fourier a unei functii ¢ : {0,1,2,3} — C este
3

Flg]:{0,1,2,3} — C, Flp Ze T Enon) =3 (i) e(n),

n=0

adica avem
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Fl](0) = ¢(0) + ¢(1) + ¢(2) + ¢(3)

Flpl(1) = ¢(0) —ip(1) — ¢(2) +ip(3)
Flp](2) = p(0) — (1) + ¢(2) — ¢(3),
Flp](3) = (0) +ip(1) — p(2) — ip(3)

13.1.11 Exercitiu. Fie me{0,1,..., N—1} fixat si functia delta discreta
1 daca n=m,

6m:{0,1,.. ., N=1} —C,  6n(n)=
{ b— () {0 daca n#m.

Sa se arate ca

In particular, scriind 4 in loc de &y, avem F[§] = 1.

Rezolvare. Avem

N= i i . .
Fl6,)(k) = Zo e R kG, (n) = e N B = cos 28 km — i sin 22 km.
n—=

13.1.12 Deoarece e ¥ ¥ = ¢ n k(n£N) si o(n) = p(n £ N), avem

nog+N-—1 ) 1 no+N—1 o
Flpl(k)= > e % kmpm) s F_l[QD](k‘):N Y ew on).
n=ng n=ng

oricare ar i ng€Z. In particular, daca N =2M +1 este impar atunci

b= 5 e 0pm) s =4 2 oF )

13.1.13 Daca functia reala ¢ : {—M,—M+1,..., M —1, M} — R este para, adica
o(—n) = ¢(n), oricare ar i ne{-M,-M~+1,...M—1,M},
atunci, utilizand schimbarea n — —n, ob@inem

M 27i 27r1
Flel(k) = Z e” N Fp(n)= Z e N Fo(—n)

Ze%“<m=me»

adica transformata Fourier F[p] este functie reala.
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13.1.14 In cazul in care N =2M+1 este impar, relatia (13.2) devine

_ 1 2k M — 2 ke,
pn)=x > en™ 55 em v p(m). (13.9)

Aceasta relatie, scrisd sub forma

27i

p(n) = N Z e N " Flp)(k), (13.10)
poate fi privita ca o reconstructie a lui ¢ plecand de la valorile lui F[p].
Daca numarul intreg L este astfel incat 0 < L < M, atunci functia

L 27'rl
L) =4 ¥ Xk Fll(k) (13.11)
k=—L

este o aproximatie a lui ¢, obtinuta folosind doar F[¢](k) cu —L < k < L.
Astfel de aproximatii sunt utilizate pentru compresia datelor in descrierea
digitala a sunetelor sau imaginilor.
Trecerea ¢+ ¢y, poate fi utilizatd pentru filtrarea semnalelor (eliminarea

unor zgomote) si pentru prelucrarea imaginilor (eliminarea unor defecte).

13.1.15 Fie functia periodica ¢:Z — R, cu perioada N =20, definita prin
©(n) = (n/10)? pentru —10<n <9.

In acest caz,

iar functia (Fig. 13.1)

1 : 2mnk
=25 Z Flol(k)

este o aproximatie a lui ¢, obtinuta utilizand doar o parte dintre valorile

transformatei Fourier F[y].

13.1.16 MATHEMATICA: Figura 13.1 se poate obtine cu programul
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° ° X ° °
o o0 08 o o
o o o ; o o o
0.6
o o o : o o o
0.4
o o o i o o o
o o o i
o o 0 028 4° % o
o o o [ o o o
°_ o o [ o °_ o
o Veger L Vele 1 Veget I
-30 -20 -10 r 10 20 30

Figura 13.1: Functiile ¢ si 3.

In[1]= M =10; Nr =2 M; L = 3
philn_] := ((Mod[n + M, Nr] - M)/10)"2
phi3[n_] := (1/Nr) Sum[ Exp[2 Pi I k n/Nr]
Sum[Exp[-2 Pi I k m/Nr] phi[m], {m, -M, M - 1}], {k, -L, L}]
ListPlot[Table[{n, philnl]}, {n, -3 M, 3 M}], Filling -> Axis,
PlotStyle -> PointSize[Medium], PlotRange -> All, AspectRatio -> 0.3]
ListPlot[Table[{n, phi3[n]}, {n, -3 M, 3 M}], Filling -> Axis,
PlotStyle -> PointSize[Medium], PlotRange -> All, AspectRatio -> 0.3]

13.1.17 Spatiul functiilor periodice ¢:Z — C, cu perioada N, se poate identifica
cu CV asociind functiei ¢ elementul z=(zq, ...,zx_1) ECY cu z,=p(n).

In cazul lui CV, transformarea Fourier este

N-1
F:CN —CV:z~ Flz), unde Flz]; = Z e_%k"xn,
n=0
cu inversa
;N
FL.cV —cV:2— F 2], unde F_l[x]k:N e ™ Fg,.

=0

3
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13.2 Transformarea Fourier a functiilor

13.2.1 Teoremad. Oricare ar fi a € (0,00) gi £€R, avem

oo 2
/ S \/E e . (13.12)
oo a
Demonstratie. Avem

oo 9 00 9 2 00 e 2
/ L / e HET g, — e_E/ e*“(i’fﬂ%) dz.
— o0

—0o0 —0o0
Plecand de la integrala
T 5 7’71% 5 rfii 5 —r )
/ et dt—i—/ e ¥ dz —/ e ¥ dz—l—/ e ¥ dz=0
—r T frfii 77’71%
a functiei

FiC—C,  f(z)=e,

de-a lungul drumului dreptunghiular din Fig. 13.2, aratam ca

0 . 2 00 00
/ e_a(tﬂ%) dt = / e~ gt = L/ e dr = E.
—00 —o0 \/a —o0 a

T

o0
lim eatht:/ e~ dt.
—00

r—oo [_,.

Avem

Alegand pentru drumul liniar ce uneste r cu r — i parametrizarea

2a
&
n: 01 —C  mt)=r-it,
obtinem relatia
r—i% 1 ) 2 1 2,2
/ 2 e_az2d2 :/ efa(rflt%) (—l)idt _ —ii e—ar2/ eirtf—i—%—dt’
r 0 2a 2a 0
din care rezulta
r—i% )
lim e ¥ dz=0.
T—00 r
Similar se arata ca
T
lim e 9 dz = 0.
r—oo f_ .. &
T 12a
Alegand pentru drumul liniar ce uneste —r — 12% cur— 12% parametrizarea
§

Y2 - [_Tﬂn] — (Ca VQ(t) = t_lz_aa
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2a

Figura 13.2: Drumul dreptunghiular utilizat.

obtinem relatia

r—i% Cus? T 2
/ e dz:/ e a(t-iz;) dt
—7’—1% —r
din care rezulta
. £
lim T ey = /OO eia(tfi;a)th.
T —r—i% —o0

13.2.2 Teorema. Fie k€ (0,00) o constantd fizata.

Daca p:R—C este astfel incat integralele sunt convergente, atunci

/ O; . ( /  eingu () du> ds = 2% o(z) (13.13)

[e o]
$0
0o 00 ) o
/ elru </ e "o (x) d:c> du = — ¢(§). (13.14)
o . K
Demonstratie. Oricare ar fi a € (0,00), avem

[e.e]

f—oo o—a€2—ingx (ffooo eFEu (1) du) de

o0 © iké(u—z) ,—a. T [oo _ i (u=m)?
= [ plu) [ [oo e o ] du = /T [, p(w)e

- 1« du.

Utilizand in ultima integrala schimbarea de variabila u = z + Q%t, obtinem relatia
/ a8 —inte </ elF U (u) du> d§ = —ﬁ/ % <x + Qﬁt> e_tht,
oo oo E J_s K
care pentru a \, 0 devine

/:: o inED (/OO €U (1) du) dé = ¥ /_C: o(z) et dt.

—00

Dar
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%% /00 () et = 2T () /OO e dt = 2% o(x).

K —00

A doua relatie din enuntul teoremei se poate demonstra similar.

13.2.3 Definitie. Fie ¢ : R — C. Functia (in cazul in care exista)
o

Flgl R — C, fmwz/ € ()

—00

se numeste transformata Fourier a lui o,

iar functia (in cazul in care exista)

FlliR— ¢, Fle) = o

se numeste transformata Fourier inversd a lui .

/ e CTp(x)dx

—00

13.2.4 Din (13.13) si (13.14) rezulta c&, in caz de existenta,
FlFll=¢ st FIF el =

13.2.5 Din relatiile (13.13) si (13.14) rezulta ca sunt posibile si alte alegeri in ceea
ce priveste definitia transformérii Fourier, cum ar fi

Flel(€) = \/%—W f_oooo e % p(z)dr cu inversa
Fl() = o= 25, e v (€) dg

sau
Flol(€) = [Z e 2™ p(z) dz  cu inversa
FH () = [7, M6 p(€) dE.

Figura 13.3: Functia ¢(z)=c* si transformata ei Fourier F[p](£) = /7 ¢~ 7.
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13.2.6 Relatia (13.12) se poate scrie sub forma

2

F {efamﬂ (&) = \/E o5 oricare ar fi a€(0,00).
a

13.2.7 MATHEMATICA: Definitia utilizati }'[ap](:v):ﬁ 22 et op(t)dt

2
In[1] :=FourierTransform[Exp[-t~2], t, x] > Out[l}:e_\/é1
= 2.0
0.8
1.5F
0.6
1.0F
0.4r
0l5F
02 ‘ : YA\ /\, : ‘
30 7207 Mov v ' V20 3o
-4 -2 2 4 -0.5+

Figura 13.4: Functia (13.15) in cazul a=1 si transformata ei Fourier.

13.2.8 MATHEMATICA: Figura 13.4 s-a obtinut cu

In[1] :=Plot [HeavisidePi[x], {x, -4, 4}, Exclusions -> None]
Plot[2 Sin[x] /x, {x, -30, 30}, PlotRange -> All]

13.2.9 Exercitiu. Fie a € (0,00) si

) [ 1 daca |z|] <aq,
v:R— R, o(x) = { 0 daci |z|>a. (13.15)
Sa se arate ca (Fig. 13.4)
2 .
Flel() = ¢ sinad.
Rezolvare. Pentru & # 0, avem
0o a 1 .. |® eiga _efiga )
Flol(€ :/ %y (z) da :/ T dr = —e®| =~ — Zginat.
(&) . (z) 5 e 7 ¢

13.2.10 MATHEMATICA: Definitia utilizata  Flg](z)=_i= [, e (t)dt

In[1] :=FourierTransform[HeavisidePi[t], t, x] Out[l}:\/%—ﬂSinc[%]
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-6 -4 -2 2 4 6 -30 -20 -10 10 20 30

Figura 13.5: Functia (13.16) in cazul a=1 si transformata ei Fourier.

13.2.11 Exercitiu. Fie a € (0,00) si

1- L qacy x| <a
R — R, = a = 13.16
4 #(@) { 0 daca |z| > a. ( )

Sa se arate ca (Fig. 13.5)

4sin?(a&/2)
F =—.
e = =g
Rezolvare. In cazul & # 0, utilizand schimbarea de variabila x — —z si formulele
elt — et 5t 1—cost
cost = ———— | sin® — = ——
2 2 2

obt;inem
= [2 () dr = [0 € (1+2) de+ [ (1 —2) da
f 71:135( )d.%'—i-fa 15’35(1_—) dx_Qfo ( %) cos x€ dx

=2y (1-2) (inug)de = 2(1-2) sinzg| + 2 [sinag do

= 52 cos x§‘ a£2 (1 —cosxf) = 481%7235/2).

In cazul ¢ =0, avem
Flel0) = [°. (1+2) de+ [* (1 - 2) dz = a.

Deoarece

. 4sin®(a/2) . [sin(ag/2)]?
%f%‘ﬁ%f___a?%[_aifﬁ -

transformata Fourier este o functie continua.
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13.2.12 MATHEMATICA: Definitia utilizata — Flg](z)=—h= [, el (t)dt

In[1] :=FourierTransform[(1-Abs[t]) HeavisidePi[t/2], t, x] > Out[l]:%

2

Figura 13.6: Functia e~ %l si transformata ei Fourier.

13.2.13 Exercitiu. Sa se arate ca

2
Fle ") = g

oricare ar fi a € (0, 00).

Rezolvare. Considerand integrala in sensul valorii principale, avem
Fleel](¢) = e el€re—alel 4y = e el (cos Ex + isin€x) dz
= ffooo el cos €x dr = 2 fooo e " coséxdx.

Integrand de doua ori prin parti, obtinem relatia

0o
foo e cos Ex dr = %e—aaz sin gx‘o + % fooo e sinéxrdr

0
= —ZLe @coséx T e cosérdr = % — a I3 e cos € da
- 52 0 52 0 - 52 52 0 )
adica
> —ax a a2 * —ax
e %coséxdr = 5—2 — 5—2 e coséxdr,
0 0

din care deducem

a

o
/0 e Pceoséxdr = Zre
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13.2.14 MATHEMATICA: Definitia utilizats  Flg](z)=—t= [, e*o(t)dt
In[1] :=FourierTransform[1/(1 + t°2), t, x] > Out[l]=e~APskl /T

2

T
1+x2

In[1] :=FourierTransform[Exp[-Abs[t]], t, x] +> Out[l]=

13.2.15 Exercitiu. Oricare ar fi n€{0, 1,2, ...}, functia Hermite-Gauss

[¥]

T

v,:R—R, U,(x) =Hp(x) e 7,

este o functie proprie a transformarii Fourier:
22 2
F [Hn(x) 67] (&) =V2ri"Hy,(§) e

Demonstratie. Din relatia (F[g])*) = F|(iz)*¢], care se poate scrie

Flabe)(€) = (—i)* j—; [2](€),
o] = (42) 7[5

si prin urmare (a se vedea pag. 340-6)

2

F :Hn(a:) e T | =V2r H, (—i%) e 7.

Folosind metoda inductiei matematice, vom arata ca

d 2 2
H, (—id—§> e T ={"Hy(¢)e T.
Relatia are loc pentru n=0 si presupunand ca

H, (—i d%) 5 =ik Hy(€)e™

cu ajutorul relatiilor de recurenta, obtinem

2

ST

pentru orice k < n-—1,

. d _& . d . d _& . d _&

H, (—1 d_g) ez =-2i d_an—l (—1 d_§> e" 2 —2(n—1)Hy,_o —1—) e 2
2

= -2 d% [i"‘l H, 1(¢) e%] —2(n—1)i"2 H,_5(6) e~

2

— " [<2H!,_ (&) + 26 Hoor(€) +2(n—1) Hy g (€)] %
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13.3 Transformarea Fourier a distributiilor

13.3.1 In cazul pe SR derlvand sub integrala, se obtine

FV© =5 [ ptadn = [ n)epla) do = Flog,

iar integrand prin parti, relatia
Fie) = [ ) dn = —i¢ [ () dn = —ig Fll.

Iterand, se obtin relatiile

(FleD® = Fllia) ¢, FleM](€) = (=i&)" FI(€)-

13.3.2 Se poate arata ca
peSR) = FlpleSR),

sica

S(R) — SR): ¢ = Flol,  Flel(§) = / e“p(z) da,

—00

este o aplicatie continua, bijectiva i cu inversa

SR)—S®R): s F U, Fl)(a) = e / e IEm(€) de.

2T

13.3.3 Transformarile Fourier directa si inversa au expresii foarte asemanatoare.

Utilizand schimbarea de variabila ¢ = —y, obtinem
—1 _i > —ifx _i/oo iy, (_ _i 7
Fl@) =5 [ w@de=5- [ iy dy=3-Fil)
adica
1
—1 _

unde 9 este aplicatia
b:R—C,  Py) =y(-y).

In particular,

Definitie. Prin transformata Fourier a unei distributii
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f:SR)—C
se intelege distributia F[f] : S(R) — C, definita prin relatia
(FIfl, @) = (f, Fle)

Transformata Fourier inversd este F1[f] : S(R) — C, definita prin

(FHfL ) = (f, Fel)-

13.3.4 Exercitiu. Sa se arate ca

Flo=eoe
si prin urmare
Flo]=1.
Rezolvare. Avem
1ol ) = s Fle) = Flel@ = [ (o) do = (..

13.3.5 Daca functia f : R — C este astfel incat exista transformata Fourier
clasicd F[f] : R — C, atunci din relatia

T2 FI©) (&) de = [72 (&) [75, f(a) da dE
= [0, f(@) [0, €57(8) d€ da= [ f(x) Flg](z) do
rezulta ca
FTy) = Ty, (13.17)

adica transformata Fourier a distributiei Ty definite de f este exact distributia
T’z definitd de transformata Fourier a lui f. Astfel, transformarea Fourier

a distributiilor este o prelungire a transformarii Fourier a functiilor.

13.3.6 In cazul functiei f:R— R, f(x)=1, nu exista transformata Fourier clasica

F[1]:R—C, fm@:/mé@mz/mawmmwﬁ/mgm@m@

—00 —0o0 —0o0
deoarece integralele sunt divergente. In schimb, exista transformata Fourier

a distributiei 77, notata in mod uzual tot cu 1. Din relatia

(FIU, 9y = (1, Fle]) = (FI8, 2nF " [g]) = (6, 21¢) = 2m(0) = (276, ).
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rezulta ca
F[1] =2mé.
13.3.7 MATHEMATICA: Definitia utilizati f[tp](:v):ﬁ 22 et op(t)dt

In[1] :=FourierTransform[1, t, x] > Out[l]=v2n DiracDelta[x]

13.3.8 Oricare ar fi distributia f, din relatiile
(FIN®, @) = (=DMF[f, o®) = (=1)F(f, Fle®W])
= (=1)F(f, (16" Flg]) = (O 1, Flel) = (FI1)* f1, 0),
(FIF®N, o) = (0, Flol) = (=1)*(f, (Fle)®)
= (=DM(f, Flliz)*e]) = (=DMFLf], (2)*¢) = ((—iz)*F[f], ¢)
rezults ca

(FIMW = Flia) f],  FW] = (—ieF FIfl.  (13.18)

13.3.9 Exercitiu. Functia cosz nu admite transformata Fourier deoarece integrala

w .
/ % cos x dx

—00

este divergenta, dar distributia cos x admite transformata Fourier
Flecosz|=m(d1 + 0_1).

Rezolvare. Transformarea Fourier fiind liniara, obtinem

F B((Sl +51)} = % (F[o1] + Flo-4]) = ﬁ = COS .

Din relatia precedenta rezulta ca
1
Fcosz] = 5(51 +d-1).
Dar efectuand schimbarea de variabila z — —x obtinem

(Fleos z], @) = (cosz, Flg|) = [*_ cosz (ffooo eixtgo(t)dt) dx

= [7 cosa <f_°°oo e*ixtgo(t)dt) dr = (cosz,2nF ~Ypl) = (2nF Y cos ], ¢),
adica

Flcos z] = 2nF *[cos z].
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13.3.10 MATHEMATICA: Definitia utilizata  Flg](z)=—h= [, el (t)dt

In[1]:=FourierTransform[Cos[t], t, x] > Out[l]=,/7 DiracDelta[—14x]+,/7 DiracDelta[l+x]

13.3.11 Exercitiu. Functia z* nu admite transformats Fourier deoarece integrala

o0
/ &% ok
— 00

este divergents, dar distributia z* admite transformata Fourier
FlzF] = 2m(—1)F 6.
Rezolvare. Utilizand (13.18), obtinem
Fla*] = (=) Fl(i2)* 1] = ()" (FIYW = 2n(-0)* 6®.
13.3.12 Utilizand (13.18) se obtine
FoW) = ()" FPo) = (-1 = (-i9)",
adica relatia

FIoM] = ()"

13.3.13 Exercitiu. Fie Ty distributia regulata corespunzatoare functiei Heaviside
H:R-—R, H(m):{o daca = <0,

1 daca x=>0.
Sa se arate ca

1
FlTu) = —iPg + 70,

Rezolvare. Plecand de la egalitatea (Ty) = 0, deducem succesiv relatiile:

Fl(Tw)]=1,
—ix F[Ty] =1,

FlTu]=—-iPL+Cs,
unde C este o constantd. Ultima relatie este echivalenta cu

(FlTul], ) =—i <P%, 90> + C(9, ), oricare ar fi ¢ € S(R). (13.19)

Deoarece

(FITa),e™*) = (T, Fle™*]) = (Tyr, /7™ )

= a8 dg = oy [Pe it =n
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si

1 2 . —€ e—a:2 00 e—a:2
P—.e = lim dx + dr | =0,
x N0\ J_ = - x

y=C.

rezultd ci, in cazul o(z) = =", relatia (13.19) devine 7 = C (§,¢ "

13.3.14 MATHEMATICA: Definitia utilizata }'[ap](:v):\/% S22 et p(t)dt

In[1] :=FourierTransform[HeavisideTheta[t], t, x] > Out[l}:ﬁJr\/g DiracDelta[x]

13.3.15 Exercitiu. Sa se arate ca

F |:,Pl:| = WiTsign,

T
unde Tiign este distributia regulata corespunzatoare functiei

—1 daca =z <0,
sign: R — R, sign(z) =¢ 0 daca z=0,
1 daca x>0.

Rezolvare. Plecand de la egalitatea z - 73% =1, deducem succesiv relatiile:
Flz-Pi] =2r4,
—iF [iz - PL] =27,
—i(F[PL]) =2n3s
F[Pi]l=2niH +C,

unde C este o constanta. Ultima relatie este echivalenta cu

<]—" [P%] ,<p> =2mi(H, ) + C(1,p), oricare ar fi ¢ € S(R). (13.20)

Deoarece
1 1 1 <2
<‘F [P_} ’ex2> - <P_’f |:61.2:|> - <P_’\/Ee4> - 0,
x z T

in cazul o(z) = ¢~*", relatia (13.20) devine

o0 2 o0 2
0:27Ti/ e * d:v—i—C/ e ¥dx
0 —00

si conduce la C = —m7i. Dar 27i H — i gi sign definesc aceeasi distributie .

13.3.16 MATHEMATICA: Definitia utilizata  Flg](z)=—h= [ el (t)dt

In[1] :=FourierTransform[1/t, t, x] +> Out[l}:ﬁ\/g Sign|[x]



Capitolul 14

Spatii Hilbert

14.1 Introducere

14.1.1 Definitie. Prin spatiu unitar se intelege un spatiu vectorial complex cu

produs scalar, considerat cu norma definita prin relatia
]l = v/ (2, ).
14.1.2 Intr-un spatiu unitar are loc inegalitatea lui Cauchy

[z, )| < [l=[] [yl
si identitatea paralelogramului
le+yl1? + [lz—yl* = 2[«|*+2 ||y,
iar din relatia
[(@ns ym) = (@, b)| = [(Zn, Ym) — (@, Ym) + (@, ym) — (a, b)]

< |<xn - a,ym>|+<a,ym—b>|
<|lzn — all lyml|+Ilall [lym —0l|.

rezulta ca produsul scalar este o aplicatie continua, adica

A Tn=a I b 14.1
i g —b = i (T, Ym) = (a, b). (14.1)
m—00 m — 0o
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14.1.3 Definitie. Prin spatiu Hilbert (complex) se intelege un spatiu

unitar in care orice sir Cauchy este convergent.

14.2 Spatii Hilbert finit-dimensionale

14.2.1 Spatiul Hilbert d-dimensional

C'={ x=(20,21,..,24-1) | 2x€C},

cu produsul scalar
d—1
k=0

si norma asociata

poate fi privit ca fiind:
- spatiul de vectori coloana (v. pag. 278-5)

- spatiul de polinoame cu coeficienti complecsi
(Cd = { Ozo)(d_1 —I—Oéle_Q 4+ agoX +x4-1 ‘ apeC } ;

- spatiul functiilor definite pe o multime cu d elemente, cum ar fi
Cl={¢:{0,1,2,...,d—1} — C },
Cl={p:{-j,—j+1,...,j—1,7} —C }, unde d=2j+1. (14.2)

Fiecare dintre aceste realizari ale lui C? ofer anumite avantaje formale.
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14.2.2 Orice spatiu Hilbert H de dimensiune d se poate identifica cu C? utilizand

izomorfismul i

d .
H— C*: Zxk vg > (0, @1, ooy Ta—1)
k=0
corespunzator unei baze ortonormate {vg,v1,...,v4-1} a lui H.

In ceea ce priveste structura de spatiu Hilbert,  si C¢ sunt identice deoarece

-1 -1 -1
<Z Tn Vn, D Uk Uk> =" Zeyr={(0, 21, ., Ta-1), (Y0, Y1, -, Ya-1))-
n=0 k=0 k=0

Spatiile Hilbert H si C? difera prin natura elementelor lor, nu prin structura.

14.2.3 Baza ortonormata {|eg),|e1), ..., |eq—1)}, unde
1 0 0
0 1 0
leo) = 0 le1) = 0 o |ea—1) = )
: : 0
0 0 1

este numita baza canonica sau computationala.

14.2.4 In cazul reprezentirii (14.2), definitia produsului scalar devine

o) = 3 pn)w(n),

n=—j

iar baza canonica este formata din functiile _;, d_;11, ... , d;—1, J;, unde
5o () = G 1 for k=m,
AR 0 for k#m.

Scriind |j;m) in loc de d,,, avem (v. pag. 278-5)

J
(d3mljsn) = dmn, = > |im){iiml,

m=—j

J
P(m)=(j; mly), [Pr= 22 W(m)|j;m),
oricare ar fi 1€ C9. Transformarea Fourier finitd F : C* — C9,

_ 27
f Z K G k) (sl

n=—j

este o transformare unitard cu inversa
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J

Z RN k) (s nl.

3\

14.2.5 Operatorul Q:C% — C%: ¢ — Q1p, definit prin relatia
(Q¢)(n) =n(n),

poate fi privit ca o versiune finita a operatorului coordonata (v. pag. 365-30),
iar P = F~1QF ca o versiune finitd a operatorului impuls (v. pag. 371-41).
Notand [j;m)) = F~]j;m), avem

Qiimy=mljim)  @= S mljmisiml
Plj;m)) = m|j;m) P= % mljm){iml.

Bazele ortonormate {|j;m) zn,_ ;sidly ;m)}}i%:_ ; sunt complementare:

1
[{(7;ml|j,n)| = Nk oricare ar i m,ne{—j,—j+1,...,5—1,j}.

14.2.6 Polinoamele de variabila discreta Kravchuk K,,(k) pot fi definite ca fiind

polinoamele care verifica relatia [24]
(1—X) k(14 X)7 Z Ko (k) X3+m, (14.3)
m=—j

adica polinoamele
Jjtm '
Ko (k) =) (-1)"Cfy 0800,
n=0

Primele trei polinoame Kravchuk sunt

K_j(k)=1, K_j1(k)=—2k,  K_ja(k)=2k*—j.

14.2.7 Din relatia polinomiala
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Lo gk o .
=5 > Oy 2 Kw(k) X7 30 Kn(k)Y/

k=—j m=—j n=—j

=537 zjj ng*’“ (1-X) 14+ XYk -Y)itk(1+Yy)i—F
k=—j

=L (1-X)1-Y)+ (1+X)1+)]¥ = (1 + XY)¥

— 227
J . ) .
_ 5 ofimxaemyiem
m=—j /
rezulta ca avem
J . .
& Y O K (k) Ky (k) = CL™ S (14.4)

22 )
k=—j

Functitle Kravchuk 8_;, R_j11, ..., Rj—1, &j, unde

formeaza o bazi ortonormata in C¥*1, adica avem

(B fn) = I= 3[R (Rl

m=—j
Se poate arata ca functiile Kravchuk verifica relatiile

Km(n)=R,(m), Rn(—n)=(=1)7T"g,,(n).

14.2.8 In cazurile d=2 si d=3, functiile Kravchuk sunt

fo1(=3)= 75 f1(=3)= 7,
fal2)=y Rl)=-7
i respectiv
e T S R
Rq( 0):%, fo( 0)= 0, Ri( 0):_%,
fa( D=5  R(D=-F% &= j
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14.2.9 Operatorii Jy, Jy, J,:C¥ 1 - C% 1 definiti prin relatiile

(Joi Jy)|jsm) =+/(GFm)(GEm+1) [j;m £ 1),
Jzljzm) = mlj;m)  (adicd J.=Q)
satisfac relatiile de comutare
[z, Jyl=1J2, [Jy, J2]=1Jy, [z, Jo) =1y,
unde, prin definitie, [4, B] = AB — BA.
14.2.10 Din relatia (14.3), prin derivare, se obtine relatia de recurenta
(J+k+1) Ky (m) + (j—k+1) Ki—1(m) = —2m Ki(m),
unde, prin conventie, K_;_1=Kj;;1=0. Din acesta relatie rezulta ca

V=R G+E+1) K (k+1)+1/G+E) G —m+1) &n(k—1) =—2m K (k),
(14.5)

unde, prin conventie, K,,(—j—1)=8,,(j+1)=0.

14.2.11 In cazul transformérii Fourier finite, spatiul (14.2) se poate identifica cu
spatiul functiilor ¢: j+7Z — C definite pe multimea j+Z={j+n | j€Z}
si periodice cu perioada d, iar in cazul utilizarii functiilor Kravchuk spatiul
(14.2) se poate identifica cu spatiul functiilor ¢ : j+Z— C nule in afara
multimii {—j, —j+1,...,5—1,j}.

14.2.12 Relatia (14.5) se poate scrie sub forma
V=R)G+EFD) (Rnlji k4 1)+ (G+R) G =k+1) (Rl k=1) ==2m (fn]; F)

sau sub forma

(Rl (Jo 1Y) 155 k) + (Rn|(Je =1 Jy)|7; k) = =2m (R |55 k),
echivalenta cu
JoRon) = —m | &)
Utilizand functiile
B () = 1 Ko (),

relatia (14.5), inmultita cu (—i)¥, se poate scrie sub forma
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V=R G+HE+D) (Rnliik+1) =1V G+E) G —k+1) (Rnlf; k= 1) ==2m (Rp]j; k)
sau sub forma
(R (Jo A1 Ty)5 ) — 1 (R (T2 =1 T 15 k) = —2m (Rin; &),
echivalenta cu
Tyl Rim) = m |Rn).

Astfel, functiile Kravchuk sunt functii proprii ale operatorului J,, iar £, functii

proprii ale operatorului J,. Operatorii J;, Jy, J, admit descompunerile spectrale
J J J

To= 30 mIfem) (Rl Jy= D0 mRn) (Rl Je= D7 mljsm)(jim]

m=—7 m=—) m=—j

14.3 Spatii Hilbert infinit-dimensionale separabile

14.3.1 Definitie. Spunem despre o submultime M a unui spatiu unitar H ca este
densd in H si scriem M = H daci, pentru orice element a € H,

exista un gir (zy,),>0 In M astfel incat a= lim x,.
- n—o0

14.3.2 Definitie. Spunem despre un spatiu unitar H ca este separabil

daca exista o submultime numaéarabila M CH, densa in H.

14.3.3 Teorema. Intr-un spatiu unitar infinit-dimensional separabil H existd
un sistem ortonormat numdrabil {vg, vy, v, ...}, §i orice sistem

ortonormat infinit este numarabil.

Demonstratie. Plecand de la o multime numarabila {wp, wy,ws,...} , densa in H
generam sistemul {vg, v1,vs, ...} parcurgand urmatoarele etape:

- eliminam din {wq, w1, wa, ...} vectorii nuli (daca exista);

- eliminam din sirul obtinut primul vector care este combinatie liniara de vectorii
aflati inaintea lui. Repetand aceasta operatiune (de o infinitate de ori !) generam
un gir In care niciun vector nu este combinatie liniara de vectorii aflati inaintea lui.

- ortonormalizand sirul obtinut, rezulta {vg, vy, va, ...}
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Daca {u;};je este sistem ortonormat, atunci
|luj — il = \/(Uj — Uy uj — up) = V2.

Alegand pentru fiecare u; un element wy,; astfel incat |Ju; — wp,; || < %, din relatia

[ = k]| = [l = wn; + wn; = wny + Wny, — g
< Juj = wn || + [Jwn; — wn || + llwny, — uil]
rezulta ca |[wn; — wp,|| >0, adicd wy; # wy, pentru j # k. Astfel, prin aplicatia
injectiva
{u]‘}jej — {wo,wl,wg, } T U — wnj
multimea {u;};cs este pusa in corespondenta cu un subsir al sirului {wo, w1, wo, ...}.
14.3.4 Fie {vg,v1,v2,...} un sistem ortonormat dintr-un spatiu unitar H.
Oricare ar fi d€{1,2,3, ...}, spatiul C? se poate identifica cu subspatiul
L{vo,v1,v2, ..., v4-1} = { zovotxi V14 Fx4—1V4-1 | T,€C }
generat de {vg, v1,v2,...,v4—1}. Reuniunea de subspatii finit-generate
o0
£{’U07 V1, V9, } = U ,2{?}0, V1,V ..y Udfl}
d=1

={ zovo+txiv1+ xR V) | 2, €C, kEN}

este un subspatiu vectorial al lui H. Avem

E{UQ}CE{UQ,Ul}CS{Uo,Ul,UQ}C CS{Uo,Ul,Ug, ...}CS{Uo,Ul,Ug, }

14.3.5 Definitie. Fie {vg, v1,v9,...} un sistem ortonormat din spatiul unitar H.
Spunem ca {vg, vy, vs, ...} este bazd algebrica in H daca
S{Uo, V1, V9, } =H.
Spunem ca {vg, v1,vg, ...} este bazd ortonormatd in H daca

E{Uo, V1, V9, } =H.

14.3.6 Spatiul sirurilor de patrat sumabil

2= { x=(x9,21,x2,...)

o
x,€C, Z ]wn]2<oo}
n=0

este un spatiu vectorial in raport cu adunarea
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(o, 21,2, ..)+ (Yo, Y1, Y2, ---) = (T + Y0, T1 +y1, T2 +Y2, )
si Inmultirea cu numere complexe
Mzo, 21, 22, ...) = (Axo, A1, AT2, ...).
Aceste operatii sunt bine-definite, deoarece din relatiile | Az, |=|A||zy,| si
T+ Ynl® = (Tn+T0) (@n+yn) = |20l +|yn]* +2 Re(Tnyn)
<n P+ ynl* +2[Tnyal < 2(Jzn]*+1yal?)

rezulta ca

z,y € 2 N Tty € 12
AeC Az € 2.

Deoarece |Tpyn| < (Jon|>+|yal?)/2, relatia
o

(z,y) = anyn
n=0

defineste un produs scalar pe £2. Se poate arata ci orice sir Cauchy din £2

converge la un element din ¢2. Prin urmare, 2 este spatiu Hilbert.

14.3.7 Sistemul ortonormat {eg, e1, e, ...}, unde
eo = (1,0,0,0,...), e1=(0,1,0,0,...), es=(0,0,1,0,0,...), ...,

nu este bazi algebrica in £2 deoarece £{eg, ey, ea,...} # (2.
Sirul (1, %, 2%, 2%,, ) din ¢2 nu apartine spatiului
E{eo,el,eg, } = { (xo,xl,...,xk,o,o,o,...) ’ xn€C, kGN}.

Dar, {eg,e1,€2,...} este bazi ortonormatd in 2 deoarece, din relatia

0
k—o00

|z = (x0, 21, ..., 25,0,0,0,.)|1> = Y |z —— 0,
n=k+1

verificata oricare ar fi x=(xg,z1, 22, ...) €£2, rezulta ci

E{eo, €1, €9, } = @2.
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14.3.8 Spatiul Hilbert infinit-dimensional #? este separabil deoarece submultmea
{ (a0+/80i5 aq +Bli, ceey ak‘_}'ﬁk‘ia 0) 0’ 0? ) | Qn, /811 6@5 ]CGN } C 62

este numarabild si densa in £2.

14.3.9 Daca M este o submultime a unui spatiu unitar H, atunci

multimea vectorilor ortogonali pe M, adica
M+ ={zeH | (z,y)=0, oricare ar fi ye M}

este un subspatiu vectorial inchis al lui H. Daca un sir (x,,),>0 din M -

este convergent, atunci (v. pag. 349-2)
(fim o) = Jim, (o) =0
si prin urmare lim z, € M=,
n—oo

14.3.10 Teorema. Daca K este un subspatiu vectorial inchis al spatiului Hilbert H,

atunci orice vector x € H se scrie in mod unic sub forma
ek

/ 1
r=x +x cu
x"G/CJ‘

S
"N=lz—2'|| = inf ||lz— 14.6

adica §=||x—2'|| reprezinta distanta de la x la subspatiul K.

Demonstratie. Alegem in IC sirul (z,,)n>0 astfel incat
2= <52+%. (14.7)

Utilizand identitatea paralelogramului (v. pag. 349-2), obtinem relatia

| —aml? + ||z —20) + (@ —2m)|* = 2(|[a—2n| >+ |l —25n][?)
din care rezulta ca

12— 2| |* =2(||z = 20|* + [ —2m[?) — 4llz = (32n+52m)]?

<2024+ L4682+ 5) 482 =3+ 5

si prin urmare (x,,),>0 este sir Cauchy. Prin trecere la limita, din (14.7) rezulta ca
vectorul 2/ =lim,,_,~ 2, verifica relatia ||z—2'|| < §. Pe de alta parte, spatiul K fiind

inchis, 2’ € K gi din (14.6) rezultd ca ||z—2'|| > 0. Prin urmare, avem 6 =||x—2'||.

Aratiam ci 2’ =x—a2' € K+ Daci y este un vector nenul din C, atunci din relatia



Spatii Hilbert 359

2" =xy||? = e~ (2" + X y)|]* 2 ||z —2'|[* =067,
adevarata pentru orice A€ C, se obtine inegalitatea

My, 2"y =Ma", y)+ |\ *{y,y) > 0.

Alegand A= W—’y), se obtine inegalitatea % < 0, posibild doar daca (z”,y)=0.

(W)
Aratdm cd descompunerea z=x'+x" este unici. Presupunand ci mai exista 7' €
si & € K- astfel incat o =a'+2", rezulta ci 2/ —&' =2 —3" € KN KL, ceea ce este

posibil doar dacd ' =7’ siz” =1".

14.3.11 Prin urmare, dacd K este subspatiu inchis, atunci spatiul Hilbert H admite

descompunerea ortogonala
H=KoK".

In reprezentarea x = 2’ 4 z”,

2’ se numeste proiectia lui x pe K, iar

z” se numeste proiectia lui = pe KT

14.3.12 Daca {vg, v1, ve, ...} este un sistem ortonormat din spatiul Hilbert # si daca

pentru x € H exista numerele o, € C astfel incat

oo
Tr= E Qn, Un,
n=0

atunci (v. pag. 349-2)
m m
<?}n7 .%'> = <?}n, rr%gnoo Z Qg Uk> = rr}gnoo <Una Z oy Uk:> = Qp,
k=0 k=0
gi prin urmare

o
x= Z(vn, Z)Un.
n=0

14.3.13 Definitie. Fie {vg, v, v9,...} un sistem ortonormat din spatiul

Hilbert H. Fiecarui vector z € H 1i asociem seria
o

Z(vn,m>vn,

n=0

numita seria Fourier a lui x corespunzatoare sistemului {vg, vy, ve, ... }.
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14.3.14 Teorema. Dacd {vg,v1,ve,...} este un sistem ortonormat din spatiul

Hilbert H, atunci seria cu termeni pozitivi

> (vn2)
n=0

este convergentd oricare ar fi x € H si are loc relatia
o
Z (v, )| < ||z||? (inegalitatea lui Bessel).  (14.8)
n=0

Demonstratie. Din relatia

k

T — Z(vn,x>vn

n=0

0<

2 k
= [lz[I* = |{vn, 2)?,
n=0

adevarata oricare ar fi k€{0,1,2,...}, rezulta ca girul sumelor partiale este marginit:
k
2 2
D o, @) < ||
n=0

Din aceasta relatie, prin trecere la limita, se obtine inegalitatea lui Bessel (14.8).

14.3.15 Teorema. Daca H este spativ Hilbert gi daca {vg,v1,v,...} CH este un

sistem ortonormat, atunci seria Fourier
o0

Z(vn,x>vn

n=0

asociata oricarui element x €H este convergentd, suma et

0. ] - @ @O0
=3 (vn,x)v, apartine spativlui L{vg,v1,v2, ...},
n=0
iar
. e —
'=x—=x apartine spatiului  £{vg, v1,ve, ...}
Demonstratie. Sirul sumelor partiale (si)g>0, unde
k
Sk = Z(Unax>vna

n=0

este sir Cauchy deoarece, pentru m >k, avem

, m 2 m , Ko
lsm—sklP=| Y (on,2)vn| = > g, 2)]> — 0,
n=k+1 n=k+1
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o0
seria > (v, x)|? fiind convergenta (v. pag. 360-14). Oricare ar fi k, avem

n=0 0o
(v, 2"y = <vk,x—2(vn,x>vn> =0.

n=0

14.3.16 Daca sistemul ortonormat {vg, v, ve, ...} este baza ortonormata in spatiul
. .o o N U ——
Hilbert #, adica daca £{vg,v1,ve,...} =H, atunci £{vg, vy, v2,...} ={0}

gi prin urmare

o
x = Z(vn,x>vn, oricare ar i xeH.
n=0
In notatie Dirac, avem
o
|z) = Z [vn ) (v | ), oricare ar fi |z)€H,
n=0

adica are loc rezolutia identitatii
o
T=|vn)(vnl-
n=0

14.3.17 Sistemul ortonormat {vg, vy, ve, ...} este baza ortonormata in spatiul

Hilbert #, adica are loc relatia £{vg,v1,vs,...} =H, daca si numai daca

(vn|z) = 0,

. — x=0.
oricare ar fi n

14.3.18 Din relatia
k

T — Z(vn,x>vn

n=0

2 k
= |[2[1> = > [{on, )%,
n=0

adevarata oricare ar fi k€{0,1,2,...}, rezulta ca avem

[e.9]

T = Z(vn,x>vn

n=0

daca gi numai daca x satisface relatia

o
Z (v, z)|? = ||z||? (identitatea lui Parceval).
n=0
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14.3.19 Teorema. Oricare ar fi spatiul Hilbert separabil H, aplicatia

o0
H— 02 E T, Uy > (o, X1, T2, ...) (14.9)
n=0
asociata unei baze ortonormate {vg, vy, v, ...} este un

izomorfism, care permite identificarea lui H cu 2.

o0
Demonstratie. Orice vector x € H admite o reprezentare de forma »_ x, v, unicd,

n=0
o0
si anume z = Y (vn, x)vy, cu proprietatile
n=0 [e'S) )
=3 w5 =3 o o)
n=0 n=0

Aplicatia (14.9) este liniara, injectiva, surjectiva si pastreaza produsul scalar.

14.3.20 Spatiile H si ¢? difera prin natura elementelor lor, nu prin structura.
Aproape toate spatiile Hilbert utilizate in modelele din fizica sunt separabile.

14.3.21 Daci f,g:R—C sunt dous functii si A€ C, atunci
(@) +9(2)* = (f(2)+9(2)(f (@) +9(x) =|f () +|g()]* +2 Re(f () g(x))
<[f(@)P+lg(@)P+2f (@) g()| <2(|f ()] +]g(=)[?),
M @P=AP @ st [F@) (@) < 3(1f @) +lg(@)]?).

14.3.22 Spatiul

2R)={ f:R—C /|f(x)|2dx<oo

al tuturor functiilor f : R — C pentru care integrala este convergenta,

considerat Impreuna cu adunarea

(f+9)(x)=f(2)+g(x) (14.10)
gl Inmultirea cu numere complexe
(Af)(z)=A f(z) (14.11)

este un spatiu vectorial infinit-dimensional, iar aplica@ia

C2(R) X £2(R)— C: (f,g) > (f,g) = /f dr (14.12)
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are proprietatile
(fragtBh)=alf.q)+B{f.h) st (f,.9)=(9.f)
Aplicatia (14.12) nu este produs scalar deoarece

(f,.f)=0 = f=0.

De exemplu, functia nenula
1 daca x=0,

fiR—C f(x):{ 0 daca z#0,
apartine lui £3(R) si (f, f)=0.

14.3.23 Stim ca daca ¢ € S(R) este o functie test, atunci
xll)rfoo z* p(z) =0, oricare ar fi ke€{0,1,2,...}
si, in particular, exista Cj € (0, 00) astfel incat
l2F p(z)| < C, oricare ar fi z€R.
Din relatia

|(1+2%) ()] < |o(@)|+]2° p(x)] < Co+Ce

rezulta ca

Co+C3)? Co+C3)?
lo(z))? < ((10_:_ 2;; < ( i::__ 22) , oricare ar fi x€R.
x x
Deoarece
> 1 o T T
/ 5dr = arctgz :——(——) =,
oo Lta 2 2

integrala improprie ffooo lo(2)|? dz este convergentd, si prin urmare

S(R) C £2(R).

14.3.24 Functia
0 daca x<0,
f:R—C, f(x)=¢ 22 daci 0<z<I,
0 daca x>0,

apartine spatiului £2(R), dar nu este derivabild. Functia indefinit derivabild

1
f:]R—>(Ca f(x):m’
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apartine spatiului £2(R) deoarece

00 1 2 00 1
dr = / dr =,
/_oo‘\/l—l—az2 oo 122

dar x f(x) nu apartine spatiului £2(R) deoarece lim, ;4 x f(x) = £1.

14.3.25 Despre dous functii f, g€ £2(R) spunem ci sunt echivalente si scriem f ~ g
daca f(x)=g(z) aproape peste tot, adica daca {x | f(x)#g(z)} esteo
multime de masur# nuld. Pe spatiul £2(R)/~ al claselor de functii echiva-
lente, relatiile (14.10) si (14.11) definesc o structura de spatiu vectorial,
iar (14.12) un produs scalar. Se poate arita ca £2(R)/~ nu este spatiu

Hilbert, adicd existd siruri Cauchy neconvergente in £2(R)/~.

14.3.26 Fiecirei functii f € £2(R) ii corespunde in S’(R) distributia de tip functie

fS®R) —C,  (fp)= / f(z) (z) d.

Distributiile f si g corespunzitoare la dous functii f, g€ £2(R) coincid
daca si numai daca f ~ g. Asfel, £2(R)/~ poate fi privit ca fiind un
subspatiu al spatiului distributiilor S'(R).

14.3.27 Daci (f5)n>0 este sir Cauchy in £2(R)/~, atunci din relatia
’<fn7<p>_<fm7<p>’:’<fn_fm7<p>’ < an_me H‘)OH

rezulta ca ((fpn,¥))n>0 este un sir Cauchy de numere complexe, oricare ar
fi functia test ¢. Se poate arata [26] ca aplicatia

S(R) —C: p+— nliﬁn&(h,gp)
este distributie. Considerand £2(IR)/~ ca un subspatiu al spatiului distributiilor,
rezultd ca orice gir Cauchy din £2(R)/~ converge la un element din S’(R).
Adaugand la £2(R)/~ limitele sirurilor Cauchy din £2(R)/~ neconvergente
in £3(R)/~, se obtine spatiul Hilbert L*(R) C S'(R).

In cazul in care f= lim f,, g= lim gy, prin definitie
n—oo n—oo

(f:9) :nlij;o / Fn(@) gn(z) da.
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14.3.28 Se poate ariita ci orice element f € L?(R) este o distributie regulati, definits

de o functie f:R— C cu proprietatea ca integrala in sens Lebesgue

/oolf(w)lzdw

este convergents. Spatiul Hilbert L?(R), numit spatiul functiilor de pdtrat
integrabil, este utilizat pentru descrierea sistemelor cuantice unidimensionale.

O functie f€ L?(R) este numita functie normatd daca ||f||=1, unde
17= [ 1#(@)P o

Fiecarei functii nenule f € L?(R) ii corespunde functia normata (z)= %

14.3.29 In starea cuanticii descrisii de functia normats ¢ € L2 (R), numarul

/ ()P d

reprezinta probabilitatea de a gasi particula in intervalul [a, b], iar

b
/ () dp

probabilitatea ca impulsul particulei sa apartina intervalului [a, b].

In mecanica cuantica, se utilizeaza transformarea Fourier (v. pag. 339-5)

AN = o= [ ) da (14.13)

care este o transformare unitara, avand ca inversa transformarea adjuncta

FHfIp) = ﬁ / e/ f(a) da.

Intr-un sistem de unititi de misurl in care h=1, definitia (14.13) devine

FII0) = % / T e (o) de.

14.3.30 Operatorul coordonata (v. pag. 363-24)
&:Dy — L*(R) : f — &f,
(@f)(z)=x f(z),
definit pe subspatiul D, C L?(R) format din functiile f cu proprietatea ca

functia = f(z) apartine lui L*(R), nu admite functii proprii.
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Utilizand scufundarea L?(R) C S’(R), putem considera prelungirea
2:8'(R)—S'R): f s zf,
pentru care distributiile Dirac d, sunt distributii proprii
T, = adq.

Se admite ca J, descrie starea ideala in care particula este localizata in a.

Deoarece

Floal=—Fze™™  si |Flap)f =5,

in starea ideala ¢,, toate valorile impulsului sunt egal probabile.

14.3.31 Stim ca polinoamele Hermite verifica relatia (v. pag. 313-13)

/ H, (z) Hi(x) e " dx = 2" n! /T S

Se poate arata ca sistemul de functii Hermite-Gauss {¥g, U1, Uy, ...}, unde

Voe) = —— Hy(z)e 7,

V2rnl\/T

este bazi ortonormatd in L?(R). Scriind |n) in loc de ¥,,, avem

(k) =6, 5t I=_|n)(n|.
n=0

[V

Din relatia obtinuta la pag. 343-15, rezulta ca
Fln) = (=1)" |n)
si prin urmare, putem defini transformarea Fourier pe L?(R) ca fiind

F:L*R) — L*(R), F=>Y (-1)"|n)(nl.
n=0

14.3.32 Daca scriem |a) in loc de 4,4, relatia formala

[ ste=2) s = 110

se poate scrie sub forma
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[ el =15)

o0

I= /dx |z)(z].

—00

si formal avem

367

Avem aici o suprapunere de notatii: |x), |n), |z) nu coincid pentru x =n=z.

14.3.33 Teorema. Starile coerente standard {|z >}ze<C7 unde
In),
iy
nu formeazd un sistem ortonormat in L*(R),

(21]22) = e a5l +az

dar are loc rezolutia identitatii

I= /(Cd2z|z> (2],

unde d?(z+ yi) = 2 da dy.

Demonstratie. Oricare ar fi z€C avem

oo n 2n
2]z = el A TR S S |
[l - gt

Notand z = a+ i = re'? si utilizand relatia

2T
/ do =m0 = 27 5,
0

obtinem
Pl @l =2 5 5 (ff dadg et A L) o)
:% Z Z \/7 <f0 drr”+m+1 —r2 ‘/‘27Tdeel(n m) >]n><m]

n=0m=

= S A (2 drr e Y ] = 3 (5 deem o) [n) o],

n= n=0
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Deoarece, integrand prin parti

oo oo oo
/ dtt"e " = n/ dtt" e = n(n — 1)/ dtt" et =... =nl,
0

0 0

deducem ca
1/ 0 >
— | &z[2)(z[ =) |n)(n|=1L

14.3.34 Utilizand functiile Hermite-Gauss |n), putem asocia unei functii f : N — R

operatorul autoadjunct
o
Ap =" f(n) In)(n],
n=0
iar unui operator autoadjunct A functia
fa:N—R,  fa(n) = (n|Aln).

Similar, utilizand starile coerente |z), putem asocia unei functii f : C — R

(pentru care integrala este convergenta) operatorul autoadjunct
A= / 12) F(2) 2 (2],
C
iar unui operator autoadjunct A functia
fa:C— R, fa(z) = (z]A]z).

In cazul oscilatorului armonic, operatorul corespunzator energiei

admite descompunerea spectrala

- 1
H= Z <n+§> |n)(n|
n=0
si reprezentarea
1
H=—_I+ / |2) |22 d2z (2]
2 C

Cuantificarea f~— Ay (trecere functie — operator) si decuantificarea A — f4

(trecere operator — functie) joacd un rol important in mecanica cuantica.
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14.3.35 Pentru descrierea starii sistemului cuantic, in locul functiei normate
Y€ L%(R), se mai pot utiliza:
- functia C — C: z — (z]¢)), avand in vedere ca

) =) = [ zla)elu);
C
- proiectorul ortogonal |¢) (1|, adica operatorul densitate
L*(R) — L*(R) : ) = [9)(4]e);

- functia Wigner Wy, : R? — R, unde

Wolap) == [~ &P 50ary) vla—y)dy.

— 00

Utilizand relatia (v. pag. 337-1)

o 2

i _ax2 ™ _&

/ léT gaw d:c:\/je da
oo a

obtinem ca functia Wigner corespunzatoare functiei gaussiene normate

viR—R,  (z) = (‘/?e—‘“ﬂ,

unde a € (0,00), este produsul a doua functii gaussiene:

V 2a o0 2i _ 2 _ 22 1 _9 2 _ﬁ

Wy(x,p)= 2Py oma@Hy)” gmal@—y)” gy —  o=202 o~ o7
’ T J_o T

Utilizarea de descrieri alternative permite o mai buna investigare a efectelor

cuantice, o diversificare si perfectionare a modelelor matematice utilizate.

14.3.36 Operatorul impuls (v. pag. 363-24)

d
p:Dp— L*(R), p=—i

%7

definit pe subspatiul D, C L?(R) format din functiile f derivabile si cu

proprietatea c functia f’ apartine lui L?(R), nu admite functii proprii.

Utilizand scufundarea L?(R) C S’(R), putem considera prelungirea
p:S'(R)—S'(R) : [ —if,

pentru care distributiile de tip functie ¢, ()= \/LQ—Felm sunt distributii proprii

]5¢p =p ¢p-
In cazul stdrii nenormabile descrise de ¢,, avem |¢,(z)[> = o+ i prin urmare

toate pozitiile sunt egal probabile. Deoarece
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(Flopl, 0)={dp, Fleol) = \/%/eimf[w] (z) dz=F ' [Flell(p) = (p) = (0p, )

adica F[¢p] =06, singura valoare posibila pentru impuls este p.

14.3.37 Relatia f=F"1'[F|[f]], adevarata oricare ar fi distributia f, scrisa formal

fl@)=— / dp o / dy =™ f(y), (14.14)

poate fi interpretata ca fiind
oo

)= / dp 16, (@)

—00

si prin urmare, simbolic, putem scrie

1= [ db lo)o,).
Relatia (14.14), re-scrisa sub forma
f@= [y (5= [P 50
27 ’
sugereaza ca, formal,
17
il —ip(z—y) 4., — _ _
5 | © dp = 0:(y) = 0(x—y),

—00

integrala fiind, evident, divergenta. Relatia corespunde formulei F[1]=2m4.

14.3.38 Utilizand egalititile &|x) = z|z) si p|¢p) = p|dp), se obtin relatiile formale

T=zl= /dmx|x><x| si. p=pl= /dpp|¢p><¢p|-

14.3.39 Relatia
plata) = p(z) + Ea+ £f8a? + ...

2 a
= (T o + et 4o ) (o) = (o)
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se mai poate scrie sub forma
p(z+a) = Pp(z).
14.3.40 Deoarece (v. pag. 328-24)
(xf) = f+af oricare ar fi fe€S'(R),

operatorii
7:8'(R)—S'R) : f— af,
(R) R): f>af (14.15)
p:S'(R)—S'(R) : f — —if’
verifica relatia de comutare
[2,p] = i1,
unde, prin definitie, [&,p|=2 p—p&.
14.3.41 Transformarile Fourier
F:SR)—SR),  Flolp) = 7= [T e P () da,
F:8R)—S'R),  (Flfl,0) = (f, Flel),
sunt bijective si S(R)C L*(R) CS’( ). Din
Fl-i%| ) [ e e de(3) da

m
= = [ pe () da = p Flel(p),

rezulta ca restrictiile lui & gi p la S(R) verifica egalitatea

adica

p=F i F. (14.16)
Din relatiile
FUaFlell () = o [ e ([, e ip(y) dy) d
= =k [ e ([, p(y) dy) de = —F [3F 7 []] (),
bf,¢) = (=if"s0) = (f,i¢') = (f, =) = (
= (£ FEF el = (FUL 2 FHel) = (FHz FIf]] o)
rezult ci si operatorii (14.15) verifici relatia (14.16).
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14.3.42 In cazul unei misuritori ideale, observabila este descrisa de un operator
autoadjunct A. In starea pur# descrisa de functia normats ¢ € L2(R), la o

repetare a masuratorii, rezultatele obtinute sunt distribuite in jurul valorii medii
(A) = (¥[Al).
O masura a gradului de dispersare a lor este data de abaterea medie patratica

AA =/ (0, (A— (A)20) =/ (1, A20) — (1, Ah)2,

adica

AA = /((A—(4)?) = /(42) - (4)%
14.3.43 Daca [¢)) este stare proprie a observabilei A,
Alp) = M),

atunci, in starea [¢)), avem

AA = \/(, A%)) — (1, Ap)? = 0.

14.3.44 Teorema (Relatia de incertitudine).

Daca A si B sunt doi operatori autoadjuncti si
AA = /{9, (A - (4))%), AB =/(¢,(B — (B))*),

atunct

adap > (WA B

oricare ar fi starea normatd |) €H.

Demonstratie. Fie C=A—(A), D=B—(B), [C,D]|=CD-DC, {C,D}=CD+DC si
(CY, DY)y = a + Bi cu «o,f€R.

Din relatiile
(,CDY) = (Cy, DY) = a + Bi
(, DCY) = (D, C) = a — Bi

rezulta ca

(¥, [C, DJp) = (¢, CDY) — (¢, DCY) = 2i

si prin urmare
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(0, [C, DI)* + [(4, {C, D})[* = 4[(C, D)|*.
Insd, conform inegalititii Cauchy-Schwarz,
[(C, DY)* < (Ce, CY) (D, D).
Deoarece (Cp, Cap) = (1p, C?3) si (D, D)= (1, D?3), din ultimele relatii obtinem
|, [C, DIY)* < 4[{CY, DY) < 49, C*y) (v, D*),

adica inegalitatea

[, 1C, D).

(0, 0%) (w, D) > W

Utilizand relatiile
(1, C%) = (), (A = (4))*) = (AA)?,
(v, D*)) = (¥, (B — (B))*¥) = (AB)?,
(1, 1C, DY) = (¢, [A, B]y),

ultima inegalitate se mai scrie

aaap > B0l B

14.3.45 Daca pregatim un numar mare de sisteme cuantice identice, toate in aceeasi
stare |1), si le utilizam pe unele dintre ele pentru a masura observabila A |
iar pe celelalte pentru a masura observabila B, atunci abaterile medii patratice
AA gi AB verifica relatia de incertitudine

anp o WA B
- 2

In particular, deoarece [,p] =11, avem
Az Ap >

14.3.46 In cazul starii cuantice descrise de functia gaussiand normata

1 2
:R — R, )= ——e 4a2
¢ ’IJZ)( ) 427'['0,2

unde a € (0,00) este un parametru, din relatiile

Te 2a2dac—0

(#) = (¥, 2¢) =

a\/_
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o0
1 _ @
(1, 32 4p) = /ﬂ:Qe e = o2,
—o0

av/ 2w
2
4/2a% 2.9
\|—e P,
T

Fl) = 5= 7 o 5| )

4a2
rezulta ca

A e 22Y _ (4\2 = A H —
z (2?) — (z) a, D g
si prin urmare, are loc relatia

1
Az Ap = —.
T Ap=g
14.3.47 Fiecare functie f:(a,b) — C, definita pe un interval (a, b), poate fi privita
ca fiind restrictia la (a,b) a functiei f:R — C,

f(ac):{ f(z) daca x€(a,b)

0 daca z¢(a,b).
Plecand de la spatiul

b
£%(a,b) = f:(a,b) — C /|f(:c)|2d:c<oo

si urmand analogia cu constructia lui L?(R), se obtine spatiul Hilbert
L?(a,b) cu produsul scalar

b
(f,9) = /mg(:v) dx.

14.3.48 Se poate arata ca sistemul de functii {\/%76

inz100 este bazd ortonormata
in spatiul Hilbert L?(—, 7). Plecand de la polinoamele Legendre si folosind
metoda prezentata la pag. 366-31, se obtine o baza ortonormata in spatiul
Hilbert L?(—1,1). Similar, dar plecand de la polinoamele Laguerre se
obtine o baz# ortonormata in spatiul Hilbert L?(0,00).
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