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Introducere

Pe parcursul acestei carti ne propunem sa oferim o initiere in algebra liniara
celor interesati de utilizarea modelelor matematice 1n fizica, inginerie gi economie.
Prezentarea unor notiuni si rezultate referitoare la matrice, determinanti, spatii
vectoriale, operatori liniari si produse tensoriale este urmata de aplicatii in studiul
formelor péatratice, conicelor, ecuatiilor diferentiale liniare, reprezentarilor liniare
ale grupurilor, reprezentarilor liniare ale algebrelor Lie si in descrierea sistemelor
cuantice.

Introducerea unei notiuni sau prezentarea unui rezultat matematic este pregatita
prin exemple adecvate. In cazul unor demonstratii mai dificile ne-am limitat la
analiza unui caz particular sau la prezentarea de exemple care sa scoata in evidenta
ideea de baza a demonstratiei. impér‘girea materialului expus in itemi a permis
inserarea unui numar mare de trimiteri atat la definitii si teoreme cat si la diverse
comentarii, exemple si exercitii. Itemii marcati cu * pot fi ocoliti la o prima lectura.

Cartea se adreseaza in primul rand studentilor de la facultatile de fizica. Se
urmareste familiarizarea cititorului cu conventia de sumare a lui Einstein, notatia lui
Dirac, operatorii Pauli, transformarea Fourier finita si cu produsul tensorial de spatii
si operatori. Pentru a fi in concordanta cu terminologia din mecanica cuantici, in loc
de spatiu cu produs scalar finit-dimensional se utilizeaza termenul de spatiu Hilbert.
In ultimul capitol al cirtii aritdm cum sunt utilizate in mecanica cuantici unele
dintre notiunile si rezultatele prezentate in capitolele 1-3. Consideram ca studiul
sistemelor cuantice cu spatiu Hilbert finit-dimensional, bazat ca model matematic
pe algebra liniara, este adecvat pentru un prim contact al studentilor cu universul
fascinant al fizicii cuantice.

Cartea se bazeaza pe cursurile predate de primul autor la Facultatea de Fizica,
Universitatea din Bucuresti. Notiunile si rezultatele teoretice au fost amplu ilustrate
de al doilea autor prin inserarea unor exercitii si a unor aplicatii bazate pe programul
MATHEMATICA.

Bucuresti, 2015 Nicolae Cotfas
Liviu-Adrian Cotfas
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Capitolul 1

Matrice si determinanti

1.1 Matrice

1.1.1 Definitie. Fie K unul dintre corpurile R, C. Prin matrice cu n linii gi m

coloane, cu elemente din K, se intelege o aplicatie de forma
A:A{1,2,...,n} x{1,2,..m} —K: (i,7) = ay,

descrisa uzual cu ajutorul tabloului

ai; a2 - A1m

az; a2 - a2m
A= . . . . )

Gpl Anp2 -+ OGpm

care contine valorile functiei. Vom nota cu M, x., (K) multimea

tuturor matricelor cu n linii si m coloane, cu elemente din K.

1.1.2 O reprezentare alternativa foarte avantajoasa este

1 1 1
ay ay -0 Gy
2 2 2
ay ay -0 Gy

A=

33

n n
al a2 a
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1.1.3 O notatie standard pentru elementele matricei A este A;;, respectiv A;, adica

1 1 1
Ay A - A Ar Az A
Ay Ay - Ay A% A2 ... A2
A= . . . ,m , respectiv A= ! 2 mn
1.1.4 Suma A+ B a doud matrice A, B € M;,»,(K) se definegte prin relatia
air - G bir -+ bim ai1+bir o aimtbim
o : = : . : )
Qnp1 -+ OGnm bnl o bnm Gnl +bn1 to anm+bnm

iar produsul dintre un numar A € K gi o matrice A€ M, (K) prin

air o Gim Aair o Aaim

an1 - Qapm )\anl o )\anm

1.1.5 Propozitie. Daca A, B,C € Myxm(K) si o, 5 € K, atunci

(A+B)+C=A+(B+C), A+ B =B+ A,
a(A+ B) = aA+ aB, (a+B)A = aA+BA,
1A = A, a(BA) = (ap)A.
Demonstratie. Relatiile rezulta din
(aij+bij)+cij = aij+(bij+bij), aij + bij = by + ayj,
a(aij + bij) = aaij + abij, (a+B)aij = aai;+Baij,
Lay; = a;j, a(Bai;) = (apf)aij.
1.1.6 Produsul AB al matricelor A € My, x:(K) si B € Mpxp(K) se defineste prin
aip o Qi buu - by R R
anl G b1 bmp Z;‘nzlanjbjl Z;‘nzlanjbjp

Inmultirea matricelor este definita numai in cazul in care numarul de coloane

ale primului factor este egal cu numarul de linii ale celui de al doilea.
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1.1.7 Propozitie. Daca A € Mpym(K), B € Myp(K) si C € Mpyq(K), atunci
A(BC) = (AB)C.
Demonstratie. Avem
m P V4 m
Zaij (Z bjk Clcl) = Z Zaij bk | cki-
j=1 k=1 k=1 \j=1

1.1.8 Propozitie. Daca A € Mpxm(K) si B,C € Mp,xp(K), atunci
A(B+C)= AB + AC.

Demonstratie. Avem
m m m
E aij(bjk + Cjk) = E Q5 bjk + E Qjj Cjk-
7=1 7=1 7j=1

1.1.9 Propozitie. Daca A € Myxm(K), B € Mpyxp(K) si A € K, atunci
AMAB) = (M)B = A(AB).
Demonstratie. Avem

)\Z aij bjk = Z()\aij)bjk = Zaz‘j()‘bjk)'
j=1

Jj=1 J=1

1.1.10 In cazul unei matrice patrate A, elementele a;; formeaza diagonala
principala. Daca singurele elemente nenule sunt cele de pe diagonala

principald, A este numita matrice diagonald. O notatie convenabila este

a; 0 - 0
0 a2 . e 0
diag(aq, ag, ..., ) = . . .

1.1.11 Pentru orice n, matricea unitate de ordinul n

01 --- 0
I =1, =diag(1,1,...,1) =
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este element neutru fata de Inmultirea matricelor

AI=TA=A, oricare ar i A € My« (K).

1.1.12 Definitie. O matrice patratda A € My, (K) este inversabila daca exista o
matrice B € M, x,(K) astfel incat

AB=BA=1.
Matricea B este numita inversa lui A si se noteaza cu A1,

1.1.13 Inversa unei matrice A€ M,,«,(K), daca exista, este unica,
AB=BA=1

1.1.14 Pentru o matrice inversabilda A€ M,,,,(K), se definesc puterile intregi prin

A =1, AP =AA.. A, AR =714 AL

kori kori

1.1.15 Pentru A, B € M,,»x,,(K) exista AB si BA, dar, in general,
AB # BA.

0 1\/1 1) (00
1 0 00/ \11)°
1 1\/0 1\ (11
0 0 1 0/) \0 0)°
1.1.16 Definitie. Comutatorul a doud matrice patrate A, B€ M, x,(K) este
[A,B] = AB — BA

De exemplu,

iar anti-comutatorul este

{A,B} = AB + BA.

1.1.17 Matricele Pauli (mai multe notatii alterantive sunt prezentate)

_ . (10 _  _v_(01
UO:I—(O 1>7 O'l:O'x_X—<1 O),

0 —i 1 0
O'QEO'yEY:< : 0>, UgEO’ZEZ:< 0 _1>
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verifica relatiile
[O-la 02] = 210_3? [025 03] = 2i015 [0-3, 0-1] = 2oy
:U%:U?%:Ia {o1,02} = {02,03} = {03,01} = 0.

1.1.18 Definitie. Urma unei matrice patrate este suma elementelor de pe

diagonala principala

aip a2 - Aln
ag1 Qg2 - a2n

tr . . . =ai1 +ag + -+ app.
Gn1 Aap2 - dpn

1.1.19 Aplicatia M, x,(K) — K : A — tr A este liniara,
tr (A+B) =tr A+ tr B, tr (ad) = atr A,
si ciclica,
tr (AB) = tr (BA), tr (ABC) = tr (BCA) = tr (CAB).
In particular, daca S este o matrice inversabila, atunci

tr (ST1AS) = tr A.

1.1.20 Definitie. Fiecarei matrice i se poate asocia transpusa,

ail a2 - A1m ail a1 e anl

asy a2 - a2m ai2 a2 e an2
A= ] o i — A=

anl Aap2 - Adpm Alm A2m - Anpm

1.1.21 Aplicatia My xm(K) — Mppxn(K) : A — A este liniara,
A+ B)='A+'B, fad) = a'A,
si
{AB) ='B'A, *A) = A.
1.1.22 Definitie. A€ M,,»,(K) este numita matrice simetricd dacd A = 'A, adica
aij = aj;, oricare ar fi i,j€{1,2,...,n}.

A€ Myxn(K) este numita matrice antisimetricd dacid A = —A.
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1.1.23 Orice A€ M, (K) este suma dintre o matrice simetrica si una antisimetrica
1 1
A= §(A +'4) + §(A —t4).
1.1.24 In mod uzual, o matrice este definiti ca fiind o aplicatie
A:{1,2,..,n}x{1,2,...,m}—K|
dar in anumite situatii, o definitie alternativa poate fi mai avantajoasa.

Putem, de exemplu, defini o matrice ca fiind o aplicatie de forma
A:{0,1,2,...,n} x{0,1,2,...m} — K
sau
A:{-n,—n+1,...,n—1,n} x {-m,—m+1,...m—1,m} — K

sau

A:({0,1,...,n} x{0,1,....,m}) x ({0,1,....,n} x {0,1,...,m}) — K.

1.2 Determinanti

1.2.1 Definitie. Prin permutare de ordinul n se intelege o functie bijectiva
s:{1,2,...,n} — {1,2,....,n}.
descrisa in mod uzual cu ajutorul unui tabel
o ( 1 2 ... n > ‘
s(1) s(2) -+ s(n)
Notam cu S, multimea tuturor permutérilor de ordinul n.

1.2.2 Prin signatura permutarii s : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} se intelege numarul

(= [ =0

P
1<i<j<n J

1.2.3 Definitie. Determinantul matricei
ailr a2 v Qlp

A= B0 " B e My(K),

Gpl QAp2 - Gpp
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este numarul

a1l ai2

det A=| %2t 922

Gpl  Aan2

17
Q1n
a2n
2 - Z e(8) ars(1) @2s(2) *** Ansn) (1.1)
a s€Sn

1.2.4 Exemplu. Avem Sy = {s1, s2}, unde

1 2 1 2 .
sl_<1 2), 82_(2 1>, (s)=1 8 e(s2)= 1.

Determinantul matricei

este

det A =

aip a2
a1 a2

= ai10a22 —ai2ag. (12)

1.2.5 Exemplu. Avem S3 = {s1, s9, ..., S}, unde

(123
1711 2 3 )
(123
M=\ 32 1)

si

w

(123 (12
2=\ 9 3 o =131 9 )

—_

»
ot
7N
— =
w N
N W
~_
»
(=)
|
N

[S—y
— N
w w
~__

e(s1) = e(s2) =¢e(s3) =1, e(s4) = e(s5) = &(s¢) = —1.

Determinantul matricei

a1l
A= as
asi

este

ailp a2 ais
det A= ag1 a9 ass

azr asz2 as3

a2  a13
az a | € Msxs3(K)
as2 ass
= a11 a2 a33 + a12 a23 a3l + a13 a1 a32 (1.3)

—a13 a2 a3zl — a1 a3 32 — ai2 a21 a33.
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1.2.6 Din definitia (1.1) rezulta ca det A este o suma de produse de cate n elemente
ale matricei A, fiecare produs continand un singur element de pe fiecare linie,

si un singur element de pe fiecare coloana.

1.2.7 Din relatia (1.3) rezulta

ailr aiz2 4 ailp az1 asi
a1 Q22 G23 | = | @12 Q22 G32
azyr azz2 ass a3 az3 asg

(determinantul unei matrice coincide cu determinantul transpusei). Se poate

demonstra ca o astfel de relatie are loc pentru orice matrice patrata.

1.2.8 Propozitie. Dacd A € My x,(K), atunci

det A = det 'A.
1.2.9 Din (1.3) rezulta relatiile
ailp a2 ais a1 Q22 Aa23 ailp a2 ais azr asz2 as3
21 Q22 G23 |=—| 11 a2 @13 |=—| @31 a32 33 [=—| Q21 Q22 @23
azr asz2 as3 az1 asz as3 az; a2 a3 ailp a2 ais

(daca schimbam intre ele doua linii semnul determinantului se schimba),

aip a2 aig a2 aipi ai3 ai; a3 a2 a3 a2 ai
Q21 G22 a3 |=— | Q22 G21 Q23 |=—| G21 G23 Q22 |=—| G23 G222 421
azy azz2 asg azz2 azir asg azy aszz asz azz azz2 asi

(daca schimbam intre ele doua coloane semnul determinantului se schimba). Se

poate demonstra ca un astfel de rezultat este valabil pentru orice matrice patrata.

1.2.10 Propozitie. Daca se schimba intre ele doud linii (sau doud coloane) ale
unet matrice patrate, atunci se obtine o matrice care are

determinantul egal cu opusul determinantului matricei initiale.

1.2.11 Propozitie. Dacd in matricea A € My« (K) toate elementele unei

linii (sau coloane) sunt nule, atunci det A = 0.

Demonstratie. Afirmatia rezulta direct din definitia (1.1).
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1.2.12 Din (1.3) rezulta ca

(65} a9 Qs
(05} a9 a3
aszr agzz2 a3

=0,

&1 Qp a3
Qo (G2 G923 =0.
a3 Q3 433

Se poate demonstra urmaétorul rezultat mai general.

1.2.13 Propozitie. Determinantul unei matrice patrate cu doud linii

(sau coloane) identice este nul.

1.2.14 Propozitie. Pentru orice k € {1,2,...,n} avem

ail a2
)\ a1 )\ Ao
anl an2
§t
an Aay
ao1 Aagy,
anl A Ank

Aln ail
ANagn | = A| ap
Ann Gn1
Q1n
2n | _ A
Gnn

a12 Aln

ag2 QAkn

an2 Ann
A1k A1n
a2k A2n
Qnk Gnn

Demonstratie. Relatiile rezulta direct din definitia (1.1).

19

1.2.15 Propozitie. Daca elementele a doua linii (sau coloane) ale unei matrice
sunt proportionale, atunci determinantul matricei este nul.

Demonstratie. Afirmatia rezulta din propozitiile 13 si 14.

1.2.16 Propozitie. Avem

a a2 a1n air a2
ar1+bg1  apa+bpo U +opn |=| ar1 ar2
anl an2 Ann anl  Aan2
si
ai aik+big a1n a1 ak
ao1 aop+bay, asp | | a1 aog,
anl ank+bnk Ann anl Ank

QA1n aip a2

An | +| Dr1 bk

Gnn an1  An2
ain a1 bix
don || 021 bak
Ann Gnl bnk

Aln

bkn

Aln
a2n

ann
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Demonstratie. Relatiile rezulta direct din definitia (1.1).

1.2.17 Propozitie. Daca o linie (sau coloand) a unei matrice patrate este

o combinatie liniara de celelalte linii (respectiv coloane),

atunci determinantul matricet este nul.

Demonstratie. Afirmatia rezulta din propozitiile 15 si 16.

1.2.18 Propozitie. Daca la o linie (sau coloana) a unei matrice patrate adunam

elementele unei alte linii (respectiv coloane) inmultite cu acelasi
numar determinantul matricei rezultate coincide cu determi-

nantul matricei inifiale.

Demonstratie. Afirmatia rezultad din propozitiile 15 si 16.

1.2.19 Relatia (1.3) se poate scrie sub formele

aii a2
a a2
asr  as2
(dezvoltare
ai; a2
a G2
asr  as32
(dezvoltare
aip a2
a G2
asr  as2

13 a2 a3
1+1
azs | = (=1)'*tay
ag2 as3
ass
142 a1 Aags 143 a1 a2
+(=1)"2ay + (=1)3ay
as1  as3 asy a3z
dupé prima linie),
13 a2 a3
241
ass | = (=1)*Tay
ag2 as3
ass
242 ailp a3 243 all a2
+(=1)*ag + (=1)?T3aqg
asr  as3 agr  as
dupa linia a doua),
13 a2 a3
1
ass | = (=1)3Tlag
a2 a3
ass
9 ail a3 a1l a2
+(=1)*"2agy + (=1)*"3as;3
as1 as3 as1 a2
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(dezvoltare dupa linia a treia),

a1 a2 a13 4y a3
141
azn az azs | = (—1)'Tlap
as2  as3
asz;p asz ass
941 ails a13 1 a12 a3
+(=1)*tay + (=1)3*tag
asy ass a2 Q23
(dezvoltare dupa prima coloana),
a1 a2 a13 a4yl ans
142
azn az azs | = (—1)'"ap
asy ass
asz; asz ass
219 ail  ais 319 a1 ais
+(—1)*"ag + (=1)°"2agy
as; ass a1 a3
(dezvoltare dupa coloana a doua),
a1 a2 a13 o1 g
1
ast az as | = (—1)1"3ays
aszp as2
asz;p asz ass
243 air  a12 313 a1 a12
+(=1)*"ay3 + (=1)*az3
azp as2 a1 a2

(dezvoltare dupa coloana a treia).
1.2.20 Relatiile anterioare pot fi generalizate si utilizate in calculul determinantilor.

1.2.21 Propozitie. Fie K unul dintre corpurile R, C. Daca

ailp aiz - Qi
A= T e My (),
anl Aap2 - Qpp
atuncs
det A = Z(—l)H—] aij det Aij = Z(—l)H—] aij det Aij (14)
i=1 j=1

unde A;; este matricea care se obtine din A eliminand linia i si coloana j.
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1.2.22 Propozitie. Oricare ar fii,k € {1,2,...,n} avem

- ; 0 daci i+ k
Zaij (—1)k‘+J det Akj = { det A daci i i (1.5)
j=1

notatiile fiind cele din propozifia anterioard.

Demonstratie. In cazul ¢ = k afirmatia rezulta din propozitia anterioara. In cazul

1 # k relatia rezulta dezvoltand dupa linia k determinantul cu doua linii identice

ail a2 -+ Gin
a1l Qi o Qip
)
a1l Qi o Qip
Gpl Aan2 - Gpn
obtinut inlocuind in
ail a2 - Glp
i1 Q2 - Qin
ag1 Qg2 - Qgp
an1 Ap2 -+ Gpp
linia k cu linia 7.
1.2.23 Teorema. Matricea
ailr a2 -+ Qip
a1 G2 -+ Q2p
A= € Mpun(K)
an1 QAp2 -+ Gpp

este inversabild dacd si numai dacd det A #£ 0, si inversa ei este
(—1)1+1A11 (_1)2+1A21 (_1)n+1An1

1 (_1)1+2A12 (_1)2+2A22 (_1)n+2An2

-1 _
A ~ detA  (16)

(_1)1+nA1n (_1)2+nA2n (_1)n+nAnn
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notatiile fiind cele din propozitiile anterioare.
Demonstratie. Afirmatia rezulta din propozitia anterioara.

1.2.24 Sistemul de n ecuatii liniare cu n necunoscute
ann i +aipxs+ -+ a1 T, = by
a1 1 + a2 T2 + -+ + a2, Ty = by

Ap1 T1 + A2 T2 + -+ + Qpp Ty, = by

se poate scrie sub forma

Az =b
daca se utilizeaza notatiile
a1 a2 -+ Aip x1
T
az1 Qg - aQ 2
A= ", T = , b=
Gn1 Ap2 - Aapn Tn,
1.2.25 Teorema (Cramer). Dacd
air aiz -+ Qip
a1 Qg - Qp
U 70,
an1 Qp2 -+ Gpp
atunci sistemul
a1+ apx2 + -+ a1y Ty = by
a91 X1+ G2 X2 + -+ + Aop Ty = bo
Ap1 T1 + ap2T2+ -+ + App Tp = bn
are solutia unica
by a2 Q1n ailr  a12 b1
by an aop a1 a by
bn an?2 Ann apl Aap2 bn
ai; a2 A1n ailr a2 a1n
as1 Q92 aon a1 a9 aon
anl Aan2 Ann an1  Ap2 Ann
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Demonstratie. Scriind sistemul sub forma matriceald

Axr=b>
rezulta ca el are solutia
z=A"'b.
Din relatiile (1.4) si (1.6) rezulta
by a2 - am
r = g S by (D A =g |
by Gna - Qnn
aj;; aig - by
o= g Sy by (D A= iy | 1
ani Gny - by

1.2.26 Exercitiu. Sa se verifice prin calcul direct ca in cazul a doua matrice
apl a2 bir b1z
A — s B =
ag1 Q99 b21 b22

det(AB) = detA - detB.

aveln

1.2.27 Se poate arata ca relatia det(AB) = detA-detB are loc oricare ar fi matricele

A si B de acelasi ordin. In particular, in cazul unei matrice inversabile

1
det AL = —
¢ det A

1.2.28 Definitie. Prin grup se intelege o multime G inzestrata cu o lege de compozitie

GxG— G:(a,b)—~axb

satisfacand conditiile:
1) ax(bxc)=(axb)xc Va,b,ceG;
2) exista ec G astfel incat
axe=exa=a VaeG;
3) oricare ar fi a € G exista a’ € G astfel incat

axa =a' xa=e.
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1.2.29 Multimea
GL(n,K) = { A€ Mpn(K) | det A£0 },

Inzestrata cu inmultirea, este grup (numit grupul general liniar de ordinul n).

Submultimea
SL(n,K)={ AeM,n(K) | detA=1 }

este subgrup al lui GL(n,K) (numit grupul special liniar de ordinul n).

1.2.30 Fie K unul dintre corpurile R, C gi fie matricea

ail a2 - Qi
a1 Qg -+ G2p,

A= 7T T EMuamlK).
Gpl Ap2 -+ Gpm

Prin minor de ordin k al lui A se intelege un determinant de forma

Aiyjy Qigge 0 Qiggy
Qizgr  Qiggy  ~ 7 Qigjy

)
Qiggr Qiggo "0 Qiggy

unde 1 <4 <9< ...<ipz<n gi 1<71 <jo<.o. <Jp <m.

1.2.31 Definitie. Spunem ca matricea A € M,,x, (K) are rangul r si scriem
rang A =r
dacd A are un minor de ordinul r nenul si toti minorii de

ordin mai mare sunt nuli.

1.2.32 Propozitie. Matricea A € Myym(K) are rangul v daca are un minor de

ordinul r nenul si toti minorii de ordin r+1 sunt nuli.

Demonstratie. Conform relatiei (1.4), orice minor de ordinul r 4+ 2 (sau mai mare)

se poate exprima ca o combinatie liniara de minori de ordinul r + 1.

1.2.33 Propozitie. Daca matricele A, B sunt astfel incat AB exista, atunci

rang (AB) < rang A st rang (AB) < rang B.
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Demonstratie. Orice minor de ordin r al lui AB este o combinatie liniara de minori

de ordin 7 ai lui A

(AB)iyj, (AB)iyj, Airky Ak,
: : = > BijiBrg| :
(AB)i, j, (AB);,j, | ook Aiky Airk,
si in acelagi timp o combinatie liniara de minori de ordin r ai lui B.
(AB)iyj, (AB)i,j, Bpyj Biyj.
: : = > AigyAik, | :
(AB)i, j (AB)i,j, | ke B, B, j,
1.2.34 Daca elementele matricei
an(t) a12(t) >
At) =
2 < ag1(t)  az(t)
sunt functii derivabile, atunci utilizand definitia
A(t) — A(t
A/(to) — lim ( ) ( 0)’
t—to t— to
obtinem
lim a11(t)—ai1(to) lim a12(t)—ai2(to)
Al(to) _ t—)t() —t() t_>t0 t—t() _ a/n(to) a12(t0)
lim 2t®=az(t) |, a22(t)—az(to) ay (to) a(to) )’
t—to =t t—to t=to

adica formula

d [(an(t) a2(t) \ [ a)i(t) a)y(t)
(ot o) = (6 226)

In cazul determinantului

Z;Eg Z;zg; = a11(t) aza(t) — a12(t) ax (1),
formula de derivare se poate scrie sub formele
a | au®) an®) || an(t) an) N an(t) ajp(t)
| an() an(t) ag (t)  azn(t) agi(t) ag(t)
a | au(®) an(t) || an(t) ap) N ar1(t) ai2(t)
| an() an() ag(t) aza(t) agy () agy(t)
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Formulele obtinute se pot generaliza usor.

1.3 Matrice diagonalizabile

1.3.1 Definitie. Prin valoare proprie a unei matrice patrate A€ M,,x,(C) se

intelege orice solutie a ecuatiei det(A—\I)=0, adica a ecuatiei

ail—A  aip - aip
a1 ax—A - a2n 0
anl an2 ce ann_)‘

1.3.2 Definitie. Spunem despre o matrice A€ M,,«,,(C) ca este diagonalizabild
daca exista S € M, x,(C) inversabila gi A1, ..., A\, €C astfel incét

M O - 0
0 N -+ 0
A=s"1{ 7 s (1.7)
0 0 - A\,
1.3.3 Deoarece I = S~15 avem
A1 — A 0 e 0
0 Ag— A .- 0
A—- N =5"1 _ , _ , S,
0 0 A — A

sl prin urmare
det(A—=AI) = (A = A)(A2—=A) - (A = N).
Valorile proprii ale matricei diagonalizabile A sunt numerele Ay, As, ..., Ap.

1.3.4 Din relatia (1.7) rezulta ca, in cazul matricei diagonalizabile A, avem

det A =X Aa... N\, si trA=A+Ao+...+\,.
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1.3.5 Daca A este diagonalizabila, din (1.7) rezulta ca

Moo

. . 0 X5 . 0
A =S~ . i S, oricare ar fi ke{0,1,2

0 0 --- A

Dacd A\ Az ... A\, #£ 0, atunci A este inversabila,

MO0 -0
e 0 )\2—1 e 0 5
0 0 A
si
Moo o0
AF=5-1 0 )\5 0 S, oricare ar i ke{...,—2,—-1,0,1,2,...}.
0 0 A
1.3.6 Daca matricea (1.7) satisface conditiile Ay > 0, Ao >0, ... , A, > 0, atunci
\/)\_1 0 0
ot OOV g
0 0 . Jn
are proprietatea M?=A si definim
\/)\_1 0 0
viest| O VR0
00 e VA

In general, matricea M cu proprietatea M2 = A nu este unica.
De exemplu, daca A1 > 0, Ay > 0, atunci

.y
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1.3.7 Utilizand relatia

adevarata oricare ar fi zE(C, se poate arata ca

oo
k=0 k!

<1
> A=
k=0

0

o Ak

0 k=0 Tt

1.3.8 Definitie. Ezrponentiala matricei diagonalizabile

A=8"1

este matricea

SIS
k: =

k=0
1.3.9 Daca A este diagonalizabila,
A=85"1| :
0
si t este un parametru real, atunci

Mt oo 0

tA=S—1[ . ]85 e

0 - At

A1 0
0 A

0 0

tA :S—l
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si
Apert .. 0
d tA _ ¢-1
aet S : . : S
0 o
A - 0 eMt L. 0
=St ¢ oSSt e | S=Aeh
0 - A\, 0 ... et
1.3.10 Daca matricea (1.7) satisface conditiile Ay > 0, Ay > 0, ... , A, > 0, atunci
In\y O - 0
L 0 Inki --- 0
M=5" : . . S
0 0 cooIn Ay,
are proprietatea eM = A si definim
Inxy 0 .- 0
0 Ink --- 0
InA=5"" . . ] . S.
0 0 -+ In\,

1.3.11 In general, daci f : J —> R este o functie si matricea (1.7) satisface conditia

A, Ag, ..y Ap € J, atunci putem defini matricea
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1.4 Matrice hermitiene

1.4.1 Definitie. Adjuncta (conjugata transpusei) matricei

ail a2 a1m

az1 a2 aom

A= _ € Mysm(C)
anl Aan2 Anm
este matricea

ail;  a21 an1
o a2 G2 - Gp2
C_le (_12m o C_an

1.4.2 Adjuncta unei matrice cu elemente reale este transpusa

A* =14 oricare ar i A€ My xm(R).

)

1.4.3 Aplicatia M xm(K) — Mpxn(K) : A — A* este conjugat liniara
(A+B)"* = A"+ B*, ()" = a A”,

(AB)* = B* A", (A%)* = A.

1.4.4 Definitie. O matrice hermitiana (autoadjuncta) este o matrice patrata

ailr - Qln

A= oo € My xn(C)

an1 -+ Gpp

care coincide cu adjuncta ei (A* = A), adica satisface relatia

Qi = Qjj, Vi, j € {1,2, ,n}

Matricea A este numita antihermitiana daca A* = —A.

1.4.5 Orice matrice A este suma dintre o matrice hermitiana si una antihermitiana,

1 1
A=A+ A7) + (A= A7),
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1.4.6 Matricele Pauli (pag. 14-17) sunt hermitiene si pentru orice matrice
hermitiand A € May2(C) exista ag, a1, as, az €R, unic determinate,
astfel Incat

1
A= 5 (aof + a101 + ag09 + a303) .
Aceasta relatie se poate scrie sub forma
1
A= 5((10[—1—(1-0)
utilizand notatiile
a=(a,az,a3) si o= (01,02,03).

In particular, avem tr A = q.

1.4.7 Orice matrice hermitiana este diagonalizabila (a se vedea pag. 137-12).

1.5 Matrice unitare si ortogonale

1.5.1 Propozitie. Daca A € M, x,(C), atunci relatiile
AA* =1, A" A=1I  Al—a

sunt echivalente.

Demonstratie. Daca A A* = I, atunci A este inversabila,
AA*=]1 = detAdetA"=detlI=1 = detA#0

si inmultind relatia A A* = I la stanga cu A~! obtinem A~! = A*. Similar, dac#

A* A =1, atunci A este inversabila,
A*A=1 — detA*detA=detI=1 = detA+#0
si inmultind relatia A A* = I la dreapta cu A~! obtinem A~! = A*. Evident, relatia
A~1 = A* implici celelalte dous relatii.
1.5.2 Definitie. O matrice A€ M, x,(C) este numita matrice unitara daca
A*A=1
(conditie echivalentd cu A™1=A* gicu AA*=1I).
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1.5.3 Dacd A este matrice unitars, atunci [detA| = 1. Intr-adevir,

A*A=] = detAdetA*=1 = |detA?®=1.

1.5.4 Multimea
Un) ={ AeMnxn(C) | A" A=I},

Inzestratd cu inmultirea, este grup (numit grupul unitar de ordinul n).

Submultimea
SUMn)={AeU(n) | detA=1 }
este subgrup al lui U(n) (numit grupul special unitar de ordinul n).
1.5.5 Orice matrice unitara este diagonalizabila (a se vedea pag. 154-9).
1.5.6 Propozitie. Daca A € M, x,(R), atunci relatiile
AA =1, AA=1, A7l =14
sunt echivalente.
1.5.7 Definitie. O matrice A€M, x,(R) este numita matrice ortogonala daca
"AA=1T

(conditie echivalenta cu A1 ='A sicu AA=I).
1.5.8 Daca A este matrice ortogonala, atunci detA € {—1,1}.
1.5.9 Multimea
On) ={ AcMuxn(R) | 'AA=I},

inzestratd cu inmultirea, este grup (numit grupul ortogonal de ordinul n).

Submultimea
SO(n)={A€O(n) | detA=1 }

este subgrup al lui O(n) (numit grupul special ortogonal de ordinul n).
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1.6 Produs tensorial de matrice

Elemente de Algebra liniara

1.6.1 Definitie (caz particular). Suma directd a matricelor

ay

— 2
A=| aof

3
aj

a3

a3

3
as

este matricea bloc-diagonala

A®B=

1
ay

2
aj

3
aj

0
0

,  B=
ay al 0
a3 a% 0
a3 a3 0

0 0 bl

0 0 b

bi
bt

0
0
0
b}
b3

b}
b3

Definitia se poate usor extinde la matrice arbitrare.

1.6.2 Definitie (caz particular). Produsul tensorial al matricelor

by
B:<b2
1

1
aj

_ 2
A=| o}
3

aj

este bloc-matricea

A®B =

adica

ajby
ajb?
aiby
aib?
aiby

312
ayby

A® B =

1

a3 a3 |,
3 3
ay as
1 1 1
a;B a;B a3zB
aiB a3B a3B
3 3 3
aiB a3B a3B
121 171 1p1 171
aiby azby asb; azb;
112 172 132 112
aib; azby asbs  azbi
21 271 231 271
atby a3by azby azby
2712 272 212 2792
atb; azby azb; azby
371 321 331 311
arby asby azby azby
ajbs a3bi a3y ajdi

)

azh;
a3h3
a3b}
a3b3
a3bl

37,2
azbs

Definitia se poate usor extinde la matrice arbitrare.

b}
b3

Produsul tensorial mai este numit produs direct sau produs Kronecker.
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1.6.3 Exemple. Avem

01 00

1 0 0 1 1 0 0 O
I®O’1=<01>®<10>: 000 1 ,

00 10

00 10

0 1 1 0 0 0 0 1

01®I:<1 0>®<0 1>: 1000

01 00

1.6.4 Se arata usor ca produsul tensorial are urmatoarele proprietati
(0tA)® B=A® (aB) = a(A® B);
(A+B)® C=A®C+B®C;
AR(B+C)=A®B+A®C;
AR (Be(C)=(A® B)® C,
{A® B) ='A®'B.
1.6.5 Exercitiu. Aratati ca
tr (A® B) = (tr A)(tr B).
1.6.6 Teorema . Daci A,C € My xn(K) si B,D € M, xm(K), atunci
(A® B)(C® D)= AC ® BD.
Demonstratie. A se vedea pag. 94-20
1.6.7 Daca A € My xn(K) si B € Mxm(K), atunci
ARB=(A®I,)I,® B) det(A ® B) = (det A)™(det B)".
Daca matricele A, B sunt inversabile, atunci A ® B este inversabila si

(AoB)'=A"1e B "

1.6.8 Teorema.
Daca matricele A, B sunt hermitiene, atunci A ® B este hermitiand.

Daca matricele A, B sunt unitare, atunci A ® B este unitard.
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Demonstratie. Avem

(AR B)'=A*®B* s (A®B)(A®B)*=(AA")® (BB").

1.6.9 Exercitiu. Fie A€ M, (K), BE Myxm(K) i C=A® I,,,+1, ® B.
Aratati ca

[A® I, I, ® B] =0, e =etwel.

1.6.10 Teorema. Daca a este valoare proprie a matricei A€ My xn(C) si
b este valoare proprie a matricei B € My, xm(C), atunci:
ab este valoare proprie a matricei AR B;

a+b este valoare proprie a matricei AQI+IRB.

Demonstratie. A se vedea pag. 188-6.

1.6.11 In cazul produsului tensorial este avantajoasa folosirea perechilor de indici
pentru indexarea liniilor si coloanelor. Utilizand prescurtarea ij = (i, j)

si ordonarea lexicografica, avem

{1,2,3) x {1,2} = {11,12,21,22,31,32}.
Produsul tensorial (1.8) poate fi privit ca fiind aplicatia
A®B:{11,12,21,22,31,32} x{11,12,21,22,31,32} — K, (A®B)Y,=A} BJ,
si avem

11 11 11 11 11 11
Qi1 Qgp Qo Qg Gz Q3p
12 12 12 12 12 12
Qi1 Qg3 Qo1 Qo Qg Q33
21 21 21 21 21 21
A9 B— ayp Qg Qyp Qpy Q31 A3y
T a2 a2 a2 o2 a2 o2

11 12 Qo1 22 Q31 Q3
31 .31 .31 31 31 .31
Q11 Qqp Qop Qo Q31 Q3
32 32 32 32 32 32
Qi1 Qg3 Qo1 Qo Q3] Q33

, unde aggzaﬁc by.

1.6.12 Definitie. Pentru o matrice descrisa utilizand perechi de indici

_ (pig
re ()
1<i k<n, 1<j,6<m

se pot defini doua urme partiale $i anume,



Matrice si determinanti

n
try T = (Z T;g> :
i=1

1<j,6<m

m

_ ij
o T = | Y T2
j=1

1<4,k<n

1.6.13 In cazul produsului tensorial (1.8) avem

3
tr; (AR B) = (Za ) :(Zagb;) —=(tr A)B
1<5,4<2 =1 1<5,4<2

2
try (A®B) = Za = Za}; bg =(tr B)A.
1<ik<s \J=1 1<ik<3
Relatiile obtinute,
tr; (A®B) = (tr A)B trg (A®B) = (tr B)A

au loc oricare ar fi matricele A si B.

1.6.14 Matricea trq T este o suma de blocuri diagonale

T Ty T Ty

NEE L S IR ARG
Tl 1 Tl 2 T2 1 T22 Tl 1 Tl 2 T2 1 T22
T TE TE TH

iar tro T are ca elemente urmele tuturor blocurilor

11 1l 1l il 11 1l 711
Ty Ty Ty Ty e (T Tig e[ 720
T2 Tl2 l2 2 T T2 T12
trs 11 12 21 22 o 21
21 21 21 21 | T
T T Tor Top . T2 T2 ‘ Ty
22 22 22 22 r 22 22 r
Iy Ty T 1o Ty T3 T3¢

1.6.15 Propozitie. Oricare ar fi matricele A, B, avem

(tra (A®B)) ® (tr1 (A®B)) =

11
T22
12
T22
21
T22
22
T22

(tr (AR B)) A®B.

)

)
)

37
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Demonstragie. Consecinta directa a relatiilor

tr; (A®B) = (tr A)B, tro (A®B) = (tr B)A, tr (A® B) = (tr A)(tr B).

1.6.16 Matricea
T Ty Ty Ty

100 1

| T o | [oo0 o0
2Tl TH TH 00 00
100 1

TR TH T T3
nu este produsul tensorial a doud matrice A, B € Mayx2(K) deoarece

(tr2 T) ® (tI‘l T) 7§ (tr T) T.

1.6.17 Teorema. Daca T este o matrice descrisa cu perechi de indici

_ (pid
T= (Tld) . . ’
1<i k<n, 1<j,6<m

atunci
tr ((A® I,)T)=tr (AtryT), oricare ar i A€ M, (C),

tr (I, ® B)T)=tr (Btr1T), oricare ar i B& M,xm(C).

Demonstratie. Avem

tr (A0 L) T) =3 Y (A® 1), Th = ZZAZ 5T = ZAZ (traT)F =tr (A troT),

o ke "1

7]

tr((In®B)T):ZZ(In@)B)}gZTZ’;Z_ZZ(SZ B) TH = ZB] (tr1T)=tr (Btr,T).
i.j kit [ ke

1.6.18 Definitie. In cazul oricirei matrice descrise folosind perechi de indici

— (7%
T= < ké) . )
1<i,k<n,1<jl<m

se pot defini doua transpuse partiale si anume

tip (tlTij) tiij _ ok
= unde 715 =T
M) 1<ik<n, 1<), <m”’ ke e

o = ("1} unde T = 7
k) 1<ik<n, 1<j,e<m” ke ki



Capitolul 2

Spatii vectoriale
finit-dimensionale

2.1 Spatii vectoriale

2.1.1 Definitie. Fie K unul dintre corpurile R, C. Un spatiu vectorial peste K

este o multime V considerata Impreuna cu doua operatii

+: VXV —V: (2,y) = x+y (adunarea),
2 KxVY —V: (a,7) = ax (inmultirea cu scalari)
satisfacand urmatoarele axiome:

(x+y)+z=x+ (y+2), Va,y,z € V;

exista un element 0 € V astfel incat 04+ =2+ 0 = =z, Vo € V;
oricare ar fi z€V exista —z €V astfel incat z + (—z) = (—z) + = = 0;
r+y=y+zx, Vz,y € V;

alz +y) = ax + oy, Va e K, Vz,y€V;

(a+ B)x = ax + Pz, Va,B8 € K, Ve V;

a(fzx) = (af)z, Va,8 € K, Vx eV

lz = x, Ve e V.

® N o o W o=

2.1.2 Elementele spatiului V sunt numite vectori, iar cele ale lui K scalari.
Un spatiu vectorial peste R este numit spatiu vectorial real, iar unul

peste C spatiu vectorial complex. In loc de x+(—y) scriem z—y.
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2.1.3 Propozitie. Daca V este spatiu vectorial, atunci:

a) ar=0 <= a=0 or z=0;
b) a(—z) = (—a)r = —ax;
) alr—y)=ar—ay;

d) (a—p)xr=ax— px.
Demonstratie. a) Avem

0z =(0+0)x =0x+0x = Oz =0,

a0+0)=a0+a0 = a0=0,

Z”;:OO } — x:éO:O.
b) 0=al=a(z+(—z)) =ar+a(-zr) = a(—x)=—az,

0=0=(a+(—a)z=ar+ (—a)r = (—a)r=—axz.
c) alz —y) =alz + (—y)) = ax + a(—y) = az — ay.
d) (a=PB)x=(a+(-P))z =azx+ (-f)zr = ax — Pz.
2.1.4 Exemplu. (R3,+,-), unde
(z1, 22, 23) + (Y1,Y2,¥3) = (z1 + Y1, 22 + Y2, 23 + ¥3),
axy, e, x3) = (a1, g, 3)

este un spatiu vectorial real.
2.1.5 Exemplu. Multimea de matrice
T11 T2 T13
Moy3(R) = zi; €R
23 (R) {( To1 T2 T3 ) ‘ Y }

are o structura de spatiu vectorial real definita prin

T11 T12 13 I Yy Y12 Y13\ _ ( Tty T2+ Y12 Ti3+ Y3
To1 X2 T3 Y21 Y22 Y23 T91 + Y21 T2 + Y22 Ta3 + Y23

of T T2 713 ) _ [ QT QT 0313 )
To1 T2 T23 Qg1 QT2 (T23
2.1.6 Exemplu. Multimea F(R,C) a tuturor functiilor ¢ : R — C are o

structura de spatiu vectorial complex definita de

(o + ) (x) = o(z) + (),
(ap)(z) =ap(z), YaeC.
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2.1.7 Exemplu. R este spatiu vectorial real in raport cu adunarea si inmultirea.

2.1.8 Exemplu. (C,+,-), unde

(1 +y1i) + (w2 + yoi) = 21 + 22 + (Y1 + ¥2)i,
alr+yl) = ar + ayi, Ya €R,

este un spatiu vectorial real.

2.1.9 Exemplu. C are o structura de spatiu vectorial complex in raport cu

adunarea si inmultirea numerelor complexe.

2.1.10 Definitie. Fie V un spatiu vectorial peste K. Prin subspatiu vectorial al

lui V se intelege o submultime W C V satisfacand conditia

x,y €W
a,ﬁeK}:Qx+ﬁy€W' (2.1)

2.1.11 Propozitie. Submultimea W CV este subspatiu vectorial dacd $i numasi

daca urmatoarele conditii sunt tndeplinite:

xeW

a) yeW} = z+yeW, (2.2)
reW

b) aEK} = azxr € W. (2.3)

Demonstratie. (2.1) = (2.2): Alegem o = = 1.
(2.1) = (2.3): Alegem 3 = 0.
(2.2) & (2.3) = (2.1):
z,y €W (23) areW (2.2)
kB e ) B eraew

2.1.12 Orice subspatiu vectorial YW C V are o structura de spatiu vectorial,
operatiile fiind cele induse din V.

2.1.13 Exercitiu. Sa se arate ca

W= {x=(21,22,23) ER® | 2y + 23+ 23 =0}

este un subspatiu vectorial al spatiului V = R3.
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Rezolvare. Fie x = (x1,x2,23) € W, y = (y1,Y2,y3) € Wi o, 8 € R. Avem

reW = x1+29+23=0
yeW = y1+y2+y3=0

} = axy + By1 + axg + By2 + axs + Byz =0,
ceea ce arata ca ax + By = (axy + By, axs + By, axs + Pys) € W.
2.1.14 Exemplu. Multimea

W:{xz(xlax2ax3)€R3 xl+2x2_$3:0 }

Ty —x9+23=0

este un subspatiu vectorial al spatiului V = R3.
2.1.15 Exemplu. Multimea solutiilor unui sistem liniar omogen

a1121+a1222+ 01,2, =0

W= CC_(Cﬂl o T )ER” a21%1+a22T2+a2,T, =0
- - b PR n

ag121+apa22+agpTn =0
este un subspatiu vectorial al spatiului V = R".

2.1.16 Exemplu. R={x =2 +0i | x € R} C C este un subspatiu vectorial

al spatiului C considerat ca spatiu vectorial real.

2.1.17 Exemplu. W ={ f:R — R | f derivabila } este un subspatiu vectorial
al spatiului V={ f: R — R | f continua }.

2.1.18 Exemplu. Multimea matricelor simetrice
W = {AGngg(R) ] tA:A}
este un subspatiu vectorial al spatiului
a1 a12 a13
Mszu3(R) = A= | a1 ax a a;; € R
az1 az2 ass

al tuturor matricelor cu trei linii si trei coloane.
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2.1.19 Propozitie.

Daca V este spatiu vectorial peste K gi {vi,ve,...,0,} CV, atunci

def
span {vy, va, ..., Up } = { a1 +gua+ ... +apuy, | aq, ag,...,a, €K }

este subspatiu vectorial al lui V, numit subspatiul generat de {v1, va, ..., v, }.

Demonstratie. Avem
AMa1vr 4+ agvg + ... + anvy) + p(Brvr + P2z + ... + Buvn)
= (Aa1 + pfB1)vr + (Mg + pfa)va + ... + (A + 18y vn.
2.1.20 Definitie. Spunem ca {v1,ve,...,v,} este un sistem de generatori pentru ¥V
sau ca {vy,ve, ..., U, } genereaza spatiul V daca

span {vy,vg, ..., Uy } =W.

2.1.21 Daca {v1,v9,...,v,} este un sistem de generatori pentru V, atunci orice

vector x €) se poate scrie sub forma

T = QU1 + U2 + -+ + QpUn.

2.1.22 Exercitiu. Sa se arate ca vectorii v; = (1,1) si va = (1, —1) formeaza un

sistem de generatori pentru spatiul vectorial R2.
Rezolvare. Avem de aritat ci R? = span{vy,v2}, adica
R? = {a1(1,1) + aa(1, —1) | a1, ag € R}.

Evident, {a1(1,1) + as(1,—1) | a1, as € R} € R2. Raméane de aritat incluziunea
inversa. Fie x = (z1,29) € R2. Aratim ca existd ai, s € R astfel incat
T = a1v1 + Qova,

adica (z1,z2) = aq(1,1) + as(1,—1), ceea ce este echivalent cu

(x1,22) = (1 + @z, 01 — a2).
Aceasta relatie se mai poate scrie
o1+ a2 =11
{ a1 — g = Ty
si conduce la
r1 + T2 X — X2

@1:T7 Qg = B
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2.1.23 Exercitiu. Si se arate ca in R? avem
span{(1,2,3),(—1,1,0)} = span{(1,2,3),(-1,1,0),(0,3,3)}.
Indicatie. Avem (0,3,3) = (1,2,3) + (—1,1,0).

2.1.24 Propozitie. Daca {vy,va,...,v,} este un sistem de generatori pentru V
astfel incat exista k € {1,2,...,n} cu
Vg = Z i (%R
itk
atunci {vy,va, ..., \{vr} este sistem de generatori pentru V.

Demonstratie. Orice vector x € V este o combinatie liniara de vy, v, ..., v,. Dar
n
Tr = Zaivi = = ZO&,‘UZ' +ak2)\,~vi = Z(Oél —i—ozk)\i)vi.
i=1 ik i#k i#k

2.1.25 Definitie. Spunem ca spatiul vectorial V este finit generat daca admite

un sistem de generatori finit.

2.1.26 Conwventie. Daca nu se mentioneaza contrariul, spatiile vectoriale considerate

in continuare vor fi presupuse finit generate.

2.1.27 Propozitie. Urmatoarele doud afirmatii sunt echivalente:
a) Niciunul dintre vectorii vy, v, ..., U, Nu Se poate scrie ca o
combinatie liniard de ceilalfi;
b) relatia ayv1 + ave + - - - + apv, = 0 este posibila numai dacd

ar =g =---=a, =0, adica
a1v1+...+anvn:0 E alzzanzo

Demonstratie. a)=-b) Presupunand, de exemplu, ca relatia ajvy + -+ + v, = 0

are loc pentru «,, # 0 obtinem

an an Qn
b)=-a) Daca, de exemplu, avem v,, = f1v1 + B2vs + - -+ + Br—1v,—1, atunci

Bivr + Bovg 4 -+ 4+ Bp_1vp—1 — v, = 0,

adica a; = --- = a,, = 0 nu este singurul caz in care ajv; + - - - + a,v, = 0.
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2.1.28 Definitie. Sistemul de vectori {v1,va,...,v,} este liniar independent daca

avi +agvg+ -+ apv, =0 — o =ay=---=q, =0.

2.1.29 In cazul unui sistem de vectori liniar independenti niciunul dintre vectori

nu se poate scrie ca o combinatie liniara de ceilalti vectori.

2.1.30 Exercitiu. S se arate ci vectorii v1 = (1,2) si v2 = (—1,3) din R?
sunt liniar independent;i.
Rezolvare. Fie ajv1 4+ asvy = 0, adica
a1(1,2) + as(—1,3) = (0,0)
(a1,2a1) + (—ag,3a2) = (0,0)
(o — a2,20q + 3a2) = (0,0).
Ultima relatie este echivalenta cu sistemul
{ ap—ag =0
201 +3a9 =0
care conduce la a; = a9 = 0.

2.1.31 Exercitiu. Un sistem de vectori liniar independenti nu poate contine

vectorul nul.

Rezolvare. Daca v, = 0, atunci Ovy + Ovg + - - - + 0vp_1 + 1v, = 0.

2.1.32 Orice subsistem al unui sistem de vectori liniar independenti este un sistem
de vectori liniar independent;.

2.1.33 Propozitie. Daca {v1,...,v,} este un sistem de vectori astfel incat niciunul
dintre ei nu este combinatie liniara de cei scrisi in fata lui,

atunci {vy,va, ..., v, } este un sistem de vectori liniar independenti.
Demonstratie. Fie
U1 + ooy + - + apu, = 0. (2.4)

Trebuie ca «, = 0 deoarece in caz contrar

aq a2 Op—1
Up = ——V] — —VUg — -+ —
Qp Qp On

Un—1,
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adica v, este combinatie liniard de vectorii scrisi in fata lui. Avand in vedere ca

Ov, = 0, relatia (2.4) se mai scrie
a1v1 + asvg + -+ + 10,1 = 0.

La fel ca mai sus se arata ci a,_1 =0, apoi a0 =0, ... , a3 = 0.

2.1.34 Din orice sistem de generatori ai unui spatiu vectorial V se poate obtine
un sistem de generatori liniar independenti eliminand succesiv vectorii care se pot
scrie ca o combinatie liniara de vectorii aflati inaintea lor. Mai exact, plecam de
la sistemul de generatori {vy,vs,...,v,} si aplicAm urméatoarele operatii sistemului

rezultat in etapa anterioara:

a) eliminam primul vector daca acesta este nul;

b) eliminam al doilea vector daca acesta se obtine din primul prin inmultirea cu

un scalar;
c) eliminam al treilea vector daca acesta este combinatie liniara de primii doi;
d) elimindm al patrulea vector daca acesta este combinatie liniara de vectorii

precedenti, etc.

2.1.35 Exercitiu. Sa se obtina un sistem liniar independent plecand de la sistemul
de vectori {vq,v2,v3,v4,v5} C R*, unde v; = (0,0,0,0),
ve=(1,0,—-1,1), v3=(2,0,-2,2), v4=(1,1,1,1), v5=(2,1,0,2).

Raspuns. {ve,v4}.

2.1.36 Definitie. Prin bazd a unui spatiu vectorial se intelege un sistem de

generatori format din vectori liniar independenti.

2.1.37 Pentru a arata cd B={v1,v2,...,v,} este baza in V avem de aratat ca:
a) 'V =span{vy, vy, ..., Un};
b) ajvy+asve+--+av, =0 = aj=ay=--=a,=0.

2.1.38 Propozitie. Daca B = {v1,v9,...,v,} este bazd in V, atunci orice vector

x €V se poate scrie in mod unic sub forma

T = o1V + U2 + -+ QpUn
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(numerele o, o, ... , oy, se numesc coordonatele lui x in baza B).

Demonstratie. Deoarece B genereaza spatiul V exista ag, as, ..., a, in K astfel incat

T =001 + ava + -+ + apvp.
Relatia

a1v1 4+ pUa + -+ apvy, = Brvr + Pava + -+ Bruy,

echivalenta cu
(a1 = Br)v1 + (a2 — B2)va + -+ - + (an — Bn)vn = 0,

conduce la a1 —051=0, as—0F2=0,... , a,,— B, =0, adica a3 =1, ao=[o,... , an=[y.
2.1.39 Exercitiu. Si se arate cia B = {e; = (1,0), ez = (0,1)} este bazi in R
Rezolvare. B este sistem de generatori: oricare ar fi (z1,22) € R? avem

(x1,22) = (21,0) 4+ (0,22) = 21(1,0) + 22(0,1) = z1€1 + x2€9.
B este sistem de vectori liniar independenti:

aje; +ageo =0 = 041(1,0) + OéQ(O, 1) = (0,0) = (011,012) = (0,0)

2.1.40 Propozitie. Daca V este un spatiu vectorial,
M = {vi,v9, ..., }
este un sistem de vectort liniar independenti si
S =A{wy,wy, ..., w }

este un sistem de gemeratori ai lui V, atunci:
a) n<k;
b) sistemul de vectori M se poate completa pana

la 0 bazd a lui V adaugand vectori din S.

Demonstratie. a) Vectorul vy, este nenul deoarece sistemul de vectori liniar independenti
M nu poate contine vectorul nul. Acest vector este o combinatie liniard de wy, wa, ..., Wg.
Deoarece cel putin unul dintre coeficientii acestei combinatii liniare este nenul, din
sistemul de generatori {vy,, w1, wa, ..., wk} se poate elimina un vector astfel incat el

sa ramana in continuare sistem de generatori. Vom elimina primul vector care este
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combinatie liniard de cei aflati Inaintea lui. Vectorul eliminat este unul dintre vec-
torii wy, wy, ..., wg si-l notam cu w;,. Consideram in continuare sistemul de vectori

liniar independenti

M1 = {1)1,’[)2, ...,Unfl}

sistemul de generatori

Sl = {’Un, Wi, W2y ..., ’U)k}\{’w“}

si facem aceleasi operatii, adica luam v,_; din Mj, 1l adaugam la Sy si elimindm
primul vector w;, care este combinatie liniara de cei aflati in fata lui. Rezulta astfel

sistemul de vectori liniar independenti
M2 = {1)1, V2y veny ?}n_g}
si sistemul de generatori

So = {vp—1, v, w1, Wa, ..., wi }\{w;, , w;, }.

Procesul poate fi continuat pana introducem toti vectorii sistemului de vectori liniar
independenti M in sistemul de generatori, ceea ce arata ca n < k.
b) Dupa introducerea tuturor vectorilor din M in sistemul de generatori se obtine

un sistem de generatori

Sy = {v1, 02, ooy Uy W1, Wy ey Wi P\ { Wiy, Wiy ooy Wi, }e

Eliminand vectorii care sunt combinatii liniare de cei aflati in fata lor rezulta o baza

care contine vectorii din M.

2.1.41 Teorema. Oricare doud baze ale unui spatiu vectorial V

contin acelasi numar de vectori.

Demonstratie. Fie B = {e1,e2,....en} si B = {e],¢h,....e}.} doud baze ale lui
V. Fiecare dintre ele este atat sistem de vectori liniar independenti cat si sistem
de generatori pentru V. Conform propozitiei precedente trebuie sa avem simultan
n<ksgk<n.
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2.1.42 Definitie. Spunem ca spatiul vectorial V' are dimensiune n gi scriem
dimV =n

daca V admite o baza formata din n vectori.
2.1.43 Notatie. Pentru a indica corpul peste care este considerat V scriem dimgV .

2.1.44 Exercitiu. Sa se arate ca:

a) dimgR? =2

b) dimg{(z1,70,23) ER3 |21 + 29+ 23 =0} =2
¢) dimpC =2

d) dimcC = 1.

Rezolvare. a) {e; = (1,0), ez = (0,1)} este baza a lui R?.
b) Din
{(z1,72,23) ER3 | 21 + 22+ 23 =0} = {(21,72, 71 — 22) | 71, T2 € R}

= {.%'1(1,0,—1) +1‘2(0,1, —1) ‘ X1, Tg € R}

rezulta ca {(1,0,—1),(0,1,—1)} este sistem de generatori. Deoarece relatia

271(1, 0’ _1) + 272(0, 15 _1) = (0? Oa 0)
conduce la 1 = x9 = 0, sistemul de generatori {(1,0,—1),(0,1,—1)} este un sistem
de vectori liniar independenti si deci o baza.

c) C={z+vyi|z,yeR} considerat ca spatiu vectorial real admite baza {1,i}.
d) O baza a lui C peste C este B = {1}.

2.1.45 MATHEMATICA: Dimensiunea subspatiului generat de o multime

In[1] :=MatrixRank[{{1,0,0}, {0,1,1}, {1,1,1}}] + Out[l]=2

2.1.46 Propozitie. a) Daca WCV este subspatiu vectorial, atunci dim W <dim V.
b) Daca WCV este subspatiu gi dim W =dimV, atunci W=V

Demonstratie. a) Fie {vy,ve, ..., v, } bazain V si {w, wa, ..., wi } baza in W. Deoarece
{wy,ws, ..., w} este sistem liniar independent in V si {v1,v9,...,v,} sistem de gen-
eratori in V rezulta ca k < n (vezi pag. 47-40).

b) Orice baza a lui W este sistem liniar independent in V si deci poate fi prelungita
pana la o baza a lui V. Deoarece dim W = dim V rezulta ca orice baza a lui W este

deja baza pentru V.
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2.1.47 Teorema (Kronecker). Daca

aip a2 - A1m
az1 Qg2 - a2m
A= . . . . € Muxm(K)
. anl Gp2 -+ Qpm
§t
alj
, agj
Ai = (a;1 app ... i), Al = . :
. [07°%1
atunci "

rang A = dimspan{A4;, Ay, ..., A, } = dimspan {A!, A, ..., A™}.

Demonstratie. Fie r = rang A. Deoarece rangul lui A nu se schimba prin permutarea

liniilor (sau coloanelor) putem presupune ca

ai; a2 ---  Qair
a21 Q22 --- A2

d= "0,
Qr1 Q2 Gpp

Aratam ci {A!, A%, ..., A"} este sistem liniar independent si c& matricele A™+1,... A™
din M,,«x1(K) sunt combinatii liniare de A!, A%, ... | A”. Din relatia

a1 A+ ap A2+ 4+, AT =0

rezulta ca

ajog + apos + - - +appe =0

as a1 + ageae + -+ agra, =0

ar101 + apo0ig + - -+ + appa, =0
Acesta este un sistem Cramer cu solutia oy = ag = --- = «, = 0. Oricare ar fi
ie{l,2,..,n}sije{l,2,..,m}, avem

aip aiz -+ G Ay
a1 azz -+ G2 A2y

=0.
Gr1 Qp2 - Gpp  Qrj

a1 A2 v Qi Gy
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Dezvoltand acest determinant dupa ultima linie, obt{inem relatia

(—1)r+2ai1)\1 + (—1)r+3ai2)\2 + -4 (_1)2r+1air)\r + (—1)2T+2aij d = 0,

unde
a2 -+ Qe aij aipr - Q-1 Q15
agz - Q2r Q25 ag1 0 Q2r—1 Q25
A = i A= )
Qr2 -+ App Ay Qr1 -+ App—1  Qrj

nu depind de i. Rezulta

» A1 r_1 A2 Ar
Qi5 = (—1) Fazl_( 1) 136%2— —(—1)13%1,
oricare ar fi i € {1,2,...,n}, adica
; Ao 12 49 1A
Al = —(=1)"—=A" — (1) =2 A —... —(=1)'—A".
(12 AL (X (-

Am aritat astfel ca dim(A!, A% ..., A™) = rang A. Deoarece rang A = rang ‘A de-
ducem ca dim(A4;, Ag, ..., A,) = rang A.

2.1.48 Exercitiu Sa se arate ca vectorii
v1 = (v11, V12, V13), vy = (a1, V22, V23), v3 = (31, V32, U33)

din R? sunt liniar independenti daca si numai daca

V11 V12 V13
vo1 oy gz | # 0.
V31 V32 V33

2.1.49 Teorema. Sistemul de ecuatii liniare

a11 1 + a1 T2 + -+ + a1m Ty, = b1
(91 X1 + a2 Ty + -+ + Aoy Ty, = bo

(p1 L1 + Q2 T2 + - -+ Apm Ty, = by,



52 Elemente de Algebra Liniara

admite solutie daca st numai dacd

air a2 - Qim air a2 - G b1

a1 Gz -+ Qm a1 @z -+ G2m b
rang = rang

anl1 Aap2 - Aapm anl ap2 -+ Aanpm bn

(rangul matricei sistemului este egal cu rangul matricei extinse).

Demonstratie. Afirmatia rezultd din teorema anterioara tindnd seama de faptul ca

sistemul considerat se mai poate scrie

ain a12 a1m b1

any a2 aom by
‘Tl .« e + ‘TQ .« e + e + xm .« e =

anl an?2 Anm bn

2.1.50 Fie
a11 1 + a2 T2 + -+ A1y Ty, = by
a91 T1 + a9 T + -+ - + Aom Ty = bo

Ap1 T1 + A2 T2 + -+ + Qpyn T, = by,

un sistem de ecuatii liniare compatibil (adica care admite solutie) si fie r rangul ma-
tricei sistemului. Schimbéand eventual ordinea ecuatiilor si indexarea necunoscutelor,

putem presupune ca

ai;p a2 ---  Qair
a1 azz - G2p ;é

0.
Qr1 Q2 v Gpp

In cazul in care r < n este suficient sa luam in considerare doar primele r ecuatii

a11 1+ a2 T2 + - 4 a1 Ty, = by
a1 1 + a2 To + -+ + Gom Ty, = bo (2.5)

ar1 1 + Qr2 T2 + -+ Qpyy Ty, = by

(numite ecuatii principale) deoarece restul de ecuatii vor fi combinatii liniare de
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acestea. Sistemul de ecuatii (2.5) poate fi privit ca un sistem Cramer

a11r1 +a12x2 + -+ a1 Tp = by — A1 1 Tpgp1 — 0 — A1 Ty

a1 1+ ag g + -+ + Agr Ty = b — A2r 41 Tpp1 — 0 — A2m Ty

ar1 T1 + A2 T2 + -+ Qpp Tp = by — Qprp41 Tyl — 00 — Qrm Tm
cu necunoscutele x1, g, ..., , (numite necunoscute principale) considerand x, 41,
, T, ca parametri care pot lua valori arbitrare. In cazul in care by = by =

-+« = b, = 0 (sistem omogen), spatiul solutiilor sistemului este un spatiu vectorial

de dimensiune m — r.

2.1.51 Conventia de sumare a lui Finstein. Utilizarea de indici superiori pentru
indexarea coordonatelor vectorilor permite scrierea unor expresii matematice sub o
forma mai simpla. Reprezentarea
_ .1 2 n
rT=x v +xv3+ - +x UV,
a unui vector z € V in raport cu o baza B = {v1,vs,...,v,} se poate scrie utilizand
conventia de sumare a lui Einstein (un indice care apare intr-un produs atat ca in-
dice inferior cat si ca indice superior este indice de sumare) sub forma
i
T =z
2.1.52 Definitie. Fie B={v1,vo,...,v,}, B ={v],v),...,v),} doud baze si
r_ 1 2 n
V] = aqu1 +ajvs + -+ ayuy

vh = advy + advg + -+ + aBu,

(2.6)
vl =alv; + a2vg + - 4 Qo
n — Gptl nv2 nUn
Matricea
1 1 1
ay  Qy ap
2 2 2
o o Qo
S — 1 2 n
n n n
ap Ay Qp

este numita matricea de trecere de la baza B la B’.

2.1.53 Utilizdnd conventia de sumare, relatiile (2.6) se pot scrie sub forma

I J. .
V; = QUj .
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2.1.54 Propozitie. Matricea S este inversabild si inversa ei

T
| &g s
gy By e By

este matricea de trecere de la baza B' la B.

Demonstratie. Fie v; = ﬁ;? v}.. Din relatiile

okt ok i I Ja . gkt
v; = B vy, = Bj o vi, v; = a; v; = o B vy,

rezulta egalitatile

Brag = ot ol Bl = oF, (2.7)
unde
5 — 1 daca i=j
771 0 dacd i #j.
2.1.55 Teorema.
vi= a{ vj = af a'
=z v.=2" v - x/i—,ﬁi-xj
= = i =P

Demonstratie. Din

VU S AN/ IO I
X ’U]—.%' V; =T Oéi?}]

rezulta relatia

care conduce la

k. j_ pk 3.0 __ sk 1 __ Ik
L Bi x! = Bj aj a” =6 x" =,
adica

z* = ﬁf 2.
2.1.56 Propozitie. Orice spatiu vectorial complex V are o o structurd naturald de
spatiu vectorial real care se poate obtine prin restrictia scalarilor si

dimgV = 2dimc¢V.
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Demonstratie. Fie {v1,va,...,v,} 0 baza a spatiului vectorial complex V. Oricare ar

fi x € V existda numerele complexe aq+ 511, as+Soi, ... , a,+ B, astfel incat
xr = (041 —i—,@li)?}l + (042 —i—,@zi)vz —+ -+ (Oén—i-ﬂni)?}n.
Scriind aceasta relatie sub forma
r=aiv + Brivy + agvg + Baivy + -+ + ay Uy + By ivp,
deducem ca
B = {vla i’Ul, V2, i’l)2, coos Uny, lvn}
este sistem de generatori pentru spatiul vectorial real V. Aratam cid vectorii care
formeaza sistemul B sunt liniar independenti peste R. Relatia
ajvy + Brivy + agva + faivg + -+ ap vp + Bpivy =0
se poate scrie
(041 —i—ﬂli)vl + (0424-521)1)2 + -+ (an—l—ﬂni)vn =0
si conduce la a1 + f1i = ag + foi =+ = ap + Bri = 0, adica la

a=pf=ay=P0==a,=p,=0.

2.1.57 Propozitie. Daca V este un spatiu vectorial real, atunci spatiul
VxV={(r1,22) | 1,22 €V }
considerat impreund cu adunarea pe componente
(w1, 72) + (y1,92) = (¥1+y1, T2 +Y2)
st inmultirea cu numere complexe
(a+pi)(z1,22) = (ax1 —Bro, axo+Sr1)
este un spatiu vectorial complez notat cu CV si
dimc®V = dimgV

(spatiul CY se numeste complexificatul lui V)



56 Elemente de Algebra Liniara

Demonstratie. Fie {v1,va,...,v,} 0 baza a spatiului vectorial real V. Aratam ca

B ={(v1,0), (v2,0), ..., (v,,0) }

este bazi a spatiului vectorial complex €V. Oricare ar fi 21, 22 € V, existd numerele

reale a1, a9, ... , ay si B, B2, ... , Bn astfel Incat
T1 = QU1 +QaaV2 4 - A 0y Up, Ty = P11+ Pava+ -+ By vn.
Deoarece i(vj, 0) = (0, vj), avem

(x1,72) = (@1v1+agv2 + -+ vy, 0) + (0, Brvr + fave + - + By vn)
— (al_}'ﬁli)(vlyo) + ((12—}—521)(1}2,0) R (an+/8n1)(vna0)

Daca
(1 +511)(v1,0) + (a2 +B2i) (v2,0) + - - - + (an+Bni)(vn, 0) = (0,0),
atunci
(a1v1 +agvg + -+ vy, Bror+ Bava+ -+ Brvp) =0
ceea ce conduce laoy =as ==, =081 =p0s=---=03,=0.

2.1.58 Scriind z1+x2i in loc de (z1,z2), obtinem
Cy = {x1422i | @1, 20€V }
si Inmultirea cu scalari
(a+Bi)(x1+x2i) = (ax1 —Px2) + (we+ L)l

coincide formal cu inmultirea numerelor complexe.

2.1.59 Definitie. Prin relatie de echivalenta pe o multime M se intelege o
submultime R C M x M cu proprietatile:
1) (z,x2)€R, VeeM (reflexivitate);
2) (z,y)eR = (y,z)eR (simetrie);
) (r,y)ER
(y,2)€ER
In loc de (z,y) € R se prefera sa se scrie 2Ry sau x~y.

} — (z,2)€R (tranzitivitate).
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2.1.60 Definitie. Prin partifie a unei multimi M se intelege o familie {M;};cs
de submultimi ale lui M cu proprietatile:
1) M; #0, VieJ
2) M;NM;=0, Vi,jeJ cu i #j

3) UiesgM; =M.

2.1.61 Propozitie. a) Daca ~ este o relatie de echivalenta pe M, atunci multimile
distincte de forma
t={yly~zx} (clasa de echivalenta a lui x)
formeaza o partitie a lui M, notata cu M /~.
b) Invers, daca {M;}icy este o partitie a lui M, atunci relatia
x ~vy daca exista i1€J astfel incat x,ye M;
este o relatie de echivalenta pe M.

Demonstratie. a) Reunind toate clasele de echivalenta obtinem multimea M si avem

& # () deoarece z € #. In plus,

A T ~ N A
reynz :>{x z - Y~z = Y=z
b) Evident, relatia ~ este reflexiva gi simetrica. Daca x ~ y si y ~ z, atunci exista
i,j € J astfel incat x,y € M; siy, z € M;. Multimile partitiei fiind disjuncte, rezulta
ca M; = M; si prin urmare r ~ 2.

2.1.62 Propozitie. Daca V este un spatiu vectorial peste corpul K si YW C 'V este
un subspatiu vectorial, atunci relafia
T~y daca ©—yewWw

este o relatie de echivalenta pe V. Multimea factor V[~

formata din toate clasele de echivalenta

t=x4+W={z4+y| yeWw}

consideratd impreund cu operatiile

T+ 19 =17, at = az,

este spatiu vectorial (numit spatiu factor gi notat cu V/W).
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Demonstratie. Avem
r—rx=0eW = z~uzx,
zT~y = z—yYeEW = y—zeW = y~uz,

T~y }:> r—yeWw

Y~z y_zew}:>x_'3:@—y)+(y—Z)GW:>x~z.

Deocarece W+W ={z+y|z,yeW }=WsiaW={az|zeW } =W, avem
(+W)+(y+W)=az+y+W, alz+W)=azx+W

ceea ce arata ca operatiile cu clase de echivalenta sunt bine definite (nu depind de
reprezentantul ales). Elementul neutru este 0 =0+ W =W, iar opusul lui & este
—i="z=—z4+W.

2.1.63 Exercitiu. Descrieti spatiul vectorial factor R?/W in cazul
W={(z,0)|zeR }.
Rezolvare. In acest caz
(@,y) ~ (&) == (z,9) - (@, y) eEW =y =y

Rezulta ca

—

(y) =@y +W={(a\y) [z eR}
§i prin urmare
R/W={(0.9) [yeR}.

Trecerea de la R? la R? /W se realizeazi “ignorand” coordonata z, adica identificand
vectorii (x,y) din R? cu acelasi y. Elementele Iui R?/W sunt clasele de echivalenta

—

(0,y), adica dreptele paralelele cu Ox.

2.1.64 Teorema. Daca W este subspatiu vectorial al lui V, atunci
dimV/W = dimV — dim W.
Demonstratie. Fie {v1,va,...,vx} 0 baza a lui W pe care o completdm pana la o

baza {v1,va, ..., Uk, V11, .., Up } & lui V. Aratam ca {Oxy1, Ogt2, ..., On} este baza a

lui V/W. Daca
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T =011 + ... + oV + Qg1 V41 + ...+ apvp €V
atunci
T=o0101 + ... + a0, + p=10k+1 + ... + OpVp = Qp410k4+1 + ... + AU
Rezulta ca {041, Ogt2, .-, Un} este sistem de generatori. Pe de alta parte, daca

Qp410k4+1 + Q420842 + ... + anp = 0,

atunci
Ok1Vk+1 + Ok42Vk42 + ... + apvy, €W
si deci exista aq, ag, ... , ai € K astfel incat
Oft1Vk+1 T Xy 2Vk42 + .. + Uy = Q101 + Qo2 + ... + OV,
relatie care conduce la ag11 = oo = ... = o, = 0.

2.2 Transformari liniare

2.2.1 Definitie. Fie V, W spatii vectoriale peste acelasi corp K . O aplicatie
AV —W: z— Az
este numita transformare liniara (sau operator liniar, aplicatie liniara) daca

A(azx + By) = aAx + Ay, Vx,y €V, Va, 5 € K.

2.2.2 Utilizam notatiile
LWV, W)={A:V — W | A este transformare liniara }

L(V)={A:V — V| A este operator liniar }.
2.2.3 Exercitiu. Daca A € L(V, W), atunci A0 = 0.

2.2.4 Exercitiu. Sa se arate ca
A:R3 —)RQ, A(ml,mg,mg) = (.%'1+2.%’2—1‘3, .%'1+.%'3)

este transformare liniara.
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Rezolvare. Fie o, 3 € K si x = (z1,72,73), ¥ = (y1,%2,y3) vectori din R3. Avem

Aoz + By) = Ala(r1, 22, 23) + B(y1, ¥2,93))
= A((aw1, axa, axs) + (By1, By, By3))
= A(axy + By, axe + Bya, aws + Bys)
= (ax1 + By1 + 2(axz + By2) — (ax3 + By3), ax1 + By1 + axs + Fys3)
= (az1 + 20x9 — axg, axy + axz) + (By1 + 2By2 — Bys, By1 + Bys)
= a(z1 + 272 — 3, 1 +23) + B(y1 + 2¥2 — Y3, Y1 + ¥3)
= aA(xy, 12, 23) + BA(Y1, y2, y3) = aAx + BAy.

2.2.5 Exercitiu. Sa se arate ca
A Rg — Rg, A(m‘l,xg,xg):(.%'g-l—xg, .%'1+.%'3, 1‘1+1‘2)

este operator liniar.

Figura 2.1: Rotatia planului de unghi « .

2.2.6 Exercitiu. Sa se arate ca rotatia planului de unghi o este un operator liniar.

Indicatie. Identificim planul cu spatiul vectorial R%2. Expresia in coordonate a

rotatiei de unghi « este
Ra : R2 — R2 : (Cﬂ,y) = (x/ay/)a
unde (v. Fig. 2.1)
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¥ =rcos(B+a)=rcosf cosa—rsinfsina=xcosa—ysinaq,
Yy =7 sin(f+ «) =1 cos sina+r sin fcosa = xsina + y cos a,
adica

Ra(z,y) = (xcosa — ysina, xsina + ycos a).

2.2.7 Exercitiu. Fie

V= aor® + a1z + as | ag, a1, az € R}
spatiul vectorial al polinoamelor de grad cel mult 2.

Sa se arate ca operatorul de derivare

d d
—:V —V, —(apz® + a1z + as) = 2apz + ay,
dx dx

este operator liniar.
2.2.8 Exercitiu. Compusa a doua transformaéri liniare este transformare liniara.

2.2.9 Propozitie. Daca A:V — W este o transformare liniara, atunci
ker A {2 €V | Az=0}
este subspativ al lui V, numit nucleul lui A, i
imA Y {Az | zeV)
este subspatiu al lui VW, numit imaginea [ui A.
Demonstratie. Avem

x,y € kerA

a,eK } = Aoz +By) =adr + Ay =0 = ax+ By € ker A.

Dacd v,w € im A, atunci existd z,y € V incat v = Ax si w = Ay. Oricare ar fi
a, 8 € K, avem
av + fw = aAx + Ay = A(ax + By),

ceea ce arata ca av + fw € im A.
2.2.10 MATHEMATICA: Bazi in ker A
(1 2 3)
In[1] :=MatrixForm[{{1, 2, 3}, {2, 4, 6}, {3, 6, 9}}] +— Out[l]l=| 2 4 6
3 6 9
1

In[2] :=NullSpace[{{1, 2, 3}, {2, 4, 6}, {3, 6, 9}}] —  Out[2]={{-3,0,1},{—2,1,0}}
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2.2.11 Teorema. Daca V este un spafiu vectorial finit-dimensional i

A:Y — W

o transformare liniara, atunci
dimV = dimker A + dim im A.

Demonstratie. Fie By = {v1,v2,...,ux} o baza a subspatiului ker A, unde k =
dim ker A. Acest sistem de vectori liniar independenti il prelungim péna la o baza a
lui V

B = {1)1, V2y ooy Vky U415 Vk42, +++y Un},
unde n = dim V. Vom arata ca

B’ = {Avpy1, Avpga, ..., Avy }

este o baza a subspatiului im A.

B’ este sistem de vectori liniar independenti: Din
g1 Avgi1 + apro Avgio + -+ apy Av, =0
rezulta
A4 1 Vg1 + Qg2 Vg2 + -+ anvp) =0,
ceea ce aratd ca g1 Vi1 + QpioVkao + -+ + an vy € ker A. Sistemul de vectori By
fiind o baza in ker A, rezulta ca exista aq, ag, ..., ap € K astfel incat
Qf 11 Vg1 + Qg2 Vg2 + - + Qp Uy = 0101 + QU2 + - -+ + Qg Uk,
adica
01v1 + QU + -+ QRUE — Qg1 V1 — Qg2 Vg2 — - — Qp Uy = 0,

Deoarece B este baza in V), acesta relatie este posibila doar in cazul
0l =Qg =" =Qp = Qy1 = Q2= =ap =0,

ceea ce arata cad B’ este sistem de vectori liniar independenti.
B’ este sistem de generatori: Oricare ar fi y € im A exista x € V astfel incat y = Ax.

Plecand de la reprezentarea x = Ajv1 4+ Agvg + - - - + Apvp, a lui x In baza B se obtine
y=Ax = A\ Avy + M Avy + - -+ + A Avg + M1 Avgr + - + A\ Ay,
=0+0+- -+ 0+ MNAvg + M1 AV 1 + - + ApAuy,
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ceea ce aratd cid B’ este sistem de generatori pentru im A.

2.2.12 Exercitiu. Fie aplicatia liniard A : R3 — R?,
A($1,5E2,5E3) = ('Il + H) + r3, r1 — I3, 2(E1 + T2, T2 + 2'1:3)
Descrieti ker A si im A indicand baze in aceste subspatii.
Rezolvare. Avem

1+ a9 +23=0

ry —23 =0
ker A = (x1,22,23) 2;_’_%2:0 ={a(l,-2,1) |a e R}.
To 4+ 2x3 =0

Rezulta ca {(1,—2,1)} este baza in ker A. Completam aceasta baza pana la baza
{(1,-2,1), (0,1,0), (0,0,1)} alui R?. Din demonstratia teoremei precedente rezulta
ca {A(0,1,0), A(0,0,1)} ={(1,0,1,1), (1,—1,0,2)} este baza a subspatiului vecto-
rial im A.
2.2.13 Exercitiu. Fie operatorul liniar
P:R? — R?, A(zy,x2) = (21,0).

Descrieti ker P si im P indicand baze In aceste subspatii.

2.2.14 Propozitie. Fie A:V — W o transformare liniard.

a) Transformarea A este injectiva daca si numai dacd ker A = {0}.

b) Transformarea A este surjectivd daca $i numai daca im A = W.

Demonstratie. a) Stim ca A0 = 0. Daca A este injectiva, atunci Az = 0 implica
x =0 si deci ker A = {0}. Invers, daca ker A={0}, atunci

Ar=Ay = Az —-Ay=0 = Alz—y) =0 = z2—-y=0 = z=uy.
b) Afirmatia rezulta din definitia subspatiului Im A.

2.2.15 Exercitiu. Daca A : V — W este o transformare liniara injectiva, atunci
{v1, v, ..., v, } este sistem de vectori liniar independenti in V' daca si numai

daca {Avy, Ave, ..., Av, } este sistem de vectori liniar independenti in W.

Rezolvare. Fie {vy,va,...,v,} un sistem de vectori liniar independenti. Relatia
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oy Avi + ag Ave + ... + ay, Avyp, =0,
care se mai poate scrie
A1 v + agva + ... + av,) =0,
conduce la relatia
a1 v +ag v+ ...+ any v, =0,

din care rezulta oy = ay = ... = a;, = 0. Invers, presupunand ca {Avy, Avs, ..., Av, }

este sistem de vectori liniar independenti, relatia
a1V Foagvg~+ ... +ayv, =0
implica
oy Avi + ag Ave + ... + ay, Avyp, =0,

relatie care conduce la a1 = a9 = ... = o, = 0.

2.2.16 Propozitie. Inversa unei aplicatii liniare bijective este o aplicatie liniara.

Demonstratie. Fie A :V — W o aplicatie liniara bijectiva. Oricare ar i z,y € W

si a, B € K, are loc relatia
ax + By = aA(A™ x) + BA(AT y) = A(aA e + BA™Yy)
si prin urmare A~ (ax + By) = aA" e + BAT Y.
2.2.17 Definitie. Prin izomorfism liniar se intelege o transformare liniara bijectiva.

2.2.18 Fie A : YV — W o transformare liniara. Avem
ker A = {0}

A i fi
este 1zomorfism <= { mA=W.

2.2.19 Definitie. Spunem ca spatiile vectoriale V si W sunt izomorfe

daca exista un izomorfism liniar 4 : V — W.

2.2.20 Teorema. Doud spatii vectoriale (finit dimensionale) peste acelasi corp K

sunt izomorfe dacd $i numai dacd au aceeasi dimensiune.
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Demonstratie. Fie V i W spatii vectoriale peste K izomorfe gi fie A : YV — W un

izomorfism liniar. Din relatiile
ker A = {0}, imA=W, dimV = dimker A + dimim A
rezulta ca dim V=dim W. Invers, daca dim V=dim W = n, alegand o baza
{v1,v9,...,v,} In V si 0 baza {wy,ws,...,w,} In W, putem defini izomorfismul
AV — W, A(aqv1 + agug + -+ - 4+ pvy) = cqwy + aawy + <+ + apWy,.
2.2.21 Privite doar ca spatii vectoriale, spatiile izomorfe nu difera prin nimc unul
fata de altul, si pot fi identificate. Ele sunt doar reprezentari diferite ale
aceluiagi obiect matematic. In unele constructii sau aplicatii, anumite
concretizari ale unui spatiu vectorial pot fi mai utile decat altele.
2.2.22 Teorema. Daca V este un spatiu vectorial peste K, atunci orice baza
B = {1)1, V2y veny Un}
a lui'V (cu ordinea vectorilor fixatd) defineste izomorfismul
A:Y — K", Aloqur + -+ apvy) = (0, , o)
care permite identificarea lui V cu K™.

Demonstratie. Aplicatia A este liniara, Ker A = {0} si Im A = K.

2.2.23 Pana la un izomorfism,

R, R2?, R3, ..

) )

sunt toate spatiile vectoriale reale finit-dimensionale, iar
C, C2, C3, ..
sunt toate spatiile vectoriale complexe finit-dimensionale posibile.
2.2.24 Exercitiu. Sa se arate ca aplicatia

A X1 I9
A:R* — Maya(R), A(x1, 02,23, 14) =
Tr3 T4

este izomorfism liniar.
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2.2.25 Exercitiu. Si se arate ca spatiile vectoriale reale C si R? sunt izomorfe.

Indicatie. Aplicatia A: C — R?, A(x + yi) = (z,y) este un izomorfism liniar.

2.2.26 Definitie. Fie V si W spatii vectoriale peste acelasi corp K,
By = {v1,v2, ..., Uy } baza in V,
By = {w1, wa, ..., w, } baza in W,
AV — W transformare liniara si fie

— Ja.
Av; = ajwj,
adica
Avy = alwy + a2wy + - - + afwy,
Avy = adwy + adwg + - -+ + alwy,
Av,, = a}nwl + a%nwg + -4 alwy.
Matricea
a% a% a}n
2 2 2
a/l 0/2 PEEErY am
A p—
at a - a

este numita matricea lui A in raport cu bazele By si Byy.
2.2.27 In cazul unei aplicatii A : V — V alegem, in general, o singura baza.

2.2.28 Orice vector x se poate reprezenta unic sub forma

n
T = xivi, adica T = invi
. =1
si
m m m n . n m .
szA(invi>:inAvi:in Zagwj :Z<Zagxi>wj.
i=1 i=1 i=1 j=1 j=1 \i=1

Transformarea A este complet determinatd de matricea corespunzéatoare.

2.2.29 Utilizand notatiile

r=r'vi=rlvi+2%0+ 2, y=ylw; =y w+y et -y wn,
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relatia y = Ax se poate scrie sub forma

" af o - oal\ [
y" af af - oap ) \am

2.2.30 Exercitiu. Sa se determine matricea aplicatiei liniare

A:R? — R3, Az, 22) = (221 — 32, T1 + 222,71 — T2)
in raport cu bazele
{v =(1,1), v =(1,-1)} in R%
{wy = (1,0,0), we = (0,1,0), w3 = (0,0,1)} in R3.
Rezolvare. Din relatiile
Av; = A(1,1) = (—1,3,0) = —1w; + 3wz + 0ws
Avg = A(l,—l) = (5,—1,2) =dw; — lws +2ws

rezulta ca matricea cautata este

-1 )
A= 3 -1
0 2

2.2.31 Propozitie. Fie A:U — V, B:YV — W doud aplicaiii liniare si fie
By, By si By baze in spatiile vectoriale U, V si W, respectiv.
Matricea aplicaties
BA:U — W, (BA)x = B(Ax)
in raport cu bazele By, Byy este produsul dintre matricea
aplicatier B in raport cu bazele By, Byy si matricea aplicaties
A in raport cu bazele By, By .

Demonstratie. Fie By ={ui,us,...,un}, By={v1,v2, ..., v, } si Byy ={w1,ws, ..., wp, }.
Daca

m P
Aui = Zaﬂ Vyj, B’Uj = Zbk] Wi,
j=1 k=1
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atunci

(BA)u; = B(Aw;) = BY 0" ajivj = 3710 aj; Bo;
= Sy 4 S by = Ty () bigazi) wi.

2.2.32 Teorema. In cazul unei schimbari de baza, matricea unui operator liniar

AV — V se transforma conform formulei
A= 57148,

unde S este matricea de trecere de la baza veche la cea noud.

Demonstratie. Fie B = {v1,v2, ..., 05}, B = {v], 05, ..., v} doud baze in V,

ol ol o al
o? ol - a? |
— T
S = S . ) unde U = QG Vg,
o ol - Al
matricea de trecere de la baza B la 9B’ si fie
al al - al
2 a - dd )
A= L ] , unde Av; = aj v,
al ay ay
si
1 1 1
a/l al2 aln
2 2 2
/ a/l al2 al" / 1k
A = ‘ o . , unde Av; = a'; vy,

matricele lui A in raport cu bazele 9B si respectiv %’. Din relatiile

r_ Jo N — Ik
Av, = A <O‘i vj> =o; Avj = a aj vk,

TR B A Y R
Avi—aivj—aiajvk
rezulta ca
k 1J _ k_J
aja = ajay,

adic# relatia SA’ = AS, care poate fi scrisa sub forma A’ = S71AS.
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2.2.33 Definitie. Fie V un spatiu vectorial peste K si A:V —V un operator
liniar. Spunem ca numarul A €K este valoare proprie a lui A

daca exista un vector v =0, numit vector propriu, astfel incat

Av = .

2.2.34 Propozitie. Daca )\ este valoare proprie a operatorului A:YV —V, atunci
Vy={zeV | Az=Xz}
este subspatiu vectorial al lui V (numit subspatiul propriu
corespunzator valorii proprii \).

Demonstratie. Avem

x,y € Va

} =  A(az + By) = aAz + fAy = adx + Ay = Aazx + By).
a, 8 €K

2.2.35 Exercitiu. Sa se afle valorile proprii ale operatorului
AR — R Ay, 29, 23) = (22 + 23, 21 + 23, 21 + 22),

si sa se determine subspatiile proprii corespunzatoare.

Rezolvare. Fie A valoare proprie. Rezulta ca exista = = (z1, 22, x3) # (0,0,0) Incat
A(x1, 72, 73) = M(T1, 72, 73),
adica
(z2 + 3, 1 + 73, 1 + 72) = (A1, AT2, AT3),

ceea ce este echivalent cu faptul ca sistemul omogen
To +x3 = )\xl

T+ T3 = Ao

T+ o = Ax3,

adica
A1+ 29 +23=0
1 — Arg+x3=0
1+ 29— Axg3 =0
admite si alte solutii in afard de (x1,2z2,z3) = (0,0,0). Stim ca acest lucru se

intdmpla daca si numai daca A este astfel Incat
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—-A 1 1
1 =X 1 (=0, (2.8)
1 1 =X
adica daca
A —3)—2=0,
relatie care conduce la valorile proprii A\ = Ay = —1 si A3 = 2. Avem

Vi={zeR| Ax = -2}
= {(z1,22,23) | (x2 +z3,21 + 23,21 + x2) = (—x1, —X2, —23) }

={(z1,20,23) | 1+ 22+ 23=0} ={ (o, B,—a—B) | o, B ER}

= {Oé(l,O,—l) +5(0,15_1) | a’IB GR}
si

ng{meRg | Az =22} = {(x1,20,23) | x1 =22 =23} = {a(1,1,1) |« € R }.

2.2.36 In raport cu baza canonici {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}, matricea lui A este

01 1
A=110 1 |,
110

iar ecuatia (2.8) s-a obtinut scazand A din fiecare element situat pe diagonala
principala. Ecuatia (2.8) se mai poate scrie

det(A — A) = 0,

unde
100
I=( 010
0 0 1

este matricea unitate.
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2.2.37 Propozitie. Polinomul (numit polinomul caracteristic)

ailr — A ap e a1n
N ... .
PO =det(A—AD)=| " =
anl an2 ot Qpp — A

asociat unui operator liniar A : YV — V folosind matricea

intr-o baza fixata, nu depinde de baza aleasd.

Demonstratie. Avem

det(A’ — \I) = det(S~TAS — AI) = det(S~1(A — AI)S)

= detS~! det(A — AI) detS = 71c det(A — AT) detS = det(A — AI).

2.2.38 Deoarece
PA) = (=1)"N\" + (=1)"H(a11 + a2 + .. + apn) N + .+ det 4,

rezultd ca in cazul unui operator liniar A : YV — V), urma operatorului

trA=aj +ax+..+ any

si det A, numere definite cu ajutorul unei baze, nu depind de baza aleasa.

2.2.39 MATHEMATICA: Det[A], Tr[A], CharacteristicPolynomiallA,t] ,
In[1]:=Det[{{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}}] — Out[1]=0
In[2]:=Tr[{{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}}] > Out[2]=15
In[3] :=CharacteristicPolynomial [{{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}},t] +> Out[3]=18t+15t2—t3

2.2.40 Propozitie (Ciclicitatea urmei).
Daca A, B,C:V —V sunt operatori liniari, atunci

trAB =tr BA si tr ABC = tr BCA=trCAB.

Demonstratie. Daca ag si b{ sunt elementele matricelor A gi B intr-o baza fixata,
atunci
tr AB = Zag b; = sz ag =tr BA.
i,J iJ
Utilizand aceasta proprietate a urmei, obtinem
tr ABC = tr A(BC) = tr (BC)A =tr BCA,
tr ABC = tr (AB)C =tr C(AB) = tr CAB.
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2.2.41 Teorema. Fie V un spatiu vectorial peste K si fie A:V — V un operator
liniar. Numdarul A € K este valoare proprie a lui A daca i numai

dacad este radacindg a polinomului caracteristic, adica P(\) = 0.

Demonstratie. Conform definitiei, A € K este valoare proprie daca si numai daca
existd x # 0 cu Az = Az. Intr-o bazi fixati, acest lucru este echivalent cu faptul ci

sistemul
(a1 — N)x1 + agze + -+ - + appxy, =0

a1 + (a2 — N)za + - + agpzy, =0
ap1T1 + ap2xo + -+ + (ann - A)xn =0

are si alte solutii in afara de (0,0,...,0), ceea ce are loc daca si numai daca

air — A a12 e Qln
ao1 ag — A - a2n 0
anl an2 o App — A

In cazul in care V este spatiu vectorial real, numai radacinile reale ale polinomului

caracteristic sunt valori proprii ale lui A.

2.2.42 Definitie. Fie A:V—V un operator liniar. Spunem ca subspatiul W CV

este subspatiu invariant daca
AW) W,
adica daca

weW = Aw € W.

2.2.43 Propozitie. Subspatiile proprii ale unui operator liniar sunt invariante.

Demonstratie. Fie A :V — V un operator liniar, A o valoare proprie a lui A si fie

V) subspatiul propriu corespunzator. Daca w € V), atunci Aw = \w € V.

2.2.44 Exercitiu. Aratati cd in cazul rotatiei de unghi « in jurul axei Oz

Ra:RP—R3, Ry(x,y,2)=(x cosa—y sina, = sina+y cosa, z)
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Wo

Figura 2.2: Subspatiile invariante ale unei rotatii in jurul lui Oz.

subspatiile
Wl:{(0707z) ‘ZGR} (axa OZ),
W2 = { (.%', Y, O) ‘ T,y € R} (planul I'Oy)

sunt subspatii invariante (v. Fig. 2.2).

2.2.45 Propozitie. Daca subspatiul W C V de dimensiune m este subspatiu
invariant ol operatorului A : VYV — V, atunci existd o bazd

B ={ei,eq,...,en} in raport cu care matricea lui A are forma

a1l aiz -0 Gum A1m+1 T A1n
a1 Az - G2m a2m+1 T a2n,
A aml Am2 *°°  Amm Amm-+1 Amn
0 0 0 mtlm+l *°°  Gmiln
0 0 - 0 Umt2m+l *°° Gmion
0 0 - 0 Anmt1 - an.n

Demonstratie. Baza B se poate obtine completand o baza {e1,es,...,e;} a lui W
pana la o baza a lui V.

2.2.46 Am aratat ca valorile proprii ale operatorului

AR — Rg, A(zq, x9,23) = (12 + o3, 1 + X3, T1 + T2),
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sunt Ay = Ao = —1, A3 = 2 gi ca subspatiile proprii corespunzatoare sunt
Vor={a(1,0,-1) +8(0,1,-1) [ a, B € R}

si
Vo ={a(1,1,1) |a e R}.

Matricea lui A in raport cu baza
{Ul - (1707 _1)7 V2 = (07 1, _1)7 V3 = (17 1, 1)}

a lui R3 formata din vectori proprii ai lui A are forma diagonal

-1 0 O
A= 0 -1 0
0 0 2

2.2.47 Propozitie. Matricea unui operator liniar A : YV — V in raport cu o bazd
B este o matrice diagonald dacd i numai dacd B este formata

doar din vectori proprii ai lui A.

Demonstratie. Daca B = {v1,v9,...,v,} este o baza a lui V formata din vectori

proprii ai lui A

AUZ‘ = )\Z"UZ'
(unele dintre numerele A1, Ao, ..., A, putand fi egale), atunci matricea lui A in
aceasta baza este
A 0 0 0 0
0 X 0 O 0
A= 0 0 X3 O 0
0O o0 0 0 - A

Invers, dacd matricea lui A in raport cu o baza B = {w;,ws,...,w,} are forma
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diagonala
ap 0 0 O 0
0 a 0 O 0
A= 0 0 a3 O 0 ,
o 0 0 0 Qn
atunci

Awi = ; Wy,

oricare ar fi i € {1,2,...,n}. Deoarece o baza nu poate contine vectorul nul, rezulta
ca wy, wa, ..., W, sunt vectori proprii ai lui A s§i ay, as, ..., a, valorile proprii

corespunzatoare.

2.2.48 Exercitiu. Nu exista o baza in raport cu care matricea operatorului
A:R? — R? A(z1,2) = (221 + T2, 272),

sa fie matrice diagonala.

Rezolvare. Este suficient s aratadm ci nu existi o baza a lui R? formata din vectori

proprii ai lui A. In raport cu baza canonici {e; = (1,0), eo = (0,1)}, matricea lui

A este
2 1
A= .
0 2

2—-A 1
0 2—-A

Polinomul caracteristic

P()\) = =(2-))?

admite radacinile Ay = Ao = 2. Singura valoare proprie este A = 2 gi subspatiul
propriu corespunzator este
Vo = {(1‘1,.%’2) S R2 ‘ A(.%'l,.%'z) = 2(.%'1,.%’2) }

= {(1‘1,1‘2) € R? ‘ (2.%'1 + .%'2,2.%’2) = (21‘1,2.%’2) }
={(@,0) | a e R} = {a(1,0) | @ € R},
ceea ce arata ca toti vectorii proprii ai lui A sunt de forma «(1,0). Nu exista doi

vectori proprii liniar independenti care si formeze o bazi a lui R?.
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2.2.49 Exercitiu. Rotatia de unghi a a planului
Ra : R? — R?, Ra(z,y) = (x cosa — y sina, x sina + y cos ),
admite valori proprii numai in cazul in care « € Z.

2.2.50 Studiul unui operator liniar devine mai usor de realizat prin utilizarea unei

baze in raport cu care matricea lui este diagonala. O astfel de baza nu exista

In toate cazurile.

2.2.51 Daca exista o baza in raport cu care matricea lui A este diagonala

a1 0 0 0 - 0
0 as 0 0 -+ 0

A= 0 0 a3 0 - 0 |,
0 0 0 0 - a

atunci radacinile polinomului caracteristic

o] — A 0 0 0o - 0
0 g — A 0 0o - 0
P\ = 0 0 as—A 0 .- 0 = (a1=A)(ag—A) -+ (ap—A)
0 0 0 0 ap — A
sunt aq, @g, ..., ay, si apartin toate lui K (numarul lor, tindnd seama de multi-

plicitati, este dim V).

2.2.52 Definitie. Fie A:V — V un operator liniar si A o valoare proprie a lui A.
Spunem ca A are multiplicitatea algebricd k daca este radacina
de ordinul k£ a polinomului caracteristic.

Prin multiplicitate geometrica a lui X se intelege dimensiunea

subspatiului propriu V) corespunzator lui A.

2.2.53 Propozitie. Daca vy, ..., v sunt vectori proprii ai operatorului A:V —V

corespunzatori la valori proprii distincte A1, ..., A\,
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Av; = Ny,

7

atunci {v1, vy, ..., v } este sistem de vectori liniar independenti.

Demonstratie (cazul n = 3). Din
a1v1 + vy + agvy =0

rezultd A(aqv; + vy + agvs) = 0, adica relatia

a1 Avi + o Avg + ag Avg = 0,
care se mai scrie

a1 A101 + asdovo + agAzvg = 0.
Adunand relatia (2.10) cu relatia (2.9) Inmultita cu (—A3) se obtine

a1(A1 — A3)v1 + ag(A2 — Ag)ve = 0.
Aplicand operatorul A relatiei (2.11) obtinem
a1 (A1 — A3)A\1v1 + as(Ag — Az)Agvg = 0.
Adunand relatia (2.12) cu relatia (2.11) inmultita cu (—Ag) rezulta
a1(A1 — A3)(A1 — A2)vg = 0.

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Deoarece A1, A, A3 sunt distincte si v; # 0, rezulta oy = 0 i apoi din (2.11) obtinem

as = 0. Inlocuind in (2.9) pe aq si ay cu 0, deducem ca as = 0.

2.2.54 Din propozitia anterioara rezultd existenta formei diagonale In cazul in care

radacinile polinomului caracteristic sunt distincte si toate apartin corpului K

peste care este considerat V.

2.2.55 Teorema. Fie V un spatiu vectorial peste K si fie A:V — V un operator

liniar. Existd o bazd a lui V in raport cu care matricea lui A este

diagonala daca st numai dacad toate radacinile polinomului carac-

teristic apartin lui K si pentru fiecare dintre ele multiplicitatea

algebrica este egald cu cea geometricd.

Demonstratie. (in cazul a doua radacini A\; # Ay cu multiplicitatile 2 si respectiv 3).
In cazul considerat dim V=243 = 5, dim Vi, =2 si dim V), =3. Fie {v1, v} baza in

Vy, ={z€V]|Ax=\z}
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si {w1,wa,ws} baza in

Ve ={2€V| Az =Xz }.
Este suficient sa aratam ca {vi,ve, w1, we, w3} este baza in V. Fie

o1v1 + oy + aswi + asws + asws = 0. (2.13)
Aplicand A obtinem
A (aqv + agve) + Ao (agwy + aqws + asws) = 0.

Adunand aceasta relatie cu relatia (2.13) inmultita cu (—A2), obtinem

(A1 = A2)(a1v1 + agvg) = 0

de unde oy = as = 0. Inlocuind in (2.13), rezulta as = oy = a5 = 0.

2.2.56 Fiecare matrice

1 1 1

ap ag Qp,

2 2 2

ai a; a;
€ Mpxn(K)

n n n

a/l a/z .« o e an

poate fi privita ca fiind matricea in raport cu baza canonica

B = {e; = (1,0,0,...,0), e = (0,1,0,...,0), ..., €n = (0,0,...,0,1)}

a operatorului liniar

1 1 1 1 1
x a1 Qo a,, T
2 2 2 2 2
A . ) T aj aj ar, T
: K" — K", =
n n n n n
x al a2 ctt an X

2.2.57 Valorile proprii ai unei matrice A€ M,,x,(K) coincid cu valorile proprii ale

operatorului liniar asociat A : K — K",
In[2] :=Eigenvalues[{{0,1,1}, {1,0,1}, {1,1,0}}1 +— Out]2]={2,—1,—1}

In[3]:=Eigenvectors[{{0,1,1}, {1,0,1}, {1,1,0}}] + Out[3]={{1,1,1},{-1,0,1},{—1,1,0}}

2.2.58 MATHEMATICA: Eigenvalues[A]l, Eigenvectors[A]

In[1] :=MatrixForm[{{0,1,1}, {1,0,1}, {1,1,0}}] — Out[l](

=

1
0
1

O ==
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2.2.59 O matrice A€ M, (K) este diagonalizabild daca operatorul
liniar asociat A : K" — K" este diagonalizabil.

2.3 Dualul unui spatiu vectorial

2.3.1 Definitie. Fie V un spatiu vectorial peste corpul K. O functie
p:V—K
este numita formd liniara daca

plar + By) = ap(z) + Bp(y), Va,y € V, Vo, B € K.

2.3.2 Daca B={v1,v9,...,v,} este baza In V si p:V — K este forma liniara, atunci
exista numerele p; =¢(v;), unic determinate, astfel incat
o(r) = iz’ adica o(xiv;) = iz’
2.3.3 Definitie. Fie V un spatiu vectorial peste K. Spatiul V* = £(V,K), adica
Vi ={p:V—K | ¢ este forma liniard }

considerat Impreuna cu adunarea

* * * 2 + ¢ VYV — K’

VEXVT— V" L) = o4, unde
(o) oy (p+1)(x) = pla)+1(a)

si iInmultirea cu scalari
Ap VYV — K|

Kx V" —V*: (A ) — A, unde
A9) = Ae (p)(@) = Ap(x)

este spatiu vectorial (numit dualul lui V).

2.3.4 Teorema Daca V este spatiu vectorial, atunci
dim V* = dim V.
Demonstratie Fie B ={v1, ...,v,} o bazd in V. Aratam ca B*={v!,...,v"}, unde
- - - 1 for i=j
t. t - = Z = ’
vV — K v'(vj) = 6; {0 for i ],

adica

vV — K, vi(azlvl + 2%y + -+ x"vy) = z’,



80 Elemente de Algebra Liniara

este baza in V*. Fie

a1t + agv? + - 4 ap" =0,
adica

(vt + agv® + - + ™) (z) = 0, Vz eV,

sau echivalent
vt (x) + agv?(z) + - + ™ (z) = 0, Vo e V.
Alegand x = v1 obtinem «; = 0, alegdnd = = vy obtinem as = 0, etc.
Daca ¢ € V*, atunci notand ¢; = ¢(v;) obtinem
p(z) = p(zlor + 220y + -+ 2"v,) = 2t (1) + 2% p(v2) + -+ + 2" p(vn)
= vl (@) o1 + 03 (@) w2+ +0(2) P = (010" + P20 + -+ 0" (@),
oricare ar fi x € V, adica
@ = 1ot + a0 + - + P = vt
2.3.5 Definitie. Fie 8={v;,v9,...,v,} 0 baza in V. Baza lui V*
B*={v! 02 .. 0"},

formats din formele liniare v* : V — K, definite prin
vitoy) =3 = {

adica din functiile

1 pentru ¢ =j,
0 pentru i # j,

v Y — K, vi(xlvl + x2v2 442y, = 2

este numita duala bazei B.

2.3.6 Daca B={v,vs,...,0,} este o baza in V si B*={v!, 0%, ...,0"} este duala ei
reV = z=a1%; cu z'=vi(x)
peEV" = p=pv'  cu @ =)

2.3.7 Dacd B={v1,vs,...,v,} este o baza in V i B* = {v! v?, ..., v"} duala ei, atunci

271

m2

V —K': z— : si Vi i—K": 0o~ (1 ¢2 ... ©n)
n

X

sunt izomorfisme care permit identificarea spatiilor V si V* cu K™. Avem
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x
, . 2
pla) = (piv')(2) = piz" = (p1 2 - @n) | |
o
2.3.8 Teorema. Fie V spatiu vectorial peste corpul K,
B = {1)1,1)2, wotnt, B ={v],vh,...,v,} doud baze in V,
B* = {ol,02,...,0"}, B = {07 . 0™ dualele lor si
o a; o Bi By o By
. o o - a2 o1 _ g Bz oo B2
af ay - o gy By .- pr

matricele de trecere intre B gi B'. Oricare ar fi

r=alvj=2""v; €V st gngpjvj:gpgv'iev*

avem
g, 1 20,5
vi=ad v v =06
7 )
L P (2.14)
80@':0%7%0]' x :ijj-
Demonstratie. Avem
xjvj—x”v'—x oz]v] = =als" = ﬁij— fo/x =oF 2 =o'k,

th — v’k(x) si 27 = v (x), relatia precedenta se poate scrie sub forma

) =i sau oM(@) = (B V) (a).

Relatia avand loc oricare ar fi x € V, rezulta ca

Deoarece x

b ﬁ]k vl
Utilizand liniaritatea lui ¢ obtinem
i = p(vy) = (o] vj) = ajp(v;) = o ;.

2.3.9 Definitie.
Dualul V** = (V*)* al dualului lui V* este numit bidualul lui V.
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2.3.10 Avem
V*={f:V"— K| f este forma liniara} si dimV*=dimV*=dim .
Spatiile V si V** avand aceeasi dimensiune, pot fi identificate alegand cate o
baza in fiecare dintre ele. Evident, o astfel de identificare se face intr-o
infinitate de feluri. Aratam ca existd un mod natural de a identifica pe V cu
V**. Relatiile (2.14) arata existenta unei periodicitati in trecerea la dual.
2.3.11 Teorema Izomorfismul liniar
U:Y—V*: o ¥z,
prin care x corespunde formei liniare
V] : V' — K, V[z|(f) = f(2),
permite o identificare naturald a lui )V cu V**.
Demonstratie. Functia W[z| apartine spatiului V** deoarece
V[z](af + Bg) = (af + Bg)(x) = o f(z) + Bg(x) = aV[z](f) + 5 Y[z](g)-
Aplicatia W : YV — V** este transformare liniara
Vlow + Byl(f) = flaz + By) = af (x) + Bf(y) = (a¥[z] + B¥[y])(f),
oricare ar fi fe€V*. Transformarea ¥ este injectiva deoarece
U] =0 <= VYz|(f)=0, VfeV* <«— f(z)=0, VfeV™
adica ker U = {0}. Din teorema dimensiunii rezulta relatia

dimker ¥ + dimim ¥ = dim V),

care conduce la egalitatea im ¥ = V** | echivalenta cu surjectivitatea lui W.
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2.4 Sume de spatii vectoriale

2.4.1 Propozitie. Daca Wi CV si Wy CV sunt subspatii vectoriale, atunci

W =W; N Wy

este subspatiu vectorial al lui V.

Demonstratie. Avem

T,y € Wi
x,y €W ax + Py € W
a,ﬂeK}:> x&yﬂee)/\];é = 0z + By € Wy = ax+ Py eW.

2.4.2 In general, reuniunea a doud subspatii vectoriale ale unui spatiu vectorial V
nu este un subspatiu vectorial. De exemplu,
Wi ={(z,0) [zeR} si  Wy={(0y) [yeR}
sunt subspatii vectoriale ale lui R?, dar W = W; U W, nu este subspatiu vectorial
al lui R2. Intr-adevir, (1,0) € Wi (0,1) € W dar (1,0) + (0,1) = (1,1) ¢ W.
2.4.3 Propozitie. Daca W) CV st Wo C V sunt subspatii vectoriale, atunci
def
Wi4+Ws = {wl—l—wg ’ wy € Wy, wq € WQ}
este un subspatiu vectorial al lui V.

Demonstratie. Avem

wy + w2 € Wi +Ws awy + ws) + Blw) + wh)
wy+wy EWL+Ws » =

a,BeK = (aw + fw)) + (qws + fwh) € Wi + Wh.

2.4.4 Definitie. Fie Wi, Wso C V doua subspatii vectoriale. Subspatiul vectorial
Wi + Wy = {w1+w2 ‘ w1 € Wy, wo GWQ}
este numit suma a subspatiilor Wy si Wh.
2.4.5 Exercitiu Sa se arate ca:
a) Wi ={(z,0) | # € R} este subspatiu vectorial al lui R?;

b) Wi =1{(0,y) | y € R} este subspatiu vectorial al lui R?;
C) Wi+ Wy = R2.
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2.4.6 Teorema (dimensiunii). Daca Wi si Wy sunt subspatii vectoriale in'V, atunci
dim (Wl —|—W2) =dim W + dim Wy — dim (W1 ﬂWQ).
Demonstratie. Fie

Bo = {ul, Uy veny un}
o baza a spatiului vectorial Wi N W» pe care o completam pana la o baza
Bl - {u17 ’LLQ, ey un7 Ul7 7}27 ceey Uk}
a spatiului vectorial Wi si pana la o baza
82 — {ula U2y evvy Up, W1, W2, ..., ’U)m}

a spatiului vectorial Ws, unde

n = dim W) N W), n+ k= dim W, n +m = dim Ws.
Este suficient sa aratam ca

B = {uy,ug, ..., Up, V1,02, ..., Uk, W1, W, ..oy Wiy }

este o baza a lui Wy + Wh.
B este sistem de generatori: Orice vector de forma x1 + xo cu 21 € Wy si z9 € W

este o combinatie liniara de vectorii lui B.

B este sistem de vectori liniar independenti: Relatia

a1 F ... + apuy + f1v1 + .+ Brvk + 1w + -+ YW =0 (2.15)
se poate scrie sub forma
a1uUq + ... + apuy + 511)1 + ...+ ﬁkvk = —7MW1 — ... —YmWm.

Egalitatea dintre vectorul aju; + ... + apu, + Biv1 + ... + Brvg apartinand lui
Wi si vectorul —yiwi — ... — Yw,, apartindnd lui Ws este posibila numai daca
—V1W] — oo — YW € Wi N W, adica daca exista 41, do, ..., 01 € K astfel incat

—V1W] — YoW2 — oo — YWy = 01U1 + 02U + ... + Oplp.
Scriind ultima relatie sub forma

d1u1 + daug + ... + Spun + V1w + Yows + ... + YWy =0
si tindnd seama de faptul ca By este baza in W, rezulta

(51:52:...:5n:’)/1:’)/2:...:’}/,%:0.

Relatia (2.15) devine
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aqul + ... + apun + B1vg + ..o+ Brop = 0.
Tinand seama de faptul ca B; este baza in Wi, obtinem
()41:0(2:...:0(”:51 :52::ﬁk:0

Prin urmare B este baza a lui Wy + Ws si

dim(W1 + WQ) =n+k+m=dimW; +dim Wy — dim (Wl N WQ)

2.4.7 Definitie. Fie W;, W> doua subspatii ale spatiului vectorial V.

Spunem ca suma W; + Wy este directa si utilizam notatia
W1 & Ws

daca reprezentarea unui vector w € W;+W, ca suma w = wi+ws

a unui vector wi € W si a unui vector wg € Ws este unica.

2.4.8 Propozitie. Fie Wi, Wo CV doud subspatii.

Suma W1 + Ws este directa daca si numai daca
Wi N Wy = {0}.

Demonstratie. “—" Daca W) N Wy # {0}, atunci existda x € W; N W5 nenul care
admite reprezentarile z = z + 0 5i z = 0 4 z, ceea ce arata ca suma nu este directa.
“<=" Fie subspatiile Wy si Wo cu Wy N W, = {0}. Daca v € Wy + Wy admite
reprezentarile
v=w;+wy cu w; €W, §i we € Wy,
v=w] +w), cu w; €W si whe Wy,
atunci
w1 + w2 :w/l —|—wé.
Scriind aceasta relatie sub forma
/ /
W] — W = W2 — Wy
din w; —w) € Wy, wy — wh € Wa si Wy N Wy = {0} deducem ca w; — w) = 0,

wy — wh = 0, adicd wy = w] si wy = wh, ceea ce aratd ci suma este directa.

2.4.9 Daca W; + Ws este suma directa, atunci dim Wy @ Wy = dim W; + dim W.
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2.4.10 Exercitiu. Sa se arate ca

R* = {(2,0) | z € R} &{(0,y) | y € R}.
Rezolvare. Avem
{(z,0) |z € R} +{(0,y) | y € R} = R?

{(,0) |z € R}n{(0,y) | y € R} = {(0,0)}.
2.4.11 Exercitiu. Sa se arate ca
R? = {(z,9,0) | z,y € R} + {(2,0,2) | z,z € R}

dar suma nu este directa.

Rezolvare. Orice vector (o, 3,v) € R admite reprezentarea

(a, ,7) = (e, 8,0) + (0,0,7)
cu (o, 3,0) € {(x,y,0) | z,y € R} i (0,0,7) € {(2,0,2) | =,z € R}, dar

{(z,y,0) | z,y €e R} N{(2,0,2) | x,z € R} ={(2,0,0) | z € R}.

2.4.12 Exercitiu. Sa se arate ca
R* = {(a,0) |a € R} @ {(0,0) | B € R}.
Rezolvare. Orice vector (z,y) € R? admite reprezentarea
(x’y) = (x?x) + (an - 'I)
cu (7,7) € {(0,a) | a € R} si (0,y — ) € {(0,4) | f € R}. In plus
{(a,0) | € R}N{(0,8) | B € R} ={(0,0)}.

2.4.13 Exercitiu. Sa se arate ca

Mzy3(R)={AcM3,3(R) | A=A} {Ac M343(R) | ' A=—A}

unde A este transpusa matricei A.

Indicatie. Orice matrice A € M3y3(R) admite reprezentarea

A= %(AMA) +%(A—tA)

cufA+tA) = A+t g {A—1A) = —(A—tA).
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2.4.14 Am definit suma a doua spatii vectoriale in cazul in care ambele sunt subspatii
ale unui spatiu vectorial dat. Ea poate fi privita ca o suma directa interioard.
Suma directa a doud spatii vectoriale se poate insa defini in cazul a doua spatii

vectoriale peste acelasi corp, arbitrare ca o suma exterioard.
2.4.15 Propozitie. DacaV i W sunt doud spatii peste acelasi corp K, atunci
VxW={(zy) | z€V, yeW},
considerat impreund cu adunarea

(z,y) + (@) = (@ +2",y+y)
st inmultirea cu scalari
a(z,y) = (az, ay)

este un spatiu vectorial, notat cuV ® W, si
dim(V @ W) = dimV + dim W.
Demonstratie. Daca {v1,va, ..., v} si {w1,ws,...,wg} sunt baze in V gi W, atunci

{ (7}170)7 (U27 0)7 ceey (Una 0)7 (O,U)l), (O,U)Q), ceey (O,U}k) }
este baza in V & W.

2.4.16 Definitie. Fie V si W doua spatii vectoriale peste acelasi corp K.
Spatiul vectorial

Vow ¥ {(wy) | zeV, yew)

este numit suma directd a spatiilor V si W.

2.4.17 Spatiile V si W pot fi identificate respectiv cu subspatiile

{(z,0) [zeV}, {0y yeW}
ale spatiului V @ W, si avem
{(@,0) [zeV}In{(0,y) [yeW}=/{(0,0)},
{(@,0) | z2eV}I+{0,y) |yeW}=VOW.

2.4.18 Exemplu. Avem R’=R&R, R’ =ReR&R, ..
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2.5 Produs tensorial de spatii vectoriale

2.5.1 Pentru a defini produsul tensorial a doua spatii vectoriale este preferabil ca
spatiile sa fie privite ca spatii de functii.
Un spatiu vectorial V peste K se poate identifica cu bidualul

V=V")"={f:V*"—K| f este forma liniara }
asociind fiecarui vector x €V forma liniara
V' —K: o p(x).
Aceasta identificare are avantajul cad nu presupune alegerea unei baze.
Alegand o baza {vy,va,...,v,} si asociind fiecarui vector x=x'v; functia
x:4{1,2,...n} — K| z(i) = 2,
obtinem identificarea

V={f:{1,2,..,n} — K| f este functie }.

2.5.2 Forma liniara
V' —K: ¢ o(x)
este complet determinats de valorile luate pe baza duala {v!,v?,...,v"} :
vl(z) =zt Wi (z) =22, .., (x)=2"
Astfel, reprezentarile alternative
x: V' —K si z:{1,2,.,n} — K

ale unui vector x €V se pot obtine una din cealalta.

2.5.3 Definitie. Fie V, W doua spatii vectoriale peste acelagi corp K. O aplicatie
O: V' x W — K
este numita forma biliniara daca
(ap+Ly,n) = a®(e,n)+LP (¢, 1),
O(p, an+pu) = a®(p,n)+L2(p, 1),
oricare ar fi p,peV* N, ueW* si a, K.
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2.5.4 Produsul tensorial a doi vectori z€V si y €W, identificati cu formele liniare
V' —K: ¢ o(x) si y: W —K: ¢ )(y)
este forma biliniara

TRy V' xW — K,  (20y)(e, ) = p(z)¥(y)

Au loc relatiile
(z+y)Rz=2R2z + y®z, Vr,yeV, VzeW;

rR(y+2)=2Qy + x®2z, VeeV, Yy, zeW,
(ar)@y=z®(ay)=az®y, VeeV, VYyeW, Vaek.
2.5.5 Definitie. Utilizand identificarile V= (V*)* si W= (W™")*, produsul tensorial
al spatiilor vectoriale V si W se defineste ca fiind spatiul vectorial
VOW={D:V'XW"— K| P este forma biliniard }

al tuturor formelor biliniare ®: V* x W* — K.

2.5.6 Teorema Fie V st W doud spatii vectoriale peste acelasi corp K. Daca
{v1,v2,...,v,} este baza inV gi
{wy,wa, ..., wy, } este baza in W,

atunct
{viow; | ie{l,2,..,n}, je{l,2,..,m}}
este baza in VW, st prin urmare,
dim VW =dimV - dim W.
Demonstratie. Dacd ®:V* xW* =K este o forma biliniara, atunci
O, ) = P(p(v3)0", (wy)w’ ) = (0", w) () ¥ (wy) = (0", w?) v; @ w; (9, )
oricare ar fi p€V* gi ¥ € W*, adica avem
P = dVy; ® w; unde @Y = ®(v', w)

Daci numerele o € K sunt astfel incat

o v @ w; =0, adica o' v @ w; (p,) =0
pentru orice ¢ € V* si ¢ € W*, atunci alegand ¢ = v* si ¥ = w’ obtinem relatia

o' v @ wj (vF,wh) =0, adica o' v (v;) wh (w;) = 0.

Deoarece v*(v;) = 6F si w(w;) = 5]4, obtinem a% = 0, oricare ar fi i, j.
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2.5.7 O forma biliniara
O:V*'xW" — K
este complet determinats de numerele ®¥ = ®(v?, w’), adica de functia
®:{1,2,..,n} x{1,2,...m} — K, ®(i,5) = Y.
Deoarece v'(z)=1" si w’/(y)=y’, formei biliniare
Ry V' xW— K, (2@y)(e,¥) = ¢(z) ¥(y)
ii corespunde functia
r®y:4{1,2,...,n} x{1,2,...m} — K, (z®y)(i,7) =z,
adica functia
r@y:{1,2,..,n} x{1,2,....m} — K, (x®y)(i,7) = () y(j),
si are loc relatia
(z@y) =a'y.
2.5.8 Utilizand identificarile
V={f:{12,..,n} — K| f este functie },
W={g:{1,2,...,m}—K | g este functie },
produsul tensorial al spatiilor ¥V gi W se defineste ca fiind spatiul vectorial
VoW ={®:{1,2,..,n} x{1,2,...,m} — K | ® este functie }

al tuturor functiilor de forma ® : {1,2,....,.n} x {1,2,...,m} — K.

2.5.9 In unele aplicatii in mecanica cuantici se prefers pentru baze indexirile
{vo,v1, ey Un—1}, {wo,w1,...,wpy—1} care conduc la identificarile
v={f:{0,1,...,n—1}—K | f este functie },
W={g:{0,1,....m—1} —K | g este functie },

si prin urmare la

VoW={®:{0,1,...,n—1} x {0,1,....m—1} — K | & este functie }.
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2.5.10 Daca reprezentam spatiile V si W ca spatii de polinoame
V={awt+tar X+ - +a, 1 X" 1| ag, at,..., a1 €K },
W=A{Bo+5Y+ - +Lm1Y"™ 1| Bo, B,y Bu—1€K Y,

atunci produsul lor tensorial este spatiul vectorial

n—1lm—1
VW = Z Z ’)/Z'inYj Yij eK
i=0 j=0

al polinoamelor de grad cel mult n—1 in raport cu X si m—1 in raport cu Y.

In aceast caz, produsul tensorial a doi vectori
(a0 + a1 X+ + a1 X" @ (Bo + B1Y + - 4 B YT
este produsul uzual
(w0 +ar X+ +an 1 X" ) (Bo+B1Y +-+ B Y1)

al celor doua polinoame.
Sistemele {1, X,..., X" 1} si {1,Y,...,Y™ 1} sunt baze in V si W, iar

{XY7 | ief{0,1,...,n—1}, j€{0,1,....,m—1} }

este bazam V@ W .

2.5.11 In V®W existd elemente care nu sunt de forma z ® Y.
De exemplu, in cazul V=W =C2, elementul
v = (17 0)7
V1 XV +v2 XU cu (
apartine spatiului C?®C?, dar nu exista

T = avy + Pug cu V1 QU2 H+12Qv1 = T®Y,

y = yvu1 + vz
deoarece a, 3,7, 9 ar trebui sa satisfaca relatiile contradictorii
ay =0=j9,
ad =1=Fy.

2.5.12* Definitie. Spunem ca ® € VW este separabil (unentangled, in engleza)
daca exista x €V si y €W astfel incat d=z ® y.

In cazul opus, spunem ca P este neseparabil (entangled, in engleza).
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2.5.13 Alegand o baza {v1,ve,...,v,} In Vsio baza {wy,ws,...,wy,} in W, produsul
tensorial V ® W se poate descrie ca fiind format din toate combinatiile liniare
d = Z DUy ® w; cu PV e K.
i7j
Deoarece ® se mai poate scrie
o= "0V @uw =Y ve () V)
Jjoi i J

rezulta ca orice element din V ® W este o suma de elemente separabile

VeWw = { > iy,

)

T, €V, inW}.

Fiecarui element ® =®"v;®@w); i se poate asocia in mod natural matricea

q)ll . (I)lm

d= € Mpxm(K).
(I)nl . prm

2.5.14 Deoarece
T = = ry=1"y v,
y = y],w] Yy = Yy 7 VB
matricea asociata produsului z ® y este matricea de rangul 1

clyl zly? ... glym
22yl 22?2 . a2ym
xn.yl xn‘y2 L. xnym

Pe de alta parte, orice matrice de rangul 1 are aceasta forma ( v. pag. 50-47).

Un element ® este separabil daca si numai daca matricea ® are rangul 1.

2.5.15 Matricea ® asociata unui element ® €V ® VW depinde de bazele alese,
dar rang ® este independent de aceasta alegere.
In cazul in care este mai mare decat 1, numérul intreg
(I)ll . (I)lm
rang ¢ =rang S : )
(I)nl .. prm
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numit rangul Schmidt, este o masura a gradului de inseparabilitate al lui
O =Y y; ® wj. El are o utilizare limitata deoarece rang: M, xm(K)—N
nu este functie continua.

2.5.16 Fiecare baza {vy,vs,...,v,} a unui spatiu vectorial ¥V (cu vectorii intr-o

ordine fixata) defineste o reprezentare matriceala pentru elementele lui V

r=z'vi+2%v9+-+2™, +— x= :t(xl 2 . x").

In cazul produsului tensorial ¥ @ W, alegand ordinea lexicografica
V1 QW1, V1 QW2 ..., V1 QWip, V2 QW1, V2 Q W, .y V2 @ Wiy ++vy Uy @ Wiy,
pentru elementele bazei, putem asocia lui
d =My @uwy + - + M @y, + PHua@wy + -+ - + P, @y,
matricea coloana
d— t((bll P12 ... plm 2 2 ... $2m ... "l 2 ... oy,

Matricea lui = ® y este produsul tensorial al matricelor corespunzatoare lui

x i y. De exemplu, in reprezentare matriceala, relatia
(z'vr+2%v2) @ (y'wr +yPws) = zlylor @ wi+aly?v; @ we

+ 9622/11)2 & w1 +m2y2v2 & wa

devine
zly!
2l y! wly?
<w2>®<y2>: 2%yt
222
2.5.17 Am prezentat doud reprezentari matriceale pentru elementele lui ¥V @ W.
De exemplu, ® = Dy @ wy + D201 @ wy + Py @ wi + P22y @ wo
admite reprezentarile matriceale
(I>11
(I)ll (1)12 ) q)lz
e = ( P2 P22 ) s o= g

(I>22



94 Elemente de Algebra Liniara

2.5.18 Definitie. Fie A:V—V si B:W— W doi operatori liniari. Deoarece

orice element ® €V ® W este suma de elemente de forma = ® y, relatia
(A®B) (z©y) = (Az)®(By)

defineste operatorul liniar AQB: VW — VW,
(A®B)Y i@y = » (Az;)®(By;),

3 3

numit produsul tensorial al operatorilor A si B.
2.5.19 Din relatia
(A@B)(z @ y))(,¥) = ((Az) ® (By)) (¢, )
= ¢(Az) (By) = (z @ y)(po A, yoB)

rezulta ca

(A2 B)®)(p,9) = ®(poA, o B),

oricare ar fi ®=3) . x; Ry, €V @ W.

2.5.20 Propozitie. Daca A,C € L(V) si B,De€L(W), atunci
(A® B)(C® D) = (AC) ® (BD).
Demonstratie. Egalitatea are loc pentru orice vector de forma x ® y din ¥V @ W
(A®B)(CeD)(r®y) = (A®B)(Cr)® (Dy)
= (ACz) ® (BDy)=(AC) ® (BD)(z ® y).

2.5.21 Fie {v1,v9,...,v,} baza in V si {wi,ws,...,w,,} baza in W.
Matricea operatorului liniar T : V@ W — V ® W este

T = (T“) ,
M) 1<ik<n,1<j0<m
cu elementele
Ty = (v @ w)(T(v, @ wy))
satisfacand relatia

n m
T (v @ wy) = Z ZTIZ v; ® wj.

i=1 j=1
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2.5.22 Propozitie. Daca A€ L(V) si B€ L(W), atunci matricea lui A ® B este

produsul tensorial al matricelor corespunzatoare lui A si B.
Demonstratie. Fie {v1,v,...,v,} baza in V si {wy,ws,...,w,,} bazd in W.
Matricele lui A gi B sunt

A= (A2)1<i v<n cu Av, = A;€ v;, adica A}; = vi(Awy),

B = <B£> L<jem cu Buw; = BZ wj, adica BZ = v/ (Buvy).
Avem
(A®B)(vp@wy) = (Avy) @ (Buwy) = Aj B] v;@w; = (A B), viow;,
unde
(Ao B - AL B
2.5.23 Daca A€ L(V) si Be L(W), din relatia
(A®B)® = (A®B)(®* v, @w,) = ®*(Avy) @ (Buwy)

rezulta ca

(A2 B)®)7 = (A® B), ™.

2.5.24 In cazul

! y1 A% A% B11 B21
‘() y‘<y> A‘(A% A> B‘<B% B>

obtinem
AIBl AIBY ALB! ALBL\ [ 'y
o ey - | B A A ||y
4B A2B) A2B} A2B) || o2
4B A2B2 2B ARBR ) \ 2%

Al Ala? \ [ Bly'+ Bl
- 2.1 2,..2 ® 2,1 2,2 :(Ax)®(By).
Ajx' 4+ Asx By + B3y
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2.6 Tensori pe un spatiu vectorial

2.6.1 Fie V un spatiu vectorial peste corpul K, doua baze
B = {e1,€2,...,6n} (baza veche),
B ={e), e, ....en} (baza noud),
dualele lor

B* = {el €2, ... e}, B = {2 ... e},

si matricele de trecere

11 1 1 g1 1

al a2 .. an 1 2 .. n

2 2 2 2 32 2

al a2 .. an _1 1 2 .. n

S = , ST = ,
n n n n n n
ay Qy 51 52 e Bn
unde
e;=ale; si ej=f3; €. (2.16)

Fiecare vector x €V poate fi reprezentat in B si B’

% %
Y ) x:e(m),
r=2x"e =" ¢ cu 2 =l (),
sl avem
zt :ﬂ;- 2.

Similar, fiecare forma liniara ¢ € V* poate fi reprezentata in B* si B'*

p—pi—g i T p(ei),
= el =,
! ©; = p(e),
si avem
¢ = of pj.

2.6.2 Daca V este un spatiu vectorial peste corpul K, atunci asociind fiecarui z €V
forma liniara (v. pag. 82-11)

z: V" — K, z(p) = p(z),

obtinem un izomorfism V — (V*)* care permite identificarea lui V cu (V*)*.

De aceea, plecand de la definitia
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VRV ={T:V'xV"— K| T este forma biliniara },
obtinem

VoV*={T:V*xV —K|T este forma biliniara },

VRV ={T:VxV — K |T este forma biliniara }.

2.6.3 Fiecare element 7€V ® V admite reprezentarile
. T4 =T(el, el)
_ 7y . Ikl ) ! ) )
T=T"e®e;=T"€,Q¢€ cu TR =T (", ")
si avem
kil k ot ij
T/ — IBZ Bj TZ].
Fiecare element T'€ YV ® V* admite reprezentarile
. , T =T(e,e;),
T:Tfei@)ej:T'?e;C@ew cu . ( kj)
T, =T(", €)),
si avem
k i i
Fiecare element T'e V* ® V* admite reprezentarile
S T;; = T(e;,¢e5)
T:T“€Z®6]:T,k46,k®€/€ cu i 19 C5 )
. ! T'he=T (e}, €p),
si avem
T/kg = Oé%()é% TZ]

2.6.4 Definitie. Un tensor de tip (p,q), adica de p ori contravariant si ¢ ori
covariant, pe un spatiu vectorial V este un obiect matematic
T descris in fiecare bazd a lui V de (dim V)P4 coordonate
i1i2...0p
lej2---jq
care la o schimbare de baza (2.16) se transforma conform relatiei

/ilig...ip o i1 72 ip mi mo Mg klkg...kp
T jrsade = By By B0y, 0, @y Tryma - mg.-
2.6.5 Un tensor este complet determinat de coordonatele lui intr-o baza fixata.
Daca se cunosc coordonatele unui tensor intr-o baza, atunci pot fi calculate

coordonatele lui in oricare alta baza.
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2.6.6 Exemple.

Elemente de Algebra Liniara

Elementele lui V sunt tensori de tipul (1,0).
Elementele lui V* sunt tensori de tipul (0, 1).
Elementele lui V ® V sunt tensori de tipul (2,0).
Elementele lui V ® V* sunt tensori de tipul (1, 1).
Elementele lui V* ® V* sunt tensori de tipul (0, 2).
Numerele din K pot fi privite ca tensori de tip (0, 0).

2.6.7 Exercitiu. Obiectul matematic ale carui coordonatele in orice baza sunt

T =4 =

1 daca =y,
0 dacd i#j

este un tensor de tipul (1,1).

1o _ i _ ik _ i omsk _ giommk
Rezolvare. Avem T"; = 5]' = ﬁkaj = BLatoy, = ﬁkaj T7.

J

2.6.8 Propozitie Orice operator liniar A:V — V este un tensor de tipul (1,1).

Coordonatele lui A intr-o baza B = {e1, e, ..., ey } sunt coeficientii

din dezvoltarea

A
Ae; = Aj e;.

Demonstratie. Din Ae; = A’ ¢, obtinem relatia A(af ex) = A" aMe,n,
care poate fi scrisa sub forma

J (]

k o m Al
a; Ae, = o' A% e,

: k Am o m Al sox ok oAmo . om Al : 5 5
si conduce la of A" e, = o A" e, adica of A = o A’;. Din acesta formula

obtinem relatia 35, ozf At =B A"l echivalenta cu

/s k
AT = B o Ay

deoarece fBj,alft A = 03 A"} = A’}

2.6.9 Teorema.

Orice aplicatie (p+q)-liniara
T: V"XV - xV'xYxVx--xV-—K

p ori q ori

este un tensor de tipul (p, q) ale carui coordonate in baza {e1,es, ..., ey} sunt

1192...0p i1 02 ip . . .
j1j2___jq—T(e €2 € e €y s €,
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Mai mult, orice tensor de tipul (p,q) corespunde unei aplicatii (pt+q)-liniare

§1 mumai uneia.

Demonstratie. (in cazul particular p=¢=1). Avem

T, =T("*, ey) = T(3k e o ej) = BE o, T(e' e;) = BE o ;.
Invers, utilizand coordonatele T; intr-o baza fixata, putem defini aplicatia biliniara
T:V*xV—K, T(cp,x):T(wiei,xjej):ﬁcpixj,
independent de baza aleasa
ok gl N ik 0l ok bra i . @Rl 0
T(ppe”, 2" ep) =T gf " = By oy Ty ak%ﬁjﬁﬂ
= 525§Tlfgoixj = ﬁgpl-:cj.

2.6.10 Propozitie (Suma a doi tensori).
Daca Azllzzlj’; i B;i;i;’; sunt coordonatele a doi tensori A si B
de tip (p,q), atunci

1112...0p _ A9192...0p 1112...9p
ivjode = Ajrioiy + Birgois

sunt coordonatele unui tensor de tip (p,q), notat cu A+ B, adica

1192...0p _ A%192...0p 1192...9p
(A+ B)j1j2---jq - Aj1j2---jq + Bj1j2---jq'

Demonstratie. (cazul p=¢q=1). Avem

Ty = A5+ By = B, o A}, + .o} B}, = Bi.of (A}, + B}) = o} Ty,

2.6.11 Propozitie (inmul@irea unui tensor cu un scalar).
Daca ) € K g1 A;IIZQQZJ’; sunt coordonatele unui tensor A de tip (p,q), atunci
i1i2.ip _ \ gi102...0p
lej2~~~jq =A J1j2---Jq
sunt coordonatele unui tensor de tip (p,q), notat cu AA, adica
()\A)ilig...ip _ AAi~li2Mip

Jij2---dq J1j2---Jq°

] m

Demonstratie. (cazul p=¢q = 1). Avem T’; = )\A'é» = \Bi, ol Ak =plam Tk,

2.6.12 Propozitie ( Produsul tensorial a doi tensori, intr-un caz particular).
Daca Aék sunt coordonatele unui tensor A de tip (1,2) si B!, sunt

coordonatele unui tensor B de tip (1,1), atunci
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l
T’]km: Z B

sunt coordonatele unui tensor de tip (2,3), notat cu A® B, adicd

Demonstratie. Avem

1 " " ni b c qa nl s pr__ gl b c
T]km_Ajk'Bm_IBaajak bcﬁramBS_Baﬁrajaka Tbcs

Generalizarea definitiei produsului tensorial este imediata.

2.6.13 Produsul z ® ¢ dintre un vector x € V si o 1-forma ¢ € V* are coordonatele

iar produsul tensorial z ® y a doi vectori coordonatele
(z@y)? =a'y.

2.6.14 Propozitie (Contractia unui tensor, intr-un caz particular).

Fie Akjl coordonatele unui tensor A de tip (2,3). Numerele
n

J ]
Tkm - Z Akzm
i=1

sunt coordonatele unui tensor de tip (1,2), obtinut prin contractia lui A in

raport cu primul indice de contravarianta si al doilea indice de covarianid.

Demonstratie. Avem
T = it Ao
=i ﬁéﬁgak mAL = (i, Biad) ﬁgo‘k mAL, = 5d5b0‘k0‘ A%,

= Bogod, (05A%,) = Blagar, (Tio A%y) = Blagar, T,

2.6.15 Operatia de contractie se poate face in raport cu orice pereche de indici

formata dintr-un indice superior si un indice inferior.

2.6.16 Exercitiu. Sa se arate ca dacad x € V gi ¢ € V*, atunci numaérul
v =2a'y;

este un tensor de tip (0,0), numit scalar.
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Rezolvare. Numarul v se obtine prin contractie din x® si nu depinde de baza aleasa
n

n
V=) ali =) Blakale, = Sfalpr = alp; = .
=1

i=1






Capitolul 3

Spatii Hilbert finit-dimensionale

3.1 Spatii cu produs scalar

3.1.1 Definitie. Fie H un spatiu vectorial real (un spatiu vectorial peste R).

Un produs scalar pe H este o aplicatie

(Y:HxH—R
care satisface urmatoarele trei conditii:

a) (z,ay+fz) =alr,y) + B(z,2), Vr,y,2€H si Va,BeR;
b) (x,y) =(y,x),  Va,yeH;
c) (x,z) >0, VeeH si

(r,z)=0 <= x=0.

3.1.2 Exemplu. Relatia
n
<(I’1, "'7'7;71)7 (y17 7yn)> =T1Y1 + -+ TnYn = Z.%'k Yk
k=1
definegte un produs scalar pe spatiul R", oricare ar fine€ {1,2,3,...}.

3.1.3 Definitie. Fie H un spatiu vectorial complex (un spatiu vectorial peste C).

Un produs scalar pe H este o aplicatie

():HxH—C

care satisface urmatoarele trei conditii:
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z,0y + Bz) = olw,y) + B(x,2), Vo,y,z€H §i Va,BeC;

3.1.4 Exemplu. Relatia
n
<(x17 "'7xn)7 (y17 7yn)> = jl Y1 + -+ 'fn Yn = ij Yk
k=1
defineste un produs scalar pe spatiul C", oricare ar fine€{1,2,3,...}.

3.1.5 In cazul unui spatiu vectorial complex cu produs scalar

(ax + By, 2) = (z,00 + By) = & (z,2) + B (z,9) = a(z,2) + Bly, 2).

3.1.6 Definitie. Spunem despre doi vectori ca sunt coliniari daca unul dintre ei se

poate obtine Inmultindu-1 pe celalalt cu un scalar.

3.1.7 Teorema (Cauchy-Schwarz).
a) Daca (,): HxH—K este produs scalar, atunci

[, y)? < (2,2) (y, ),
oricare ar fi x,y € H.
b) Egalitatea

(z,9)]> = (z,2) (y,y)

are loc daca st numai daca x sty sunt coliniari.

Demonstratie. a) Relatia are, evident, loc in cazul y=0. Daca y+#0, atunci

(x + Ay, z+ Ay) >0, VA eK,
adica

(z,2) + XMy, ) + Mz, y) + A\ (y,y) >0, VA e K.
Alegand

—~
~

Yy,
v,y

(=, > [(z,9)? N (2, y)|?
(v, y) (Y, y) (Y, y)

A= —

~

relatia devine

>0,

(:C,:C> -
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adica (z,z) (y,y) > [(z,y)|*.
b) Daca = = ay, atunci

oy, 9)* = (ay, o) (y,y),  adica  |(z,)* = (z,2) (y,1).
Pentru y#£0, avem

r=ay = (y,2)=(yay) =aly,y) = a=

Dacd y#0 si |[(z,y)*=(z,z) (y,y), atunci

o <y,96>yH2 _ <x_ {y2) <y7x>y> _0

(y,y) )" (9

§i prin urmare avem

adica
_ ()

(v, )
3.1.8 Definitie. Fie H un spatiu vectorial peste corpul K.

Prin norma pe H se intelege o aplicatie

I|]]:H—R

cu proprietatile:
a) ||z||>0 oricare ar i x € H si
[z]=0 < = =0;
b) |laz|=|a|||x||, oricare ar i a€K, = € H;
c) llz+yl|I<l|z||+]lyll, oricare ar fi z,yeH.

3.1.9 Propozitie. Daca (,) : H x H — K este produs scalar, atunci
I+ H—R, |zl =+(z,2)

este norma (numita norma asociata produsului scalar).

Demonstratie. Avem
lzl| = +{z,2) >0 si [[z]|=0<+=z=0;
lazl| = /{az, az) = \/aalz, ) = |af |||
lz+ylPP ={et+yz+y) = (z2) + () + {2+ ()
= [Jz]]* + 2%Re (z,y) + [[y|* < |Jz|]* + 2[Re (2, 9)| + [[y|[
< | + 2 [z, )| + [[yl* < M) + 2 ||| [yl + [yl
= ([l + llyl)?
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deoarece

9%e (a + ib)| = |a] = Va2 < Va2 + b2 = |a +ib].

3.1.10 Produsul scalar este complet determinat de norma asociata.
In cazul unui spatiu vectorial real

1
() = 5(lle+yll* =[]z =y, Vo,y € H,

iar in cazul unui spatiu vectorial complex
1 . . . .
(,y)= Z(Ilfﬂ+yll2—IIl‘—yI|2—1||$+1y||2+1||$—1y||2), Vz,y € H.

3.1.11 Inegalitatea Cauchy-Schwarz se poate scrie sub forma

[, )| < [l[[ [yl

3.1.12 Exemplu. Pe spatiul vectorial real
R? = {z = (z1,22) | 21,22 €R }
unde

(z1,72) + (y1,92) = (T1+y1, T2+y2),
a(zy,x2) = (axy, axs),

relatia
(,y) = 2191 + 2212

defineste un produs scalar. Numarul

|z]| = /{z, 2),

(@1, 22)|| = \/2f + 23

reprezinta lungimea vectorului z = (x1,z2).

adica

3.1.13 In R2, utilizand formula
cos(a — b) = cosa cosb+ sina sinb

obtinem relatia (a se vedea figura 3.2)

(x,y)=z191+x2y2 =||z||||y|| (cOs @ cos b — sina sinb)

=l lyl| cos(a—0b)
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525 N

€1 x2

Figura 3.1: Lungimea vectorului z = (z1,z2) din R2.

din care rezulta ca produsul scalar (x,y) a doi vectori x si y este egal cu
produsul lungimilor vectorilor inmultit cu cosinusul unghiului dintre ei.

In particular, vectorii sunt ortogonali (perpendiculari) dacad gi numai daca

(z,y) = 0.

b

Figura 3.2: Produsul scalar a doi vectori din R2.

3.1.14 Plecand de la produsul scalar a doi vectori nenuli calculat in doua feluri

((1,51), (22, 92)) = T1 22 + Y1 Y2 = \/x% + 7 \/x§ +y3 cosa,

putem deduce sinusul unghiului format de ei
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Sma_m_\/l_ 361962+y1y2) _ \9612/2—9622/1\

(21 +y7)(23 + 3) Vi + i Va3 +y3
si apoi aria paralelogramului determinat de cei doi vectori

det<w1 yl)‘
T2 Y2

C? ={x = (x1,22) | 21,20 €C}

S 2 2 2 2 o —
aria = x1+y1\/x2+y251noz—

3.1.15 Exemplu. Pe spatiul vectorial complex

unde

(@1, 22) + (Y1, y2) = (1+y1, 22+ y2),

a(zy,x2) = (axy, axs),
relatia

(T,y) = T1y1 + T2 y2
defineste un produs scalar. Numarul
||l = V/{z, ),
adica
(21, z2)|| = V|21 >+ |22|?

reprezinta lungimea vectorului z = (x1,z2).

3.1.16 Definitie Prin distantd pe o multime M # ) se intelege o aplicatie
d: MxM—R

cu proprietatile:
a) d(z,y) >0 oricarear i z,y € M si

dz,y) =0 <= z=uy;
b) d(m, y) =d(y,z), oricare ar fi z,y€ M,
¢) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y), oricare ar fi z,y,z€ M.

3.1.17 Propozitie. Daca (,) : H x H — K este produs scalar, atunci

este distanta.

Demonstratie. Avem
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dz,y) =[z—y [0 si d(z,y)=0 & [[z—y =0 & z2-y=0 & z=y;

dz.y) =llz—y =l Dy —2) ==y —z =y —=z = dy,z);

dz,y) =l z—y =]l z—2+2—y <[ z—2z | + || 2~y ||= d(z, 2)+d(z,y).
3.1.18 Definitie.

Un spatiu vectorial echipat cu o norma este numit spatiu vectorial normat.

O multime nevida echipata cu o distanta este numita spafiu metric.

3.1.19 Orice spatiu cu produs scalar are si o structura de spatiu vectorial normat.

Orice spatiu normat are si o structura naturala de spatiu metric.

Spatii cu
produs scalar

Spatii normate

Spatii metrice

Figura 3.3: Spatii metrice.

3.1.20 MATHEMATICA: EuclideanDistance[{a, b, c}, {x, y, z}]
In[1] :=EuclideanDistance[{a, b, ¢}, {x, y, z}]
F+Out[1]=4/Abs[a—x]2+Abs[b—y]2+Abs[c—z]?
In[2] :=EuclideanDistance[{1,2,3}, {4,5,6}] —  Out[2]=3V3

3.2 Baze ortonormate

3.2.1 Definitie. Un vector unitar sau versor este un vector z cu ||z|| = 1.

3.2.2 Utilizdnd norma corespunzatoare, inegalitatea Cauchy-Schwarz se poate scrie

(@, )| < [l[[ ]yl
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In cazul unui spatiu vectorial real cu produs scalar, daca x # 0 si y # 0, atunci

< Smw
(] - llyl|
Numarul ¢ € [0, 7] cu proprietatea
cos p — (z,y)
] - [yl
reprezinta unghiul dintre = si y. Relatia precedenta se mai poate scrie
(@, y) = ][ [lyl| cos .
3.2.3 MATHEMATICA: VectorAngle[u,v]
= Out[l]=3

In[1]:=VectorAngle[{1, 2}, {2, -1}]
In[2]:=VectorAngle[{1, 1, 0}, {1, 1, 1}] Out[Q}:ArCCOS[\/g]

3.2.4 Definitie. Fie H un spatiu cu produs scalar si M C H o submultime.
Spunem ca vectorii x,y € H sunt ortogonali si scriem z Ly daca (z,y)=0.
Spunem ca x € H este ortogonal pe M i scriem x L M dacd x Ly, Yye M.

3.2.5 Daca vectorii x,y €H sunt ortogonali, atunci
le+yl1* = (@ +y, 2 +y) = (x,2) + (g, y) = [[«|* + [ly[]%,

adica
lz+yl® = ||zl * + [ly|]>.

3.2.6 Definitie. Fie H un spatiu cu produs scalar si {vy, v, ...,vx} C H.
Spunem ca {v1,ve, ..., v } este un sistem ortogonal daca

(vi,v5) =0 in cazul i#j.

Spunem ca {v1,ve, ..., v} este un sistem ortonormat daca
( ) =6 1 1in cazul <=y,
Vi 0 = 8is — - o —J
v K 0 1ncazul i # j.

3.2.7 Versorul corespunzator vectorului z=(1,2,3) este
1

L= (023) = (Fe/3 )

(w.z) =
3.2.8 MATHEMATICA: Normalizel[x]
In[1] :=Normalize[{1, 2, 3}] > Out[l]:(ﬁ,ﬁ,ﬁ)
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3.2.9 Propozitie. Orice sistem ortogonal de vectori nenuli este liniar independent.

Demonstratie. Fie {v1,va,...,vx} un sistem ortogonal de vectori nenuli. Daca

a1v1 4+ agve + - - - 4+ agvg = 0,

atunci
O:<U1,Oc11)1+042?)2+' . '+Oék1)k>:a1<U1,U1>+a2<Ul,Uz>+- . -+ak<vl,vk>:a1 H?}1H2.

Deoarece v #0, obtinem «; =0. Similar, se poate deduce ca as =0, ... , ap=0.

w

Figura 3.4: Proiectia ortogonala lui « pe w.

3.2.10 Propozitie. Proiectia ortogonald a lui x pe w#0 este
(w, z)

Puwx =

(w, w)

Demonstratie. Proiectia ortogonald a lui  pe w este un vector de forma Aw.
Impunand conditia (x — Aw) L w, obtinem relatia (w,x — Aw) = 0 care conduce la
A= (w,z)/(w,w) (v. Fig. 3.4).

3.2.11 Daca ||w|| = 1, atunci proiectia lui = pe w este vectorul P,z = (w, z) w.

3.2.12 Proiectia ortogonala a vectorului z=(1,2,3) pe w=(1,1,1) este

P(l,l,l)(la 273) - égﬁjgfiﬁﬁ)gg (17 17 1) = (27 27 2)

3.2.13 MATHEMATICA: Projection[x, w]

In[1]:=Projection[{1, 2, 3}, {1, 1, 1} + Out[l]=(2,2,2)
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3.2.14 Teorema (Metoda de ortogonalizare Gram-Schmidt).
Daca sistemul {uy,us, ...,un} este liniar independent, atunci {w1,ws, ...,wy}, unde
w1 = uq,

_ (wi1,u2)
W = U2 — {(wy,w1) 1

<w17un> <w27un> <wn—1,un>

Wy, = Uy — T2 W — 222 qpg — oo — _
n n T lwrawn) LT (wa,we) 2 (Wn—1,wn_1) 11

este un sistem ortonormat astfel incat
span {wy, wa, ..., wi} = span{uy, ug, ..., ug}

oricare ar fi ke{1,2,....,n}.

Demonstratie. Avem

Similar, se poate arata ca orice vector wy este ortogonal pe wy, wo, ... , Wi_1.

3.2.15 Teorema (Metoda de ortonormalizare Gram-Schmidt).

Daca sistemul {uq,usg, ..., un} este liniar independent, atunci {vy,va,...,v,}, unde

_w
U1 Hu1|l’< >
_uz—(vi,u2) vy
Y2 = Tz —(or,u2) o1 ]’
v — Un—(V1,Un) V1 —(V2,Un) V2= —(Un_1,Un) Un_1
n [[un—(v1,un) v1—(v2,un) vV2——(Vn_1,Un) Vn—1||’

este un sistem ortonormat astfel tncat

span {v1, v2, ..., v} = span {uy, ug, ..., ug}

oricare ar fi ke{1,2,....,n}.
Demonstratie. Se poate verifica direct ca vo L vy, apoi v3 L vy i v Lwve, etc.

3.2.16 Ortonormalizand sistemul de vectori

{(1,1,0),(1,1,1)}

obtinem sistemul ortonormat

(2 35) 00}
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3.2.17 MATHEMATICA: Orthogonalize[{ul,u2,...,un}}]

In[1] :=Orthogonalize[{{1, 1, O}, {1, 1, 1}}] Out[l}:{{%,%,o},{o,o,l}}

3.2.18 Definitie. O baza ortonormata este o baza {v1, ve, ..., v,} cu proprietatea
(vi, vj) = 04,
adica o baza formata din versori ortogonali.

3.2.19 Cu ajutorul metodei de ortonormalizare Gram-Schmidt, din orice baza se

poate obtine una ortonormata.

3.2.20 Teorema Daca B = {v1, va, ..., vy} este o baza ortonormata, atunci
n
T = E (v, )
§’L =1

n

<$,y> :Z<£C,’L)Z'> <’U¢,y>,

=1

oricare ar fi vectorii x §i .

Demonstratie. Orice vector x €V se poate scrie ca o combinatie liniara

n
Tr = Z xT; Uy
i=1
si avem

(vg, ) = <vk,zwz U@'> = milog,vi) = Y wibip =
i=1 i=1 i=1
(m,y> = <Z<Ui7x>vi7 y> = Z<x7vi> <Uiay>

i=1 i=1
n

] = (z,2) = Y (@, 05) (vi,2) = Y |, 05) .
i=1

i=1
3.2.21 Exemplu. Sistemul {e; =(1,0),e3=(0,1)} este bazi ortonormats in R? si
(w1, 22) = 21(1,0) + 22(0,1) = w161 + 7262
= <(17 0 ’ (1’1,1’2»61 + <(07 1)7 (1’1,1‘2»62

)
= (e1,x)e1 + (e, x)ea.
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3.2.22 Exercitiu. Sase arate ca {6/1 = (%, %) ! (%, —%) } este baza orto-

normat# in R? si s& se scrie vectorul z=(2,3) ca o combinatie liniara de €} si e}.
Rezolvare. Avem
(e1,€1) = (eh,eh) =1, (e1,€3) = (e5,€1) =0
si
x = (e}, x)e] + (e, x)el, = 7€~ 756

3.2.23*! Definitie. In spatiul C%, considerat cu produsul scalar standard,

despre doua baze

{v1,v2, ..., vq} si {w1,wa,...,wq}
spunem ca sunt complementare (unbiased, In engleza) daca

oricare ar fi j, k € {1,2,...,d}.

(05,0 = =
3.2.24* In C2, oricare dou# dintre bazele ortonormate
By = {(1,0),(0,1,)},
3 = {501, 0,-1},
3y = {510, &5 (1,0}

sunt baze complementare.

_1
f
_1
f

3.2.25% In C3, oricare doua dintre bazele ortonormate

%O = {(1’050)5 (Oa 1,0)? (0’0’ 1)} ’

o~ {01025 (1025 0.
B = {5 (Lee), 5 (L21) . G (L1
o= (0.4 10 t0)

unde e=e 3 =cos 3 T +isin 2?? , sunt baze complementare.

3.2.26* In C*, oricare dou# dintre bazele ortonormate

!Paragrafele marcate cu * pot fi omise la o prima lectur.
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By = {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)},

B ={3(1,1,1,1), (1,1,-1,-1), 5(1,—1,-1,1), 3(1,-1,1,-1)},

By = {1(1,-1,-i,-1), 1(1,-1,1,1), 5(1, 1,1, —1), 3(1,1,—i,i) } ,

By = {1(1,-i—,i,-1), (1, -1,1,1), 5(1,1,i,—1), 3(1,1, -1, 1)},

By = {1(1,-1,-1,-1), 1(1, -1, 1,1), (1,1, —1,1), 5(1,1, 1, —i) }
sunt baze Complementare.

3.2.27 Propozitie. Fie H un spatiu cu produs scalar si M C H o submultime.
Multimea tuturor vectorilor ortogonali pe M
L={zeV| zLu YueM}

este un subspatiu vectorial.

Demonstratie. Oricare ar fi ue M, avem

1
z,yﬂee]?é } — (u,ax + fy) = alu,z) + Bu,y) =0,

si prin urmare azx + Sy € M*.

3.2.28 Teorema. Dacd H este un spatiu cu produs scalar si K C H un subspatiu

vectorial, atunci
H=KoK.

Demonstratie. Daca x € KN KL, atunci ||z||=+/(x,2) =0, si prin urmare K N K+ =
{0}. Este suficient s& aratam ci dim K+dim Kt=dim . Pornim de la o bazi
ortonormata {v1, ve, ..., v } a lui K si o extindem péana la o baza {vy, va, ..., Vg, U1, U2, ooy Up_p }
alui H. Din ea obtinem prin ortonormalizare o baza {v1, V2, ..., Vg, Vg1, Uk+2, -+, Un }
in H. Se poate observa imediat ci {vg,1, Vkr2, ..., Un } este bazd in K si prin urmare

dim K +dim £+ =dim .

3.3 Dualul unui spatiu cu produs scalar

3.3.1 Propozitie. In cazul unui spatiu cu produs scalar H avem
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(m,u>:<y,u>, _
VueH =y

Demonstratie. Alegand u=x—1y, obtinem
(r,2—y)=(y, 2 —y) = (z-y,2—y)=0 = |[lz—y|[=0 = z=y.
3.3.2 Teorema. Fie H un spatiu cu produs scalar. Pentru orice formd liniard
p:H—C
existd a € H, unic determinat, astfel incat
o(x)={a, ), oricare ar fi xeH.

Demonstratie. Fie {v1,va,...,v,} 0 baza ortonormata. Din relatia

n n n n
@ <Z xm) =Y mip(vi) = <Z p(vj) vj, Zﬁﬂm>
i=1 i=1 j=1 i=1
rezulta ca

n
a= Z o(vj)v;
j=1

satisface conditia impusa, iar din propozitia precedenta, rezulta ca a este unic.

3.3.3 Din unicitatea lui a rezulta ca vectorul 2?21 ©(vj) vj, definit utilizand o baza,

nu depinde de baza aleasa.

3.3.4 In cazul unui spatiu cu produs scalar H, avem

H' ={H—C:2—{(a,x)| aeH }.
3.3.5 Notatia lui Dirac. In cazul % = C", produsul scalar a doi vectori
a = (ay,az,...,ap) si b= (b1,b2,....;b,)
poate fi scris utilizand inmultirea matricelor sub forma

(a,b) =@y by +asbo+ ...+ @by = (@1 as -+ an )

Utilizand notatiile
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b1
: b2
(al=(ar ag -+ an) si |b) = :
bn,
obtinem o notatie alternativa pentru produsul scalar
(a,b) = (alb).
Pentru forma liniara
C"— C:z+ (a,x),
adica
C"—C: |z) — (a|z),
se utilizeaza notatia (a|. Aplicatia
|b)(a| : C* — C" : |z) — |b)(a|z)
este un operator liniar cu matricea asociata
by biar bias
bo baa;  boas
[b)(al = (a1 a2 @n) =
by, bpar bpas

117

blan

ann

bnan

3.3.6 In cazul unui spatiu Hilbert oarecare H, este uneori convenabil sa se utilizeze

notatia |a) pentru vectorii a € ’H si (a| pentru formele liniare asociate

H— C: |z) — (a|z).

n
T = E (v, )0y,
i=1
Utilizand notatia lui Dirac, aceasta relatie se poate scrie
n

oricare ar i xz€H.

|z) = Z(vl\@ |vi), oricare ar fi |x) €H,

sau 2:1
|z) = Z [vi) (vi|x), oricare ar fi |x)€H.

i=1

, Un} este o baza ortonormata, atunci (v. pag. 113-20)



118 Elemente de Algebra Liniara

Utilizand operatorul identitate
I:H—H, I|z)=|z),
relatia (3.1) se poate scrie sub forma
n
I=> |vi)uil. (3.2)
Relatia (3.2) reprezinta 7“ezolu;fiaZ :iilentz'tdgfz'z' asociata bazei B.
3.3.8 Relatia (3.2) corespunde, in cazul bazei canonice

B={v; =(1,0,0), v = (0,1,0), v3 = (0,0,1)}
a lui R3, egalitatii

100 1 0 0
o1ofl=(o]aoo+{1]O10o+[0]@©o01).
00 1 0 0 1

3.3.9 Definitia proiectiei ortogonale pe un vector unitar w

] Puwr = (w,z)w
se poate scrie sub forma

Pulz) = [w){w|z)

§i prin urmare,
Puw = [w)(w].

3.3.10 Exercitiu. Daca w este un vector unitar, atunci

tr jw)(w| = 1.
Solutie. Daca {|v1), |v2), ..., |vn)} este baza ortonoirmata, atunci
n n
1 [w)(w| = (vilw) (wlog) =Y (wlvg) (v5|w) = (w|Tjw) = {ww) =1.
i=1 i=1
3.3.11 Daca B={|v1), |v2), ..., |vn)} este o baza ortonormata,
atunci {(v1|, (va|, ..., (v,|} este duala ei deoarece
(vilvg) = dij.

In particular, din (3.2) rezulta relatia
n

(al = (alvi)(uil.

i=1
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3.3.12 Un sistem de vectori {|v1), |va), ..., |vn)} este baza ortonormata daca

si numai daca sunt indeplinite urmatoarele doua conditii:

(vilvj) = bij > v (v =1
=1

3.3.13 In spatiul bidimensional

o~{m=(3)

echipat cu produsul scalar

(] (2)) =t 3 (5) =i

fiecare dintre sistemele de vectori (am indicat diverse notatii utilizate)

{o=m=(5) m=1m=(1)}.
{m=17=-501) P=ra=5(0) )
{lm=1=-%(7) @=n-%(_1)}

este baza ortonormata. Ele sunt numite baza computationala, baza diagonala

a,ﬁGC},

st baza circulard. In aplicatii, unele notatii pot fi mai sugestive decat altele.

3.3.14* Exercitiu. Aratati ca in C2, oricare doua dintre bazele {|0), [1)}, {|+),]—)},
{|®),|©)} sunt baze complementare (v. pag. 114-23).

3.3.15 Teorema.

Matricea de trecere intre doua baze ortonormate este o matrice unitard.

Demonstratie. Fie {v1,va,...,v,} si {v],v},...,v],} doud baze ortonormate si fie
a1t Qg Q11 o Qpa
Qp1 1 Qpp Qlp -+ Qpp

matricea de trecere intre ele i adjuncta ei, adica
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n
/
’Uj: E ozijvi.
. . i=1
Din relatia

dij = (Vi V) = Xkt Qhilks Dt XmjUm) = Doke1 Dmet CkiCtmi (Vk, V)

n n — n —
=D 1 Do OhiQmOkm = > pq QkiQkj
rezulta ca S*S = 1.

3.3.16 In cazul unui spatiu vectorial real cu produs scalar, matricea de trecere intre

doua baze ortonormate este o matrice ortogonala.

3.4 Frame-uri exacte

3.4.1 In R? vectorii corespunzatori varfurilor unui triunghi echilateral

w=(30): () ()

nu formeaza o baza ortonormata, dar verifica relatia remarcabila
2
I=>"|w)(wi,
=0
adica, in scriere matriceala,
1 1
o[V o) T ) E ) (s )
0 1 0 3 v V6 V2 —Z5 V6 V2]’

Versorii corespunzatori vectorilor w;,

win

adica vectorii (v. Fig. 3.5),
u0:(170)7 U1:<—%,§>, u2:(_

verifica relatia

i
|
o
N—
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Figura 3.5: Frame-ul finit ug, uy, us.

3.4.2* Definitie. Fie H un spatiu d-dimensional cu produs scalar. Un sistem de
vectori unitari {uy, ug, ..., ur } este numit frame daca exista doua

constante 0 < a < 8 < oo astfel incat

k
al(zle))® < [l < Bl(zlx)?>,  oricare ar i weH.
=1

Sistemul de vectori {uy,ua, ..., ur} este numit frame exact daca

exista 0 < a < oo astfel incat

k

> Helu)|? = af(z]2) %,

i=1

oricare ar i x€H.

3.4.3* Teorem4. Intr-un spatiu complex d-dimensional cu produs scalar H, orice

frame exact {uy,us,...,ux} verifica rezolutia identitatii

1=4¢ gijl |ug) (u;]. (3.3)

Demonstratie. Fie {v1,va,...,v4} 0 baza ortonormata in H si

Din relatia

d k
S = Eizl|uz‘><ui|-
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d d k
ad=a [(vlo)? =D [{vslu)]® =
j=1 j=1i=1
rezultd cd a=k/d. Avem
k

k
d
(v)]Slv;) = 7 Z<U]‘ul (uslvj) = L Z U]‘ul U]‘U]H =L
i=1 i=1

Oricare ar fi j # ¢, au loc relatiile

2 = (vjtvevjtve) = (vj+odSlj+ve) = 2+ (vj|Slve) + (velSv;),
2 = (vj+ive|vj+ive) = (vj+ive|Slvj+ive) = 2 + i{v;[S|ve) — i{ve|S|vy),
care conduc la (v;]S|vg) = 0.

| S8

3.4.4* Vom utiliza termenul de frame exact pentru a desemna orice sistem de vectori

unitari {uy,ug, ..., uy} care satisface rezolutia identititii (3.3). In particular,

orice baza ortonormata este un frame exact.

3.4.5* Teorema. Fie H un spatiu d-dimensional cu produs scalar. Dacd

{u1, ug, ... uk} este un frame exact, atunci

) = % Z i) (uilz), (x| =

2—1

wl&
Nk

(ui) (uil,

1

(aly) = ¢ Z(w\u»(ui\y% l]]* = § Zk? [{lua) |2,

i=1 =

-.
Il

—_

oricare ar fi x,y € H.
Demonstratie. Toate relatiile rezulta direct din (3.3).

3.4.6* Exercitiu. Vectorii corespunzatori varfurilor unui tetraedru regulat

n=(hEE) ()
we(dd) e (Fohe)

formeaza un frame exact in R3.

3.4.7* Exercitiu. Vectorii corespunzatori varfurilor unui icosaedru regulat

\/:i (17T7O)7 \/::L (_17T7 0)7
\/? (1,0,1), \/? (1,0,—1),
= (0,1,7), 5 (0,-1,7)
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definit utilizand ‘numarul de aur’ 7= % =1.6180339887...,

formeaza un frame exact in R3.

3.4.8* Exercitiu.
Vectorii corespunzatori varfurilor unui poligon regulat cu k laturi

U = (cos 2mT7r,s,i1r1 QmT”) ) unde m=0,1,....k — 1,
formeaza un frame exact in R? astfel incat

: k—1
I= z > tm) (Uuml.

m=0

3.4.9* Exercitiu. Sistemul infinit de vectori

u(t) = (cost,sint), unde ¢ € [0,2m),
formeaza un frame exact infinit in R? astfel incat
1 27
I = —/ dt |u(t)){u(t)|.
™ Jo

3.4.10* Exercitiu. In spatiul L?(R), sistemul infinit de vectori

2
=]

|Z> = e 2

n;O % |n), unde z € C,

definit utilizand o baza ortonormata {|0),[1),|2), ...}, formeaza un

frame exact infinit astfel incat

1
I:—/df)f{ezdjmz]zﬂz\.
C

™

Scriind |g, p) in loc de |z) = ‘%(q - ip)>, relatia anterioara devine

1
= — dqd .
o //RQ qdp|q,p){q,p|

Frame-ul infinit |2), .. , numit sistemul de stari coerente standard sau
sistemul de stari coerente Schrodinger-Klauder-Glauber, joaca un rol
fundamental in mecanica cuantica, optica gi, in general, iIn modelele

cuantice din fizica [14, 28].
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3.5 Spatii Hilbert

3.5.1 Orice spatiu cu produs scalar are o structura de spatiu normat cu norma
|zl =/ (z, z),
si o structura de spatiu metric, cu distanta definita prin relatia
d(z,y)=|lz—yl|=(z—y,z2—y).
3.5.2 O consecinta directs a relatiei ||u||? = (u, u) este identitatea paralelogramului
2 2 2 2
lz +yll” + lle = yll” = 2[|z|I” + 2 [y]I".
3.5.3 Definitie. Fie (xj)r>0 un sir de elemente din spatiul cu produs scalar H.
Spunem ca (zx)r>o converge la a si scriem klim rr=a daca
- —00
lim ||z — al] = 0,
k—o0
adica daca oricare ar fi € >0 exista k. €N astfel incat
|z — al| < e, oricare ar i k > k..
3.5.4 Definitie. Fie (2})r>0 un sir de elemente din spatiul cu produs scalar H.

Spunem ca (z)r>0 este sir Cauchy daca pentru orice € > 0

exista k. € N astfel Incat

|z — x0]| <€, oricare ar fi

3.5.5 Propozitie. Orice sir convergent este un sir Cauchy.

Demonstratie. Fie € > 0. Daca limy_, ) = a, atunci exista k. €N astfel incat
||z — al| < %, oricare ar i k > k.,
§i prin urmare
|2k — @ol| = |k — a+a— x| < |z — al| + [z —al| <e,

oricare ar fi k > k. gi £ > k..

3.5.6 Definitie.
Un spatiu metric este complet daca orice gir Cauchy este convergent.
Un spatiu normat complet este numit spatiu Banach.

Un spatiu cu produs scalar complet este numit spatiu Hilbert.
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3.5.7 Conventie. In functie de corpul peste care este spatiul vectorial, spatiul Hilbert
este un spatiu Hilbert real sau un spatiu Hilbert complex.
In afari de cazul in care se indici contrariul, prin spafiu Hilbert

vom Intelege In continuare un spatiu Hilbert complex.

3.5.8 Exemple. Fie ne{1,2,3,...}.
Spatiul R™ echipat cu produsul scalar

n
(21, woes @)y Y1y s Yn)) = C1YL - T Yn = D Th Y
k=1

este un spatiu Hilbert real de dimensiune n.

Spatiul C™ echipat cu produsul scalar

n
(21, cees @)y (U1, oY) = B1 YL+ B = Y T
k=1

este un spatiu Hilbert complex de dimensiune n.

3.5.9 Definitie. Spunem despre doua spatii cu produs scalar H gi K ca sunt

1zomorfe daca exista un izomorfism liniar T:H — K cu

(Tz, Ty) = (x,y), oricare ar fi z,y € H.

3.5.10 Teorema.
Orice spatiu cu produs scalar real n-dimensional este izomorf cu R™

Orice spatiu cu produs scalar complex n-dimensional este izomorf cu C™.

Demonstratie. Fie {v1,va,...,v,} 0 baza ortonormata in spatiul considerat H. Din
n n

(@, y) =D _(,vi) (i,y) =Y _ (vi,z) (v;,y)

i=1 i=1

rezulta ca izomorfismul liniar
H—R":x— ((v,x), (v2, ), ..., (v, T)) (3.4)

i respectiv,
H—C":x— ((v1,2), (v2,2),..., (U, ) (3.5)

pastreaza produsul scalar neschimbat.

3.5.11 Izomorfismele (3.4) si (3.5) permit identificarea lui H cu R", respectiv C™.

Orice spatiu cu produs scalar finit-dimensional este un spatiu Hilbert.
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In cazul spatiilor finit-dimensionale, se poate utiliza termenul de spatiu

Hilbert in locul celui de spafiu cu produs scalar.

3.5.12 Doua spatii Hilbert izomorfe sunt identice ca structura matematica.
Toate spatiile Hilbert n-dimensionale sunt izomorfe intre ele.

Orice spatiu Hilbert n-dimensional se poate identifica cu spatiul Hilbert C™.

3.5.13 Propozitie. Suma directd a doud spatii Hilbert
HoK={(z,y) | veH, yek},

echipatd cu produsul scalar

((z,y), @' y) = (z.2") + {y.9/),

este spatiu Hilbert.

Demonstratie. Norma asociata

1@ Il = VA(,9), (@.9)) = V@ 2) + (g y) = VIl + [yl

are proprietatea

}snmwusmn+mm oricare ar i (z,y) € H & K.
In particular, din relatia
T — Ty
o - H}Smew—mwMKWm—MHWw—M\
e — well
rezulta ca

(x)k>0 este gir Cauchy
(xkayk)kzo este gir Cauchy <= si
(yk)k>0 este sir Cauchy,

iar din relatia

T —Q
o= < o) — (@)l < llw —all + =0
[

rezulta ca

lim z = a
k—o0

lim (z,yr) = (a,0) <= si
koo lim y; = 0.
k—oo
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3.5.14 Daca {v1,v,...,v,}, {w1,ws, ..., wg} sunt baze ortonormate in H si K, atunci
{ (Uly 0)? (/U2a 0)5 ceey (/Una 0)5 (05 wl)a (Oa ’U)Q), ceey (0) wk‘) }
este baza ortonormata in H & K.

3.5.15 Exemple. Avem C2=C @ C, C2=Ca® CaC, etc.

3.5.16 In functie de context, prin C” se intelege spatiul Hilbert
C"={ (1,22, ...,xy) | x1,22,...., 2y € C },

identificat cu spatiul matricelor linie
C"={(x1 2 ... x,)| x1,29,...,xy € C},

sau spatiul matricelor coloana
1

z

x? t 1.2
C" = ) =Yz mo ... my) | 2%, ..,2" €C

xn

3.5.17 Izomorfismul M« (C) — C*™ :
ai; v Qim
¢
= (au,a21,--- y Anl, @12, ,Ap2, "0, Alm, ** aanm)

Gpl1  *°° dnm

devine un izomorfism de spatii Hilbert daca echipam spatiul vectorial

complex M, xm(C) cu produsul scalar

ai; o aim bir - bim
< SR N > = ai; bij,
anl -+ Gpm b1 -+ bpum ij
adica daca utilizam produsul scalar Hilbert-Schmidt
(A,B) = tr (A* B),
unde A* este adjuncta (complex conjugata transpusei) lui A.

Spatiul M, %, (C) devine in acest fel un spatiu Hilbert izomorf cu C™™.

3.5.18 Spatiul £(H) al tuturor operatorilor liniari A:H — H este un spatiu
Hilbert cu produsul scalar Hilbert-Schmidt

(A, B) = tr (A*B),
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definit cu ajutorul unei baze si independent de baza aleasa.

Norma asociata produsului scalar este

1Al = /{4, 4) = Vtr (47 A). (3.6)

3.5.19* O alta norma, neutilizata pe parcursul acestei carti, este
1]l = sup{ [[Az]| | zeH cu [fz][=1}.
3.5.20* Doua norme || ||4, || ||» : £ — [0, 00) definite pe un spatiu vectorial K
se numesc echivalente daca exista «, 5 € (0,00) astfel incat
allzlle < |lzlls < Bll2||as oricare ar i z€Kk.

In cazul unui spatiu K finit-dimensional, se poate arata ca oricare doua
norme sunt echivalente. In particular, daca H este un spatiu Hilbert
finit-dimensional, atunci orice norma || ||: £(H)— [0, 00) este echivalenta
cu norma Hilbert-Schmidt (3.6).

3.6 Multimi convexe

3.6.1 Definitie. Fie V un spatiu vectorial si M C V o submultime.

Spunem ca M este mulfime convexa daca

oricare ar fi z,y € M.

Figura 3.6: Multime convexa si multime neconvexa.
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3.6.2 Definitie. Fie H un spatiu Hilbert, x €V si M CH o submultime.

Prin distanta de la x la M se intelege numarul

(e, M) = inf [lv—ul|.

Figura 3.7: Distanta de la =z la M.

3.6.3* Teorema Daca H este un spatiu Hilbert, M CH este o multime convexd

inchisa st x € H—M , atunci exista un element unic y € M astfel incat

6z, M) = ||z —yll.
Demonstratie. Fie § = §(x, M). Aratam mai intai ca 6 > 0. Presupunand ca 6 =0
rezultd ci pentru orice n € {1,2,3,...} existd z, € M astfel incat ||z — z,|| < <
si prin urmare lim,,_,o x, = x. Deoarece M este inchisa ar rezulta ca x € M, in

contradictie cu ipoteza. Pentru fiecare n € {1,2,3, ...} alegem y,, € M astfel incat
< lo—yall <4~ (3.7)

si aratam ca (yn)n>1 este sir Cauchy. Scriind identitatea paralelogramului

2|z = yul® + 2112 = yml* = llyn = yml* + 1122 = yn — yml?

1 1
x — §yn+ §ym

1\’ 1)°
o=l <2 (04 1) 42 (54 2-) -
n m

sub forma
2

190 = ymll* = 2|z = yal* + 2|z — yml[* — 4

)

obtinem ca

adica
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o 46 46 2 2 49+2 40+2
g —yml? < —+—+ 5 +—5 < - :
no m n m n m
Pentru orice € > 0, alegand N € N astfel incat % < g, avem

n>N

m > N.

Spatiul Hilbert H fiind complet, exista y = limy,— o yn $i ¥ apartine multimii inchise

Hyn - ymH2 <e, oricare ar fi

M. Trecand la limita in relatia (3.7) obtinem ca § = ||z — y||. Presupunand ca
existd doud elemente y,y’ € M cu é = ||z — y|| = ||z — ¢/|| si folosind identitatea
paralelogramului deducem relatia
0% = 2|z —yl? + 2]z = y'IP = ly = ¥'I* + 122 —y — ¢/|]”
=lly =91 +4 ||z~ o+ 3/)||° > lly — o/|* +40°

din care rezultd y = /.

3.7 Adjunctul unui operator liniar

3.7.1 Teorema. Fie H,K spatii Hilbert si A:H— K un operator liniar.

Ezista un operator liniar A*: K —H care verificd relatia
(A*z,y) = (z, Ay), Veelkl, yeHt. (3.8)

st el este unic determinat.

Demonstratie. Fie {v1,va,...,v,} 0 baza in H. Pentru z € K fixat, aplicatia
p:H—C, oy =z, Ay)

este o forma liniara. Stim (v. pag. 116-2) ca exista
n n n
a= Z(p(vj) vj = Z (x, Avj)v; = Z(Avj,x>vj
j=1 j=1 j=1
astfel incat p(y)={(a,y), Yy€H. Punand A*z=a, obtinem operatorul liniar

A" K—H, A%z = Z(Aw,x)w,
j=1

care satisface relatia
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(A*z,y) = <i<Avj,w> y> = 3 (o Avy)(y.0)
p2

j=1
= <x Z(Uj7y>Avj> = (z,Ay), VzekK,yeH.
j=1

Presupunand ca B : K — H este un alt operator satisfacand (3.8), obtinem relatia
(A*z,y) = (Bx,y), Veelkl, yeH
care conduce la A* = B.

3.7.2 Definitie. Fie H, K spatii Hilbert si A:H — X un operator liniar.
Operatorul liniar A*:C—H care verifica relatia

(A%, y) = (x, Ay), Veelk, yeH

este numit adjunctul lui A. Alte notatii utilizate sunt A1, AT,

3.7.3 Propozitie. Fie H un spatiu Hilbert. Daca A, B:H — H sunt operatori
liniari si daca AeC, atunci
A+B:H —H, (A+ B)x = Az + Bz,
M:H—H, (AM)xz =\ Az,

AB:H — H, (AB)xr = A(Bzx),
sunt operatori liniari si

(A*)*=A, (A+B)*=A*+B*,

(M) =)\ A*, (AB)*=B* A*.

Demonstratie. Avem
(A+ B)(ax + By) = Alax + By) + Blaw + By) = adz + fAy + aBx + BBy
=a(A+ B)x + B(A+ B)y;

(M) (ax + By) = XNA(ax + By) = AaAz + \FAy = a(AA)z + B(AA)y;

(AB)(ax + By) = A(B(az + By)) = A(aBz + BBy) = aA(Bz) + BA(By)
= o(AB)z + S(AB)y.

Relatia (A*)* = A rezulta din
(A" z,y) = (x, A%y) = (Az,y), Ve,y € H.
Avem

(A+ B)'z,y) =(x,(A+ B)y)=(z, Ay) + (=, By)
=(A*z,y) + (B*x,y)=((A* + B")x,y),
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adica, pentru orice x € H,

((A+ B)*z,y)y=((A" + B")z,y), Yy € H.
De aceea, (A + B)* = A* + B*. Similar, pentru orice x € H avem
(M) zy) = (o (\)y) = (A Ay) = A (z, Ay)
= MA"z,y) = A A",y) = (A )z,y), Yy e,
si acesta relatie conduce la
(AA)*z = (AA*)x, Vo e H,
adicad (AA)* = AA*. Oricare ar fi # € H are loc relatia

{(AB)'z,y) = (z,(AB)y) = (z, A(By)) = (A", By)
= (BY(A"z),y) = (B*A%)z,y),  VyeH
care conduce la (AB)* = B* A*.

3.7.4 Teorema. Matricea adjunctului A* al unui operator liniar A:H—H

in raport cu o baza ortonormatd este adjuncta matrices
operatorului A in raport cu baza consideratd.
Demonstratie. Fie

ai

* *
. a/ln a/ll ... aln
* *
Gnl Gnn Ap1 70 Opp
matricele lui A gi A* in raport cu baza ortonormata {vi,vs, ..., v, }, adica

n n
AU]‘ = Z Q5 Vg, A*Uj = Z a;‘j V;. (3.9)
i=1 =1
Relatia

n

u= Z(vi,uwi
i=1

are loc pentru orice u €. Inlocuind pe u cu Avj si respectiv A*v; obtinem
n

n
Avp =Y (v, Avjhvi, Aty =3 (v, A%vj)v;. (3.10)
=1 i=1
Din (3.9) si (3.10) rezulta relatiile
Qi = <UZ‘,AU]'>, a,;kj = <Ui,A*Uj>
care conduc la
ot —

5 = (v, AMvg) = (Avi,v5) = (v, Avi) = @



Spatii Hilbert finit-dimensionale 133

3.7.5* Teorema. Daca A : H — K este o transformare liniard, atunci operatorii
ANA-H—H gt AN K — K

au aceleasi valori proprii nenule, cu aceleasi multiplicitati.

Demonstratie. Daca p este o valoare proprie a lui A*A si u un vector propriu cores-

punzator, atunci
AN Au = pu.

In cazul in care i # 0, din acesta relatie obtinem egalitatea
AN Au = pAu

posibila numai daca Au#0. De aceea a este o valoare proprie a operatorului AA*
iar Au un vector propriu corespunzator. Daca ui, uo, ... , up sunt vectori proprii

liniar independenti ai operatorului A*A corespunzatori valorii y, atunci din
a1 Aug +ag Aug + -+ ap Aug, =0
obtinem relatia
o1 A" Auq + ag A*Aug + - -+ + o, A*Auy, = 0,
echivalenta cu egalitatea
ajuy +asus + -+ apup =0

care conduce la a1 =--- = a3 =0. Prin urmare, Auq, ... , Aug sunt vectori liniar

independent;.
3.7.6 Utilizand notatia lui Dirac, fiecarui vector |v) € H i asociem forma liniara
(W :H—C : |w) — (v|w).
Dacd A : H — H este operator liniar, atunci
(Avfw) = (v]A"w) = (v]A"|w).
Forma liniara corespunzatoare vectorului A|v) este (v|A*.

3.7.7 Sistemul de vectori {|v1), ..., |v,)} este bazd ortonormata daca si numai daca

(ilvg) =65, Y o) (vl = 1.
i=1
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Daca A : H — H este operator liniar, atunci
n

> (vilAlvg) i) {vjl.

1,j=1

A=TAI =" o) (il A |v;){vj] =
j=1

i=1
3.7.8 Exercitiu. Sa se arate ca adjunctul operatorului |u)(v| este |v)(u|, adica avem
(lw) (v])* = [v)(ul.

Solutie. Elementele matriceale corespunzatoare satisfac relatia

(ilu)(vlvj) = (ulvi) (vjlv) = (vj|v) (ulvi).

3.8 Operatori autoadjuncti (hermitieni)

3.8.1 Definitie. Pe un spatiu finit-dimensional, un operator autoadjunct
A:H—H
este un operator care coincide cu adjunctul (A = A*), adica
(Az,y) = (z, Ay), Ve, y € H. (3.11)

3.8.2 Notam cu A(H) multimea operatorilor autoadjuncti definiti pe #, adica

AH) ={AeL(H)| A*=A}
={Ae€L(H)]| (Az,y) = (z, Ay), Vr,y e H}.

3.8.3 Fie H un spatiu Hilbert bidimensional (de exemplu, H = C?)
si fie {|0),]1)} o baza ortonormata fixata. Operatorul identitate

I:H—H,  1=1[0)0]+|1)

si operatorii Pauli (mai multe notatii sunt prezentate)
o1=0,=X:H—H, o1 =0, =X = |1){0] + |0)(1]
oy=0y =Y :H—H, oy =0y, =Y =1[1)(0] —1]0)(1]

o3=0,=7 :H—H, o3 =0, =7 =|0)(0] — |1)(1]

sunt operatori autoadjuncti.
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3.8.4 Propozitie.
a) A, Be AH) = A+ BecA(H).

Ae A(H)
b) aER} = adc A(H).
¢) Daca A,B € A(H), atunci :

AB € A(H) <= AB=BA.

d) Daci operatorul A € A(H) este inversabil, atunci A~ € A(H).

Demonstratie. Utilizam proprietatile adjunctului prezentate la pag. 131-3.
a) Avem (A+ B)*=A*+B*=A+B
b) Avem (aA)* = aA* = aA.
c) Dacd AB € A(H), atunci AB = (AB)* = B*A* = BA.
Daca AB = BA, atunci (AB)* = B*A* = BA = AB i prin urmare AB € A(H).
d) Avem (A71x,y) = (A1, A(A™Yy)) = (A(A ), A ly) = (z, A™1y).

3.8.5 Unele rezultate similare se pot obtine In cazul matricelor hermitiene. Spatiul

matricelor hermitiene n xn este un spatiu Hilbert real de dimensiune n? cu

produsul scalar definit prin relatia

(A, B) = tr(AB)

Matricele

(o) (i) (o) (0 0)

formeaza o baza ortogonald in spatiul matricelor hermitiene 2 x 2.
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O alta baza ortogonala remarcabila este {I, 01,09, 03}. Matricele

100 10 0 -1 0
00, 100, .007
0 00 0 0 0 00
0 00 0 01 0 0 —i
01 0|, 001, 00 0],
0 00 100 0 O
0 00 0 00 0 0 O
o000/, looz1], [oo0o =i
0 01 010 0 i 0

formeaza o baza ortogonala in spatiul matricelor hermitiene 3 x 3.

3.8.6 Propozitie. Un operator liniar A:H—H este autoadjunct dacd $i numai

daca matricea lui in raport cu o bazd ortonormata este hermitiand.
Demonstratie. Consecinta directa a rezultatului prezentat la pag. 132-4.

3.8.7 Spatiul operatorilor autoadjuncti A(#) este un spatiu vectorial real.

Echipat cu produsul scalar
(A, B) = tr(AB)
el devine un spatiu Hilbert real de dimensiune d?, unde d = dim .
3.8.8 In spatiul Hilbert A(C?) sistemul {I, 07, 09,03} este o bazi ortogonali.
Fiecare operator A€ A(C?) admite o reprezentare de forma (v. pag. 32-6)
A= % (apl + ar01 + agos + azos) = % (agl +a- o)
cu ap €R si a = (a1, as,a3) €R3 unic determinati.
Valorile proprii ale lui A sunt A1 2 = 3(ao + ||a|]).
3.8.9 Distanta definita de produsul scalar in A(H) este
d(A,B) = ||A-B|| = /(A—B, A—B) = \/tr(A—B)2.

In cazul H = C?, o alta distants foarte utila este

1 1 1
d<§ (a0[+a-0),§(60[+b.0)> = 5(’0,0 —bo’ + Ha—bH)
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3.8.10 Propozitie. Daca A : H — H este operator autoadjunct, atunci:
a) valorile proprii ale lui A sunt reale;

b) vectorii proprii corespunzatori la valori proprii distincte sunt ortogonali.

Demonstratie. a) Fie A o valoare proprie si u # 0 un vector propriu corespunzator,
adici Au = Au. Din relatia (Au,u) = (u, Au) rezultd cd A = .
b) Fie A1 # A2 doua valori proprii distincte si u1, ug vectori proprii corespunzatori,

adicd Auy =Ajuy si Aug=Agug. Din (Auq,us) = (uy, Aug) rezultd (uq,us)=0.

3.8.11 Propozitie. In cazul unui operator auto-adjunct, toate radacinile

polinomului caracteristic sunt reale.

Demonstratie Fie Ae A(H) si fie \; o radacind a polinomului caracteristic, adica

air — A1 a2 e ain
any agy — Ay - asp —0
Qan1 An?2 s Gpp — )\1

In acest caz, sistemul de ecuatii
(@11 — A1)z1 + 1222 + -+ + a1, =0
a1 + (aze — A1)T2 + - + azz, =0

ap1T1 + ap2xo + -+ + (ann - Al)xn =0

admite in C" o solutie (x1,x9,...,z,) # (0,0,...,0). Adunénd ecuatiile sistemului

inmultite respectiv cu 1, Z9, ..., T, obtinem relatia
n n
E AjpTET5 = )\1 E Lidy.
k=1 j=1

Deoarece matricea lui A intr-o bazd ortonormata este hermitiana, adica a;i, = ag;,

aveln

A\ z?,k:l AjkTkT; Z?,k:l Ok TETj 3
1= = = Al.
2?21 | 2?21 ;[

3.8.12 Teorema. Dacd A:H—H este operator autoadjunct, atunci existd o baza

ortonormata B in H astfel incat matricea lui A in raport cu B

este o matrice diagonald.

Demonstratie. Utilizam inductia matematica. Afirmatia este evident adevarata daca
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dimH = 1. Presupunand ca afirmatia este adevarata in cazul dim H =n—1, aratdm
ca ea este adevarata si in cazul dim H=n. Fie H un spatiu vectorial de dimensiune
n si fiet A € A(H). Stim ca A are cel putin o valoare proprie A;. Fie u # 0 un
vector propriu corespunzator, adici Au = A1 u. Vectorul unitar v; = ﬁ este i el
vector propriu corespunzator valorii A;. Subspatiul vectorial format din toti vectorii

ortogonali pe vy,
K={w}t={zeH]| (v,2) =0},
este un subspatiu invariant
rek = (v,Ax) = (Avy,z) = \(v,2) =0 = Az ek

de dimensiune n— 1 si span{v; } ® LC=H. Relatia (Azx,y) = (x, Ay) fiind satisfacuta
de orice x,y € H, rezulta ca restrictia lui A la IC

Alg: K — K
verifica relatia (A|xz,y) = (x, A|cy) oricare ar fi x,y € K. Aceasta aratd ca Alg

este operator autoadjunct. In virtutea ipotezei de inductie, exista o baza ortonor-

mata {ve, vs, ..., v, } In K in raport cu care matricea lui A|x este o matrice diagonala,

o 0O - 0
Ae=| 0
0 0 - A

Sistemul de vectori B = {v1, va,v3, ..., v, } este o baza ortonormata in H si matricea

lui A In raport cu baza 9B este

A0 0 0

0 X O 0

A= 0 0 X3 0
0 0 O An

3.8.13 Cu notatiile din demonstratia teoremei, operatorul A admite reprezentarea

A= X wid(vil = Ay o) (vi] + Mg [o2) (wa] + -+ + A [on) (v
=1
De exemplu, avem
I = 0){0] + [1){1, oz = |H)(+| = [=){=],
0. =[0)(0]—[1){1], oy = @) (B — o) (e,



Spatii Hilbert finit-dimensionale 139

unde
1 1 1

V2 V2 V2
3.8.14 Teorema. Doi operatori autoadjuncti A, B : H — H comuta, adicd

AB = BA,

£ (o) £11)) @) (10) +i[1))  [©) (10) = i[1)).

dacd st numai daca existd o bazd ortonormatd formatad

din vectori proprii comuni ai lui A si B.

Demonstratie. “<” Daca {v1,va, ..., v, } este o baza ortonormata formata din vectori

proprii comuni ai lui A si B,

AU]' = ajvj, BU]' = ,ijj,
1 1 —_— n . .
atun(:l, oricare ar i x = Zj:l Z;v;, avem
n n n
(AB)x = E xzj ABv; = E xj o fBivj = E xzj BAv; = (BA)z.
j=1 j=1 j=1

“=" Presupunem cid AB = BA si ca B are doar doua valori proprii 81 si Bs.
Subspatiile proprii corespunzatoare H; si Ho, care verifica relatiile

Bx = iz, oricare ar i x € Hq,

Bx = oz, oricare ar i x € Ho,

sunt ortogonale si H = Hy @ Hy. Deoarece

xr€H = B(Az) = A(Bz) = 1(Ax) = Ax € Hi,
x € Hy = B(Ax) = A(Bz) = [2(Ax) = Ax € Hao,

putem considera restrictiile Aly, : Vi — Hi §i Aly, : Ho — Ho. Operatorii Aly,
si Al|yp, fiind autoadjuncti, in spatiile Hilbert H; si Hso exista baze ortonormate
{v1,v2, ..., v} si {Vk41, k42, ..., Un} formate din vectori proprii ai lui A. Sistemul
de vectori {v1, va, ..., Vg, Vk+1, Uk+2, -.., Un } €ste o bazad ortonormata in H formata din
vectori proprii ai lui A si B. Dacd B are mai multe valori proprii, demonstratia este

similara.
3.8.15* In spatiul Hilbert C2, vectorii

jur) = [0), juz) = e %0y + /2T ),
fug) = 200y + 20, Jua) = LeF10) + 2 )

Sl
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formeaza un frame exact

1 4
3 > Jug)(uy| = 1.
j=1
Operatorii autoadjuncti
I = [uj)(uj|,  unde j€{1,2,3,4},

formeaza o baza in spatiul Hilbert £(C?) si

1 .
<Hj’Hk> = |<uj|uk>|2 = g’ pentru j 7& k.
Osz(C },

OéjGR}.

3.8.16" Teorema. Daca {]uj>};lil este un frame exact in spatiul Hilbert d-dimensional

Frame-ul {|uy), |u2), |us),|uqs)} este simetric si
4

L(C?) = { > o fug) (ug]

J=1

Jj=1

A(C?) = { S a fug) (]

H si daca exista o constanta a € (0,00) astfel incat
(ujlur)? = a,  pentru j #k,
atunci a = 1/(d+1) si {|u]><uj|}§l2:1 este baza in L(H).

Demonstratie. Plecind de la rezolutia identitatii

1 &
EZ!%‘H%‘\ =1,
j=1

obtinem relatia

d2
1 1
d=trl’= z > [uylug)|* = ﬁ(dQ +ad*(d® -1)),
J,k=1

. < N — . :
din care rezultad a = 1/(d+1). Presupunand ca » ;_; o [u;)(u;| = 0, obtinem relatia
d2 1 1 d2

2
0=]§1raj|<ug'luw| :ak+mzﬁ0&j=d—+1 do"ﬁ*j}l:%'
- j -

. . 2
care aratd ca a; = --- = g2 si prin urmare 0 = Z?Zl a; |uj)(uj| = anl. De aceea,

a1=--=agz =0 gi operatorii |u;)(u;|, in numér de d?, sunt linear independenti.
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3.8.17* In spatiul Hilbert C3, vectorii unitari

fun) = (10} + (1)), Juz) = (1) + [2)). Jus) = 25(12) + [0)),
)= L E0) +e),  fush=ED) ) Jug)=L(el2) +2l0).
jur)= L (E0) +el1),  fushy= L) ). Jug)=L(el2) +<[0)

27i

unde {|0),]1),]2)} este o baza ortonormata si € = ™5 , formeaza un frame exact
9
3 2 lui)ul =1
j=1
simetric

| (uj|ug)|* = pentru  j # k,

=

si astfel incat {]uﬁ(uﬂ}?zl este baza in L(C3).

3.9 Elemente de calcul functional

3.9.1 Plecand de la un operator liniar A : H — H putem defini operatorii
A%=1, A'=A, A’=AA, A3=AAA,
si
P(A)=agA"+a1 A" 4o an, 1 Adand,

oricare ar fi polinomul P(X)=agX™+a; X™ '+ 4a, 1 X +am.

3.9.2 In spatiul Hilbert £(H), despre o serie de operatori

>

k>0

spunem ca este convergenta daca exista B € L(H) astfel incat
m
li A, =18
A ) A= B,

adica astfel Incat
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lim =0.
m—0o0

k=0

Operatorul B se numeste suma seriei si scriem

B=Ay+A1 +Ay+ - sau B:ZAk.
k=0

3.9.3 Urmand analogia cu dezvoltarile in serie de puteri

1 1 1
e2:1+ﬂz+gz2+§z3+---,
— 1.2, 1.4 _ 1.6
cosz=1—g2°+ 52" — 52"+,
20+

z
5 1
Z_ﬁ _|_..’

=

sinz = %z — %23 +
definim operatorii
e =1+ LA+ F A2+ 343+,
cos A= —%AQ—F%A‘l—éAG%—--- )
sin A = %A—%A?’—l—éfl‘:’—%fﬁ%—--- .
Se poate arata ca seriile de operatori implicate sunt convergente.
3.9.4 Teoremi. In cazul a doi operatori liniari A, B : H — H avem:
AB = BA == e ef = ATE,
Demonstratie. Inmultind termen cu termen seriile absolut convergente obtinem
ALoB S A SN BE SN L gjph
een = P IRTEDY
k=0

il k!
i=o k=0’

. o0
— 1 Z jﬁ!dAjBk: Z %(A—{—B)":eA"'B.
n=0 jH+k=n n=0

3.9.5 In cazul unui operator diagonalizabil
n
A=A v (wil,
i=1
avem

A2 =" N v (ilv) (vi] = D N [vi) (wil,
=1

1,7=1
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n

aA® + BA+ AT = (aX? + BAi +7) vi) (il
=1

si

P(A) = Z P(\;) |vi)(vil, oricare ar fi polinomul P.
i=1

Putem defini operatorul
n

FA :H—H, (A= FO) o) uil,

i=1
pentru orice functie f: D — C al carei domeniu de definitie contine Ay, ..., A,.
Deoarece f(A) depinde doar de valorile luate de functia f in punctele Aq, ..., Ay,
acelasi operator corespunde la o infinitate de functii.

In particular, avem
et =37 e Jui) (uil,
cos A= Y"1 cos A |vi) (v,
sin A =37 sinA; [v;)(vs].
Daca A1, ..., A\ €]0,00), atunci putem defini operatorul

VA=Y Vil (il
=1

cu proprietatea (\/Z)2 = A. Tinand seama ca }\im Aln A =0, putem admite
O
cd 0ln0=0 gi defini operatorul

Al A=Y "X Ik fv) (v,

i=1
3.9.6 Plecand de la reprezentarile (v. pag. 119-13 si pag. 138-13)
o = [F)+ = [=N=, oy =le)e]l-|e)el,  o=|0){0[-[1)(1],

unde

=
I
N
— o
SN—
B
I
S
7N
| =
—
N~—
o
I
S
7N
Lo
SN—
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se obtine

e72% =T (+] + o3| (-]
e i3y = e 3@} @] + ez [o) (o]

e713% = ¢713|0)(0] + €3 |1)(1]

3.10 Operatori pozitivi

3.10.1 Definitie. Fie H un spatiu Hilbert si A:H — H un operator autoadjunct.

Spunem ca A este operator pozitiv si scriem A > 0 dacia
(x| Alz) >0, oricare ar fi |z) eH.
Spunem ca A este operator pozitiv definit gi scriem A > 0 daca

(x| Al|z) > 0, oricare ar fi |x) #0.
3.10.2 Orice operator autoadjunct A este diagonalizabil si se poate scrie sub forma
A= Z )\z‘vz><vz‘
i
Oricare ar fi |z) € H avem

(x]|Alx) = ZA | (v;|z) |2

Operatorul A este pozitiv daca si numai daca \; >0, oricare ar fi 4.

Operatorul A este pozitiv definit daca si numai daca A; >0, oricare ar fi i.
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3.10.3 Teorema. Operatorul liniar A:H— H este pozitiv dacd si numai dacd

exista un operator liniar B:H — H astfel incat
A= B*B.
Demonstratie. Dacad A = B*B, atunci A este pozitiv deoarece
(x,Azx) = (x, B*Bx) = (Bx, Bzx) > 0, oricare ar fi z € H.
Dacd A=Y, \i|vi)(v;| > 0, atunci putem alege B=3", v/A; |v;) (v;].
3.10.4 Definitie. In spatiul A(H), definim relatia de inegalitate
A<B daca B—A>0.

3.10.5 Exercitiu. Oricare ar fi operatorul liniar C', avem

A<B = CAC*<CBC".

3.10.6 Definitie. Fie H, K doua spatii Hilbert. Spunem despre o aplicatie liniara
frAH) — AK)
ca este o aplicatie pozitiva daca

A>0 = f(A)>0.

3.10.7 Multimea operatorilor pozitivi definiti pe un spatiu Hilbert H este o multime

convexa: oricare ar fi # € H si oricare ar fi A € [0, 1] avem
AT 20 (- NAAB)) > 0

z, ((1— z) > 0.

(x,Bz) >0

3.10.8 Operatorul autoadjunct
A:C?—C?, A:%(aof—l—a-a),
verifica relatia 0 < A < I daca gi numai daca
lall < ap <2~ [lall.
In particular, in acest caz [|a|| < 1.

3.10.9 Daca A, B : H — H sunt operatori liniari, atunci
0<A<LI,

o<B<I — 0<(1—t)A+tB <1, oricare ar fi t€][0,1].
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3.11 Proiectori

3.11.1 Daca H este spatiu Hilbert si K C H un subspatiu, atunci (v. pag. 115-28)

H=KeK"
Fiecare vector |z) € H poate fi scris in mod unic sub forma
¥yek
z) = |2') + |2 cu | X
2) =1a') +1a") e

si aplicatia
P:H—H, P|z) = |2/},
este un operator liniar,
P(alz) + Bly)) = ala’) + Bly) = aPlz) + BPly),

cu proprietatea P(H)= K, numit proiectorul (ortogonal) pe subspatiul K.

3.11.2 Din relatia
lall? = Gola) = (@' +a”la’+a") = (e + @) = |2 + |l
rezulta ca
||Px|| < ||zl oricare ar fi |z)€eH,

si
|[Pz]| = [[lz]| <= [|z)eK.

3.11.3 Din relatiile
(@|P|z) = (z]2") = (a']a") = || Pz|* > 0,
(xlz) = (@' +a"|2' +2") = (@']a") + (2" |2") = (@|2") = (2| P|),
adevarate oricare ar fi |z) € H, rezulta ca
0 < (z[Plz) < (z|I|z),

adica
0<P<I.
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3.11.4 Fiecare baza ortonormata {|v1), [v2), ..., |[ug)} a lui K poate fi extinsa pana la
o baza {|v1), |va), ..., |[vk), [Vk+1), -, |[Un) } & lul H si, pentru orice |x), avem
k n
) =Yl (uile), s @)= Y e (vila).
i=1 i=k+1
Relatia

k
Plz) = Z |vi) (vil )

verificata oricare ar fi |x) € H, arata ca P poate fi definit in felul urmator

k
P=> |u)ul. (3.12)
=1

Matricea lui P in baza considerata are forma

10 ... 00 ... O
01 ... 00 ... 0
P=]00 10 0
0 0 0 0 0
00 ... 00 ... 0

Complementul ortogonal al proiectorului P

n
Pr=1-P= )" [v)v]
i=k+1
este proiectorul corespunzator subspatiului .
3.11.5 Teorema. Un operator liniar P : H — H este proiector daca si numai dacd
P?=p =P~ (3.13)
Demonstratie. Daca P este proiector, atunci relatia (3.13) rezulta din (3.12). Admitand

ca P verifica relatia (3.13), dovedim c& P este proiectorul corespunzator subspatiului
K={lu)| Plu)=lu)}
Orice vector |z) € H poate fi scris sub forma

) = Pl) + (Jx) — Plx)).
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Din relatia P(P|z)) = P%|z) = P|z) rezulti ci P|z)€K. Oricare ar fi |u) € K, avem
Plu) = |u), si prin urmare (u| = (u|P*. Din relatia
(ul(|z) = Plz)) = (u|P*|z) — (u|P*Plz) = 0
rezultd ci |z)— P|z) € Kt
3.11.6 Operatorul autoadjunct (v. pag. 136-8)
1
A:C*—C? Azi(aof—l—a-a),

este proiector daca si numai daca

ap = ||a]| = 1.
3.11.7 Exercitiu. Singurele valori proprii posibile ale unui proiector P sunt 0 gi 1.

Solutie. Daca \ este valoare proprie a lui P, atunci exista |z) # 0 astfel incat
P|z) = A|x). Din relatia

(A2 =) |z) = (P? = P)|z) =0
obtinem egalitatea A\?> — X\ = 0, verificatd numai de A =0 si A = 1.

3.11.8 Dacéa P este proiectorul corespunzator subspatiului X C H, atunci spatiul

propriu corespunzator lui 1 este /C, iar cel corespunzator lui 0 este K+, adica

K={lu)| Pluy=1lu)} st K" ={|u)| Ply=0})

3.11.9 Daca proiectorii P;, Py : H — H sunt astfel incat P; P»=0, atunci

PP, = PP = (PPy)"=0.
3.11.10 Definitie. Doi proiectori P;, P»:H — H se numesc ortogonali daca P; P, =0.

3.11.11 Propozitie. Proiectorii Py, Py : H — H sunt ortogonali daca i numas

daca subspatiile corespunzdtoare Ky, Ko sunt ortogonale.

Demonstratie. Daca K1 L Ko, atunci Py|z) € Ky C K, si prin urmare P Py|z) =0,
oricare ar fi |x) € H. Invers, daca PP, =0, |y) € Ky si |2) € Kq, atunci |y) = Pily),

|z) = Pslz) si avem

(ylz) = (Y| PI Po|z) = (y|P1P|z) = 0.
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3.11.12 Propozitie. Suma P=P,+---+ Py, a proiectorilor Py, Ps, ..., Py, este un

proiector daca i numai dacd ei sunt ortogonali doi cate doi.

Demonstratie. Daca Py, Ps, ..., Py, : H — H sunt proiectori ortogonali, atunci
P?=(Pi+---4+P,)? =P +---+P, =P,

adica P este proiector. Invers, daca P este proiector si i#j, atunci (v pag. 146-3)

m m
1P| + ([Pl < Y|Pyl = Y (2| Pile) = (| Pla) < {afz) = |||,
k=1 k=1
adica avem
|| Pi| | + || Pj| | < ||| )2, oricare ar fi |x)€eH.

Punéand P,y in loc de z, obtinem relatia
1Pyl + [P Pyl < [|Pyll?,  oricare ar i [y) €H,
din care rezulta ca
P; Py =0, oricare ar fi |y) €H.

3.11.13 Propozitie. Produsul P= PP, a doi proiectori P, Py : H — H

este un proiector daca si numai daca PPy = PoP.

Demonstratie. Daca P= P, P, este proiector, atunci P\ Py=P=P*= (P P,)*=
Py P;=P,P,. Dacd PiPy=PoPy, atunci P2=PP=P, P,P\Py=P2P?=P, P,=P.

3.11.14 Daca Py, P, : H — H sunt proiectorii pe subspatiile Ky, Ko si daca
P P,=P, P, atunci P= P, P, este proiectorul pe subspatiul =K1 N KCs.

3.11.15 Propozitie. Fie Py, P> proiectorii corespunzatori subspatiilor Ky, Ko.
Urmatoarele patru relaic sunt echivalente:
a) P1>Py; c) PIP="D;
b) K12Ky; d) PP =P.
Demonstratie. a)=b). Daca |z) € Kq, atunci x= P,|z). Din relatia (v. pag. 146-3)
l2]]* > | Pral|? = (2| Prlz) > (z|P2lz) = (z]a) = |||

rezulta ca ||Pyxz||=||z||, ceea ce este posibil numai daca Pjz==, adica |z) € K.
b)=c). Fie |x) € H. Deoarece Ps|x)€ Ko C K1, avem P Po|z) = Pslx).
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c)=d). Daca PPy = P», atunci PP, = PP = (P\P)* = Py = P,.
d)=-a). Fie |z) € H. Utilizand relatiile Py = (PyP1)*=P; Py si P, < I, obtinem

(x| Pola) = (2| Py Polx) = (x| Py Py Py Py |2} = (2| Py Po Py |2) < (| PT Prla) = (2| Py ).

3.11.16 Propozitie. Diferenta P=P;— Py a doi proiectori P, Py : H — H

este un proiector daca si numai daca Py > Ps.

Demonstratie. Daca P = P, — P, este proiector, atunci, pe baza propozitiei prece-
dente, din P; = P+ P, rezulta ca (P, — P2)P» = PP, = 0, adica are loc relatia
PP, = Py, echivalenta cu P, > P». Invers, daca P > P,, adica PLPo =P, = PPy,

atunci

P’=(P,—P,)> - P> — PPy — PP+ P}=P,—P, = P.

3.11.17 Teorema. Orice operator autoadjunct A admite descompunerea spectrald
A= Z i B,
i
unde p; sunt valorile proprii ale lui A i P; sunt proiectorii
ortogonali corespunzdtori care satisfac relatiile
P?=P;=P; P,Pj=6;; P, > pP=I
i

Demonstratie. Stim (v. pag. 138-13) ca A se poate scrie sub forma
n

A= "Nl (vl en D el =T s (vilvy) =
i=1

i=1
(unele valori \; pot sa coincidd). Daca A are doar doua valori proprii distincte,
A=Ay == A=, Abt1 = Ag2 = - = Ay = pia,
atunci A admite descompunerea
A= 1P+ poPo
unde P;, P, sunt proiectorii ortogonali
Pr=vi)(oi] + -+ ve) (ol Po = [vkg1) (W1 + -+ |on) (vn)

care satisfac relatiile P, + P, = I si PLP>, = 0. In cazul mai multor valori proprii

demonstratia este similara.
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3.11.18 Exemplu. Valorile proprii ale operatorului autoadjunct
A:C — C3, Az, 22, 23) = (v2+ax3, 21 +73,T1+22)

sunt A\ =2 gi Aa=A3=—1. Subspatiile proprii corespunzatoare
Vo= {(z1,22,73) | mi=22=23} = { (2, a,a) | a€C}

Vo1 ={(x1,29,23) | x1+22+23=0} = { (v, 8, —a—05) | a,€C}

sunt ortogonale. Notand cu P, si P_1 proiectorii ortogonali corespunzatori, avem

%)

A=2P + (—1)P,1.

In subspatiul V, o baza ortonormata este formata din vectorul v; = (

i
Sl
Sl

Alegand in V_; baza ortonormata
_ (1 _ 1 — (L1 1 __2
{02—(\/? \/5’0)’03_(\/6’\/6’ \/6)}
rezulta
Py=lvi)(uv1],  P-1=lvz){va|+]|v3)(vs],
adica

A=2P + (=1)P_1 = 2Jvy)(v1] — ([v2){va|+][vs)(vs|).

3.12 Transformari unitare si ortogonale

3.12.1 Definitie. Fie H un spatiu Hilbert. O transformare unitard in H
este o aplicatie liniara A:H —H cu proprietatea

(Az, Ay) = (z,y),  Vr,y € H.

3.12.2 Transformarile unitare pastreaza nemodificata norma vectorilor:

|4zl = V/{Az, Ax) = \/(z,2) = ||zl|, Vo eH.

3.12.3 Fie H un spatiu Hilbert bidimensional si {|0),|1)} o baza ortonormata fixata.

Operatorul identitate I si operatorii Pauli
o =|1)(0[+[0)(A]  oy=1[1)(0[-1]0)(1]  o==[0)(0]—[1)1]

sunt transformari unitare. Transformarea Hadamard
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_ b
V2

este o transformare unitard cu proprietatile

1 1
E(IOHID), H1) = %(|0>—|1>), H*=1.

3.12.4 Propozitie. Fie A, B:H—H aplicatii liniare.

Dacd A este transformare unitard, atunci si A~ este transformare unitard.

1

H:H—H, H
V2

(10} + 1)) (O] + —=(10) = [1))(1]

HI|0) =

Daca A si B sunt transformari unitare, atunci AB este transformare unitard.

Demonstratie. Daca A este transformare unitara, atunci ker A = {0}
Az =0 = |jz||=14z]|]=0 = =0
si conform teoremei dimensiunii
dimIm A = dimH — dim Ker A = dim H.
De aceea, A este o transformare bijectiva. Transformarea A~! este unitard
(z,y) = (A(A™ ), A(A™1y)) = (A1, A7 Ny).
Daca A gi B sunt transformaéri unitare, atunci

((AB)z, (AB)y) = (A(Bx), A(By)) = (Bz, By) = (z,y),  V&,y € H.

3.12.5 Transformarea identitate
I -H—H: z2—z
este o transformare unitara si compunerea aplicatiilor este asociativa
(A(BC))xz = A((BC)z) = A(B(Cx)) = (AB)(Cx) = ((AB)C)z, Vr € H.
De aceea, multimea transformarilor unitare
{A:H—H| (Az, Ay) = (x,y), Vz,y e H}

are o structura naturala de grup (grupul transformarilor unitare ale lui H).

3.12.6 Propozitie. Fie H un spatiuv Hilbert si A:H—H o aplicatie liniard.
Urmatoarele afirmatiic sunt echivalente:

a) A este transformare unitard;

b)) A*A=1
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c) A este bijectivi si A7 = A*.

Demonstratie. Daca A este transformare unitara, adica

(Azx, Ay) = (z,y), Va,y € H,
atunci are loc relatia
(A*Az,y) = (z,y),  VYa,y €N,
care conduce la A*A = I. Daca A*A = I, atunci A*AA™1 = A~! adici A* = A~L.

Daci A este bijectiva si A1 = A*, atunci

(Az, Ay) = (A* Az, y) = (A Az, y) = (z,y),  Va,y € H.

3.12.7 Propozitie. O aplicatie liniara A : H — H este transformare unitard dacd

st numat dacd matricea et in raport cu o bazd ortonormata este o matrice unitard.
. ) v v . n
Demonstratie. Daca {vi,ve,...,v,} este o baza ortonormata si Av; = ijl a;jivj,

atunci

(Avi, Avj) = (o3 hiVks D peg GingUm)

n n = n — n
= 2 k=1 2am—1 @il (Uks Um) = Dy Okillkj = D j—y @ Ohi-
Daca A este transformare unitara, atunci are loc relatia

Za%aki = (Av;, Avj) = (vi,v5) = 6ij
k=1
echivalenta cu A* A = I. Invers, daca A* A = I, atunci
(Az, Ay) = <A (isy mivi) , A (Z;& ijj>> = D ic1 21 Tl (Avi, Avy)

=i Z}‘:l TYj0ij = Y iy Tili = (T,Y).
3.12.8 Teorema. Dacd A : H — H este transformare unitard, atunci:
a) orice valoare proprie A verificd relatia |\ = 1;

b) Vectorii proprii corespunzatori la valori proprii distincte sunt ortogonali.

Demonstratie a) Fie A o valoare proprie a lui A gi u # 0 un vector propriu core-
spunzator, adicdA Au = Au. Din relatia (Au, Au) = (u,u) rezultd ca |\ = 1.

b) Fie A1 # A9 doua valori proprii distincte, u1, uy vectori proprii corespunzatori,
adicd Au; = Auy si Aug = doug. Din relatia (Auq, Aug) = (ug,u2) rezultd ca

<U1, U,Q> =0.
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3.12.9 Teorema. Daca A:H—H este transformare unitard, atunci existd o bazd
ortonormata B in H astfel incat matricea lui A in raport cu B

este o matrice diagonala.

Demonstratie. Utilizam metoda inductiei matematice. Afirmatia este evident adevarata
daca dim’H = 1. Presupunand ca afirmatia este adevirata in cazul dimH =n—1,
aratam ca ea este adevarata si daca dim H =n. Fie H un spatiu vectorial de dimen-
siune n gi A : H — H o transformare unitara. Fie A\; € C o valoare proprie si u # 0
un vector propriu corespunzator, adicd Au= A1 u. Vectorul unitar v, = ﬁ este de
asemenea vector propriu corespunzator lui A\;. Subspatiul format din toti vectorii

ortogonali pe vq
K={v}t={zeV]| (v,2) =0}
este un subspatiu invariant
re = (vi, Ax) = M (Mg, Az) = (Avy, Ax) =X (v1,2)=0 = AzeK
de dimensiune n—1 si span{v; } K ="H. Relatia (Az, Ay) = (z,y) avand loc pentru
orice x,y € H, rezulta ca restrictia lui A la K
Alg: K — K
verifica relatia (Alxx, Alcy) = (x,y), oricare ar fi x,y € K, adica este transformare

unitard. Conform ipotezei de inductie, exista o baza ortonormata {ve,vs,...,v,} In

K astfel incat matricea lui A|x este o matrice diagonala

X 0 -+ 0
0 X3 -~ 0
Ae=| . 0
0 0 - M\

Sistemul de vectori B = {v1,va,v3,...,v,} este baza ortonormata in H si matricea

lui A in aceastd baza este o matrice diagonala

A0 o --- 0
0 X 0 -+ 0
A= 0 0 A3 -+ O
0 0 0 - M

3.12.10 Teorema. Orice operator unitar A admite descompunerea spectrald

A:ZMR‘,
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unde p; sunt valorile proprii si P; sunt proiectorii ortogonali

corespunzatori cu proprietatile

P?=P,=P; P,P;=6;; P, > pR=I
%
Demonstratie. Este similara demonstratiei prezentate la pag. 150-17.

3.12.11 Teorema. Fie K C H un subspatiu vectorial al spafiului Hilbert H.
Orice operator unitar U :IC—H se poate prelungi pand la un

operator unitar U :H —H.

Demonstratie. Fie {v1,vo, ..., v} 0 baza ortonormata in I pe care o extindem pana

la o baza {vi, v, ..., Vk, Vg11, ..., Up } In H. Sistemul ortonormat
w1 =Uvy, we=Uwvg, ..., wr=Uuvy
il extindem péana la o baza {ws, ..., Wk, Wgt1, ..., w, } In H. Operatorul U:H —H,
Uvj = wj, oricare ar i j€{1,2,....k, k+1,...,n},

este o extensie unitara a operatorului unitar U:JC— H.

3.12.12 Exista un analog real al notiunii de transformare unitara, dar nu toate

proprietatile prezentate in cazul complex se pastreaza in cazul real.

3.12.13 Definitie. Fie H un spatiu Hilbert real. O transformare ortogonald
in H este o aplicatie liniard A:H — H cu proprietatea

(Az, Ay) = (z,y), Va,y € H.

3.12.14 Transformarile ortogonale pastreaza nemodificatd norma vectorilor.

Multimea transformarilor ortogonale
{A:H—H| (Az, Ay) = (z,y), Vo, yeH}

are o structura naturala de grup (grupul transformarilor ortogonale).

3.12.15 Propozitie. O aplicatie liniara A : H — H este transformare ortogonald
daca si numai dacd matricea ei in raport cu o bazd ortonor-

mata este o matrice ortogonald.
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3.12.16 Teorema. Daca A : H — H este o transformare ortogonald, atunci:
a) singurele valori proprii posibile ale lui A sunt 1 gi —1;

b) vectorii proprii corespunzatori la valori proprii distincte sunt ortogonali.

Figura 3.8: Rotatia de unghi ¢ in jurul originii.

3.12.17 Exercitiu. Daci identificim planul cu spatiul Hilbert real R2, atunci
rotatia R; de unghi ¢ In jurul originii este transformare ortogonala.

Aratati ca, in general, R; nu admite nicio valoare sau vector propriu.

Solutie. Notand r=+/x2+y? gi punand (v. Fig. 3.8)
Rt(.%', y) = (1'/7 y,)a

obtinem
' =rcos(a+t)=r cosa cost —r sina sint = x cost — y sint,
Yy =rsin(a+t) =r cosasint+r sina cost = x sint + y cost,

adica
Ri(x,y) = (x cost —y sint, x sint + y cost).

Matricea rotatiei R; in raport cu baza canonica este
cost —sint
Rt = . .
sint cost

Radacinile ecuatiei caracteristice
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cost— A —sint

sint cost — A\ =0

sunt

A2 =costty/cos?t—1

si ele sunt reale daca gi numai daca coste€{—1,1}, adica daca si numai daca t€Zr.

3.12.18 Rotatia R(t) de unghi t in jurul unui vector unitar vE€R3.
Fie (v1,v2,v3) coordonatele lui v in raport cu baza canonica
B ={e; =(1,0,0), ea = (0,1,0), es = (0,0,1)}.

In cazurile v=e3 gi v=—e3, matricea lui R; in raport cu baza B este

cost —sint 0 cost sint 0
Riy=| sint cost 0 gi respectiv. Ry = | —sint cost 0
0 0 1 0 0 1

In cazul v # +es, deoarece

€1 €2 e3
vXeg=|wv v w3 |=(ve,—v1,0)
0O 0 1
i
€1 €2 €3
vx (vxes)=|wvy vy wv3 |=(viv3,v203, —v% — v%)
0O 0 1

sistemul de vectori

. 0 2 2
%/ — {6/1 — M, el2 = (U1U3,U2U3, Y UQ), eg = (01,025/03)}

Vi +v3 Vi +v3

este o baza ortonormata. Matricea de trecere de la 9B la B’ este

V1v3

V2 vy
VUitul i+l
—V1 VU3
— V2
S=| ViEnd Vg
2 2
—V]—V
0 L2 gy

/021 .2
vy +v5
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iar matricea de trecere de la B’ la B este !S. Matricea rotatiei de unghi ¢

in jurul lui v in raport cu baza B’ este

cost —sint O
Ri = sint cost O
0 0 1

iar matricea aceleiagi rotatii in raport cu baza canonica B este
cost —sint 0
SRS =S8 sint cost 0 |!IS.
0 0 1

Se observa ca

si prin urmare

0 1
0 = tS V2
1 V3

In particular, avem

cost —sint O

V1 0 0 V1
SRS [ vy | =S| sint cost 0 0)l=S5(0]=(wv],
V3 0 0 1 1 1 V3

adica

SRS v=n0.

3.12.19 In cazul unei transformiri ortogonale A:H —H, in general, nu exista o

baza 9B astfel incat matricea lui A in raport cu 9B sa fie una diagonala.
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3.13 Transformarea Fourier finita

3.13.1 Definitie. Spunem despre o functie de variabild discreta
p:Z—C
ca este periodica cu perioada N daca

o(n+N) = p(n), oricare ar i neZ.

3.13.2 Oricare ar fi k€Z, functia exponentiala
Z—C: nsenkn (3.14)
este o functie periodica cu perioada N deoarece
o k(ntN) _ 2 kn 2kmi _ 2 kn
Am utilizat relatia
2™ = cos 2k + isin 2kw = 1.

2mi 27i . v . ..
Deoarece e~ FHNIn— o T k1 oxistit numai N functii de forma (3.14).

3.13.3 Orice functie
¢:{0,1,..,N—-1} — C
se poate prelungi prin periodicitate pana la o functie periodica
pw:Z—C

cu perioada N, si orice functie periodica ¢ : Z — C cu perioada N este
complet determinata de restrictia ei la multimea {0, 1,..., N—1}, adica

de numerele ¢(0), ¢(1), ... , (N —1). Deoarece
.=p(n—2N)=p(n—N)=pn)=p(n+N)=p(n+2N)= ...

functia ¢ poate fi considerata ca fiind definita pe multimea Zy a claselor de

resturi modulo NV, adica

w:Zny — C.
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3.13.4 Teorema. Dacd ¢ : Z — C este funcgﬁz’e pem’odz’cd cu perioada N, atunci

p(n) = z 5k z e K F Mo (m) (3.15)

1 —mnkNil 2 bm
) = 4 ¥ o Tk T B (), (3.16)

Demonstratie. Din formula (suma seriei geometrice)

N-1 ) N1 N daca ¢g=1,
qu:1+q+q 4+ 4+ = 1-gN . (317)
s g daca q #1,

rezulta relatia

Ze@mn k) _ (e%("*k)yn: N daczé k =n (modulo N),
0 daca k # n(moduloN),

care conduce la

1 ! @nmNi1 —2mimk & 25 m(n—k)
b A e R~ = (% e o(k)=p(n).

m=0 k=0 k—O
3.13.5 Stim ca orice functie periodica continua f : R — C cu perioada T'
f@+T) = f(v), oricare ar fi t€R,
cu derivata continua pe portiuni, este dezvoltabila in serie Fourier

s Tl 1 T i
f(t) = Z Ck o1 Kt cu k= ?/0 ef%ktf(t) dt. (3.18)

k=—o00

Din (3.15) rezulta ca ¢:Z — C, periodica cu perioada N, admite reprezentarea
N-1 N-1

i 1 i
p(n) = Z Ck e’ nk cu k= — Z ef%kmgo(m). (3.19)

k=0 m=0
3.13.6 Definitie. Transformata Fourier a functiei periodice
p:Z—C
cu perioada N este functia

N—-1 '
Flg]:Z—C,  Flpl(k) = e % "pn).  (3.20)

Transformata Fourier inversa a lui ¢ este functia
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F g :Z—C, F k)=~ eT  yum). (3.21)

3.13.7 Transformatele Fourier F[y] si F~![p] sunt functii periodice cu perioada N
Flg|(k+N)=F[e](k), Fpl(k+N)=F""[¢](k)

s
FIF gl = o, F7UFlg]] = ¢.

3.13.8 In cazul N =2, transformata Fourier a unei functii

p:{0,1} — C
este functia
1 . 1
Flg]: {0,1} — C,  Fla)(k) =Y e 2 "p(n) =Y (~1)*"¢(n),
n=0 n=0

adica functia
F[gp] : {071} — (Ca

Transformata inversa este

F1](0) = 2(0(0)+¢(1)),
P 01 H610) = 3(6(0)+00)
F=pl(1) = 3(0(0) = (1))
3.13.9 In cazul N=3 avem
1 daca kne€3Z,
i i kn
e (o) =8 —L i daci kne3Z+1,
—14+i¥3 dacid knesz+2,

si prin urmare transformata Fourier a unei functii
¢:{0,1,2} — C

este functia
2
Flg]: {0,1,2} — C,  Flgl(k) =Y e 5 p(n),
n=0
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adica avem

Fle](0) o 1 #(0)
Flel) | =| 1 —3-i% =348 || »()
Flgl(2) P ooies 1o )\ )
3.13.10 In cazul N =4, transformata Fourier a unei functii
¢:{0,1,2,3} — C
este functia
3. 3
Fle] :{0,1,2,3} — C,  Flol(k)=) e & Fp(n) =Y (=i)*"¢(n),
n=0 n=0

adica avem

Flp](0) = ¢(0) + ¢(1) + ¢(2) + ¢(3),
Flp](1) = (0) —ip(1) — p(2) +ip(3),
Flp](2) = p(0) — (1) + ¢(2) — ¢(3),
Flp](3) = ¢(0) +ip(1) — p(2) —ip(3).

3.13.11 Exercitiu. Sa se calculeze transformata Fourier a functiei
¢:{0,1,...N—-1} — C, o(n) =a",

unde a € C este fixat.

2mi
NoLo N-1 ori AT N dacid a=e™F,
—EMl km om — 27l ke
Flglh) =Y e Fan= 3" (ae”FH) =0 | C
—=%— daca azfen ".
n=0 n=0 lfae_Tk

3.13.12 Exercitiu. Fie me{0,1,..., N—1} fixat si functia delta discretd



Spatii Hilbert finit-dimensionale 163

0.5~

-20 -10 10 20

-10-

Figura 3.9: Functia J3, partea reala Re F'[03] = cos 6]7\; m (stanga) si partea imaginara

Im F[63] =sin ¥m a transformatei Fourier F[d3] in cazul N =10.

1 d a =
5m:{0717---,N—1}——>(C7 5m(n):{ aca n=m

0 daca n#m.
Sa se arate ca
F[5](k) = e~ & *m.

Rezolvare. Avem

N-1 i i : .
Flop](k) = Zo e N kg, (n) = e= N kM = cos Z e — i sin 22 km.
Scriind ¢ 1n loc de §g, avem
Fil(k) =1,  Fa)(k)=e %k Fl&lk)=e %k .

3.13.13 Spatiul functiilor ¢:Z — C, periodice cu perioada N, este un spatiu

Hilbert cu produsul scalar

w/J=

HMZ

iar {0, d1,09,...,0n_1} este bazd ortonormata.
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3.13.14 Oricare ar fi j€7Z, avem

okn _ JZR(k+iN)n _ (B k(n+jN)

De aceea, in relatiile (3.20) si (3.21), putem considera ca n parcurge multimea

Zy. Astfel, transformata Fourier a functiei ¢ : Zny — C este functia
27i
Flg]:Zy —C,  Flpl(k)= ) e ¥ p(n),
neEZnN

iar transformata Fourier inversa este func@ia

Fly|:Zy —C,  F~ Z N kg

nGZN

3.13.15 Oricare ar fi ng€Z, au loc relatiile

nog+N-—1 ) 1 no+N—1 )
Flplk)= > e % Fpmn) si  F (k)= N > e ® Fop(n)
n=ng n=ng
3.13.16 In cazul in care N=2M+1 este impar, multimea
{-M,—-M+1,...M—1,M}
este sistem de reprezentanti pentru Zy si prin urmare
27i kn -1 1 M 27r1 kn
Flo](k)= Z e N "p(n), F [so](k)zw Z e N p(n).

Daca functia reala
o:{-M,-M+1,.. M-1,M} — R
este para, adica
o(—n) = ¢(n), oricare ar i ne{-M,—-M+1,... M —1, M},
atunci, utilizand schimbarea n +— —n, ob§inem

M 27i 27r1
Flel(k) = Z e” N Fp(n) = Z e N Fo(—n)

z e kn (n)zF[so](k),

adica transformata Fourier F[p] este functie reala.
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3.13.17 In cazul in care N =2M+1 este impar, relatia (3.15) devine

M 27i M 27i
pn)=x X en ™ 3 e N Myp(m). (3.22)

M .
p)=xy ¥ e~ ™ Flp)(k), (3.23)

poate fi privita ca o reconstructie a lui ¢ plecand de la valorile lui F[p].
Daca numarul intreg L este astfel incat 0 < L < M, atunci functia
L 27i

pr(n) = %RZLGW " Fle)(k) (3.24)
este o aproximatie a lui ¢, obtinuta folosind doar Flp|(k) cu —L < k < L.
Astfel de aproximatii sunt utilizate pentru compresia datelor in descrierea
digitala a sunetelor sau imaginilor.
Trecerea ¢ ¢y, poate fi utilizata pentru filtrarea semnalelor (eliminarea

unor zgomote) si pentru prelucrarea imaginilor (eliminarea unor defecte).

3.13.18 In cazul general N €{2,3,4,...}, functia ¢ poate fi aproximata utilizand

L 2mi
pr(n) = 5 e "FFlp] (k) (3.25)
=—L
cu Le{l,2,...} ales astfel incat 2L+1 < N. Daca ¢ este functie reald atunci

utilizand schimbarea k +— —k obtinem relatia

L 2mi _2mi
pr(n)=x Y e~ ™ Y e N Fp(m)

k=—L mEZN
1 L — 2k 2mi ko
ZwkZLe N % e N "Mo(m) = ¢r(n)
=— MELN

care arata ca ¢y, este functie reala.
3.13.19 In figura 3.10 prezentim functia periodici
p:Z—R
cu perioada N =20 definita prin
©(n) = (n/10)? pentru —10<n <9
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si functia periodica

3

palm) = 55 3 e ELAR)

Functia ¢3 este o aproximatie a lui ¢ deoarece

o) =55 S B HE(R).

° o0 0.8:— o0 °
° ° ° r ° ° °
06
° ° ° F ° ° °
04
° ° ° r ° ° °
° ° ° r
° ° o 021 o‘ ‘o o‘
° ° e [ o ° °
° ° e [ o ° °
s Veder ol ieger s Lo Tede L
-30 -20 -10 r 10 20 30

Figura 3.10: Functiile ¢ si 3.

3.13.20 In cazul in care perioada este un numar par 2NN, unei functii
¢:{0,1,..,2N—-1} — C
ii putem asocia functiile

Ypar + {0,1,..., N—-1} — C, Ypar(n) = ©(2n),
Pimpar * {O, 17 ...,N—l} — (C7 Q;Oimpar(n) = @(277‘"’_1)7
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gl avem
2N—-1 2mi .
Flo](k) = ZO e 2N "op(n)
n=
N-1 27i N-1 27i
= 30 e 2N Pp(2m) + 30 e 2N MM D p(am 4 1),
m=0 m=0
N1 _2mi g, ,Tr_ikN_l _2mi g
= e N (ppm"(m) +e N Z e N (Pimpar(m)
m=0 m=0
. F[@par](k) + ei% kF[SDimpar](k?) daca ke {0, 1, ...,N—l}
Flgpar](k—N)+e¢~ N * Flgimpar])(k—N) daci ke{N,N+1,..,2N—1}.

Utilizand formula obtinuta, calculul transformatelor Fourier ale functiilor de forma
¢:{0,1,...2Y -1} —C

se poate reduce succesiv pana la calculul transformatelor unor functii de forma
¥ :{0,1} — C.

Aceasta metoda de calcul foarte eficienta este numita transformarea Fourier rapidd.

3.13.21 Stim ca in cazul N =2, transformata Fourier a unei functii
v:{0,1} — C
este functia

Fly] : {0,1} — C,

3.13.22 Calculul transformatei Fourier a unei functii
¢:{0,1,2,3} — C
se poate reduce la calculul transformatelor Fourier ale functiilor

Ppar - {O, 1} — C, gme«(TL) = @(2’11),
Pimpar - {0, 1} — C, SDimpar(n) = @(2’”_{_1)

Avem
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F[SOPGT’](]{:) + e_%i k F[@impar] (k) daCé k < {07 1}7
F[@par](k_m"‘e_%i b Flpimpar|(k—2) daca ke{2,3}

©(0) + p(1) +¢(2) + ¢(3) daca k=0,
) #(0) —ip(1) = (2) +ip(3) daca k=1,
©(0) —p(1) +¢(2) —p(3)  dacd k=2,
©(0) +ip(1) — p(2) —ip(3) daca k=3.
3.13.23 In cazul N =23, unei functii de forma
¢:{0,1,2,3,4,5,6,7} — C,
functiilor
Ppar - {07 1, 273} — (C, (Ppar(n) = (p(zn)a
Cimpar © {0,1,2,3} — C, Cimpar () = ©(2n+1)

li se poate aplica direct formula obtinuta la punctul anterior.

3.13.24 Spatiul functiilor periodice ¢:Z — C cu perioada N se poate identifica
cu CV asociind functiei ¢ elementul z=(zg, ...,zx_1) ECY cu z,=p(n).

Obtinem in acest fel transformarea Fourier pe CV, adici
N-1

F:CN —CV:zw Flz], unde Fz], = Ze_%lmwn
n=0

si inversa ei

N—1
- _ _ 1 2mi
FLh.cN——scN.z s F l[x], unde F l[m]k:N EOeNk"acn.
n:

3.13.25 Definitie. O matrice de forma

o C1 C2 -+ Cg—1
Cd—1 €o 1 - Cq-2
C=| Ci2 c4-1 co -+ C4-3 (3.26)
C1 C9 Cy - Co

se numeste matrice circulanta.
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3.13.26 Teorema. Valorile proprii ale matricei (3.26) sunt coordonatele

transformatei Fourier ale primei linii, adicd
-1
)\k22677kn6n cu ke{0,1,...,d—1},
n=0

1ar vectorii proprii corespunzatori sunt
2wy 2mi _2migg
vk:t(l,e ik emT%k emTad 1)k>.

Demonstratie. Coordonata j a lui Cvy este
d—1 d—1

_2mi _ 27 ; _2mip
(C’Uk;)]: e d kzcd_]_’_e:Ze d k(n+])cn = )\ke d k]
£=0 n=0

3.14 Transformarea Fourier finita bidimensionala

3.14.1 Fie N1, No€{2,3,4,...}. Daca ki, ks €Z, atunci functia

27i

27i
p:ZxZ—C, e(ny,ng)=eM MmNy anQ, (3.27)

este o functie periodica cu perioadele (N,0) si (0, Na), adica
o(ny,n2)=¢(n1+ N1, ng) =p(n1, ne+Na), V(ni,ne) EZXZ. (3.28)

Daca in (3.27) inlocuim ky cu ki + N sau ko+ No, atunci ¢ nu se schimba.
Dintre functiile (3.27) doar N1 N5 sunt distincte si ele pot fi descrise utilizand
clase de resturi ca fiind cele corespunzatoare lui (ki, k2) € Zn, X Zn,.

Un sistem de reprezentanti pentru Zy, xZy;, este {0, ..., Ny—1}x{0, ..., No—1}.

3.14.2 Functiile periodice
w:Zx7—C
cu perioadele (IN1,0) si (0, N2) se pot identifica cu functiile
¢:{0,1,..., Ny =1} x {0,1,.., No—1} — C,

iar In cazul in care N1 = 2M7+1 si Ny = 2Ms+1 sunt impare cu

@ {—Ml, —Ml—i-l,...,Ml} X {—MQ, —Mo+1, ...7M2} — C.
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Din relatia (3.28) rezultd ca putem considera ¢ definita pe Zy, X Zy;,, adica

(p:Z]\hXZNQ—)(C.

3.14.3 Teorema.
Daca ¢ : ZxZ — C este periodica cu perioadele (N1,0) si (0, N3), atunci

L NINal o o NI NaTl g -
(N1, n2) =5 eM ez Yoo >, e ™M e p(my,ma),
k1=0 ko=0 mi1=0mo=0
Ni1—1Na—1 i i Ni—1 Na—1 i i
1 L 2 *% niky *% noks < 2 % k1ma % koma
p(ny1,ng)= M e M 2 . Oe 1 ez w(my, ma).
1=0 k2=0 m1=0mo=

Demonstratie. Relatiile rezulta direct din teorema prezentata la pag. 160-4.

3.14.4 Definitie.
Transformata Fourier a functiei periodice

p:Zx7Z— C

cu perioadele (N1,0) si (0, Na) este functia
Ni—1No—1

_ 27 2mi
Flo| :ZxZ — C, Flp|(ki,k2) = Z Z o N R, ken "2 po(ny,ng).

n1=0 no=0

Transformata Fourier inversa a lui ¢ este func@ia
Ni—1Ng—1

_1 ) 27i klnl 7ri kgng
F g : Zx2 — C, F7Yg|(k1, ko) = NlNQ YN em o(ny,ns).

n1=0 no=0

3.14.5 Transformatele Fourier ale functiilor periodice cu perioadele (N1, 0) si (0, Na)

sunt functii periodice cu aceleasi perioade,
FIF'pll=¢ s FFlll=0.
Astfel, transformata Fourier a functiei
@ LN, XLy, — C

este functia Flp] : Zn, X Zn, — C definita prin relatia

?\T,nk‘l ny *2mk2 no
Flpl (K1, k2) = Z Z e M p(n1,n2),

n1€ELN, N2€ELN,
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Figura 3.11: Functiile ¢ (stanga) si @22 (dreapta) in diverse reprezentari grafice.

iar transformata Fourier inversa functia F~1[¢] : Zy, x Zy, — C,

_ 1 21l popg 28 kop
F 1[80](k17k2)=N1N2 Do D e e By ny).

ni GZNl n2€ZN2

3.14.6 In cazul in care N1 =2M;+1 si No=2M5+1 sunt impare, din teorema

prezentata la pag. 170-3 rezulta ca
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Mo 2mi 2
“Hnikr 22 noko
p(ni,ng) = N1N2 Z >, el el
ki=—Mj ko=—M>
M Mo _2m 2
k —2mi
Y ST M TNy PR (my my).
mi1=—M1 mo=—DMy
Aceasta relatie, scrisd sub forma
My 2mi
Mgk nako
p(ni,n2) = X Z eN T e Nz T o] (ki ko).
ki=—Mj ko=—M>

poate fi privita ca o reconstructie a lui ¢ plecand de la valorile lui F[¢]

i Flyl.
Daca L1, Lo sunt astfel incat 0< Ly < Mj si 0< Lo < Ms, atunci functia

Ly Lo 2mi
¥L1,L2 (nlanQ) = Z Z

oM MR Ry 2R b k)
ki=—L1 ka=—1L2

este o aproximatie a lui ¢, obtinuta folosind doar F[y](k) cu —L; <k; <L

SRS L.
Astfel de aproximatii sunt utilizate pentru compresia datelor si prelucrarea
imaginilor (eliminarea unor defecte)

3.14.7 In figura 3.11 prezentam in diverse reprezentari grafice functiile

©, 2.2 :{_35 _25 _15 0, 15 2, 3} X {_45 _35 _2, _1, 0’ 1’ 2’ 3? 4} —R
definite prin

(n1,n9) = 7]n1n2\
LA I S |
i
2 2 27r1
p2.2(n1,n9) = Z Z T Mkt %5 2k Plo)(ky ky)
k1= o=
unde

Fleltb k) =4 3 3 o F

12 (P(mla m2)'
mi=—3 mo=—4

3.14.8 MATHEMATICA: Programul utilizat pentru a obtine Fig. 3.11
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In[1]= M1 =3; M2 =4; N1 = 2 Ml + 1; N2 =2 M2 + 1

fln_, k_] N[Abs[n k]1/(n"2 + k™2 + 1)]

Ffln_, k.1 := N[(1/(N1 ©N2)) Sum[Exp[2 Pi I a n/Ni]

Exp[2 Pi I b k/N2] f[a, bl, {a,-M1, M1}, {b,-M2, M2}]1]
N[Re[Sum[Ff[a, bl Exp[-2 Pi I a n/N1i]
Exp[-2 Pi I b k/N2], {a,-2,2}, {b,-2, 2}1]1]

DiscretePlot3D[f[n, k], {n, -M1, M1}, {k, -M2, M2}]
DiscretePlot3D[g[n, k], {n, -M1, M1}, {k, -M2, M2}]
DiscretePlot3D[f[n, kI, {n, -M1, M1}, {k, -M2, M2}, ExtentSize -> Full]
DiscretePlot3D[g[n, k], {n, -M1, M1}, {k, -M2, M2}, ExtentSize -> Fulll
Image[Table[f[n, k], {n, -M1, M1}, {k, -M2, M2}] ]
Image[Table[g[n, k], {n, -M1, M1}, {k, -M2, M2}] ]

gln_, k_]

3.15 Transformarea Fourier unitara

3.15.1 Din relatiile (3.15) si (3.15) rezulta ca pentru transformarea Fourier,
in afara de (3.20), se poate alege si deﬁm’;ﬁia usor diferitd

27
Flel(k) = Z e” N Fp(n). (3.29)
In acest caz, transformarea inversa este

Fpl(k) = z e Fo(n),

3.15.2 Transformarea Fourier (3.29) este o transformare unitara deoarece matricea

1 1 1 1
1 e~ w2 L SRE-D
Pt w2 e o SRR 2“2<N 1)
VN
1 e (V-1 o _aiaNon) e—%(zv 1)2

a lui F' in raport cu baza ortonormata {4, 1, d2,...,0n—1} este unitara
1 N1 2k~ 2 _ 1 daca k=m (modulo N),
N £n=0 0 dacid k#m (modulo N).

Prin urmare, in cazul transformarii Fourier unitare (3.29), avem
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Ft=F~
3.15.3 In cazul N =2, transformata Fourier unitari a unei functii
¢:{0,1} — C
este functia (v. pag. 161-8)

F[gp] : {071} — (Ca
si ea coincide cu transformata inversa

Fg]: {0,1} — C,

3.15.4 Fie H un spatiu Hilbert de dimensiune N si {|vg), |v1), ..., |[un—1)} 0 baza
ortonormata In H. Asociind vectorului
N—-1
@) = > [va) (val)
. n=0
functia
¢:{0,1,2,.., N—-1} — C, o(n) = (vy|z),

obtinem o identificare a spatiului Hilbert H cu spatiul Hilbert al functiilor
periodice cu perioada N. Prin acesta identificare, definitia (3.29) cores-

punde relatiei
(ol Flz) = 5 e 5 M, )
v | Flx) = —— e N U | ).
‘/ano "

Utilizand rezolutia identitatii

N—-1
I=>" |og){vgl,
k=0

obtinem ca

N-1 N-1
Flay=1Flz)= Y |o)(uelFlo) =5 3 e~ "|ug)(vnla),
k=0 k,n=0
oricare ar fi |x) € H, adica formula
N-1 .
F=- 5 e %), (3.30)

VN k,n=0
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3.15.5 Din relatia (3.30) rezulta
2 _ 1 &RA — e kn
Fe=x X XY e
k,n=0 j,6=0
N—1 N—

Dy Z e 0y (ug| = Z |ok) (V-

kﬁOnO

27 s

N I ug) (vn|vg) (v

Deoarece
Z [vp ) (v_p|vk) (v_k| = Z |vp ) (vp| = 1,
n,k=0
orice valoare proprie A\ a lui F' satisface relatia
=1,
adica apartine multimii {1, —1,i, —i}. Pentru N > 4, toate cele patru

numere sunt valori proprii si operatorii
Py=1(I+F+F?+F3), P =

Py=31(I—-F+F?—F3), Py =

1(I +iF — F? —iF3),
(I —iF — F? +iF3),

care satisfac relatiile
P = Py, PPy = 0 P, Po+ P+ P+ P3=1,
sunt proiectorii ortogonali corespunzatori, adica
FP, = (-i)* P, oricare ar i k € {0,1,2,3}.

Transformarea Fourier F' admite descompunerea spectrala
3
F= Z(—i)’ka =Py —iP, — Py +iP;.
k=0

3.15.6™ Polinoamele Hermite
dk:
’ F e ke{0,1,2,..}

Hi(z) = (=1)ke”
verifica relatiile de recurenta
Hiy1(x) — 2x Hy(z) + 2k Hi—1(x) = 0, Hj(z) = 2k Hj,_1(x).

In cazul transformarii Fourier continue

f— FIf], unde  F[f](€ e %%y () du,

=7 L
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functia Hermite-Gauss
fk:R—>R’ fk(x):Hk(x)677’

este functie proprie

adica (v. [12], pag 194)
22
e ST Hy(x) e” 2 da = (—1)" Hy(€) e”

NS

7l

3.15.7* Plecand de la functia periodica

Bp:R-—R, Du@)= S Hy (/% (@N+2)) o3 (VF or )’

a=—00

cu perioada NN, definim functia
¢k 1 Zn — R, Pr(n) = Pp(n).
3.15.8" Teorema [20]|. Pentru orice k€{0,1,2,...}, functia ¢ : Zn — R,

Pe(n) = § Hy, <\/%(04N—|—n)) o~ w (@N+n)?

a=—00

este functie proprie a transformarii Fourier finite
_2nmi . .
Z e K3y (n) = (<164,
adica

Flr] = (—1)* ¢

Demonstratie. Functia periodica ®(z) admite dezvoltarea in serie Fourier

27i
§ : age N Llix

l=—00

cu coeficientii

=N fo gxq)k (z) dx

2
L rewe § iR ene) g

a=—00

(aN—i—x)) dx

Notéand t=4/2Z (aN+=z) si utilizind formulele Hy(—x)=(—1)*Hy(z) si
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O (at+1)V2rN
> / t)dt= / £(t)
a=—oo & V2rN
obtinem relatia
0o (e+)V2rN - amiy(y [N N
a = 21N Z f e N ( 27

A== V2N

o oo (a+1)V27N i 1
= > J e N e72" Hy(t)dt

A== aV2rN

) e 2 Hy(t)dt

0 s 2w
J eﬂét\/g i Hy(t)dt
o

I
a\~
M7

Za,_oo o d(aN+n) o= % (aN+n)? H, ( %T (aN + n))

- (i L zoe%n 2 FaN? g (/% (N +m))
n= aA=—00
N-1 ,,
= O p Lo )
obtinuta cu ajutorul egalitatii
00 N—-1 oo
> el = > wlaN +n)
{=—00 n=0 a=—o00
rezulta
N—
\/—_ Z -5 menn) = (—1)ker(5) oricare ar fi jE€Zy

177
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3.15.9 Deoarece spatiul Hilbert al functiilor de forma ¢ : Zny — C este un spatiu

de dimensiune NV, dintre functiile ¢ cel mult N sunt liniar independente.

3.16 Elemente ale structurii unui spatiu Hilbert

3.16.1 Vom considera cazul unui spatiu Hilbert H de dimensiune impara, d=2s+1,
desi majoritatea rezultatelor prezentate sunt valabile si in cazul in care H are
dimensiune para. Spatiul H se poate identifica (utilizand o baza ortonormata)

cu C? si il vom privi ca fiind spatiul tuturor functiilor de forma
p:{-s,—s+1,...,5—1,s} — C

considerat cu produsul scalar

= Y o(n)(n)

3.16.2 Functiile {0}7__,, unde
1 daca k=n,

O : {—s,—s+1,...,s—1,s} — C, 0 =0pn=
kidms —st y s} k() =% {0 dacd k#mn,

formeaza o baza ortonormatéa, numita baza canonicd sau baza computationald.

Scriind |k) in loc de ) avem

RO = s 3 IRk =

k=—s

o) = Ilp) = Z!k (ko) = th(k)\k%

k=—s k=—s

si

3.16.3 In reprezentarea aleasi, transformarea Fourier directd este
S .
F:C'—Clipm Flgl,  Fll(k) = 55 3 e 0 op(n),
iar cea inversa

e g Pl PRl = & 3 ().

Deoarece
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S S
1 27i

F=IFl= S [melFRH =35 & @
avel
- ﬁmi_se-@’m\nx !
* > 2mipn
| Fl=r :%mg_sedk In) (k|
§1
FP=F2= 3 [=m)nl Pl = (k)

3.16.4 Functiile {|k)};___, unde
b= Pl = 5= 3 ),
formeaza o baza ortonormata si
(= (HF = o= 3 e T,

In particular, avem

F{H =S [E =

k=—s

) =Ilp) = Z B)(Elo) = > [k)(EIFl) = > Flgl(k)[k).

k=—s k=—s k=—s

si deci

3.16.5 Functiile {|n)}?___ sunt functii proprii ale operatorului autoadjunct

—S
Q:C'—=Cip= Qe (Qp)(n) =ne(n),

far functiile {|k)};__, sunt functii proprii ale operatorului autoadjunct
P:C?— 4, P = F*QF.

Avem
Q|n) =n|n), oricare ar i ne{—s,—s+1,...,s—1,s},

P|l;:> = k|l;:>, oricare ar fi k€{—s,—s+1,...,s—1,s}

si descompunerile spectrale

Q=3 nnl, P= 3 kIR

n=-—s k=—s



180 Elemente de Algebra Liniara

3.16.6 Operatorii unitari

S

2mi 2mi

A=e¢ al.C?— C9, = 3 e @ FlE) (K|,
k=—s
i , '
B=c4@:C?—C? B= Y ed"n)n|
verifica relatiile (adunarea se face modulo d)
A%n) = [n+a), BPIn) =e & "B|n>
Ak) = TRR), BYR) = [k+B),
2mi g,
(A%p)(n) = p(n—a),  (BPp)(n) =e @ Pp(n),
Ad=pBi—1, ABB = o= B Bh Ao

oricare ar fi ¢ € C? si o, B €Z. Operatorii
D(a,B)=e¢d%PA°B  cu  a,fe{-s,—s+1,..,5—1,s},

satisfacand relatia

Dia,Ale) = 4 3 o y(n-a)fn),
n—=——s

definesc o reprezentare a unei versiuni finite a grupului Heisenberg-Weyl.

3.16.7 In cazul in care exista, transformata Fourier a unei functii f : R — C este
FIfI:R—C,  FIE) = 7= [T e f(a)da

Transformata Fourier a functiei gaussiene (v. Fig. 3.12)

2

g/@ : R — Ra g/@(x) = e—%$ 9
unde k€ (0,00) este un parametru, este o functie de aceeasi forma

f[gn]Z%g;-

Utilizand metodele de la pag. 176-8 se poate aréta ca functiile (v. Fig. 3.12)
g.:{—s,—s+1,...,s—1,s} —R, Z e~ (ad+n)? ,
a=—00
verifica relatia similara

F[gn]:%g%-

Functiile g, pot fi privite ca versiuni finite ale functiilor gaussiene gi.
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Figura 3.12: Functiile gy/3, g2/3 (stanga) si g3/2, 83/2 (dreapta) in cazul d=31.

3.16.8 Functia g;, cu proprietatea F[g;] = g1, este un analog finit al gaussienei

g1(z) = 67%12, iar functia normata (v. Fig. 3.13)
S

g
= e e il = ) @)

n—=——s

. L 12 .
este un analog finit al gaussienei normate %ﬂe 27", Distributia binomiala

7=

bi{—s,—s+1,.,5-1,s}—R,  bn)=Cs™"

poate si ea fi privitd ca un analog finit al gaussienei g;(x) = e 30 desi

2mi

s _2mipy sim 2s o _amigi o
FPI) = 7 2 e TR O5 = 55 50 O e
=—38 7=

; {0\ 28 ; {0\ 28
1 Zmigs —2mip 1 Tk, —Tk 45 2s km
= d 1+ d = d"4+e"d = .
\/Ee ( € > \/E (e € > \/E cos d

Distributia binomiald normata (v. Fig. 3.13)

s 2s

b= H_ZH’ unde [[b|]2 = 3 (C5i™)? = 2(055)2 = O,

n=-—s 7=0

. Lo _1g2
este un alt analog finit al gaussieniei normate %ﬁe 2

3.16.9 Sistemele de d? vectori {|a, B) op=—s S {lo, B} 5 unde

——35

@.8) = Dla,B)lg) = #%7 3° Fgn—a)ln),
@.8) = Dle, A)b) = T 37 FMb(n—a)n),

sunt frame-uri exacte in C% deoarece
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Figura 3.13: Gaussienele finite g (stanga) si b (dreapta) in cazul d = 31.

DS eBasl=1 s 5 Y lafidasl =1

0175:—8 a,ﬁ:—s
Ele pot fi privite ca versiuni finite ale sistemului de stari coerente standard
{lg,p)} din L*(R) (v. pag. 123-10).
3.16.10 Utilizand frame-ul {|o, ) &.f=_s» Dutem asocia fiecdrei functii
fi{=s,—s+1,...,s—1,s}x{—-s,—s5+1,...,s—1,s} —C

operatorul liniar

ApCll Ag== 3 f(auB)las B)o Bl
a,f=—s

Invers, fiecirui operator liniar A : C% — C ii putem asocia functia
fai{=s,—s+1,...,s—1,s} x{—s,—s+1,...,s—1,s} —C
definita prin formula
fala, B) = (o, BAle, B).

Corespondente similare intre functii si operatori liniari se pot defini uti-
lizand

frame-ul {|a, B)}?

a,f=—s"
3.16.11 Unei functii
p:{-s,—s+1,...,s—1,5s} —C
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i se poate asocia functia Wigner discreta

Wy {—s,—s+1,...,5—1,s} x{—=s,—s+1,...,5—1,s} — C,
definita prin

3.16.12 Se stie ca functia I' a lui Euler permite o prelungire a functiei factorial

I'(n+1) =nl, oricare ar i n€{0,1,2,3,...}
sica
mhg?ll\l“(x)\ = 00, oricare ar fi ne€{0,—-1,-2,-3,...}.
Admitand ca
m =0 pentru ne{0,—1,-2,-3,...}

obtinem o definitie extinsa pentru coeficientii binomiali

O — L(n+1) [ my daci k€{0,1,2,...n},
" D(k+1)T(n—k+1) 0  daci keZ\{0,1,2,..,n}.

3.16.13 Dacd n,me{—s,—s+1,...,s—1,s}, atunci coeficientul lui X**t™ din
polinomul (14 X)57"(1—X)5T" este
s+m
k ~k —k
Km(n) = Z(_l) Cern Cssir;n 9
k=0
adica avem

(1—X)S+n(1+X)S_n — i Km(n) X8+m.

m—=—s

Polinoamele K, (X) se numesc polinoame Kravchuk.

3.16.14 Teorema. Functiile polinomiale K,:{—s,—s+1,...,s—1,s} — R,
s+m
k ik —k
Kin(n)= Z (1) Cs-i—n Cssirgb

k=0
verifica relatia

s

Z C5I™ Ko (n) Ko(n) = 4° C57™ 6, (3.31)

n—=—s
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oricare ar fi m, € {—s,—s+1,...,s—1,s}.

Demonstratie. Polinomul de doua variabile

P(X,Y) = Z Z (Z C31" Ko (n) Kg(n)) Xstmystt

m=—sf=—s \n=-—s

se mai poate scrie
S

PXY)= Y G5 Y Kiln) X+ Y Ko(n) X+

n=-—s m=—s l=—s

= ¥ O3 (1=X)P (14 X) (A=Y (14+Y) "

=[(1-X)1-Y)+ (1+X)A+Y)]>* =4° (1 + XY)*

s
— 45 z C;;-me-l—mys—l—m.

m=—s

3.16.15* Se stie ca functia hipergeometrica
a, b _ > (a)k (b)k Zk
oFy ( j ‘z) =y e (3.32)

unde

verifica relatia
_ () T (~— _
2F1< n, B Z>: (NI B+n)2F1< n, ‘1—2).
g L(y+n)L(y—8) f—y—n+l
Utilizand aceasta relatie obtinem egalitatea

—s—m, —s—n I(1—-n—m)T(2s+1) —Ss—m, —s—n
2F1 —1)= 2k
1-n—m I(s—n+1)T(s—m+1) —2s

2> .
Deoarece
(—a)k = (—a)(—at1)o(—ath—1) = (—1)f —@F1)

INa—k+1)’

relatia anterioara se poate scrie sub forma

ST L1k D(stmil) T(sindl) T(l-m—n)

k! T(stm—k+l) I'(stn—k+) T'(1-m—ntk)

_ D(1=n—m) T(2sH) —5—m, —5—n
—mﬁ( 95

)

sau sub forma
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s+m

Z (_1)k; F(S‘f“n‘l’l) F(S—’YH’I)
=, BT (stn—et1) T (stm—kt1)L (I—m—ntk)
_ T'(2s1) —S—m, —S—n
—mﬂ’l( o 2)7
echivalenta cu
sEm sbmm— st —s5—m, —s—n
e v
k=0

adica cu
—8—m, —8—n
—2s

Kp(n)=Cstm 2F1< 2> (3.33)

3.16.16 Din relatiile (3.31), (3.32) si (3.33) rezulta ca functiile Kravchuk
1 —s—m, —S—n
) GG an{ e

formeazi o bazi ortonormats in C¢

> Km(n) Ko(n) = 6

n—=-—s

si in plus
Kmn(n) = Kp(m), (3.34)

oricare ar fi n,me{—s, —s+1,...,s—1,s}. Scriind |/n) in loc de K;), avem

(ll) = e s Y )| = 1.

m=—s
3.16.17 Transformarea unitara

K:C'—c!  Kln)y= Y Ku(m)|m),

este numita transformare Kravchuk. Din relatia (3.34) rezulta ca

K'=K si prin urmare K?=1.

3.16.18 In concluzie, printre “uneltele” matematice disponibile in cazul unui spatiu
Hilbert de dimensiune impara d=2s+1 se afla:
- transformarile unitare Fourier si Kravchuk;

- bazele ortonormate {|n)}5__ .. {|n)}i__,, {|n)}5__g;
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- operatorii autoadjuncti Q si P;
2ri

- transformarile unitare A =e¢~a U gi B = e?Q;

- utilizarea functiei Wigner ¢ — W;

- gaussienele finite g si b;

- frame-urile exacte {|o, 8)};, 5= si {|ev B)}5 5= i

- metoda de cuantificare f +— Ay;

- metoda de decuantificare A — f4.

- reprezentari liniare ale algebrelor Lie su(2), o(3), sl(2,C);

- reprezentari liniare ireductibile ale grupurilor SO(3) si SU(2);

- un frame infinit (spin coherent states, in engleza) definit cu ajutorul
reprezentarilor liniare ireductibile ale lui SO(3) sau SU(2) (v. [28]).

3.17 Produs tensorial de spatii Hilbert

3.17.1 Fie H si K doua spatii Hilbert. Orice element ® € HR K este de forma

Q:Zxﬂ@yi cu xE€H, y, €K,
i

iar relatia
(S om S o) = Sotar ol
i J 2
defineste un produs scalar in H® K.
Astfel, produsul tensorial a doud spatii Hilbert este un spatiu Hilbert.
3.17.2 Daca By ={v1,v2, ..., 05}, B ={w1,ws, ..., wy, } sunt baze ortonormate

in ‘H si respectiv K, atunci

(vi®wy, ve®@wg) = (vi, V) (Wj, we) = Ok G
si prin urmare

B={vew | ic{l,2,..,n}, je{1,2,...,m} }

este baza ortonormata in H Q K.
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3.17.3 Utilizand notatia comprimata
viw;) = |vi) ®|w;)
relatiile de completitudine gi ortogonalitate se scriu

Z |viwj><viwj| = I, <viwj|vkwg> = Ok (Sjg.
i,J

Oricare ar fi e HRK, avem
) = [viw;) (viwy| ®),

i7j
adica |®) admite reprezentarea
|®) = & |v;w;) cu P = (v;w;|P).
Produsul scalar a doua elemente @, W€ H ® K se poate scrie sub forma

(@) = S (fvsy) (v, [ W) = 3 &0 9,

i,J 0,

3.17.4 Utilizand baza computationala {|00), |01),]10), |11)} (vectorii sunt enumerati

in ordine lexicografici), un element ® € C22C? se poate reprezenta sub forma
@ = ¢%|00) + 9°'|01) + ©'°[10) + ''[11)

si lui 1 se pot asocia matricele

(I)OO

(I)OO (I>01 CI)Ol
@:( L0 P11 >, o= P10
q)ll

Produsul scalar a dous elemente ®, ¥ e C?®C?, adica
1
(@W) =) @709 =0 g0 4 g0 g0 4+ OO 4 Iyl
i,j=0

se mai poate scrie sub forma
) QU0 pI0 oo ol
(@) = tr (") = tr <@ @) ( glo gl >

sau sub forma
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(@w) = o*w = (B0 FT GO FII )

3.17.5 Produsul tensorial a doi operatori A:H—H si B:K— K este operatorul

A®B : HROK — HRK,
definit prin
(A@B) (z ©y) = (Ar) @ (By)

pentru elementele de forma x ® y si extins prin linearitate la H®IC.
3.17.6 Daca A:H—H, B:K— K sunt operatori liniari, |a) € H, |b) € K sunt

vectori proprii corespunzatori valorilor proprii a, b, adica

Ala) =ala) si  Blb) =blb),
atunci
(A®B) (la)®]b)) = ab(|a)®|b))
si
(A@I+1®B) (la)®[b)) = (a+b) (la)@1b)),

adica ab este valoare proprie a operatorului A ® B, iar a+b este valoare

proprie a operatorului AQI+I®QB.
3.17.7 Propozitie. Daca A:H—H si B:K— K sunt operatori liniari definiti

pe spatiile Hilbert H si K, atunci
(A®B)* = A*®@B™*.
Demonstratie. Din relatiile ((A® B)(x®y), zQu) = (zQy, (AQB)*(2®u)) si
(A®B)(z®y), 20u) = ((Ar)@(By), 20u) = (A, 2)(By, u)
= (z, A"2)(y, B*u) = (z®y, (A"2)@(B"w))
= (z®y, (A*®B")(20u))
verificate oricare ar fi x,z€H si y,u €K, rezulta
(A®B)*(2@u) = (A*®@B")(2Qu), oricare ar fi zeH si uekl,

si prin urmare (A® B)* = A*® B*.
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3.17.8 Teorema. Produsul tensorial a doi operatori autoadjuncti este autoadjunct.
Produsul tensorial a doi operatori unitari este operator unitar.
Produsul tensorial a doi operatori pozitivi este operator pozitiv.

Produsul tensorial a doi proiectori este proiector.

Demonstratie. Afirmatiile din enunt pot fi verificate folosind propozitia anterioara.

Alternativ, se pot utiliza rezultatele prezentate la pag. 35-8, pag. 36-10 si pag.
95-22.

3.17.9 Teorema (Existenta si unicitatea urmelor partiale).
Pentru orice Te L(H®K) exista X € L(H) st Y € L(K) astfel incat
tr (A I)T) = tr (AX), oricare ar fi A€ L(H),

tr (I ® B)T) = tr (BY), oricare ar fi  BeL(K),

st et sunt unic determinaii.

Demonstratie. Pentru forma liniara
LH)—C: A—tr(AxI)T)
definita pe spatiul Hilbert £(#) existda X € L(H) astfel incat (v. pag. 116-2)
tr (A )T)=(X",A), oricare ar fi A€ L(H).

Dar, (X*, A)=tr (X A). Demonstratia existentei gi unicitatii lui Y este similara.

3.17.10 Definitie. Urmele partiale ale unui operator T'€ L(H ® K) sunt
operatorul liniar try7": L — K care verifica relatia
tr (I ® B)T) =tr(Btr1 T), oricare ar i B e L(K),
si operatorul liniar tro T : H — H care verifica relatia

tr (A DT) =tr (AtryT), oricare ar i A€ L(H).

3.17.11 Formele liniare
(iws| = (vi] @ (wj] = v' @ w’
formeaza baza duald a spatiului (H ® K)* deoarece
(viwj|vgwe) = (vi|vg) (wjwe) = Gk .

Elementele matricei unui operator
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T -HOK —H®K
in baza { |vw;) | i€{1,2,...,n}, j€{1,2,...,m} } sunt

T,z% = (vjw;|T |viwe).
3.17.12 Teorema. Urmele partiale ale lui T € L(H ® K) sunt opemtom'z'

tr1 T:K—IK cu elementele matriceale (w;|try T|w,) = Z TZZZ],

troT:H—H cu elementele matriceale (v;|tre T'|v) ZTZ;

Demonstratie. A se vedea pag. 38-17.

3.17.13 Definitie. Transpusii partiali ai lui T'€ L(H ® K) sunt operatorii
T H @K — HRK cu elementele matriceale tlTIZ = TZIZ] ,
2T H@K — H®K cu elementele matriceale t2TIZ = Téﬁ
3.17.14 Teorem&. Dacd |®) = ®Y|v;w;) este un element al spatiului H @ K si
1 ... Plm
¢= : . :
el ... pnm
este matricea corespunzatoare, atunci
try | @) (@] = P*P st trg [ D) (D] = PD*.
Demonstratie. Avem

(wj| (tre|®)(P])|we) =

P B = ()],

M=
M:

(@) (@)=

1 7

(@) (@)=

1

U QM = (9P*)t.

.
I

INgE
INgE

(03 (tra|®) (@]) [vx) =

Il
-

1

J J

3.17.15 Pentru |®) e H®K, numadrul coeficientilor nenuli dintr-o reprezentare
@) = @ Jug) ® [wy)

depinde de bazele alese. El nu poate fi mai mic decat rangul Schmidt
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(I>11 L. q)lm
r=rang | oo
q)nl . Ppnm

3.17.16 Teorema (descompunerea Schmidt). Dacd r este rangul Schmidt al lui
|®) e HRIK, atunci existd numerele py > -+ > p, > 0 gi doud baze
ortonormate {|a1),...,|an)} in H si{|b1), ..., |bm)} in K astfel incdt

®) = Vi lak) ® [b)-
k=1
Demonstratie. Fie {|v1),...,|v,)} o baza in H, {|w1), ..., |wm)} o bazd in K si fie
@) = 7 i) ® w;).

Operatorul autoadjunct

tro| V(P : H —H,  tra|®)(P| = qucb‘fﬂ |vi) (g,

este diagonalizabil si pozitiv
(| (tra| @) (@)]a) = Y @7 B (a]v;) (vel) Z 9% (z|v;)]* > 0.
J
Daca {|a1), ..., |an)} este baza ortonormata in H formata de vectorii proprii ai
operatorului tro|®)(®| si daca 1 > p2 > -+ > py, > 0 sunt valorile proprii

corespunzatoare acestor vectori, atunci

tr2]61> (13‘ Zuk\ak ak\

Fie 7/ astfel incat pg > pg >+ > pir >0 = pipryy = -+ = p1,. Punand |v;) = c¥lag),

obtinem relatia

n
S0 B e |a)(asl = S o lar) {axl,
j

k=1

posibila numai daca

Z O DY ¢ € = puy, Os-

Din aceasta relatie rezulta ca {\b1>, ey |bpr) }, unde
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1 ..
|bg) = ——=% ¢ Jwj),

N/

este un sistem ortonormat si
Y lwj) =0, pentru k€ {r'+1,...,n}.

Sistemul {|b1), ..., |b,v)} poate fi extins pana la o baza ortonormata {|by), ..., |bm)} si

avell
a . - - Tl
|B) = @7 |v;) @ Jw;) = BV cf |ag) @ |ws) = > /i |ag) @ |b)
k=1

cu ' = r deoarece rangul Schmidt este independent de baza utilizata.



Capitolul 4

Forme patratice

4.1 Definitie si exemple

4.1.1 Definitie. Fie V un spatiu vectorial peste corpul K, unde K = R sau K = C.

Prin forma biliniard se intelege o aplicatie
g:VxV—K
astfel Incat
glax+Py, z)=ag(z,2)+B g(y, z)

Ve,y,z €V, Va,BeK.
9(z, ay+pBz)=ag(z,y)+pB g(z, 2)

4.1.2 Alegand o baza {ej,eq, ..., e, } si utilizand reprezentarile
n n
x:Zmiei, y:Zyjej
i1 j=1
ale vectorilor x si y obtinem

g(e,y) = g (Siiymie, Sy yies) = Sy Sy @iy 9(eis¢;)

911 gi2 - Gin hn

Y2

= (o @y .owg) | TR E
gnl Gn2 - 9nn Un

unde g;; = g(e;, €;5).
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4.1.3 Definitie Fie g:VxV—K o forma biliniara si B={ej, ea, ..., e, } baza in V.

Matricea
g1 g1z - Gin gler,er) gler,ea) -+ gler,en)
oo gar 922 v G | glea,e1) glea,e2) -+ glea,ey)
gnl1 Gn2 - 9nn g(en7 61) g(eru 62) o g(en7 en)

se numeste matricea lui g in raport cu baza B.

4.1.4 Propozitie. Fie g:VxV—K o formd biliniard, B, B' doud baze in V si S
matricea de trecere de la B la B'. Dacd G este matricea lui g in

raport cu B $i G’ este matricea lui g in raport cu baza B', atunci

G ='5Gs. (4.1)
Demonstratie. Fie B = {ey, e, ....,ep}, B ={e},¢é,,....e,}, e = Z;‘L:1 ajiej, adica
Q11 Q2 ottt Qg
Qg1 Q2 v Qg
S = ",
Qn1 Qp2 - Qpp

si fie gi; = g(ei,e), gi; = glej, €)). Avem
9i; = 9(€;€5) =g (X ko1 Qi €k D1 O¥mj Em)

= 22:1 22:1 Qi Omyj g(€ks em) = 22:1 22:1 Qki Gkm Omy

relatie echivalenta cu (4.1).

4.1.5 Expresia in coordonate

n n
/
9ij = Z Z Qki Omj Gkm

k=1m=1
a relatiei ¢’ = 'S G 9, obtinuti in demonstratia propozitiei, ne arata ca orice

forma biliniara este un tensor de tip (0, 2).

4.1.6 Definitie. Spunem ca forma biliniara
g:VxV—K
este o forma biliniara simetrica daca

9(x,y) = g(y,x), Vz,y € V.



Forme patratice 195

4.1.7 Definitie. O aplicatie
QR:V—K
este numita forma patratica daca exista o forma biliniara simetrica
g:VxV—K
astfel Incat
Q) = g(z,7),  VweV.
4.1.8 Propozitie. Fiecarei forme patratice Q : V — K @ corespunde o singurd
forma biliniara simetrica g : V xV — K astfel incat
Q(x) = g(x,x), Ve e V.

Demonstratie. Din relatia

Qx +y)

T4y, z+y)
z,x) +g(z,y) +9(y,x) +9(y,y)

g(
g(z,
Qx) + Qy) +2g(x,y)

rezulta

g@w%z%(@@+@—@@%%mw>7 Vo, y € V.

4.1.9 Daca @ : V — K este o forma patratica si g : V x V — K forma biliniara

simetrica asociata, atunci alegand o baza {ey, ez, ..., e, } obtinem relatia

gi1 912 - Jin x1
g21 G922 - Gon
Q@)= giywiz; = (wr @5 wowa) | 7T .
ij=1 :
gnl Gn2 - 9nn Ty,
unde g;; = g(e;, e;) si x1, 2, ... , T, sunt coordonatele lui x in baza aleasa.

4.1.10 Definitie. Matricea unei forme patratice in raport cu o baza este matricea

formei biliniare simetrice asociate in raport cu acea baza.
4.1.11 Aplicatia
Q: R} — R, Q(x1,x9,x3) = ﬂ:% + 3x% + x% —2x119 — 42123

este o forma péatratica deoarece existd forma biliniard simetrica



196 Elemente de Algebra liniara

g:R3 X R® — R,
g9((w1, 22, 73), (Y1,Y2,93)) = T1Y1 + 37292 + 23 Y3

—T1Y2 — T2Y1 — 2T1 Y3 — 223 Y1

astfel incat Q(z1,x2, x3) = g((1, 22, x3), (X1, T2, 23)).

4.2 Reducerea la forma canonica

4.2.1 Matricea unei forme patratice depinde de baza aleasa. In aplicatii, este avanta-
joasa utilizarea unei baze in raport cu care expresia in coordonate a formei

patratice sa fie cat mai simpla.

4.2.2 Definitie. Spunem ca forma patratica @) : V — K are in raport cu baza
{e1,€e9,...,en} forma canonica daca matricea lui @) in raport cu

aceasta baza este o matrice diagonala

D N (I
g=\| .
0 0 - A

adica, expresia in coordonate a formei () in raport cu acesta baza

este de forma

Q(m):)\lx%—k)\gx%—k---—i—)\nxi.

4.2.3 Expresia “forma patratica @ : V — K are in raport cu baza {ej, es, ..., e, }
forma canonica” trebuie inteleasa in sensul “functia @) : ¥V — K are in raport

cu baza {ej, e, ...,e,} expresia cea mai simpla.”

4.2.4 Teorema (Gauss). Orice forma pdatratica poate fi redusd la forma canonicd,
adica, pentru orice formd pdtratica Q : V — K, existd o bazd in

raport cu care expresia lui Q@ are forma

Q(x):)qx%—i-)\gx%—i----—i-)\nx%.
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Demonstrafie. Baza cautatd poate fi obtinuta in toate cazurile utilizand metoda

prezentata in rezolvarile urmatoarelor doua exercitii.

4.2.5 Exercitiu. Sa se reduca la forma canonica forma patratica
Q:R® — R, Qr1,r2,23) =2 +325+25— 21109 — 4o 23,
indicand si baza utilizata.
Rezolvare. Deoarece
x = (x1,x2,23) = 1(1,0,0) 4+ 22(0,1,0) + x3(0,0, 1),

numerele z1, x5, 3 pot fi privite ca fiind coordonatele vectorului z € R? in raport
cu baza canonica B = {e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1)}. Grupand intr-
un patrat termenii care contin pe x1, si apoi pe cei care contin pe 9, obtinem relatia

Q(.%') = (-%'1 — X2 — 2.%'3)2 + 21’% — 3$§ — 41'21‘3
= (w1 — 29 — 223)% + 2(wy — 3)? — 523
= 24? + 224 — 52

care ne sugereazi necesitatea de a ciuta o baza B’ = {€], €}, €5} astfel incat coordo-
natele ), =, z§ In raport cu baza cautata B’ sa se exprime cu ajutorul coordonatelor
x1, Ta, T3 In raport cu baza canonicd B prin relatiile
Ty =T1 — T2 — 223
r_

xh = w9 — X3 (4.2)

.%'3 = 3.
Determinarea bazei B’ este echivalenta cu gasirea matricei

o1 a2 o3
S=| a1 ax oy
Q31 Q32 (33

de trecere de la B la B'. Relatiile € = Z?Zl aje; sl x = zg’zl ziep =53 | x
conduc la relatia
3 3

3 3

_ AN / _ /
E T;€; = E xjej— xj E aijei— E E ozl-jxj €,
i=1 j=1

= j=1 =1 i=1 \j=1

echivalenta cu
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T = 011 96/1 + a2 36'2 + a3 ﬂﬁé
Ty = Q91 T} + oo xh + agg Th
T = az1 @) + azp xh + azz 5.
Numerele «;; pot fi imediat identificate daca, folosind relatiile (4.2), exprimam z,
x2, x3 cu ajutorul coordonatelor z, zf, a4
x] = 2 + x5 + 374
Ty = xh + ah
ry = 1}

Se obtine

S =

o O =
S =

3

L,

1

ceea ce conduce la B’ = {¢} = (1,0,0), ey = (1,1,0), ¢5 = (3,1,1)}. In raport cu
aceasta baza () are forma canonica

Qx) = x'12 + 236'22 - 5x§2.
4.2.6 Exercitiu. Sa se reduca la forma canonica forma patratica
Q:R* —R, Q(x1, w2, 73) = 122 + T123 + T223,
indicand si baza utilizata.
Rezolvare. Efectuam mai Intai schimbarea de coordonate

/
=) + 2
xo =) — xh
r3 = 1

care conduce la
Q(a) = 2 — a’ + 2u1a,
si apoi utilizam metoda folosita in exercitiul anterior. Se obtine
Q) = (@) + )2 — 27— ab? = ol — ol —af?,

unde

" / /
Ty T+ 5
"
L

Il
8
o

zh = ah.
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Exprimand coordonatele initiale z1, 2, z3 in functie de cele finale z, =, =%,

zy =i +af — b

zo = o —af — 2l

T3 = 24,
rezultd ca matricea de trecere intre baza initiala {e; = (1,0,0), ea = (0,1,0), e3 =
(0,0,1)} si baza finala B” = {€/, €f, €4} este

1 1 -1
S=11 -1 -1 |,
0 0 1

ceea ce conduce la B” = {¢/ = (1,1,0), ¢§ = (1,—1,0), ¢4 = (=1, —1,1)}. In raport

cu aceasta baza, () are forma canonica
"2 "2 72
Qz) =21 —xy” — 3"

Teorema.(Jacobi) Fie Q : V — K o forma patratica i fie

g1 gi12 - Gin
921 G22  g2n
gn1 Gn2 - Gnn
matricea ei in raport cu o baza B. Daca
Ay =g1 #0,
Aoy — gir 912 0
? ' go1 22 70,
g1 gi2 - Jin
A, =| P B,
gn1 Gn2 °  Gnn
atunci existd o bazd B’ in raport cu care Q are expresia
1,2 A 2 Ap_1 42
Q(‘T) - Alxl + A2x2 + + An Ly -

Demonstratie. Fie B = {e1,e3,...,e,} si fie g : V x V — K forma biliniara sime-

trica corespunzatoare lui Q. Aratam ci existd o baza B’ formata din vectori de forma
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€1 = a11€1
€y = (12€1 + (22€2
6;1 = ape1 + agpes + -+ appey
satisfacand pentru orice j € {1,2,...,n} relatiile
/ _
g(ej ) 61) -
/
9(6] ) 62) =0

adica
g11a15 + goragj + -+ + gjas; =0

4.3
Grj—1005+g2j—102;+- - -+gjj-105; = 0 (4.3)

gijonj + gajazj + oo+ gy =1

si ca In raport cu o astfel de baza () are expresia indicatd. Deoarece

g1 912 - 915

go1 922 - G925
Aj=|TT T T #0

g1 952 - G55

sistemul (4.3) este un sistem Cramer care permite determinarea coeficientilor o,
agj, ... , ajj ai lui e;». In particular, a;; = Aj_1/A; si
g;’j = 9(697 e;.) = g(e}yalkel + agpea + -+ + ajje;)
=a1; g(e), e1)+ag; g€}, e2)+- - -+aj1j g€}, ej_1) +ajj g€}, ej) = aj.
Daca k < j, atunci
g}k = 9(69, ey) = 9(69, ajger + agpes + - - + agrer)

= aqp, g(e), e1) + o g(€]), ea) + -+ + agk g(€}, ex) = 0.
4.2.7 Teoremd. Daca V este un spatiu vectorial euclidian real,
Q:V—R

este o forma patratica a carei matrice in raport cu o bazd

ortonormata B este
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g11 912 - Gin
e G
gnl Gn2 " Gnn

atunci existd o bazd ortonormatd B’ in raport cu care Q are forma
72

2 2
Qz) = M a)” + Ay + -+ Ny,
unde A1, A2, ... , A\, sunt valorile proprii ale matricei G.
Demonstratie. Fie B = {e1, e, ..., e, }. Relatia
n
A:V—)V, Aei:Zgjiej,
=1
defineste un operator autoadjunct a carui matrice in raport cu baza B coincide cu
matricea G a lui Q) in raport cu aceeasi baza. Deoarece A este diagonalizabil, exista

o baza ortonormata B’ = {€/, ), ..., e}, } formata din vectori proprii ai lui A in raport

cu care matricea lui A este

A 0O -0
s 0 X -+ 0
0 0 - A\

Notand cu S matricea de trecere de la B la B’ avem
A =871gs.

Pe de alta parte, stim c& matricea G’ a formei patratice @ in raport cu baza B’ este
G’ ="'5Gs.

Deoarece matricea de trecere intre doua baze ortonormate este o matrice ortogonala,

avem S~ =19 si

G =t5G5=S5"1gS=A"=






Capitolul 5

Conice si cuadrice

5.1 Conice

5.1.1 Vom prezenta in continuare unele aplicatii ale algebrei liniare in geometrie.

5.1.2 Definitie. Prin conicd se intelege multimea solutiilor unei ecuatii de forma

a1 22 + 2a12 vy + ag y? + 2a10 x + 2a20 y + ago = 0,

avand cel putin unul dintre coeficientii a1y, a2, ass nenul.

5.1.3 Ecuatia

2?24yt —4=
este ecuatia unui cerc,
este ecuatia unei elipse,

22—y 1=
este ecuatia unei hiperbole,

-z —1=0

este ecuatia unei parabole, iar
22—y =0

reprezinta ecuatia a doua drepte concurente.

(5.1)
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4 4
// - . e /\ \ NG
// \\\ / A\
[ | [ \
4 J€ # 4 -4 \ -2 2 )} 4
\
/ N /
A ) S S~ -
—~2l— ——2—

4 4

4 4

2 2 —

\ / /
\\ // /
4 2 \ 2 4 4 2 2 p
/ \ \
/ \ g
~__
-2 2 T~

4 —ab

Figura 5.1: Cercul, elipsa, hiperbola si parabola definite de ecuatiile (5.2) - (5.5).

5.1.4 In cazul unei translatii de vector (zg,yo) a reperului, urmate de o rotatie
de unghi «, legatura intre coodonatele (z,y) ale unui punct in raport cu
reperul initial R si coordonatele (2/,y’) ale aceluiasi punct in raport cu
reperul final R’ este (v. Fig. 5.2)

(5.6)

x=xz9+ 2 cosa— 1y sina
y=1yo+ 2’ sina+ 1y cosa

5.1.5 In urma schimbarii de reper (translatie cu (2, 1), urmata de rotatie de unghi %)

:c—2—|—‘/_’ \/5’
y—l—i—\[ﬂc'—i—‘['
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) Lz

Figura 5.2: Schimbarea de reper (5.6).

ecuatiile conicelor (v. Fig. 5.3)

224y —dr—2y+1=0 (5.7)

1322 + 13y? — 102y — 42z — 6y — 27 =0 (5.8)
2y —2¢ —4y+3=0 (5.9)

22 y? —2zy— (24+V2) 2+ (2—V2)y+3vV2-1=0 (5.10)

devin (v. (5.2) - (5.5) )
5[?/2 + y12 —4=0
%iE,Q + %yIZ —1=0
27/2 _ y12 —1=

y?—a2' —1=0.

5.1.6 Teorema. La o schimbare de reper, ecuatia unei conice
a11 2% 4 2 a1 vy + ase y? + 2a10 T + 2a0y + agy =0

se transformd intr-o ecuatie de aceeasi formd,
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Figura 5.3: Cercul, elipsa, hiperbola si parabola definite de ecuatiile (5.7) - (5.10).

ahy 2+ 2aly 2y + aby y? + 247y T + 2ahy Y + aghy = 0,

iar parametrii

ain a2 @ d

I =a;;+ax, 0= A=|aya ax
aiz a2

aip a0

raman invariani, adica

aio
a20
aoo
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/ /
a1 + agy = aj; + Ay,

air ar ‘: ahy aly '
a1z a aly Gy |’
ailp a2 aio a/11 a/12 allo
alz ax Gy | =| ajy ahy ay
aip az g ajly ahy g

Demonstratie. Relatia
f(z,y) = anna® + 2a12 2y + an y* + 2a10 T + 2a20 Yy + ago

se poate scrie in forméa matriceald

ailr ai2 a1
flz,y)=(xz y 1) a2 ax ax
aip a0 aopo

— e 8
|
>
<
[—

7 N
IS

S

N————

7 N
=

N———

utilizand notatiile
() o) ()
Yy a20 a2 a2

{ x=xz9+ 2 cosa—1y sina

Relatia

y=1yo+ 2 sina+ vy cosa

se poate scrie sub forma

T cosa —sina  xg T
y | = sina cosa y
1 0 0 1 1

sau

/ o
X,:<x,>, T:<x0>’ R:<C9SC¥ sma>.
Y Yo sina cosa

Din relatia
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tan =x (g o) ()
Cn(E (4 ) D)

A B\ (X
_ (ty!
- (i g, ) (1)

rezulta ca, in urma schimbarii de reper, f(x,y) se transforma intr-un polinom de

aceeasi forma,

!/ /
A" = det ( tA, Bj )
B ay,

‘R 0 A B R T
—det<tT 1>det<tB aoo)det<0 1)

A B
:det<tB aoo)zA

si A ='RAR, adici

ajy ajp |\ _ [ cosa  sina a1 a2 cosa —sina
aly  aby —sina cosa ajz  ag sina  cosa )’

relatie care conduce la ¢’ =6 si I' = I.

5.2 Reducerea la forma canonica

5.2.1 In cazul unei translatii a reperului
{ x=x9+2
y=yo+a,

polinomul
f(@,y) = a1 2% + 2a12 2y + az y* + 2a10 © + 2a20 y + ago

se transforma in

f@'y) = an 2+ 20100y + any’ + 2(a11 o + a12 Yo (5.11)
+ a10)z’ + 2(a12 To + az2 yo + a20)y’ + f(xo0, yo)-
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5.2.2 Definitie. Spunem ca punctul (zg, o) este un centru al conicei (5.1) daca,

in raport cu reperul translatat cu (zg,yp), avem
f@',y)=0 = f(-2',—y)=0. (5.12)
Propozitie. Punctul (xg,yo) este un centru al conicei (5.1) dacd si numai dacd

a11xo + a2 Yo + ap =0

a2 To + ag2 Yo + azo = 0. (5.13)

Demonstratie. Afirmatia rezulta din (5.11) si (5.12).
5.2.3 Teorema. a) Daca § # 0, atunci conica (5.1) are un singur centru gi anume

1 1 ) ‘

(anom) = (5 :

)
b) In reperul rezultat in urma translatiei cu (xo,yo), ecuatia conicei este

—aip a12
—azp G22

a1l —aio
a12  —ao

A
ar 2+ 2a122"y' + ag y'2 + 5= 0.

¢) Exista un reper in raport cu care ecuatia conicei este
A
)\1X2+)\2Y2+§ =0,

unde A\ st Ao sunt radacinile ecuaties
aj; — A an

=0, adicd N2 —IA+86=0.
a2 ag — A

Demonstratie. a) In cazul § # 0, sistemul (5.13) are solutia unici (g, o).
b) Din relatia (5.11) rezulta ca ecuatia conicei in reperul rezultat in urma translagiei

cu (g, yo) este
2 2
ann @’ +2a122" Y + azy’” + f(wo,y0) = 0.

Deoarece valoarea parametrului A nu depinde de reperul utilizat,
aix a2 0
A= a2 ax 0 ;
0 0 f(zo,v0)
relatie care conduce la f(xg,y0) = %.

c¢) Conform teoremei prezentate la pag. 200-7, in cazul formei patratice

Q:R* —R, Q. y) = an 2 +2a1 2"y + any”,
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exista o baza ortonormata a lui R? formats din vectori proprii ai matricei
air 412
)
a2 G22
in raport cu care @) are forma canonica

Q:R? — R, QIX,Y) = M X2 4+ \Y2

Rotind reperul rezultat in urma translatiei cu (zg, yo) astfel incat axele sa fie dirijate

de-a lungul vectorilor proprii ai matricei

ail a2
aip as )’
ecuatia conicei devine \; X2 + Ay Y2 + % =0.

5.2.4 Daca § = aj1a99 — a%Q = 0, atunci cel putin unul dintre coeficientii a11, a2
este nenul, deoarece in caz contrar am avea a1 = a13 = a2 = 0. Vom analiza

cazul a1; # 0, deoarece cazul age # 0 conduce la rezultate similare.

5.2.5 Teorema a) In cazul n care § = 0, a; #£0 51 A =0, exista un reper in

raport cu care ecuatia conicei este
’ 12 ro /
Uy~ + 2a30 Y + agy = 0.

b) In cazul #n care § = 0, ay; %0 si A # 0, exista un reper in raport

cu care ecuatia conicei este

/| A
Y? = 2pX, unde p= 75

Demonstratie. Efectudnd o rotatie de unghi « a reperului,
=12 cosa— 1y sina
y=a'sina + 3y cosa,

ecuatia conicei devine

ahy 2% + 2al, 2y + aby y? + 2a}g T + 2ahyy + afy = 0,

cu

ay; = —(a1; cosa + ap sina)?.
ai
Alegand « astfel incat ctga = —Z—ﬁ, rezulta a}; = 0. Avéand in vedere invarianta
. ¢ s 2 .
lui §, rezulta cd a)aby — a)y” = 0, relatie care conduce la a}, = 0.

a) Din relatia
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0 0 d

_ / / 2
A=| 0 ay ay |=ay

! ! /
ajp Q29 Qoo

rezultd aj, = 0. In urma rotatiei considerate, ecuatia conicei este
112 2% Ap—
Ay +2a30Y +ag =0.

b) Daca A # 0, atunci a), # 0 si ecuatia conicei

alyo y'2 + 2ahy @' + 2a50 Y’ + agy = 0

se poate scrie succesiv
/

2a
Ao (y'2 + =220 y'> + 2d)y7" + apy = 0,

/

a2
ab\ 2 ab.al. — ah.?
! / 20 ! ! 2200 20 _
Q99 <y + T) + 2(110 xr + 2,—, =0.
Qo9 ay0 Aog

Efectuand translatia
X gy 0/22“60*0/202
= X =
20 Ay

Y =y + %

@22
ecuatia conicei devine
!/
Y2 — -2 a19 X

!
D)

2 . : . :
Deoarece A = a),“aby si I = ab,, ecuatia se mai poate scrie
/A
2 P _—
Y = I X.

5.2.6 Tinand seama ca radacinile ecuatiei A2 — I A + 6 = 0 verifica relatiile

M+ =1, A1 Ag =6,

din teoremele anterioare, rezulta ca exista urmatoarele cazuri:
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H Cazul H Ce reprezinta conica H
0<0 g A#0 hiperbola
60>0 ¢ IA<O0 | elipsa
60>0 ¢ IA >0 || multimea vida
60>0 ¢ A=0 un punct
6<0 si A=0 doua drepte concurente
6=0 si A=0 doua drepte paralele, o dreapta sau multimea vida
6=0 si A#0 o parabola

5.3 Cuadrice

5.3.1 Definitie. Prin cuadrica se intelege multimea solutiilor unei ecuatii de forma
a1 2? + an y® + asz 22 +2avy + 2a13 22 + 2a3 Yz
+2a10x + 2a20y + 2 a3 z + agg = 0,

cu cel putin unul dintre coeficientii a1, ase, ass ai2, a13, assz nenul.

5.3.2 Ecuatiile reduse ale cuadricelor. Daca a,b,c€ (0,00), atunci cuadrica

22 g2 2 B
ﬁ + b_2 + 6_2 —1=0
se numeste elipsoid,
2 2 2
T z
Y ~1=0

a? b2 2

se numeste hiperboloid cu panza,

se numeste hiperboloid cu douda panze,

z—z + Z—j —2z=0
se numeste paraboloid eliptic,

2?2

a? b2
se numeste paraboloid hiperbolic,

z—z + Z—j —-1=0
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se numeste cilindru eliptic,

2 v
a2 b2 N

se numeste cilindru hiperbolic,
y? — 2ax =0

se numeste cilindru parabolic. Cuadrica

2 2
a b2

reprezinta doua plane concurente,
2 —ad®>=0

reprezinta doua plane paralele,

22 =0
reprezinta un plan,
2 2
vy _
P + “hn 0
reprezinta o dreapta,
2 2 2
T Y z¢
2 + 5] + 2 0
reprezinta un punct, iar
2 2 2 2 2
z Y z _ £ Y _ 2 2 _
¥+b_2+c_2+1_0’ ¥+b_2+1_07 x°+a =0

reprezinta multimi vide.

5.3.3 La o schimbare de reper, ecuatia unei cuadrice

a1 2? + an y® + asz 22 +2avy + 2a13 22 + 2a3 Yz
+2a10x + 2a20y + 2 a3 z + agg = 0,

se transforma intr-o ecuatie de aceeasi forma, iar parametrii
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I = a1 + ago + ass,

J:

ai
a12

a1l
5 = a9
a13

ail

a
A — | ®12
a3
aio

a12
a22

a12
a22
a23

a12
a22
a23
a20

K

a3
az3
ass

a13
a23
ass
aso

Elemente de Algebra liniara

a2 Q23
a3 ass

aip as
aiz ass

_l’_

)

a10
a20
aso
aoo

nu isi schimba valoarea. Urméand analogia cu conicele, se poate obtine o

clasificare a cuadricelor gi o metoda de reducere la forma canonica (redusi).
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Ecuatii si sisteme de ecuatii
diferentiale liniare

6.1 Ecuatii diferentiale de ordinul intai

6.1.1 Definitie. O ecuatie diferentiald de ordinul intdi este o ecuatie de forma
F(z,y,y") =0, (6.1)
unde x este variabila independent, y functia necunoscuta, 3’ derivata functiei

necunoscute gi F': I x R x R — R este o functie continua, I fiind un interval.

Prin solufie a ecuatiei (6.1) se intelege o functie derivabila
¢ :(a,b) — R
cu (a,b) C I i astfel incat

F(x,0(z),¢ (x)) =0, Vz € (a,b).

6.1.2 Definitie. Spunem ca ecuatia diferentiala
v = f(z,y), unde f:DCR?—R (6.2)

este o ecuatie diferentiala scrisa sub forma normald.

Prin solutie a ecuatiei (6.2) se intelege o functie derivabila
v:(a,b) — R

astfel incat:
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1) (z,¢(z)) € D, Vz € (a,b);
2) ¢(2)=flz,po(z),  Va€(ab).

6.1.3 Ecuatia (6.2) se mai poate scrie
dy

) (63)
sau sub forma
dy = f(z,y) dx (6.4)
numitd forma simetricd. Solutia ecuatiei (6.4) se poate cauta sub forma
y = y(x)
sau
z = x(y)

sau, mai general, sub forma parametrici
{ x = x(t)
y=y(t).
Ecuatia (6.4) este caz particular pentru ecuatia
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0, unde P,Q:D CR? —R, (6.5)

care este forma generald a unei ecuafii simetrice.

Prin solutie a ecuatiei (6.5) se intelege o pereche de aplicatii derivabile
o, ¥ :(a,b) — R
astfel incat:
1) (o)) €D, V€ (ah)
2) Pe(t), (1) ¢'(t) + Qp(t), (1)) ' (t) =0, Vt € (a,b).
6.1.4 Se stie ca daca
f:(a,b) — R
este o functie continua, atunci functia
Fi(ab) —R,  Fx)= /xf(t) at
este o primitiva a lui f, oricare ar fi 2y € (a,b), adicg0 avem

% (/m:f(t) dt) = f(), Vae(ab).
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6.1.5 Teorema. Fie ecuatia cu variabile separabile
y' = f()g(y), (6.6)

g'::;:RR sunt functii continue definite pe intervalele I si J.

a) Daca yo € J este astfel incat g(yo) = 0, atunci functia constanta

unde

p: I —R, o) =1y
este solutie a ecuatiei (6.6).

b) Daca yg € J este astfel incat g(yo) # 0, atunci relatia

/yj ﬁ du= /3: f)dv+C, (6.7)

unde xg € I si C este o constantd, defineste implicit o solutie locald
y =y(x) a ecuatiei (6.6).
Demonstratie. a) Deoarece ¢'(x) =0 si g(p(x)) = g(yo) = 0, rezulta ca
Pl@) = f(z)g(e(x),  Voel
b) Derivand relatia (6.7) in raport cu z, considerand y = y(z), rezulta

oy V@ = @),

adica

6.1.6 Exercitiu. Sa se rezolve ecuatia

y = xy.
Rezolvare. Functia constanta ¢ : R — R, ¢(x) = 0 este solutie a ecuatiei.
Scriind ecuatia sub forma
/
Y

= =u, echivalenta cu (In y)' =z,
Yy

deducem ca
372 z2
Iny = 5 +c, adica y(z) =Cre 7,

unde ¢ i C] = €° sunt constante.

6.1.7 MATHEMATICA: DSolvelegns, y[x], x]

2
In[1]:=DSolvely’ [x] == x y[x], y[x], x] > Out[l]:{{y[x}%ex?(][l}}}
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6.1.8 Ecuatia (6.6) poate fi scrisa sub forma

Y~ @) o)

sau forma simetrica

f(@) g(y)dz — dy = 0.

Forma diferentiala f(z) g(y) dz — dy nu este diferentiala totald a unei functii.

inmul@ind ecuatia anterioara cu factorul integrant le), se obtine ecuatia
1
flx)de — ——dy =0 6.8
(@) 9(y) e

al carei membru stang este o diferentiala totala deoarece

St =5 (~-)).

Ecuatia (6.8) se poate scrie sub forma
dF = 0,
unde

Fla,y) = /x:f(t)dt _ /yj ﬁdt.

Rezulta ca relatia F(x,y) = C, adica

6.1.9 Propozitie. Ecuatia omogena

’ Y
y=1r <—>
x
se reduce la o ecuatie cu variabile separabile daca se utilizeaza schimbarea

de variabild y(x) = x z(x), unde z(x) este noua functie necunoscutd.

Demonstratie. Derivand y(x) = z z(x) obtinem relatia y/(z) = 2z(z) + x 2/(z) care

ne permite sa scriem ecuatia sub forma
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6.1.10 Propozitie. Ecuatia liniara omogena
y = fl)y
are solufia generald
y(x) = Ol O,
unde C' este o constanta arbitrard.
Demonstratie. Rezolvarea ecuatiei poate fi prezentata dupa cum urmeaza
d
© = f(@)y,
Y = f(a)da,
Y du _ [T
v du 7 f(g)dt,
Inly| —Inyo| = [ f(t)dt,
T f(t)dt
y(w) = goelo 7O,
6.1.11 Exercitiu. Sa se rezolve ecuatia
Y =ay.
Rezolvare. Solutia generala a ecuatiei este
x 492 x3
y(z) = yo elzo dt, adica y(x) =Cres.
6.1.12 MATHEMATICA: DSolveleqns, y[x], x]
In[1]:=DSolvely’ [x]==f[x] y[x], y[xl, x] +— Outﬂk:{{yh}»effﬂK“JdK“JC[H}}
3
In[2]:=DSolvely’ [x]==x"2 y[x], y[x], x] +— Out[2}={{}’[x}ﬁez3_c[1]}}
6.1.13 Propozitie. Solufia generald a ecuatiei liniare neomogene
y' = f2)y+g() (6.9)

se obtine adunand solutia generald a ecuatiei liniare omogene asociate

Y =f(x)y (6.10)

cu o solutie particulard § a ecuatiei (6.9).
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Demonstratie. Daca y verifica (6.10) si g verifica (6.9), atunci

(y+9) (@) =f () y(z)+ f (@) y(z)+g(x) = f(2) (y+§)(z) +9(z).
Daca y si g verifica (6.9), atunci y — g verifica (6.10)

(y=9) (@) =f(2)y(=)+g(x)— f(2) §(z)—g(x) = f () (=) ().
6.1.14 Propozitie. O solutie particulard § a ecuatiei liniare neomogene

y = f@)y+g(x)
poate fi gasita folosind metoda variatiei constantei, cautind-o de forma
j(z) = C(x) oeg PO
Demonstratie. Inlocuind in ecuatie, obtinem relatia
C'(z) = g(z) e~ Lo f@®)at

care permite determinarea functiei C'(z).

6.1.15 Exercitiu. Sa se rezolve ecuatia

v =y+uz.

6.1.16 MATHEMATICA: DSolveleqns, y[x], x]

In[1] :=DSolvely’ [x]==y[x]+x, y, x] > Out[l]={{y[x]>—1—x—e*C[1]}}

6.1.17 Propozitie. Schimbarea de variabild z=1y'"% permite reducerea ecuatiei
y = f@)y+g(x)y,
numitd ecuatia Bernoulli, la o ecuatie liniara.
Demonstratie. Daca o = 1, atunci ecuatia este deja o ecuatie liniara. In cazul o #1,
impartind cu y® obtinem ecuatia
y =y = f@)y' T + g(2)

care se poate scrie
1

T = f@)y T+ g(@),
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6.1.18 Propozitie. Ecuatia Riccati
y = f(@)y* +g(x)y + h(z)
se poate rezolva utilizand schimbarea de variabila
1
Y=1Yp+ ;

in cazul in care se cunoaste o solutie particulard yy.

Demonstratie. In urma schimbarii de variabila indicate ecuatia devine

?=—2f (@) yp(x) — g(2)) 2 — f (=)

adica o ecuatie liniara.

6.2 Ecuatii diferentiale liniare de ordin superior

6.2.1 Definitie. O ecuatie diferentiald liniarda de ordinul n este o ecuatie de forma

ao(x) y™ + a1 (@) y" Y 4 an 1 (@)Y +an(x)y = f(z),  (6.11)
unde

ap, A1, .., Qp, f I — R

sunt functii continue definite pe un interval I si ag(x)#0, oricare ar fi x € I.

Prin solutie a ecuatiei (6.11) se intelege o functie

p: I —R
astfel Incat:

1) ¢ admite derivate continue pana la ordinul n;
2) ao(@) ¢ (@) + a1 (@) 9D (@) + -+ + an(2) (2) = f(2), Ve (a,b).
6.2.2 Teorema (de existenta si unicitate). Daca
A0y A1y ey Gy [ 1T — R
sunt functii continue §i
ap(z) # 0, Vo e 1,

atunci ecuatia diferentiald
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ao(z) Y™ + ar(2)y" T 4+t an1(2) Y + anl@) y = f(2)
admite pentru fiecare (o, Y00, Yo1, - Yon—1) € I X R™ 0 unica solutie
p: I —R
astfel incat

©(z0) = Yoo, 80/(330) =Yo1, - 30("_1)(330) = Yon—1-

6.2.3 Utilizand operatorul diferential
L=ag(z) D" +ay(x) D" '+ -+ an_1(2) D + ay(z),

unde 4 2 "
D=— D?=—. .. "=
da’ da?’ ’ dan’
ecuatia (6.11) se scrie
Ly=f.

Operatorul liniar
L:C™(I) — C(I),
unde
C™"(I)={¢:I — R | ¢ admite derivate continue pana la ordinul n },

Co(I) ={¢: I — R | ¢ este functie continua },

este un operator liniar
Llap+ pvY)=aLp+ B LY Va,B € R, Vo, € C"(I).
6.2.4 Teorema. Spatiul
V={¢:I—R| Lp=0}
al tuturor solutiilor ecuaties liniare omogene
Ly =0,

este un spatiu vectorial de dimensiune n.

Demonstratie. Daca ¢, € V), atunci

L(ap + By) = aLp + BLY =0
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oricare ar fi a, § € R. Conform teoremei de existenta gi unicitate, pentru xzg € I

fixat, aplicatia
AV =R Ap = (0(20), ¢ (20), - 97 (0))
este un izomorfism liniar. Rezulta ca spatiile vectoriale ¥V gi R™ sunt izomorfe, si
prin urmare dimV = dimR"” = n.
6.2.5 Rezolvarea ecuatiei
Ly =20
inseamna determinarea spatiului vectorial V={ ¢: I — R | Ly =0 } al tuturor

solutiilor, ceea ce se poate realiza indicand o baza {y1, y2, ..., Yn}, caz in care

V={an+cy+ +cyn| c1,c2 ..., cn €R }.

Functiile
YLy Y2y coos Yo - I — R
din V formeaza o baza a lui V dacéa sunt liniar independente, adica daca
a1y +agyo+ - +apyy =0 = a1 =ar= - - =a,=0.
6.2.6 Propozitie. Functiile
YLy Y2y voos Yn - I — R

din V sunt liniar independente dacd si numai dacd intr-un punct fizat o € I avem

y1(zo) y2(xo) -+ Yn(wo)
o) whl) ), (6.2
y"Dzo) v V(wo) -y (o)

Demonstratie. Deoarece

AV — R Ap = (0(20), ¢ (0)s s 0"V (0))
este un izomorfism liniar, functiile y1, y2, ..., yn : I —> R sunt liniar independente
daca si numai daca vectorii corespunzatori
-1
Ayr = (y1(0), ¥ (20), -, 91" (@0)),

Ays = (y2(z0), Y4(x0), .., yén_l)(xo) )s
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sunt liniar independenti, ceea ce este echivalent cu (6.12).

6.2.7 Teorema (Abel-Liouville). Daca
Y1, Y2, -, an—>R

sunt n solutii ale ecuaties

Ly =0,
atunci functia (numita wronskian)

y1(2) ya(x) - yn(@)

/ / /
Wi—mR w=| M0 el

W) @) @)
verifica relatia
7]96 aj(t) dt
W(z) =W(zp)e "=, (6.13)

unde xg € I este un punct fixat.

Demonstratie (cazul n = 2.) Aratam ca W verifica ecuatia liniara

W (z) = _Z;Ez; W (2).

In cazul n = 2, ecuatia Ly = 0, adica

ao(z)y" + a1(z)y +azy =0

conduce la
| =Y
;
v =] 50
| w0 [ e |- -asve

6.2.8 Din relatia (6.13) rezulta ca dacd W se anuleaza intr-un punct din 7,

atunci se anuleaza In toate punctele.

6.2.9 Propozitie. Solutia generald a ecuatiei liniare neomogene

Ly=Ff
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se obtine adunand la solufia generald a ecuatiei omogene asociate
Ly=20

o solutie particulard § a ecuatiei neomogene.

Demonstratie. Deoarece Ly = f, obtinem

Ly=0 = Ly+y)=f s Ly=f = Lly—y)=0.

6.2.10 Teorema (Metoda variatiei constantelor). Dacd
n
y(x) = ek yi(e)
k=1

este solutia generald a ecuatiei omogene

Ly =0,
atunci o solufie particulard a ecuatiet neomogene
Ly=f

poate fi gasita cautand-o de forma
n

i) =Y (@) yp()
k=1
cu c1(x), ca(x), ... , cp(x) solutie a sistemului

(> h=1 k(@) yr(2) =0

.......................................... (6.14)
S @)y (@) =0

n n—1 x
S k@)oY (@) = L
Demonstratie. Tinand sema de (6.14), obtinem relatiile

y(x) = 2k on(@) yr (),

(@) = 2= () yi (@),

§ () = Yy en(@) gy (@),

5 (@) = iy (@) o) (@) + 22
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care conduc la

Lj = ap(z) §™ + a1(z) ™D + -+ ap_1(2) § + an(z) §
=S (@) (ao(@) y e (@) g a1 (@) g+ an(@) i) +F (@) = F ().

6.2.11 Definitie. Prin ecuatie diferentiald liniara de ordinul n cu coeficienti constanti

se Intelege o ecuatie de forma

aoy™ + a1y + -+ an 1y + any = fla), (6.15)
unde ag, ai, ..., a; sunt numere reale si f : I — R este o functie

continua definita pe un interval I C R.

6.2.12 Ecuatia (6.15) este un caz particular pentru ecuatia (6.11) si anume cel in

care functiile ag(z), a1(x), ... , ap(z) sunt functii constante. Ecuatia (6.15)

se poate scrie sub forma
P(D)y =,
unde P este polinomul
P(r)= ar" + a1 a1+ an,
numit polinomul caracteristic asociat ecuatiei considerate.
6.2.13 Folosind notatia lui Euler
e'¥ = cos ¢ +1 sin ¢,
definim pentru fiecare numéar complex r = « + i functia complexa
R — C : 2z — e = @87 — 0% cog(B2) 41627 sin(fz)
cu proprietatile
D elotiB)z _ (o +1p) e(aJriﬁ)l“,
Re (De"™) = D(Re '),
Jm (De™) = D(dme™),
unde Re z gi Jm 2z reprezinta partea reala si repectiv imaginara a numarului z.

6.2.14 Propozitie. Functia

y:R—C, y(x) =€

este solutie a ecuatier omogene
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P(D)y =0
daca st numai dacd r este radacindg a polinomului caracteristic, adicd
apr™ + a1 M+ a7 +a, = 0.

k. rx

Demonstratie. Deoarece DFe™ = rker® g

P(D)e™ = (apr™ +ar ™" '+ Fan_ 17+ a, e

avem
P(D)e™ =0 <«+= P(r)=0.
6.2.15 Propozitie. Daca polinomul caracteristic P(r) are radacinile r1, o, ... ,
T cu multiplicitatile mq, mo, ... , my , adica
P(r)y=ag(r—ry)™ (r—mry)™ - (r —rg)™k,
atunci P(D) admite factorizarea
P(D)=ag (D —r)"™ (D —1r3)™ -+ (D —r)™*
ordinea factorilor putand fi schimbatd fard a afecta rezultatul.

Demonstratie. Afirmatia rezultd din liniaritatea lui D si din relatia DP D= DP¥4,

6.2.16 Propozitie. Daca Q(r) este un polinom si p(x) este o functie, atunci
QD) (€™ p) =™ QD + 1),
oricare ar fir € C.
Demonstratie. Aratam mai intai prin inductie ca

D* (e p) = " (D + 7).

Avem
D™ p)=e"Dp+re™p=¢e"(D+r)p.
Presupunand ci D* (e @) = " (D + r)¥¢, obtinem
DH1 (¢ g) = D" (D + 1)) = (D +r)(D + ) = & (D + 1)1

Dacad Q(1) = apr™ + a1 7™ L + -+ + 17 + Quy, atunci
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Q(D) (€ ) =ag D™ @)+ar D™ e @)+ - +am—1 D(e" ) +ame’™ ¢
=e" [ag (D+7)"+a1 (D+7)" " 4+ - a1 (D+r)+am]e
=" Q(D +1r)ep.

6.2.17 Propozitie. Solufia generald a ecuaties

(D — r)ky =0

este
ylx) =coe™ +crxe™ + -+ g zFlere,
Demonstragie. Conform propozitiei anterioare avem relatia
Dk (e—m: y) — e 7T (D _ T’)ky
care aratd ca ecuatia (D — r)Fy = 0 este echivalent cu ecuatia
DF (e y) =0
care implica
e yl@)=co +erxt -+t

adica

y(fE) = C e’ +c xre'® + -+ Ch_1 xk*lerm‘

6.2.18 Propozitie. Fie ecuatia diferentiald liniard omogend cu coeficienti reali
P(D)y =0,

unde P(r) =apr"™ + a1 L a1 r 4 ay este polinomul caracteristic.

a) Daca r; este radacing reald a lui P cu multiplicitatea m;, atunci functiile

erjx, xer‘]z’ oo s x

mjflerj:v
sunt solutii particulare ale ecuatier P(D)y = 0.

b) Dacd rj = oj +1B; este radacing complexa a lui P cu multiplicitatea mj, atunci

e cos(Bj ), xe Tcos(Bjx), - , a™ e cos(B; ),

e%Tsin(B;x), xeTsin(Bjx), -, ™ le%Tsin(B; )

sunt solutii particulare ale ecuatier P(D)y = 0.

Demonstratie. Ecuatia P(D)y = 0 admite o factorizare de forma
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QD) (D =)™y =0
si (D—rj)™y=0 implica P(D)y=0. Deoarece ec. P(D)y—O are coeficienti reali
P(D)(%e y) =Re (P(D)y) =0

P(D) (3m y) = Im (P(D)y) =0

adica in cazul In care r; este radacina complexa cu multiplicitatea m; functiile

PD)y=0 = {

y:R— R, y(z) =Re (co € +crze™ 4+t oy My~ LeriT)
si
y:R — R, y(x) = Jm (co e tepwe T+ oy, xmfle”ﬂ)

sunt solutii ale ecuatiei P(D)y = 0, oricare ar fi constantele reale ¢y, ci, ... , Cm;—1-

6.2.19 Se poate demonstra ca, In toate cazurile, in spatiul solutiilor existd o baza

formata din solutii particulare de tipul celor prezentate in propozitia anterioara.

6.2.20 Exercitiu. Sa se determine solutia generala a ecuatiilor
a) y" =5y +6y =0,

B — 6y 12y 8y =0,

o) y'+y +y=0,

d) (D?—D+1)% =0,

¢) (D=3)%(D*+2)% =0.
Raspuns.

a) ylx) =c1e® +cpe’

b) y(x) =a €2 4 co x e®® 4 cg 22 2",

c) ylz) =cre 2" COS(@@ FepemiT sin(@x)_

d) yx) =a o3 COS(@@ + cpen® Sin(@ﬂlﬂ)
teswe 3% cos(Ba) + cwe 3 sin(La)
tesate 3" cos(Pa) + coa? e ¥ sin(Ba).

e) y(x) =c1e3 fcared® +ce3a?ed” 4 cqaded”

+c5 cos(vV2x) + cg sin(v/2x) + cr x cos(v/2x) + cg x sin(v/2z).
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6.2.21 MATHEMATICA: DSolveleqns, y[x], x]
In[1]:=DSolvely’’[x] - 5 y’[x] + 6 y[x] == 0, y[x], x]
— Out[l]={{y[x]»e** C[1]+e*>* C[2]} }
In[2]:=DSolvely’’’[x] - 6 y’’[x] + 12 y’[x] - 8 y[x] == 0, y[x], xI
= Out2]={{y[x]»e? C[1]+e* x C[2]+e**x2 C[3] } }
In[3]:=DSolvely’’[x] + y’[x] + y[x] == 0, y[x], x]
— Out[3]:{{y[x} x/20[2]cos[WX]Jre*xﬂcmsm[f ]}}
6.2.22 Propozitie. Ecuatia Euler

apz"y™ + a2y b ey g wy +any =0
se reduce la o ecuatie diferentiald liniard cu coeficienti constanti prin

schimbarea de variabild © = €', unde t este noua variabild independentd.

Demonstratie (cazul n = 3). Notand cu z(t) noua functie necunoscuta, avem relatia

y(z) = 2(ln )
care, prin derivari succesive, conduce la
y'(z) =12 (lnz) =et2 (1),
y'(2) = 5 2"(Inz) — &5 2/(Inw) =e 2 (2"(t) — 2(t)),
y"(z) = %5 2"(Inz) — 3 2"(Inz) — Z 2/ (Inz) = e 3 (27(t) — 32" (t) + 22/ (t)).

In urma schimbarii de variabila, ecuatia FEuler

3 ///

+a12?y" +asxy +azy =0
devine

ao 2" + (=3ap + a1)2" + (2a0 — a1 + a2)z’ + azz = 0.

6.2.23 Relatia x = e, echivalents cu t = Inz, conduce la

d dtd 1d ., d
de  dzdt zdt  © at

Ecuatia Euler se poate scrie

d n dxnfl
si, formal, schimbarea de variabila = = e

x cu e si operatorul de derivare % cue! %. De remarcat ca

d\? d d d2 d
-t = — -t = -t = — —2t_ _ —2t_
(e dt) MY (e dt) Cae Tt @

d" 1 dn—1 d
apx" +ar " + - 4 an_ 1£Cd +a, |y=20

¢ in ecuatia Euler se poate realiza inlocuind
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6.3 Sisteme diferentiale liniare

6.3.1 Definitie. Prin sistem diferential liniar de ordinul intdi se intelege un sistem
de ecuatii diferentiale de forma
Y1 = an(z)y1 + a2(@)y2 + - + an(@)yn + fi(z)

Yy = a1 (x)y1 + ag2(x)y2 + - -+ + agn()yn + fo(x)

(6.16)
y1/1 = anl(x)yl + an2(£)y2 +F ann(x)yn + fn(x)
unde x este variabila independenta, yi, yo, ... , ¥, sunt functiile necunoscute si
Qg - I — R,
unde i,7 €4{1,2,...,n},
fi I — R,
sunt functii continue definite pe un interval I C R.
6.3.2 Sistemul diferential liniar (6.16) se poate scrie sub forma matriceala
Y' = A(2)Y + F(x)
utilizand notatiile
ar(z) app(w) - ai(z)
Y filz
' az1(x) ag(x) - - a(x) 1)
Y2 fa(z)
Y = . , Az) = , F(x)= )
Yn an1 () ana(z) - apn(z) fn(@)

6.3.3 Teorema (de existenta si unicitate). Daca
Qg5 - I — R,
fi I — R,

sunt functii continue, atunci oricare ar fi (o, Y10, Y20, -, Yno) € I xXR™,

unde i,7 €4{1,2,....,n},

exista o unicd solutie Y (x) incdt
Y10

Y — A@)Y 4+ Fz) s Y= | °

Yno
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6.3.4 Teorema. Spatiul V al tuturor solutiilor sistemului diferential liniar omogen
Y' = A(x)Y

este un spatiu vectorial de dimensiune n.

Demonstratie. Pentru zg € I fixat, din teorema de existenta si unicitate, rezulta ca
aplicatia liniara
YV —R": Y — Y(x0)

este un izomorfism liniar.

6.3.5 Rezolvarea sistemului omogen Y’ = AY este echivalentd cu gasirea unei baze

a lui V, adica cu gasirea a n solutii liniar independente.

6.3.6 Definitie. Plecand de la n solutii ale sistemului omogen Y’ = A(z)Y

Y11 Y12 Yin
Y21 Y22 Y2n
Yi = . ) Y2 = : ) ) Yn = : )
Yn1 Yn2 Ynn
construim matricea Wronsk:
Y11 Y12 0 Yin
W = Y21 Y22 - Yon
Ynl Yn2 - Ynn
si wronskianul
w = det W.
6.3.7 Teorema. Solutiile Y1, Y, ... , Y, formeazd o bazd a spatiului vectorial V
daca st numai daca wronskianul lor este nenul intr-un punct fizat xo € I, adica
w(zo) # 0.

Demonstratie. Deoarece
YV —R": Y — Y(x0)

este un izomorfism liniar, solutiile Y7, Y, ... , Y, sunt liniar independente daca si
numai daca vectorii Y7 (zg), Ya(xqg), ... , Yn(xo) din R™ sunt liniar independenti, ceea

ce este echivalent cu w(xg) # 0.
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6.3.8 Teorema. Wronskianul solutiilor Y1, Yo, ... , Y, verifica relatia
w(z) = w(xp) el A a. (6.17)
unde tr A(t) = a11(t) + ag2(t) + - - - + ann(t) este urma matricei A(t).
Demonstratie (cazul n = 2.) Avem

y11(x)  yia(
y21(w)  yoo(z)

d 7)
dz

w'(z) =

Yi1(z)  y2(w) ‘
+
Y () yo(w)

y11(z)  yia(w) ‘
Y21 () yho(w)

yi(x)  a11(z) yiz2(z)+ar2(x) yoo(x)

ar(x) y11(z)+az(x) yor () yi12(z) ‘+
a1 (%) y11(x)+ae () yor (x)  yoo(z)

y21(z)  a21(z) y12(2) +ag(x) y2o (z)
= (an1(z) + az(z)) w(z),
adicd w verifica ecuatia diferentiala liniara
w' = trA(z) w.

6.3.9 Din relatia (6.13) rezulta ca daca wronskianul se anuleaza intr-un punct zg € I,

atunci el se anuleaza in toate punctele z € I.

6.3.10 Propozitie. Solutia generala a sistemului liniar neomogen
Y'=A(z)Y + F(z)
se obtine adunand la solutia generald a sistemului liniar omogen asociat
Y' = A(x)Y
o solutie particulard Y a sistemului neomogen.

Demonstratie. Deoarece Y' = A(x)Y + F(z), obtinem
V' =A(x)Y = (Y+Y) =A(x)(Y+Y)+ F(2),

V'=A(@@)Y + F(z) = (Y-Y) =A(z)(Y-Y).
6.3.11 Folosind matricea Wronski W asociata unei baze {Y1, Ya, ..., Y, } a lui V,
solutia generala
Y=cYi+eYe+ -+, Y,

a ecuatiei liniare omogene Y’ = A(z)Y se poate scrie sub forma
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C1
C2

Y(z)=W(x)C, unde C= ) € R".

6.3.12 Teorema (Metoda variatiei constantelor).

Daca solutia generald a sistemului
Y' = A(z)Y
este Y (z) = W(z)C, atunci o solufie particulara sistemului neomogen
Y'=A(x)Y + F(z)
se poate obtine cautand-o de forma
Y(x) = W(z)C(a),
unde C(z) este o solufie a sistemului
C'(z) = W (2) F(x).
Demonstratie. Deoarece W' = A(z)W i Y'(z) = W'(z) C(z) + W (x) C'(x), avem
Y' = A(z)Y + F(z)
dacd si numai dacd W (z)C’'(z) = F(z).
6.3.13 Definitie. Prin sistem diferential liniar omogen cu coeficienti constanti se
intelege un sistem de ecuatii de forma

Y’ = AY, unde A € Mpxn(R).

6.3.14 Propozitie. Functia vectoriald Y : R — C", Y (z) = we *, unde
w1

Wn,

verifica relatia
Y' =AY
daca si numai daca

Aw = \w.
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Demonstratie. Deoarece Y'(z) = w e, inlocuind in Y’ =AY obtinem Aw = A\w.

6.3.15 Fie X o radacina a polinomului caracteristic
det (A —\I)=0.

Dacd A € R, atunci A este valoare proprie a matricei A si alegdnd un vector pro-

Az

priu corespunzator w € R™ obtinem solutia netrivialda Y (z) = we a sistemului

Y’ = AY. Dacd X\ € R, atunci existd w € C" astfel iIncat Aw = \w si
Yi(x) = Re (w e>‘x> , Ya(xz) = Im (w e>‘x>

sunt solutii ale sistemului Y/ = AY".

6.3.16 Exercitiu. Sa se determine solutia generala a sistemului

{ Y1 = Y1+ e
Yy = —y1 + yo.
Rezolvare. Ecuatia

1—A 1

‘ 1 1—A'_0

are radacinile A\; = 1+1igi Ao = 1 —1i. O solutie particulara a ecuatiei Av = (1+1i)v,

1 1 U1 o . U1
() ()= ()
este v = ( 1 ) Rezulta ca solutia generald a sistemului este

i
Y(z) =c1Re {( } )e(lJri)x} + o Jm {< } )e(lJri)x}
1Y\ . - . 1Y . .
= c1 Re {( ; )e (cosx—{—lsmx)}—l—cQJm{< : )e (cos:c+1smac)}
< cos > - <sinx> -
=C . e’ + co e,
—sinz cos

y1(z) = c1e” cosx + cge” sinx
ya(z) = —c1 € sinx + cg €® cosx.

adica

adica

6.3.17 MATHEMATICA: DSolvel[{eqnl, eqn2}, {yil[x], y2[x]}, xI

In[1]:=DSolve[{y1’[x] == y1lx]l+y2[x],y2’[x] == -y1llx]l+y2[x]1},{y1lx], y2[x1},x]
> Out[1l]={{yl[x]—=e* C[1] Cos[x]+e* C[2]Sin[x], y2[x]—e* C[2] Cos[x]—e* C[1]Sin[x]}}
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6.3.18 Daca matricea A€ M, (R) este diagonalizabila si {v1,va, ..., v, }, unde
un V12

Uln
V21 V22 V2n

v = ’ V2 = ) Up = ;
Unl Un2 Unn

este o baza a lui R" formata din vectori proprii ai lui A corespunzatori valorilor pro-

prii A1, Ag, ... , A, (distincte sau nu), atunci solutia generald a sistemului Y/ = AY

este
V11 V12 Uln
Va1 V22 V2n
Y(z)=¢c . M 4y . M pfe, . et
Uni Un2 Unn

6.3.19 Exercitiu. Sa se determine solutia generala a sistemului

y1=y2+ys
Yo =y1+ Y3
Ys =y1+ Y2
Rezolvare. Rezolvand ecuatia
-2 1 1
1 =X 1 |=0,
1 1 =X
obtinem \; = 2, gi Ay = A3 = —1. Deoarece subspatiile proprii corespunzatoare sunt

Va :{a(lal’l) | QGR}’ Vo1 :{a(l,O,—l) +5(0’1a_1) | «, 5€R},

rezulta ca solutia generala a sistemului este

1 1 0
Y)=c | 1 | ¥+ 0 Je"+cs 1 e .
1 -1 -1

6.3.20 MATHEMATICA: DSolvel[{eqnl, eqn2, eqn3}, {yilx], y2[x], y3[x1},
In[1] :=Eigenvalues[[{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] > Out[l]={2,—1,—1}

In[2] :=Eigenvectors[[{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] > Out[2]={{1,1,1},{-1,0,1},{—1,1,0}}
In[3]:=DSolve[{y1l’ [x]==y2[x]+y3[x], y2’[x]==y1l[x]+y3[x],

x]

y3’ [x]==y1[x]+y2[x]}, {y1lx],y2[x],y3[x]1}, x]
= Out[3]={{y1[x]»3e *(2+e®) C[1]+ e *(~1+e>) C[2]+ 1> (—1+e>) C[3],
y2[x}~>%e_x(fl+63x) C[1}+%e_x(2+e3") C[2}+%e_x(71+e3") C[3],

y3[x}—>%e’x(—1+e3x) C[l}-{—%e’x(—l-l—e?’x) C[2}+%e’x(2+e3x) 0[3}}}
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6.3.21 Stim ca, in general, o matrice A € M,,»,,(R) nu este diagonalizabild. Daca
A este o radacina reala (respectiv, complexd) cu multiplicitatea m a polinomului
caracteristic, atunci partea din solutia generald corespunzatoare lui A poate fi gasita
cautand-o de forma
o™ 4+ ™2 4+ Q1T+ Q1
Y(.%') _ aglmmfl + 06221'me + Q1T + Qom e)\m7

1™ 4 ™ 4 Q1 T+
unde coeficientii «j;, sunt reali (respectiv, complecsi). In cazul complex, in final se

separa partile reala gi imaginara ale a solutiei gasite.

6.3.22 Exercitiu. Sa se determine solutia generala a sistemului

Y= —y1+ye
Yy = —y2 +4y3
Y5 =y1 — 4ys
Rezolvare. Valorile proprii sunt Ay = 0 gi Ay = A3 = —3, iar subspatiile proprii

corespunzatoare
Vo={a(4,4,1) |a e R}, Vog={a(l,-2,1) |a e R}.

Deoarece dimV_g = 1, rezulta ca matricea sistemului nu este diagonalizabila. Cautand

partea din solutia generala referitoare la Ay = A3 = —3 de forma
arz + S
Y(z)= | gz 4By | 737,
asz + B3
gasim
x 1
Y()=oa1 | 2241 |e®4+58 | -2 |32
z—1 1
Solutia generala a sistemului este
4 T 1
Yz)=c | 4 | +e| —2c+1 | e 43| —2 |3
1 x—1 1

6.3.23 O altd metoda de rezolvare a sistemelor liniare omogene cu coeficienti constanti,
numita metoda eliminarii, se bazeaza pe faptul ca fiecare dintre functiile necunoscute

y; verifica o ecuatie diferentiald liniara.
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6.3.24 Exercitiu. Sa se rezolve sistemul

Yy = Y2
Yy = Y3
yé =Y1-

Rezolvare. Functia necunoscuta y; verifica ecuatia liniara

"

y1 —y1=0.

, rezulta ca

V3

_1 1l .
yi(z) =cre® +cge 2xcos7x+03e 2xsm7x.

Deoarece P(r) = 7% — 1 are radécinile ry = 1 gi 793 = —% £1i @
Prin derivarea lui g7, se obtin s si y3.

6.3.25 Deoarece izomorfismul de spatii vectoriale

Mipsn(K) — K

ail; aiz -+ QAip
a1 Q22 -+ Q2n

— (an,am, 05 Aln,; G215, 22, --.y Q20 ---; Gnl, Gn2, -'-aann)
Gpl QAp2 - Gpp

permite identificarea spatiului vectorial M, x,(K) cu K"Q, aplicatia

ail a2 Aln
a a o o o a

1]t Mysen(K) — R, o TEe T =
apl Aap2 -+ QAapp

este o norma pe M,,«,(K). In particular, o serie de matrice

oo
S 4
k=0
este convergenta daca exista limita
m
li k
A, oA
k=0
adica daca exista B € My, x,(K) astfel incat

m
ZakAk — Bj|=0.
k=0

lim
m—r0o0
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6.3.26 Propozitie. Daca seria de puteri
oo
> oot
k=0

are raza de convergenta R > 0 gi dacd A € Myxn(K) este

astfel incat ||Al| < R, atunci seria de matrice
o
Z ay A*
k=0

este convergentd.

Demonstratie. Alegand r astfel incat ||A|| < r < R obtinem relatia

[ar 4¢ A% ] < lawl[1AIIF < Jax]r*.

| = la
Seria Y 2, ag r* fiind absolut convergenta, din criteriul comparatiei rezultd ci seria

S50 llak A¥|| este convergenti, ceea ce implica convergenta seriei > o o ax, A

6.3.27 Deoarece seria exponen@ialé
2

Zk|_1+1|+§+

are raza de convergentd r = oo, rezulta ca pentru orice matrice A € M x,,(K)
putem defini matricea

a_NA_ A A
T2l Tttnta
k=0

numita exponentiala matricei A. Se poate arata ca functia matriceald
R — Mpyxn(K): t— etd
este derivabild si ca (et4) = Aet4 adica
Y (t) = 40

este solutie a sistemului liniar Y/ = AY’, oricare ar i C € R".

6.3.28 MATHEMATICA: Series[Exp[A]l, {A, 0, n}]
In[1]:=Series[Exp[A]l, {A, 0, 4}] > Out[1]=14+A+A% 1A% L A% ga)5

6.3.29 Exercitiu. Sa se determine solutia sistemului
Y1 =Y2+ys
Yo = Y1+ Y3
Y5 = Y1 + Y2
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Rezolvare. Matricea sistemului

b

Il
e i )
=
S =

este diagonalizabila

2 0 0 1 1 0
S7tAs=|(0 -1 0o |, unde S=|[1 0 1
0 0 -1 1 -1 -1
Deoarece
2 0 0
A=S[ o -1 0o |s7H
0 0 -1
obtinem L
2 0 0 2k 0 0
AF=510 -1 0 St=s5 0 (-1F o0 St
0 0 -1 0 0 (=1
si
0 0 2k 0 0 e 0 0
tA)F th
e“‘:z( . L -1k 0 St=85 0 et 0 |57,
k' k' k —t
k=0 k=0 0 0 (-1) 0 0 e

relatie care permite scrierea explicita a solutiei generale.

6.3.30 MATHEMATICA: Eigenvalues[A], Eigenvectors[A], Mgtrile§r [MatrixExp[tAl]
In[1] :=MatrixForm[[{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] > Out[l]= 1 0 1
1 1 0
In[2] :=Eigenvalues[{{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] > Out[2]={2,—1,—1}
In[3]:=Eigenvectors[{{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] +> Out[3]={{1,1,1},{-1,0,1},{—1,1,0}}
In[4] :=MatrixForm[MatrixExp[t {{0, 1, 1}, {1, 0, 1}, {1, 1, 0}}]]
1 _—t 3t 1 _—t 3t 1 _—t 3t
z€ (2+e ) z€ (—1+e ) z€ (—1+e )
— Out[4]= %e_t (—1 + egt) %e_t (2 + egt) %e_t (—1 + egt)
%e_t (—1 + egt) %e_t (—1 + egt) %e_t (2 + egt)
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Reprezentari liniare

Vom prezenta cateva elemente referitoare la grupuri si reprezentarile lor liniare.

7.1 Grupuri

7.1.1 Definitie. Prin grup se intelege o multime G pe care este definita o lege

de compozitie interna
GxG—G: (z,y)—zy
satisfacand conditiile:
1) (9192)93 = 91(9293), Vg1, 92, g3 € G;
2) exista e € G astfel incat ge =eg =g, Vg€ G;

3) oricare ar fi g € G, exista g7! € G astfel incat gg~! =g g =e.

Grupul este numit grup comutativ (sau abelian) daca, in plus,

4) 192 =921 Va1, 92 € G.

7.1.2 Propozitie. a) Elementul e cu proprietatea
ge=eg=g, VgeiG

este unic in G st se numegte element neutru.

1

b) Pentru orice g € G, elementul g~* cu proprietatea
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este unic in G gi se numegte inversul lui g.

Demonstratie. Avem

ge=eg=yg, VgeG P
— e=cé =e¢
gel =eg=g9, Vgel

si
g9 =g lg=e

— h =he= h(gg_l) = (hg)g_l = eg_l = g_l.
gh=hg=ce

7.1.3 In cazul in care in locul notatiei multiplicative g;gs se utilizeaza notatia
aditiva g + go, elementul neutru este notat cu 0. Elementul h cu proprietatea

h+ g =g+ h =0 este notat cu —g si numit opusul lui g.

7.2 Reprezentari liniare

7.2.1 Definitie. Fie G si G’ doud grupuri. O aplicatie
f:G—d
este numita morfism de grupuri daca

flo192) = f(91) flg2), Vg1, 92 €G.
7.2.2 Multimea tuturor automorfismelor unui spatiu vectorial V
GL(V)={A:V — V| A este liniara si bijectiva }
impreuna cu operatia de compunere este grup (grupul automorfismelor lui V).

7.2.3 Definitie. Prin reprezentare liniard a grupului G in spatiul vectorial V peste
corpul K (numita si reprezentare K-liniarad) se intelege un

morfism de grupuri
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T:G— GL(V): g—T(g),
adica o aplicatie astfel incat
T(g192) =T(91)T(92), Vg1, 92 €G.
Dimensiunea reprezentarii este prin definitie dimensiunea lui V.
7.2.4 Multimea matricelor inversabile de ordinul n cu elemente din K
GL(n,K)={A € Muxn(K) | detA#0}
Impreund cu inmultirea matricelor este grup (numit grupul general linear).

7.2.5 Definitie. Prin reprezentare matriceald n-dimensionala a unui grup G
se Intelege un morfism de grupuri de forma
T:G— GL(n,K): g~ T(g).
Reprezentarea este numita reald in cazul K = R si complexa

in cazul K = C.

7.2.6 Propozitie. Fie V un spatiu vectorial peste corpul K. Daca {ey,ea,...,en}

este 0 bazd a luiV si
T:G—GL(V): g—T(g9)
o reprezentare liniard a unui grup G in 'V, atunci aplicatia

T :G — GL(n,K),

t11(g) ti2(g) --- tin(g)
to1(g) taa(g) -+ ton(g)

(9) = :
tn1(g) tn2(9) -+ tan(g)

unde elementele t;;(g) sunt astfel incat
n
T(g)ej = Ztij(g)eia Vg€ G, Vje{l,2,..,n},
i=1

este o reprezentare matriceald n-dimensionald a lui G.
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Demonstratie. Deoarece T'(g192) = T'(¢1) T'(g2), din relatiile
T(grg2)e; = 2imi tij(grg2)ei,

T(g1)T(g2)e; =T(g91) Y fytrj(g2)er = D iy trj(92)T (g1)ex
= > —1 tri(g2) Do tin(gn)e

=21 (ke tin(91)ti(92)) €

rezulta ca

n
tij(g192) = D _talgr)tej(g2),  Vi.j € {1,2,..,n},
k=1

adica T (g192) = T (g1) T(92;

7.2.7 Matricea T (g) este matricea transformarii liniare T'(g) : ¥V — V in raport cu
baza consideratd. Alegand o alta baza {e],¢),...,el, }, se poate defini in mod

similar reprezentarea
T :G— GL(n,K): g— T'(9).
Stim 1nsa ca cele doua reprezentari matriceale sunt legate prin relatia
T'(9)=5"T(9)S, Vgedq,
unde S este matricea de trecere de la baza {e1,e9,...,e,} la {e], €5, ...,¢e }.
7.2.8 Definitie. Doua reprezentari matriceale n-dimensionale peste K ale unui grup
Ti: G — GL(n,K) si T2 : G — GL(n,K)
sunt numite echivalente daca exista S € GL(n,K) astfel incat
Ta(g) =S ' Ti(9) S, VgeG.
7.2.9 Aplicatia R: R — GL(R?) : t — R(t), unde
R(t) : R? — R?, R(t)(z,y) = (z cost — y sint, x sint +y cost),
este o reprezentare liniara a grupului aditiv (R, 4) in spatiul vectorial R2.
Alegand in R? baza {e; = (1,0), ea=(0, 1)}, obtinem reprezentarea matriceala

cost —sint
sint cost ’

R:R—>GL(2,IR{):tn—>R(t):<

Avem R(t+ s) = R(t) R(s).
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7.3 Reprezentari ireductibile

7.3.1 Definitie. Doua reprezentari liniare n-dimensionale peste K ale unui grup G
T1 G — GL(Vl) §1 T2 G — GL(VQ)

sunt numite echivalente daca existd un izomorfism liniar

S : V1 — Vs astfel incat
Ti(g9) = S"'Ta(g) S, Vg€,

adica astfel incat diagrama

V1 T1(g) Vi
S S
VQ T2 (g) V2

este comutativa.

7.3.2 Definitie. Fie T': G — GL(V) o reprezentare liniara a grupului G in V.

Spunem ca subspatiul WCV este invariant fata de T daca

T(g)W) W,  Vged.

7.3.3 Definitie. Spunem ca reprezentarea liniara
T:G— GL(V)

este o reprezentare ireductibild daca singurele subspatii invariante

sunt {0} i V. In caz contrar, reprezentarea este numit reductibild.
7.3.4 Reprezentarea liniard T : R — GL(R3) : ¢+ T(t), unde
T(t): R} — R3, T(t)(z,y,2) = (z cost —y sint, x sint + y cost, z)

este o reprezentare liniara reductibild a grupului aditiv (R, +) in R3.

Subspatiul W = { (z,y,0) | z,y € R} C R? este subspatiu invariant.
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7.3.5 Propozitie. Daca
T, : G — GL(V) si Ty:G— GL(Vy)
sunt doua reprezentari K-liniare, atunci aplicatia
T:G— GLV1®Va), T(g)(x1,22) = (T1(9)z1, T2(g)z2)

este o reprezentare K-liniard a grupului G in spatiul produs direct

V1 ®Vso, numita suma reprezentarilor 17 si 1o, notatd cu T1HTs.

Demonstratie. Avem

T(g192)(z1,2) (T1(g9192)71,T2(9192)x2)
(T1(g1) T1(g2)x1, To(g1) T2(g2)x2)
T(g1)(T1(g2)w1, To(g2)z2) = T(91)T (92) (21, 72).

7.3.6 Propozitie. Daca

tin(g) - tin(g)
T:G— GL(n,K): g—T(g9) = ,

tni(9) -+ tun(9)

rulg) - ()
R:G— GL(k,K): g— R(g) =

rr(9) o Tre(g)

sunt doud reprezentdri matriceale, atunci

T@&R:G — GL(n+k,K)

tu(g) -+ ti(g) 0O 0 0
tn1(g) -+ tan(g) 0 0 0
(TeR)(g) =
0 0 0 ri(g) - r(9)
0 0 0
0 0 0 rulg) - 7o)

este o reprezentare a lui G, numita suma reprezentarilor T si R.
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7.4 Reprezentari unitare si ortogonale

7.4.1 Definitie. O submultime H C G este numita subgrup al grupului G daca

g1 €H

-1
g2€H} =  qi9, € H.

7.4.2 Fie V un spatiu Hilbert finit-dimensional. Multimea transformarilor unitare
UV)={A4:V —=V|[{Az, Ay) = (z,y), Vz,yeV}

este un subgrup al grupului GL(V) al tuturor automorfismelor lui V.

7.4.3 Definitie. Prin reprezentare unitard a grupului G in spatiul Hilbert V

se Intelege un morfism de grupuri

T:G—U(V).

7.4.4 Daca T : G — U(V) este reprezentare unitara, atunci
(T(9)z,T(9)y) = (x,y),  Vo,yeV, Vgel.
7.4.5 Teorema. Mulfimea matricelor unitare de ordinul n
Un)={AeMpxn(C)| A*A=1I}
are o structura de grup in raport cu inmultirea matricelor, iar
SUMn)={AecU(n)| detA=1}
este un subgrup al lui U(n).
Demonstratie. a) Produsul a doud matrice unitare A si B este o matrice unitara
(AB)* (AB)=B*A*AB=B*"B=1
si inversa unei matrice unitare A este o matrice unitara
A=A — (A =AY =A=(AHL
b) Afirmatia rezulta din relatiile

det(AB) = detA detB,  det(A™') = (detA)™".
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7.4.6 Definitie. Prin reprezentare matriceald unitard a grupului G se Intelege un

morfism de grupuri
T:G— U(n).
7.4.7 Fie V un spatiu Hilbert real. Multimea transformarilor ortogonale
OWV)={A:V—=V|[({Az,Ay) = (z,y), Vo,yeV}
este un subgrup al grupului GL(V) al tuturor automorfismelor lui V.

7.4.8 Definitie. Prin reprezentare ortogonald a grupului G in spatiul Hilbert real

Y se intelege un morfism de grupuri

T:G— O(V).

7.4.9 Daca T : G — O(V) este o reprezentare ortogonala, atunci

(T(9)x, T(g9)y) = (z,y), Vz,yeV, Vged.

7.4.10 Fie A € My« (R) 0 matrice cu n linii i n coloane cu elemente numere reale

si fie YA transpusa ei. Relatiile
AtA =1, TAA=1, A7l =14,
unde I € M,;,»,,(C) este matricea unitate, sunt echivalente (v. pag. 32-1).
7.4.11 Definitie. Matricea A€ M,,«,,(C) este numita matrice ortogonala daca
"AA=1
(conditie echivalenta cu A~™'=*A gi A'A =1).
7.4.12 Daca A este o matrice ortogonala, atunci detA € {—1, 1}.
7.4.13 Teorema. Mulfimea matricelor ortogonale de ordinul n
O(n) = {4 € Mpxn(R) | tAA=T }
are o structurda de grup in raport cu inmultirea matricelor, iar
SO(n)={Ac€O(n)| detA=1}

este un subgrup al lui U(n).
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7.4.14 Definitie. Prin reprezentare matriceald ortogonald a grupului G se intelege

un morfism de grupuri

T:G— O(n).

7.5 Grupul rotatiilor. Reprezentari liniare

7.5.1 Propozitie.
cost —sint
soa = {4 )| tepoam ).

Demonstratie. Avem
cost —sint -1 _ cost sint cost —sint
sint cost - —sint cost /)’ sint cost

-

si
a B p24+6%2=1
(7 5)650(2) == 0B+ 45 =0
ad — py=1.

Din relatiile a? + 2 = 1 si 52 + 62 = 1 rezulta ca exista t, s € [0,27) astfel incat

a B\ [ cost sins
v & ) \ sint coss )’

dar
af+~v6=0 sin(t+s) =0 5=t
o—p :1.} cos(t+s):1.} - satl
“ K s =2m —1.

7.5.2 Exercitiu. Daca A € SO(3), atunci exista t € [0,27) si o matrice S € O(3)
astfel incat

1 0 0
S71AS =1 0 cost —sint
0 sint cost

Rezolvare. Fie
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ailp a2 ais
A= a1 Q922 a93 ESO(?))

azy azz2 asg
Matricea A este matricea in raport cu baza canonica a unei transformari ortogonale

A :R? — R3. Ecuatia caracteristici corespunzitoare este

a2 Q23 ail a3 ajl a2
—)\3—|—(a11 + a2 +a33))\2 - A—det A=0
aszz2 33 asr as3 a1  G22
Deoarece A = A~ adica
a2 Q23 | a2 as2 ajz2 Qe
as2 ass a1z ass ais a3
ail a1 asi
_ a21 asi a1l asi ajl  ag1
aiz az ax | = | — —
as3 ass a1z ass ais a3
a1z a23 ass
a21 asi | ann a3 ajl  ag1
a2 Qg2 a2 as2 aj2 Qe

si det A = 1, rezulta cd A = 1 este valoare proprie a lui A. Fie e; un vector propriu

corespunzator cu ||e1|| = 1, adicad Ae; = e;. Subspatiul vectorilor ortogonali pe e;
V={zcR®| (2,e) =0}
este un subspatiu invariant
r€Y = (Ax,e1) = (Ax,Ae1) = (x,e1) =0.

Daca {es, e3} este o baza ortonormata in V, atunci B = {ey, e, e3} este o baza

ortonormati a lui R3, in raport cu care matricea lui A are forma

1 0 0
A=10a 8|,
0 v ¢

)
baza canonica la baza B, avem relatia

o . o . .
unde < s ) este o matrice ortogonala. Notand cu S matricea de trecere de la

1 0 0 aill any a3l

-1
0 a B =S a2 az as |S,
0 v ¢ a13 a3 as3

din care rezulta
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ceea ce arata ca < : g > € SO(2). Conform exercitiului anterior exista t € [0, 2m)
a [\ [ cost —sint
v 6 ) \ sint cost )’

1 0 0
0 cost —sint
0 sint cost

astfel Incat

7.5.3 Matricea

este matricea unei rotatii in jurul vectorului e; (vectorul propriu corespunzator

valorii A=1). Grupul SO(3) este grupul rotatiilor spatiului tridimensional.

7.5.4 Aplicatia SO(3) — O(R3) prin care matricei

ailp a2 ais
g = a1 Q922 a93 ESO(?))

azyp as2 ass

i se asociazi transformarea ortogonald ¢ : R® — R3,
g(w1, T2, 73) = (a1171+a12T2+0a1373, a9171+a20T2+a2373, a3171+a32T2+a3373)
este o reprezentare ortogonala a grupului SO(3) in R3.
7.5.5 Exercitiu. Aplicatia
T :50(3) — GL(F(R?,C)) : g = T(g),
unde
T(g9) : F(R®,C) — F(R*,C),  (T(9)f)(x) = f(g 'a),

este o reprezentare liniard in spatiul vectorial complex F(R3, C)

al tuturor functiilor
f:R®—C.

Rezolvare. Avem
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(T(9192))(@) = f((9192)""x) = f (95 g7 ')
= flg5 (91 @) = (T(g2) )97 )
= (T(g1)(T(g2))(x) = (T(g1)T(92)f) ().
7.5.6 Multimea de matrice
O(1,3) ={A€GL4,R) | ALz'A=T13 },
unde
0
-1 0 O
0

0 -1
0 0 0 -1

o O =

Ljs=

considerata impreuna cu inmultirea este grup (se numeste grupul Lorentz).

7.5.7 Exercitiu.
su@-{( % 2)| asec tareipr-1}

Rezolvare. Avem

ay+pBo=0 v=-5
(: §>€SU(2) = —By+ad=1 = =0
o +18* =1 o +18* = 1.

7.5.8 Grupul SU(2) admite parametrizarea

el t¥)/2cos 10 iel¥¥)/25in 10 0<¢<2rm
SU((2) = 0<0<m
e 1¥=¥)/2gin 10 e ¥ H¥)/2 cos 10 —or < p < 2m

cu proprietatea
( (P t¥)/2 cos %9 ieilP=¥)/2gin %9 )

ie—ie—v)/2 ¢in %9 e~ eT¥)/2 g %«9

el#/2 0 cos %9 isin %9 el¥/2 0
- 0 e iv/2 isin %9 cos %9 0 e /2 7

parametrii ¢, 6, ¢ fiind numiti unghiurile lui Euler.
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7.5.9 Exercitiu. Daca a,b € M,,«,(K), atunci
tr (ab) = tr (ba).

Rezolvare. Avem
n n n n n

tr (ab) = Z(ab)ii = Z Z a;jbj; = Z Z bji aij = Z(ba)jj = tr (ba).

i=1 i=1 j=1 j=1i=1 j=1

7.5.10 Folosind baza canonica a lui R?, putem identifica grupul SO(3) cu grupul

de transformari

{A:R> —R3|detA =1, ||Az]| = ||z||, Yz eR®}.

7.5.11 Propozitie. a) Spatiul matricelor antihermitiene de ordinul doi cu

urma nula
W={u&MsC)|u"=—-u, tru=0}

este un spatiu vectorial real de dimensiune 3 si

irs —x9 + 117 >

. T3 —
h:R°>— W, h(.%'l,.%'z,.%'g) = ( To + i1 —izg

este un izomorfism cu proprietatea
||z||? = det h(z), Vr € R3.
b) Aplicatia
n:SU(2) — SO3): g = nlg),
unde
n(g) B> — R, nlg)r =h" (gh(z)g")

este un morfism de grupuri cu nucleul

w=(o DG Y5
Demonstratie. a) Avem

a1 +ifn o2 +iPi2 > ( i1 a2 +1P12 >
u = . . eEW —u= . . .
( ag1 +if21 aga +if22 —agp +if2 —ifn

Kernz{gESU(Q)

b) Din definitia lui 7 rezulta ca
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n(g1g2)z = h"((91.92) h(x) (91 92)*) = h™ (g1 g2 h(x) g5 97)
= h™ g1 h(h™ (g2 h(x) g3))g7) = n(g1) (n(g2)x) = (1(g1) n(g2))z.

Utilizand baza canonici a lui R3, obtinem relatiile

oi/2 0 cosp —sing 0
n . = | sinp cosp O |,
0 e iv/2 0 0 1
cos %9 isin %9 1 0 0
n| ) ) = 0 cosf —sinf |,
isin 6 cos 30 0 sinf cosf

din care deducem ca detn(g) = 1. Deoarece
(gh(z) g*)" = g (h(2))" 9" = —g h(x) g*
(g h(x) g) = tr(g 6" h(x)) = tr h(z) = 0
[In(g)z|]* = det (g h(z) g*) = det h(z) = ||z||?
rezulta ca n este un morfism de grupuri bine definit. Elementul g € SU(2) apartine

nucleului lui 1 daca si numai daca n(g)z = z, oricare ar fi z € R3. Din relatiile

77(9)(1a0,0) = (1’0’0)’ 77(9)(0’ 1’0) = (0’ 1’0)’ 77(9)(0’0, 1) = (0’0’ 1)

rezulta ca g € L0 -0
ezulta ca g 01 ) 0 —1 .

7.5.12 Prin morfismul 7 : SU(2) — SO(3), fiecare element al lui SO(3)
corespunde la doua elemente din SU(2) care difera doar prin semn,

n(g) = n(—g). Orice reprezentare liniara
T:8U(2) — GL(V)
cu T'(g)=T(—g) defineste o reprezentare liniara a grupului SO(3).

7.5.13 Exercitiu. Aplicatia SU(2) — GL(C?) obtinuti asociind fiecarui element
g= ( _O‘B b ) € SU(2)

«
transformarea
g:C? — 2, g(z1,20) = (az1 + Bz, —Bz1 + azs)

este o reprezentare unitara bidimensionala a lui SU(2).
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Rezolvare. Avem (g1 g2)(21,22) = g1 (92(21, 22))-

7.5.14 Exercitiu. a) Aplicatia T : SU(2) — GL(F(C?,C)) obtinuta asociind
fiecarui element g € SU(2) transformarea
T(g): F(C?,C)— F(C*,C), (T(9)f)(21,22)=1(g""(21,22))

este o reprezentare liniard a grupului SU(2) in spatiul vectorial
complex al tuturor functiilor f : C? — C.

b) Pentru orice n € N subspatiul vectorial al polinoamelor

omogene de grad n
ay € (C}

{f C? —C, f(z1,22)= Zakzle
este un subspatiu invariant al reprezentarii de la punctul a).

Rezolvare. Inversul elemntului

g=<_o‘5 §>ESU(2)

este

Q\
Il
VR
™Rl
o
)
N—

iar In cazul

3

flz,22) = ap2fzpF
k=0
obtinem
(T(9)f)(21,22) = f(g (21, 22)) = Y ap(a@z — Bz2)¥ (Bz1 + azg)" "
k=0

7.5.15 Se poate arata ca reprezentarile lui SU(2) induse in subspatiile &, sunt
reprezentari ireductibile, si ca ele sunt pana la o echivalenta toate reprezentarile
ireductibile ale grupului SU(2). Notand j=(n—1)/2, adica n=2j+1, obtinem

J
E : — E : g+m _j—m
Zl, 22 af Zl = aj+m 21 z5 .

m=—j

i
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(T(9)f)(z1,22) = Y ajem(@z1 — Bzl T (Bz1 + az) ™™

m=—j
Pentru fiecare element a € SO(3) exista exact doua elemente g, i —g, in

SU(2) astfel incat a = 1(g,) = N(—ga). Deoarece
(T(=9)f)(21,22) = (=1)¥ (T(9)f) (21, 22),
in cazul in care j este intreg, relatia
SO(3) — GL(E2541) : a— T(ga)

este o reprezentare ireductibila (25 + 1)-dimensionala a grupului SO(3) in

spatiul vectorial £9;41.
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Algebre Lie

8.1 Algebre Lie

8.1.1 Definitie. Fie K unul dintre corpurile R si C. Prin algebra asociativa peste
corpul K se intelege o multime A consideratd impreuna cu trei operatii

AxA:— A: (a,b) —a+b (adunarea)
KxA:— A: (a,a) — aa (inmultirea cu scalari)
AxA:— A: (a,b) — ab (inmultirea interna)

astfel incat A impreuna cu primele doud operatii este spatiu vectorial si
1) a(b+c¢) =ab+ ac, Va,b,c € A;
2) (a+b)e=ac+ be, Va,b,c € A;
3) a(bc) = (ab)e, Va,b,c € A;
4)  afab) = (aa)b = a(ab), Va,be A, Va € K.

Prin dimensiunea algebrei A se intelege dimensiunea spatiului vectorial A.

8.1.2 Exemple. a) Multimea M,,,(K) a tuturor matricelor patrate de ordinul n,
considerata impreuna cu operatiile de adunare a matricelor, inmultire
cu scalari si produsul matricelor, este o algebra asociativa peste K.
b) Daci V este un spatiu vectorial peste K, atunci multimea £(V)
a tuturor operatorilor liniari A : YV — V), consideratd impreuna
cu adunarea operatorilor, inmultirea cu scalari si compunerea

operatorilor, este o algebra asociativa peste K.
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8.1.3 Definitie. Fie K unul dintre corpurile R si C. Prin algebrd Lie peste corpul

K se intelege o multime L considerata Impreuna cu trei operatii

LxL:— L: (a,b)—~a+b (adunarea),
KxL:— L: (a,a) = aa (inmultirea cu scalari),
LxL:— L: (a,b) — |a,b] (crosetul)

astfel incat L Impreuna cu primele doua operatii este spatiu vectorial si
1) |aa+ Bb,c] = ala,c] + B[b, ], VYa,b,c € L, Va,B € K;
2) a,b] + [b,a] =0, Va,b € L;
3) [la,b],c]+][b, c], al+][c,a],b] =0, Va,b,c € A (identitatea Jacobi).
Prin dimensiunea algebrei Lie se intelege dimensiunea spatiului vectorial L.
8.1.4 O algebra Lie L poate fi privitda ca un spatiu vectorial L pe care s-a definit o
lege de compozitie interna suplimentara
LxL:— L: (a,b)— [a,b]
compatibila cu structura de spatiu vectorial.
8.1.5 Propozitie. a) Plecind de la orice algebra asociativa A, se obfine o structurd
de algebra Lie pe A definind crosetul prin
[a,b] = ab — ba.

b) Algebra Lie peste K obfinutd plecind de la My, xn(K) se noteaza cu gl(n,K).
¢) Algebra Lie peste K obtinuta plecand de la L(V) se noteaza cu gl(V).
Demonstratie. Avem
[aa+Bb, ¢] = (aa + Bb)c—c(aa + Bb)=a(ac — ca)+B(bc — ¢b) = ala, c]+B[b, ],
[a,b] = ab— ba = —(ba — ab) = —[b, a],
[[a,b], c] + [[b, c],a] + [[c,a],b] = [(ab — ba),c] + [(bc — ¢b), a] + [(ca — ac),b]
= (ab—ba)c—c(ab—ba)+ (bc—cb)a—a(bc—cb)+(ca—ac)b—b(ca—ac)=0.

8.1.6 Definitie. Prin bazd a algebrei Lie L se intelege o baza {v, ve, ..., vy} a
spatiului L, privit ca spatiu vectorial. Coeficientii ij € K din relatiile
n
[vi,v;] = Z cfj Vg
k=1

se numesc constantele de structurd ale algebrei L referitoare la baza aleasa.
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8.1.7 Notand

0 0o 0 0 0
0 0o 0 0 0
e = 0 0o 1 0 0
0 0o 0 0 0
o --- 0 0 0 - 0

(singurul element nenul este la intersecta dintre coloana i si linia j), orice

matrice admite reprezentarea

1 1 1
al a2 .« .. an
2 2 2 n
o fror e = al et = al ¢t
- ] ]
ij=1
n n n
ar Qa ap

In cazul n = 2,

al al [ 10 [0 ,[(0 0 ,[( 00
9 9 :al +a2 +a1 +a2
a? a3 00 00 10 0 1

:a%e%—l—a%e%—ka%e%—i—a%e%.

8.1.8 Propozitie. Algebra Lie gl(n,K), de dimensiune n?, admite baza

{eé» | i,7€{1,2,...,n}} cu [eh, ek ] =0t e? - 5;»“ el

7y m

Demonstratie. Avem eﬁ- ek = ot e;?.

8.1.9 Definitie. Prin subalgebra Lie a algebrei L se intelege un subspatiu vectorial
L1 CL

astfel Incat
a€ ly

be L, } — [a,b] € L.
8.1.10 Fiecare subalgebra Lie a unei algebre L are o structura de algebra Lie.

8.1.11 Exercitiu. a) Multimea matricelor cu urma nula

slin,K)={gegl(n,K) | trg=gi+g5+ - +gn=0}
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este o subalgebra Lie, de dimensiune n?—1, a algebrei gl(n, K).
b) Multimea matricelor antihermitiene
u(n) ={g €gl(n,C) | 'g=—-g}
are o structura naturald de algebra Lie reald de dimensiune n?.
¢) Multimea matricelor antihermitiene cu urma nula
su(n) =u(n)Nsl(n,C)={ge€un) |trg=0}
are o structurd naturald de algebra Lie reald de dimensiune n?—1.
d) Multimea matricelor stramb simetrice
on)={g€gl(n,R)| 'g=—-g}

v v v . v . . n(n
are o structurd naturald de algebrad Lie reald de dimensiune —=;

e) Multimea de matrice

10 0 0 10 0 0

0 -1 0 0 0 -1 0 0
o(L,3)=q9€d(AR) (gl o o 1 o |= |l o o -1 o |9

00 0 -1 00 0 -1

are o structura naturala de algebra Lie reala de dimensiune 6 (numita

algebra Lie a grupului Lorentz).

Rezolvare. a) Avem tr(a + b) = tr a+trb, tr(aa) = atra,
trab—Zabk—ZZa b]—ZZb Zba)gztrba
k=1 j=1 J=1k=1 J=1
si prin urmare, tr [a,b] =tr(ab—ba)=0, oricare ar fi a, b€ gl(n,K). O baza a algebrei
Lie sl(n,K) este

{er | k#5Yu{ef—en | ke{l,2,.,n—1} }.

b) Daca a € R si a,b € u(n), atunci

ta+b)=ta+tb=—-a—b=—(a+b),

la,b] = t(ab —ba) =tb'a —ta'b = ba — ab = —[a, b].
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{¢—¢|k<j}u@@gm®|k<j}u{uﬁ|kegg,wn}}

c) O baza a algebrei Lie su(n) este
{el—ef | k<jyu{ilel+ef) |k <julilef —ep) [ kefl,2,.,n—1} }.

d) O baza a algebrei Lie o(n) este
{e]—c¥ | k<j}.

e) Se obtine

0 g (6 %) a3
a1 0 Qy (073
Qg —Qy 0 o
a3 —OQ5 —0g 0

0(1,3) = a1, g, ..., ag €R

O bazi a algebrei Lie o(1,3) este { e2+el, e3+el, el +el, ed—el, e2—e3, el —ei }.

8.1.12 Definitie. Fie G C GL(n,K) un subgrup. Prin subgrup cu un parametru al
grupului G se intelege un morfism de grupuri
g:R— G,
adica o aplicatie astfel incat

g(t+s) =g(t) g(s), Vi, s € R.

8.1.13 Exercitiu. Oricare ar fi matricea a € gl(n,K), aplicatia
gRHGL(”aK)a g(t) :eta’
este un subgrup cu un parametru al lui GL(n, K) astfel incat
dg
dt

(a poate fi privit ca fiind “generatorul infinitezimal” al

0)=a

subgrupului considerat).

Rezolvare. Tinand seama de definitia exponentialei unei matrice obtinem

gt +5) = eltT97 = glagsa — g(1) g(s), —e!" = qe'.



262 Elemente de Algebra liniara

8.1.14 Daca matricea A € M,,«,(K) este diagonalizabila, atunci existad o matrice

inversabila S € My,»,(K) si A1, A2, ... , A\, astfel incat
M O o 0
a=st| D2 D
0 0 - A\
relatie din care rezulta tr A = Ay + Ao + ... + A\, gi egalitatea
eM 0 .. 0
Az
=5t DT s
0 0 et

care conduce la

det eA — e>\1+)\2+...+>\n — etrA.

tr A

Se poate ardta ca relatia dete? = ™4 are loc pentru orice matrice A.

8.1.15 Exercitiu. a) Daca
g: R — SL(n,K)
este un subgrup cu un parametru, atunci %(0) € sl(n,K).
b) Daci a € sl(n,K), atunci e* € SL(n,K), oricare ar fi ¢ € R si aplicatia
g: R — SL(n,K), g(t) = e
este un subgrup cu un parametru al lui SL(n,K) astfel incat %(O) =a.

Rezolvare (cazul n=2). Daca

< g1 (t) g12(t) )
g: R — SL(n,K), g(t) = )

g21(t)  ga2(t)
este un subgrup cu un parametru, atunci
gui(t)  g12(t)

g21(t)  ga2(t)
Derivand aceasta relatie obtinem egalitatea
g1 (t)  g12(t) gu(t)  g12(t) ‘

921(t)  g2a(t) 991 (t)  gaa(t)

=1, vt € R.

=0, Vi eR
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care In cazul t = 0 devine

9’11(0) 932(0) 1 0
+ =0,
0 1 951(0) 9&2(0)
adica
dg
r2(0) = 14(0) + gha(0) = 0.
Exercitiu. a) Daca
g:R—U(n)

. d
este un subgrup cu un parametru, atunci §2(0) € u(n).
b) Daci a € u(n), atunci e’ € U(n), oricare ar fi ¢ € R si aplicatia
g:R—U(n), g(t) = e',

. s A d
este un subgrup cu un parametru al lui U(n) astfel incat 37 (0) = a.

Rezolvare. Daca g : R — U(n) este un subgrup cu un parametru, atunci
g)'glt)=1  VteR.
Derivand aceasta relatie obtinem egalitatea

(0)g(t) + 9(0) 3'5(0) =0

&9
care In cazul t = 0 devine
d (0) + d t9(0) =0
at? at IV T
8.1.16 Exercitiu. a) Daca
g:R— SU(n)

este un subgrup cu un parametru, atunci %(O) € su(n).

b) Daci a € su(n), atunci €' € SU(n), oricare ar fi t € R si aplicatia
g:R— SU(n), g(t) = e,
este un subgrup cu un parametru al lui SU(n) astfel incat %(0) =a.

8.1.17 Exercitiu. a) Daca
g:R— O(n)
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este un subgrup cu un parametru, atunci E(O) € o(n).
b) Daci a € o(n), atunci ' € O(n), oricare ar fi ¢ € R si aplicatia

g:R— O(n), g(t) = e

. aoag d
este un subgrup cu un parametru al lui O(n) astfel incat §7(0) = a.

8.2 Reprezentari liniare

8.2.1 Definitie. Fie L o algebra Lie peste K si L' o algebra Lie peste K', unde
corpurile K gi K’ apartinand lui {R, C}, sunt astfel incat K C K'.
Prin morfism de algebre Lie de la L la L’ se intelege o aplicatie

liniara A : L — L’ cu proprietatea
A(la, b)) = [Aa, Ab], Va,b € L.

8.2.2 Definitie. Spunem ca algebrele Lie L si L' peste acelasi corp K sunt izomorfe

daca existda un morfism bijectiv de algebre Lie (numit izomorfism)
A:L— L.

8.2.3 Propozitie. Dacd algebrele Lie L si L' peste acelasi corp K si de aceeasi
dimensiune au in raport cu doud baze {ey,es,...,en} §i

respectiv {€}, e, ..., n} aceleasi constante de structurd

lei e;] = g cwek, e, ] E cwek,

atunci ele sunt zzomorfe.

Demonstratie. Aplicatia A: L — L', Aej = e , adica

A3 e = Y
i=1
este un izomorfism de algebre Lie. Ea este, ev1dent, liniara, bijectiva si
Alat] =4 [Z’ 1% G Z?zl bj eﬂ} = ZZj:l a; b Ale;, €]
- Zijl aibj >k ijAek = szzl aib;j > p, cfje;C
=31 —1aibjlej, el =371y aibj [Ae;, Aej] = [Aa, Ab].
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8.2.4 Propozitie. Algebrele Lie reale 0(3) si su(2) sunt izomorfe.

Demonstratie. Algebra Lie o(3) admite baza
2 _ .3 3_ .1 1_ .2
{o1=e3—¢€3 op=€]—e3 03=€;—¢€1}
cu

[01502] = 03, [02,03] = 01, [03’01] = 02,

iar algebra Lie su(2) baza

1 1 i
up = —=(e] —€3), ug = —(ez — i), uz = —=(ey +€)
2 2 2
cu
[u1, ug] = us, [u2, u3] = u, [ug, ui] = ua.

8.2.5 Definitie. Prin reprezentare liniara a algebrei Lie L in spatiul vectorial
complex V (numita si reprezentare C-liniard) se intelege un

morfism de algebre
0: L —gl(V),
adica o aplicatie liniara cu proprietatea

o([a,b]) = o(a) o(b) — 0(b) 0(a),  Va,be€ L.

8.2.6 Exercitiu. Daca L este o algebra Lie complexa, atunci aplicatia

0: L — gl(L) : a o(a),

unde
o(a) : L — L, o(a)x = [a, ],

este o reprezentare liniara a algebrei L in spatiul L, numita

reprezentarea adjunctd.

Rezolvare. Aplicatia ¢ este bine definit
o(a)(az + By) = la, az + By] = afa,z] + Bla,y] = ao(a)z + B o(a)y
linjara
o(aa + bz = [aa + Bb, x] = afa,z] 4+ Blb, 2] = (a o(a) + B o(b))x

si din identitatea Jacobi rezulta

265
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Q([a7 b]).%' = [[a7 b]?'%'] = _Hb7 x],a] - HxvaLb] = [a7 [b7 .%']] - [b7 [a,x]]

8.3 Reprezentari ireductibile

8.3.1 Definitie. Fie o : L — gl(V) o reprezentare liniara a algebrei Lie L in V.
Spunem ca subspatiul vectorial W C V este invariant fata de

o daca
ol@)W)CW,  Vacel,

adica daca

rzeW

wel } = o(a)z e W.

8.3.2 Definitie. Spunem ca reprezentarea liniara o : L — gl()) este o reprezentare
ireductibila daca singurele subspatii invariante sunt {0} si V.

In caz contrar, reprezentarea este numita reductibila.

8.3.3 Propozitie. Fie L1, Lo doud algebre Lie izomorfe, ¢ : L1 — Lo un

izomorfism de algebre Lie. Daca
02 : L2 — gl(V)
este o reprezentare liniara a algebrei Lo, atunci

o1: L1 — gl(V), o1(a) = 02(¢(a)),
este o reprezentare liniard a algebrei Lie Ly in V. Reprezentarea

01 este ireductibild daca si numai dacd oo este ireductibild.

Demonstratie. Avem

o1(aa + Bb) = o2(p(aa + Bb)) = o2(ap(a) + B (b))
= ao2(p(a)) — Boa(p(b)) = api(a) — Bor(b),

a1([a, b)) = e2(p([a,b])) = e2(lp(a), ¥ (b)]))
= [o2(p(a), 02(¢(b))] = [e1(a), 01(b)]-
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Daca W C V este un subspatiu vectorial, atunci avem
reEW = pgo(a)r €W, Ya € Lo,
daca si numai daca

reW = pi(a)z = pa(p(a)) € W, Va € L.

8.3.4 Cunoasterea reprezentarilor ireductibile ale algebrei Lie o(3) este echivalenta

cu cunoagterea reprezentarilor ireductibile ale algebrei Lie su(2).

8.3.5 Exercitiu. Daca S : V| — Vs este un izomorfism de spatii vectoriale si
02 : L — gl(Vs)
este o reprezentare liniara a algebrei Lie L In spatiul vectorial Vs, atunci
o1: L — gl(V1), o01(a) = 571 0y(a) S,

este o reprezentare liniara a algebrei Lie L in spatiul vectorial V.

Reprezentarea p; este ireductibila daca si numai daca gy este ireductibila.

Rezolvare. Avem
o1(aa + Bb) = S—1 02(aa + Bb) S

=aS " 0a(a) S+ B S 0a2(b) S = aor(a) + B i (D),
o1 ([a,8]) =57 02([a,b]) S = S~ (e1(a) 01(b) — 01(b) 01(a)) S~

=5 02(a) S S 02(b) S — 571 02(b) S S 02(a)) S

= o1(a) 01(b) — e1(b) 01(a) = [o1(a), 01(b)].

[0
Subspatiul W C V) este invariant daca si numai daca S(W) CV; este invariant. Daca

subspatiul S(W) este invariant, adica
y€SW) = o2(a)y € SW), Va € L,
atunci
reW = oi(a)r=S"1py(a)SzeW, Va € L.
Deoarece g2(a) = Sp1(a)S™1, din
reW = o(a)reW, Vael,

rezulta
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Sz e SW) = p2(a)Sx = So1(a)x € SW), Va € L.
8.3.6 Definitie. Spunem ca reprezentarile liniare
o1: L — gl(V1) si 02 : L — gl(Vs)

sunt echivalente daca existd un izomorfism liniar S : Vi — Vs

astfel Incat

o1(a) = S1 02(a) S, (8.1)
adica daca diagrama
V1 i) Vi
S S
Vs (o) Vs

este comutativa, oricare ar fi a € L.

8.4 Reprezentarile algebrelor s/(2,C), su(2) si o(3)

8.4.1 Exercitiu. Sa se arate cd matricele
1({1 0 0 1 00
a3:5<0 —1)’ a+:<0 0)’ a_:<1 0)
formeaza o baza a algebrei Lie complexe sl(2,C) si
las, ay] = +ay, [at+,a_] =2as.
Daca
0:sl(2,C) — gl(V)
este o reprezentare a algebrei Lie sl(2,C) in spatiul V, atunci

As=o(a3), Ay =o(ay),  A_=p(a-)
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verifica relatiile
[A?)’A:I:] = :l:A:I:’ [A+’ A*] =2 As.

Rezolvare. Matricea

Q1] Q12

o1 (22

apartine algebrei Lie sl(2,C) daca si numai daca aq1 + age = 0. Dar, in acest caz,

al;p a1
=2a11a3 +apay a1 a— .
a1 —aqp

Deoarece p este morfism de algebre Lie obtinem
[A3, Ax] = [0(a3), o(ax)] = o(las, ax]) = o(+ax) = £o(ax) = £A4,

(A4, A_] = [o(aq.), o(a-)] = o([a+,a-]) = 0(2a3) = 20(a3) = 2 As.
8.4.2 Propozitie. Daca
0:sl(2,C) — gl(V)

este reprezentare ireductibila de dimensiune n=2j+1,

atunci existd v=0 astfel tncat
Aszv = ju $t Aiv =0,
unde Az = o(as), Ay =o(ay).

Demonstratie. Operatorul liniar Az : V — V admite cel putin o valoare proprie

A € C. Fie zg € V un vector propriu corespunzator, adica Asxg = Azg. Deoarece
Az(Aqmo) = (AsAy)wo = (A4 Az + Ay)zo = AL Azzo + Apao = (A + 1) Aq o,
rezulta ca vectorul z1 = Az verifica relatia
Aszy = (A + 1)x.
Similar, din
As(Aqr) = (AgAy)zr = (A4 Az + Az = ApAgzy + Apay = (A +2)Agan
rezultd ca vectorul zo = A, x; = (A, )%z verifica relatia
Aszo = (N + 2)xs.

Se poate astfel arata ca toti vectorii din girul
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zo, w1 =Arwo, o= (A1)’m, m3=(Ay)’x0,
verifica relatia
Asxy = ()\ + k:)xk

Vectorii nenuli din acest gir sunt vectori proprii ai lui As, si deoarece corespund la
valori proprii distincte, ei sunt liniar independenti. Spatiul V fiind finit dimensional,
rezulta ca sirul xg, x1, T2, ... poate contine doar un numér finit de vectori nenuli,
adica existd x; # 0 cu ;41 = Arx; = 0. Alegand v = x;, avem A v = 0. Fie girul

de vectori
wo=v, w;=A_wy, wy=(A_)w,

Avem

Azwg = (A + lwo,

Aswy = A3(A_wp) = (A3A_)wy = (A_As — A_)wy = (A + 1 — 1wy,

Aswy = A3(A_wy) = (A3A_)wy = (A_As — A_)wy = (A + 1 — 2)ws
si, In general,

Aswi = (A +1 — k)wg.

La fel ca mai sus se arata ca sirul wg, w1, ws, ... contine un numar finit de termeni

nenuli, ca existd w,, # 0 cu Wy+1 = A_w,, = 0. Deoarece
Aywr = Ap(A_wo) = (A A Jwo = ([Ay, A_] + A_ A wo

= 2 Azwo = (2 + 2l)wo,
Apwy = A (A_wn) = (A A )wr = ([A4, A ]+ A_Ap)w
= (2A3+ A_A)w; =2(A+ 1 — Dwy + (2X +2)A_wy
= 2(2\ + 2 — L)wy,
Ayws = Ap(A_wy) = (A A Jwy = ([Ay, A] + A_ A Jws
=2A3+A_ADwy =2A+1—2)wa + 22N+ 20 — 1)A_w,

= 3(2A + 21 — 2)ws,

si, In general,
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Ajwy = k(2)\ + 2l — /{?)wkfl,
subspatiul
W = <w0, Wiy evy wm>,

generat de vectorii liniar independenti wg, wy, ..., Wm,, este invariant fata de actiunea

operatorilor Az, A, si A_. Reprezentarea g fiind ireductibila, trebuie ca W =V si

deci n = m + 1. Matricea operatorului Az in raport cu baza {wg, wy, ..., wy,} este
matricea diagonala
A+l 0 e 0 0
0 AXx4+I1-1 --- 0 0
0 0 o A4+l-m+1 0
0 0 ‘e 0 A+l—m

Pe de alta parte, din relatia [AyA_] = 2 A3, rezulta ca
1 1
trds = §tr([A+,A_]) =3 (tr(A4,A_) —tr(A_A1)) = 0.
Deducem ca (A +1)+(A+1—1)+---(A+1—m) =0, adica

(m4 D+ - MmED

Deoarece n = m + 1, rezulta ca

m n—1
A+l=—=
+ 2 2 7
Jju.

si notand j = (n — 1)/2, obtinem Azv =
8.4.3 Propozitie. Daca
0:sl(2,C) — gl(V)

este reprezentare ireductibild de dimensiune n=2j+1

si v # 0 este astfel incat
Asv = ju, Aiv =0,
atunct sistemul de vectori
{vjs vjrs s v 1,

definit prin relatiile
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vj =0, A vp=+j(G+1) —k(k—1) vgp_y,
este o bazd a lui V astfel incadt

Az = kg, Apop =G+ 1) — k(k + 1) vpp1.

Demonstratie. Deoarece
jG+1)—k(k-1)=0 = k=—-j sau k=j+1,
rezulta ca exista constantele nenule ¢y, ca, ... , cz; astfel Incat
Vj = wp, Vj_1=ClWi, Vj_2=CW2, ... U_j = CjWaj,

unde {wg, w1, ...,wa;} este baza lui V obtinuta in demonstratia propozitiei prece-
dente. Deoarece Aswy = (j — k)wg, rezulta ca Agvp = kvg. Din relatia

A v =/5(+1) = j(G—1)vjo1 = V/2jvj1

rezulta
A+1)j_1 = ﬁ A+A_1)j = \/LQ—](A_A_F + 2143)?}]‘
= 75720 v = V2jv; = /i(+1) — (=D

Presupunand ca Ao, = \/j(j +1) — k(k + 1) vj41, obtinem

_ 1 _ 1
Avorr = T A A0 = g ey A-Ar 2480
o 1 var —
T VGG —k(k—1) <\/J(J +1) = k(k+1)A_vp1 + 2143%)
= S (GG +1) —k(k+1))+2k) v

3G+ —k(k—1)

:\/j(j—l—l)—(k:—l)kvk.

8.4.4 Teorema. a) Oricare ar fin€{0,1,2,...}, oricare ar fi spatiul vectorial
complex V de dimensiune n=2j41 si oricare ar fi baza
{v—j, v—jt1, ..., v; } a luiV aplicatia

0:5l(2,C) — gl(V)

definita prin relatiile

As vy, = ko, Arvp =i +1) —k(k+1) verr,  (8.2)
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unde As=op(asz) st Ax=o(ay), este o reprezentare ireductibild
a algebrei Lie sl(2,C).
b) Reprezentarile (8.2) cu aceeasi dimensiune sunt echivalente.
¢) Reprezentarile (8.2) sunt, pand la o echivalenta, toate reprezen-

tarile ireductibile finit dimensionale ale algebrei Lie sl(2,C).

Demonstratie. a) Avem

[As, AL]v = (A3As — AL Az)v
= (k£ )G +1) = k(k £ 1) vees — kGG + 1) — k(k £1) v
=+ +1) = k(k £ 1) vpe1 = ALy,

[Ay, AJop = (A4 A= — A_AL )y,
=i(G+1) —k(k—1)Ayvp1 — i+ 1) — k(k + 1) A_vpiq

=00 +1) —k(k=1))ox = (GG +1) — k(k + 1)) o =2k v, = 2A30,

ceea ce arata ca relatiile (8.2) definesc o reprezentare a algebrei Lie sl(2,C). Fie

W # {0} un subspatiu invariant si fie

T=T_jV_j+2Tjr1V—jr1+ - +T;v; € w
un vector nenul fixat. Cel putin unul dintre coeficientii lui = este nenul. Fie

kE=min{ |z #0 }.
Din (8.2) rezulta ca
(A2 = cuj,

unde c este o constanta nenula. Deoarece W este invariant, din relatia precedenta
rezulta ca v; € W si apoi ca vectorii

A_vj, (A—)ijv (A—)gvjv ) (A—)ijj7
care coincid pana la inmultirea cu anumite constante nenule cu vectorii

Vi1, Vj—2, ., U_j,

apartin lui W. Rezulta astfel ca orice subspatiu invariant nenul W coincide cu V.
b) Daca

0:sl(2,C) — gl(V), o :sl(2,C) — gl(V))
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sunt doua reprezentari liniare de dimensiune n = 25 + 1 si
{v_j, v_j41, ..., v }, {v'_j, v,—j+1’ s v;}
bazele corespunzatoare, atunci
SV —V, Svg, = v},
este un izomorfism liniar si
o(a) = S7'9(a) S, Va € sl(2,C).

c¢) Afirmatia rezulta din rezultatele prezentate la pag. 269-2 si pag. 271-3.

8.4.5 Propozitie. Daca
o1: L — gl(Vy), 02 : L — gl(Vs)
sunt reprezentari liniare ale algebrei Lie L, atunci aplicatia
01®02: L — gl(V1 ®V2)

definita prin relatia

(01 @ 02)(a)(z1, 72) = (e1(a)z1, e2(a)z2)
este o reprezentare liniarda in spatiul

Vi@ Vo ={ (r1,22) | x1 € V1, 12 € Vs }
(numita suma directa a reprezentarilor g1 i 02).

Demonstratie. Aplicatia g1 @ gy este liniara
(01 ® 02)(aa + Bb) = afo1 @ 02)(a) + B(o1 ® 02)(D)
§ (01 ® 02)(la, b])(z1, 2) = (01([a, b])z1, 02([a, b])z2)
= ([o1(a), 01(b)]x1, [02(a), 02(D)]x2)
= (01(a)o1(b)z1 — 01(b)o1(a)w1, 02(a)o2(b)x2 — 02(b)02(a)x2)
= (01 ® 02)(a) (01(b)z1, 02(b)x2) — (01 ® 02)(b) (01(a)z1, 02(a)z2)
= [(01 ® 02)(a), (01 ® 02)(b)] (21, T2).
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8.4.6 In teorema de la pag. 272-4 am descris reprezentarile ireductibile ale algebrei
Lie sl(2,C). Se poate arata ca orice reprezentare liniara finit dimensionala

a algebrei Lie sl(2,C) este o suma directa de astfel de reprezentari.

8.4.7 Propozitie. Fie L o algebra Lie reald. Definind pe complexificatul spafiului

vectorial L
CL={a+id |a,d eL}
crosetul
[a+id,b+ibt]=a,b] —[d V] +i([a,b]+ [d,b])

obtinem o algebrd Lie complexd, numitd complexificata

algebrei Lie reale L.

Demonstratie. Prin calcul direct se arata ca
[(a+id)(a+id") +(B+if")(b+ V), c+id]

= (a+id)|a+id, c+id]+ (B+i8)[b+ iV, c +id],
[a+id, b+ib] = —[b+iV, a+id],

la+id, b+1V], c+id] +[b+1iV, c+id], a+id]
+e+1id, a+id], b+ ib'] = 0.
8.4.8 Propozitie. a) Daca L este o algebra Lie reald si daca
0: L —gl(V)
este o reprezentare liniara (in spatiul vectorial complex V), atunci
5:L — gl(V), o(a +ia" )z = o(a)r +ip(a)x

este o reprezentare liniard.

b) Reprezentarea ¢ este ireductibila dacd si numai dacd o este ireductibila.

Demonstratie. a) Se arata prin calcul direct ca ¢ este aplicatie C-liniara

o((a+id) + (b+1ib)) = o(a+id’) + a(b + i),
o((a+1iB)(a+1id")) = (@ +1B) o(a +id’)

sica
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o([a+1id, b+iV]) = [a(a +id"), (b + iV')].
b) Daca W C V este astfel incat
reW = gla)x eW,
oricare ar fi a € L, atunci
reW = ola+id)r=(a)r+iold)reW,
oricare ar fi a + ia’ € CL. Invers, daci
reW = pla+id)zew,
oricare ar fi a + ia’ € CL, atunci
reW = pla)r=p(a+i0)x € W,

oricare ar i a € L.

8.4.9 L poate fi identificati cu o submultime a lui €L folosind aplicatia
L—CL: a—a+io.
Mai mult,
la, b] = [a +10, b +1i0], Va,b € L.
Daca {b1,ba,...,b,} este o baza a algebrei Lie reale L,
L={aibi+asby+---+a,b, | a; R},
atunci {by, bo, ..., b, } este in acelasi timp bazid a algebrei Lie complexe CL,

CL:{Oélbl—i-Oézbz—i-"'-i-Oénbn’OéjG(C}.

8.4.10 Propozitie. a) Daca
0: L — gl(V)
este o reprezentare liniara a complexificatei algebrei Lie reale L, atunci
olr: L—gl(V),  olr(a)r = o(a +10)z,

este o reprezentare liniara a lui L.

b) Reprezentarea |1, este ireductibila daca si numai dacd o este ireductibild.
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Demonstratie. a) Aplicatia |, este R-liniara
olr(a+0b) = o(a+ b+1i0) = o(a +10) 4+ o(b +10) = 0|1 (a) + 0| (D),

olr(aa) = o(aa +10) = ap(a 4+ 10) = ap|(a)

si
olL([a,b]) = o([a,b] +i0) = o([a + 10, b+ i0])

= [e(a +10), o(b+10)] = [o|(a), o| L.(b)]-
b) Daca W C V este astfel incat

reW = ola+id)reW,
oricare ar fi a + ia’ € ©L, atunci
reW = pg|r(a)r =p(aa+i0)x € W,
oricare ar fi a € L. Invers, daca
reW = p|r(a)zeW,

oricare ar fi a € L, atunci
reW = pla+id)r = o(a+i0)z = o((a+1i0) + (0 +1) (' +10) )z

= o(a+10)x +ip(a’ +10)x = g|r(a)z + ig|r(a')x € W,
oricare ar fi a +ia’ € CL.

8.4.11 Propozitie. Complexificata ©su(2) a algebrei su(2) este izomorfd cu sl(2,C).

Demonstratie. Algebra Lie reald su(2) admite baza
i 1 i
up = —(e1 —€3), up = —(e3 —€f), us = —5(e3 +¢})
2 2 2
cu
[ul, UQ] = us, [U,Q, U3] =ui, [U,g, ul] = Uug,

iar algebra Lie complexa sl(2,C) baza

cu
[a3aa:|:] = :l:(l:t, [(Z+,a,] = 20’3'

Aplicatia C-liniara A : Csu(2) — sl(2,C), definita prin
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1 .
Auy = —ias, Auy = 3 (a4 —a-), Aus = —% (a+ +a-),

este un izomorfism de algebre Lie deoarece
[Auy, Aug] = [—ias, 3 (ay —a-)] = =4 (a3, a4] + 5 [as,a_]

= b o) = Ay = Al )

[Aug, Aug] = [% (a4 —a-), —% (ay +a—)] = —i (lat,a-] = [a—, a4])
= —% [ay,a_] = —iag = Aup = Afug,us),

[Aug, Aw] = [-4 (ay +a_), —ias] = —L[ay,a3] — & [a_, a3
= —%a+ — %a, = Aug = Alug,uq].

8.4.12 Din rezultatul prezentat la pag. 276-10 rezulta ca descrierea reprezentarilor
ireductibile ale algebrelor Lie izomorfe o(3) si su(2) este echivalenta cu
Csu(2).

Pe de alta parte, din rezultatele prezentate la pag. 266-3 si pag. 277-11

descrierea reprezentarilor ireductibile ale algebrei Lie complexe

rezultdl ca descrierea reprezentarilor ireductibile ale algebrei Gsu(2) este
echivalentd cu descrierea reprezentarilor ireductibile ale algebrei sl(2,C),

reprezentari descrise in teorema de la pag. 272-4.

8.4.13 Propozitie. Plecand de la orice algebra Lie complexa L se poate obtine

o algebra Lie reald Lgy prin restrictia scalarilor, si

dimg Lo = 2dimc L.

8.4.14 Alegand baze adecvate, se poate arata ca algebra Lie reala sl(2,C)g obtinuta
din sl(2,C) prin restrictia scalarilor, este izomorfa cu algebra Lie o(1,3) a

grupului Lorentz.



Capitolul 9

Sisteme cuantice cu spatiu
Hilbert finit-dimensional

9.1 Stari pure si stari mixte

9.1.1 Formalismul matematic utilizat pentru descrierea unui sistem cuantic se bazeaza
pe utilizarea unui spatiu Hilbert H, finit sau infinit-dimensional. Vom prezenta
cateva elemente ale acestui formalism, limitandu-ne la cazul in care H este

finit-dimensional.

9.1.2 Fiecare vector nenul |1)) € H descrie o stare a sistemului cuantic, dar vectorii
care se pot obtine unul din altul prin inmultirea cu o constanta descriu
aceeasi stare. Astfel, toti vectorii

aly) cu aecC*=C-{0}
descriu aceeasi stare. In general, pentru descrierea unei stari se prefera

utilizarea unui vector |¢)) normat, adica astfel incét

oIl = v {@l) = 1.

Aceasta restrictie determind vectorul corespunzator unei stari pana la un

factor de faza deoarece toti vectorii
e?1y) cu CASIIN

au aceeagi norma si descriu aceeasi stare.
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9.1.3 Spatiul A(#H) al operatorilor autoadjuncti A : H — H definiti pe un spatiu
Hilbert de dimensiune d este un spatiu Hilbert real de dimensiune d? cu

produsul scalar
(A,B) =tr (AB)

si norma asociata

14]] = V{4, 4) = Vir A2,

9.1.4 Pentru descrierea starii sistemului cuantic, in locul vectorului normat [i) se

poate utiliza proiectorul ortogonal corespunzator

oy H — H, oy =) (Y],

care este un operator autoadjunct

(pp1,02) = (P1, V) (W, 2) = (1, 0y p2),
pozitiv
(plogle) = (plv) (Wlo) = [(Wle)* 2 0,
si cu urma egald cu 1 (v. pag. 118-10 )

tr oy =tr [¢) (Y[ =1.
Plecand de la aceste proprietati, se defineste un concept matematic care ne
permite sa distingem o clasd mai larga de stari ale unui sistem cuantic.
9.1.5 Definitie. Un operator autoadjunct p, pozitiv si cu urma egala cu 1
o'=0, 020, tro=1,
se numeste operator densitate.
9.1.6 Operatorii densitate descriu stari generalizate ale sistemului cuantic. Printre

ei se afla operatorii de forma gy, = [¢) ()| care descriu stari pure. Ceilalti

operatori densitate descriu stari mixte.

9.1.7 Fiecare operator densitate, fiind autoadjunct, este diagonalizabil, adica exista
o baza ortonormata {‘¢j>}§l:1 astfel incat

d
0= pjltb;) (yl. (9.1)

j=1
Valorile proprii p;, care nu sunt obligatoriu distincte, verifica conditiile
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n
p; =0 si ij:trgzl
j=1
din care se deduce imediat ca
0<p; <1
Starea g este o suprapunere de stari pure [1;) (1| cu probabilitatile p;.

9.1.8 Deoarece

d
0> =5 |v;) (W]

j=1

si
0<p;<1 = pi<p;

avem

d d

(0.0)=trg®>=> pi <) pj=tro=1,

j=1 j=1

adica

llol| = V{0, 0) < 1.

9.1.9 In cazul unei stiiri pure, existi o bazi ortonormati {|1/)j>}§l:1 astfel incat

0 = p1|1) (Y1,

adica in reprezentarea (9.1) doar p; este nenul.
Daca g nu este stare pura, atunci in reprezentarea (9.1) cel putin doua dintre

numerele p] sunt nenule, §1 pl“lIl urmare
d d
tro® =lell” =) _pj <> pi=1
j=1 j=1

In cazul unui operator densitate p, avem
llo|]| =1 daca o este stare pura,

llo|| <1 dacd o nu este stare purd.

Putem spune ca tr o> masoara puritatea starii p. Daca U este o transformare

unitara, atunci
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tr (UoU*)? = tr %,
adica transformarile unitare pastreaza nemodificata puritatea starilor.

9.1.10 Fiecare stare (pura sau mixta)
d
0=>_ il
j=1
este o suprapunere de stari pure, considerate cu anumite probabilitati.

Entropia von Neumann (v. pag. 142-5)

d
Slo] = —tr(elng) = —tr lej In pj [¥;) (4]
=

d

=— > pjlnp,
j=1

a starii g este o masura a gradului de impuritate. Valoarea minima S[gp]=0
se atinge In cazul unei stari pure, iar cea maxima S[p|] = Ind in cazul p; =
P2 =Pg=..= é Entropia S[g] poate fi privita gi ca o masura a lipsei de

informatie privind starea g.

9.1.11*! Operatorul densitate o reprezintd o stare purd dacd si numai dacd
o’ =o
In cazul unei stiri pure o = |1)(1)| avem
0* = [W) (W) (W] = [¥) (W] = o.
Oricare ar fi operatorul densitate o exista p; €0, 1] cu Z;lzl pj=1lsio

baza ortonormata {[v;) ;l:l astfel incat

d
0 =Y pjlth) (Wyl-

j=1
Deoarece

d d d d

D pilw) W1 prlon) (Dl = pipal ) (s lan) (Wl =D 031y (w51,
J=1 k=1 jk=1 j=1

egalitatea p® = o este echivalents cu relatia

!Paragrafele marcate cu * pot fi omise la o prima lectur.
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ZP]WJ %!—ZPM@ (%51,

7=1

din care rezulta

pi = werpjrw] (jlve) = wermw] (¥j|ve) =

Jj=1 Jj=1

Egalitatea ¢®> = p are loc daci si numai daca
pi = pr, oricare ar i ke{l,2,...,d}.

Deoarece

pi=pr = pre{0,1},

conditia 2?21 pj =1 este indeplinita doar in cazul in care doar unul dintre

numerele py, po, ..., pq este egal cu 1. In acest caz, ¢ reprezinta o stare pura.

9.1.12* Multimea X a operatorilor densitate, definiti pe un spatiu Hilbert H, este o
multime convexa in spatiul vectorial £(H) al tuturor operatorilor liniari

definiti pe H deoarece

01 €Y, ((1—/\)91+>\92)*=(1—>\)91+>\92,
@€Y, = (I1-Xo1+ o2 > = (1-XNo1+rp2eX.
A€[0,1] tr((1—MA)e 1+>\92)

9.1.13* Spunem ca g€ X este punct extrem al multimii convexe ¥ daca relatia

01,02€%

=(1-Xo1+A cu

( Jor + A Ae(0,1]
este posibila doar in cazul ¢ = g1 = 0o.

9.1.14* Orice stare purd este punct extrem al multimii convezre 3.

Fie starea pura o = |[¢) (| i 01,02 €%, A€ [0, 1] astfel incat
= (1= Xo1 + oo
Deoarece p? = p, ultima relatie se mai poate scrie

= (1= N)oo10+ Noo20,
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si avem

L= (1= Mtr(ee10) + Atr (0020). (9.2)

Operatorii densitate o si 0o verifica relatiile
tr(00i0) = tr (0*0;) = tr (00i) = (0, 0i) < (0, 00)| < l[ell llel| <1

si

U

d
r (00i0) Zeg,ggwej Zee],gzee] >0,
7j=1 7j=1

unde {ej}j:17...7d este o baza ortonormata a lui H.

Daca am avea tr (po10) < 1 sau tr (pge10) < 1, atunci

(1 = N)tr (0010) + Atr (0020) < 1,

ceea ce ar fi In contradictie cu relatia (9.2).

Ramane ca tr (go10) = tr (po20) = 1, i prin urmare
(0. 01) = tr (00;) = tr (¢°0;) = tr (00s0) = 1.

Conform teoremei Cauchy-Schwartz,

{0, 00)* < (0, 0) (01, 0i)-
Deoarece (g, 0) < 1si (0;,0;) <1, avem

[0, 0)* = (0, 0) {0, 02)
ceea ce stim ca este posibil doar daca g este de forma ¢ = ¢ g;, cu ¢ o constanta.
Din relatia tr o = tr g; = 1 rezulta o = ;.

9.1.15* Orice punct extrem al mulfimii convexe 3 este stare purd.

Fie ¢ un punct extrem al lui ¥. $tim ca exista p; €[0,1] cu Z;l:lpj =1lsio

baza ortonormata {|¢J>} ', astfel incat

0= ijrwmwj\ = 1) (1] + pala) (Vo + -+ + paltba) (Val-
j=1
Este suficient sa aratam ca fiecare coeficient p; nu poate fi decat 0 sau 1.

De exemplu, daca am avea 0 < p; < 1, atunci ¢ ar admite reprezentarea

0 = p1|v1) (1] + (1 —p1)et,



Sisteme cuantice cu spatiu Hilbert finit-dimensional 285

unde
_ P2 Pd
o= [¥2) (2l + -+ 7 o |vha) (Yl
ceea ce este posibil numai daca
JE— — p2 ... pd
o= Y)Yl = 7 - [¥2) (2l + - + - |tha) (-

Ultima relatie nu poate fi adevaratd deoarece din ea ar rezulta ca

[90)aln) = T2 ) (waln) + o+ T2 ) alin)

adica [11) = 0. Ramane ca p; = 0 sau p; = 1. Printr-un rationament similar,
se obtine ca pa, p3 , ..., pg nu pot fi decat 0 sau 1. Din relatia Z;l:lpj =1,
rezulta ca doar unul dintre coeficientii p1, pa, ..., pq este egal cu 1, si prin

urmare ¢ este de forma | ) (1|, adica reprezinta o stare pura.

9.2 Sisteme cuantice cu spatiu Hilbert bidimensional

9.2.1 In cazul unui sistem cuantic descris de un spatiu Hilbert bidimensional H
(sistem numit qubit in engleza), utilizand o baza ortonormata fixata {|0), 1)},

fiecare element |i) € H poate fi reprezentat unic sub forma

[¥) = al0) + B[1).

Izomorfismul liniar
H— C%: a0) +B|1) — (g)

ne permite sa identificam spatiul H cu spatiul Hilbert complex bidimensional

<c2:{ <g> a,ﬁec},

cu produsul scalar definit prin

((3)-(3)) o s

In particular, avem
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Pentru |11) = a1|0) + B1[1) si [t2) = a2|0) + B2[1), avem

(G1]ths) = nces + o = <<gi><§§>>

9.2.2 Spatiul C? poate fi privit ca fiind spatiul Hilbert al functiilor
{0,1} — C: s—(s)

daca identificdm ¢ = < g > €C? cu functia

] e ¥(0) = «
¥ :{0,1} — C, definita prin w(1) = .
9.2.3 In mecanica cuanticd, momentul cinetic este o mirime discreta. Singurele
valori posibile sunt 0, :I:%h, +h, :I:%h, +2h, ... , unde h este constanta lui
Planck impartita cu 27. Particule cum ar fi electronul, protonul si neutronul
au un moment cinetic intrinsec egal cu %h, numit spin. In acest caz,
pentru orice directie, valorile posibile ale spinului sunt :I:%h. Alegand %h ca
unitate de masura pentru spin, putem considera ca singurele valori posibile
sunt +1. Daca se ia In considerare doar spinul, starile particulei pot fi descrise
cu ajutorul spatiului Hilbert C2. Daca |0) si |1) sunt stirile proprii in care
spinul are valori bine determinate, 1 si respectiv —1, atunci orice element de
forma
a|0) + Bl1)
descrie o stare posibila a particulei rezultata dintr-o suprapunere a celor doua
stari.
9.2.4 Spatiul £(C?) al operatorilor liniari A : C2 — C? este un spatiu Hilbert de
dimensiune 4, cu produsul scalar definit prin relatia
(A,B) =tr (A*B),

pentru care operatorii Pauli {og=1, 01, 09,03} formeaza o baza ortogonala.

Orice operator A€ £(C?) se poate reprezenta sub forma

1 1 ro+rs ri—irg
A=g(rooo+rio1+ra02+7303) =3 :
ri+ire ro—13

cu ro,71, 72,73 € C. Rezolvand ecuatia caracteristica



Sisteme cuantice cu spatiu Hilbert finit-dimensional 287

ro+rs r1—irs
2 A 2
. =0,
ritirg TO—T3 __
5 A

se obtin pentru A valorile proprii complexe

ro £ r%—i—r%—i—r%

A2 =

9.2.5 Spatiul A(C?) al operatorilor autoadjuncti A : C2 — C? este un spatiu

Hilbert real de dimensiune 4 cu produsul scalar definit prin relatia
(A, B) = tr (AB),

pentru care operatorii Pauli {og=1, 01, 09,03} formeaza o baza ortogonala.

Orice operator A€ A(C?) se poate reprezenta sub forma

1 1 ro+rs ri—irsg
A= —(rpop+r-o)=— ’
2 2\ ri4iry To—1T3

curg€ER, r=(r1,r9,73) € R 5i 0= (01, 02,03). Rezolvand ecuatia

N .
7’027’3 A 217’2
" =0,
T 1 To—"T
1 L 2 02 3 )\
se obtin pentru A valorile proprii reale
ro & |r|]
Ag=—T-—.
1,2 5
9.2.6 Deoarece, pentru A€ A(C?) avem tr A = rg si
A>0 = l|r]] < 7o,

operatorul A este operator densitate daca si numai daca
ro=1 si [|lr|] < 1.
Valorile proprii ale unui operator densitate
1 1 1+7r3 r1—iry
o==-I+r-0)=—
2 2 ri4irg 1—rg

sunt

1+ ||r
= LD
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Puritatea starii o, adica
1
e = N+ M= 21+ i)
verifica relatia

iar impuritatea

relatia

—_

0< 1—tr92 < 3

9.2.7 Starile posibile (pure sau mixte) ale unui qubit se afla in corespondenta

unu-la-unu cu punctele apartinand sferei inchise de raza 1, centrate in origine

Q={reR®| ||r]| <1} ={(r1,r0,73) €R3|ri + 73+ 73 <1},
numita sfera lui Bloch sau sfera lui Poincaré. Starii pure
|1) = cos g |0) + sin g e [1),
descrise de operatorul densitate
1 [ 1+cos@ sin f e~i¢

°T3 < sinfel?  14cosé ) ,
1i corespunde vectorul unitar

r = (sin @ cos ¢, sin @ sin ¢, cos ) € S = 9.

Starile pure corespund la puncte apartinand suprafetei sferei, iar cele mixte
la puncte interioare. Puritatea unei stari creste cand ne apropiem de

suprafata sferei, iar impuritatea cand ne apropiem de centrul sferei.

9.2.8 Punctul de pe sfera diametral opus punctului cu coordonatele unghiulare (¢, 0)
are coordonatele (¢+m, 7—0). Produsul scalar al starilor pure corespunzatoare
T — T —

2

este zero. Astfel, fiecare pereche de puncte diametral opuse ale sferei S?

9 0 |
|0) + sin @t |1)

0 0 .,
c08 5 |0) 4 sin 3 e 1) si Cos

reprezinta o pereche de stari pure ortogonale.
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r3

2

Figura 9.1: Sfera lui Bloch, numita si sfera lui Poincaré.

9.2.9 In cazul unui qubit, starea
1
+)=—7(0) + |1
)= (0 +11)

este suma normalizata a starilor |0) si |1), dar operatorul densitate corespunzator
)+l = %(\OHOI + [0) (1] + [1)C0] + [1)(1])
difera de suma normalizata
0= 5(10){0] + [1)1)
a operatorilor densitate corespunzatori starilor |0) si |1).
9.2.10 Operatorul densitate
0= 5(0){0] + 1))
nu reprezinta o stare pura deoarece nu exista o stare

[¥) = a|0) + BI1)

astfel Incat
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)] = 50)0] + ) ),

sistemul de ecuatii

|O‘|2 = %’
181> = 3,
af =0

neavand solutii.

9.2.11 In general, descompunerea unei stari mixte in stari pure nu este unicd.

Notand
1 1

+) =0 +m) & 5 \/5(!0>—\1>)

Sl

aveln

S10)(0] + 1) (1) = S+ + 1D

9.2.12 In spatiul Hilbert £(C?), operatorii autoadjuncti
1 1 1

1
—=1, —=01, —=02, —=03
V2T V2T V2T V2
formeaza o baza ortonormata . Numerele rg, r1, 2, 73 din relatia
1 ( Totrs T1—ire
A=— ,
2 ri+ire ro—73
numite parametrii Stokes ai lui A, se pot exprima sub forma
ri = <A,0’i> = tr (AO’Z)

Alte baze ortonormate se pot obtine plecand de la baze ortonormate ale lui

C2. Daca {|u),|v)} este baza ortonormats in C2, atunci operatorii

u)(ul, [u) (vl Jo)(ul, [v)(v]

formeaza o bazi ortonormati in £(C?).

9.2.13 Se stie ca relatiile

2 3 4
C=1+F+5+5+5+
2 4 6
cosz=1-G+F — G+
_ Z 23 25 27
smz=q -ty —TwTt
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au loc oricare ar fi z€C.

9.2.14 Daca operatorul A este astfel incat A? = I, atunci operatorul

A _ g 0t ()2 o ()7 g
M =T A S A e A

verifica relatia

adica avem

e = cost I +isint A, oricare ar fi teR.

9.2.15 Fie r = (ry,79,73) €R3 un vector unitar. Deoarece
:05:05:1 sl 0102 = —0201,
operatorul

r-0 =17101+ 1209 + 1303

verifica relatia

(r- 0)2 =1
si prin urmare,
"% = cost I +isintr- o, oricare ar fi teR.
In particular, operatorii
Ra(t) = ¢ 713%, Ry(t) = e 5%, R(t) = e 137

verifica relatiile (a se vedea si pag. 143-6)

t C e
cos Lt —isinz

Rx(t):cosél—lsméax: o % % )
—ising CoSs 5

t ot

cos 5 —sinz

R,(t) =cosi I —isinio, = 2 2
y 2 2 9y ot t |

Sll’li COS§

_ijt

e '2 0
Rz(t):cos%I—isin%aZ:< -z)-
2

291
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9.2.16 * Vectorul Bloch corespunzator starii R, (¢)[¢)) cu matricea densitate
R (O)|¢) (IR (1)

se obtine rotind in jurul lui Oz vectorul Bloch corespunzator starii [1)).
Mai general, daca ¢ este matrice densitate , vectorul corespunzator starii
R (t)oR%(t) se obtine rotind in jurul lui Oz vectorul Bloch corespunzator

starii o deoarece

1+7r3 ri—irg 1—{—7“& r’l—ifré
Ra(t) Re(t) = :

ri+irg  1—r3 riFiry  1—rf

cu
r 1 0 0 r
h | = 0 cost —sint To
4 0 sint cost 3

Similar, vectorul corespunzator starii R, (t)oR;(t) se obtine rotind in jurul

lui Oy vectorul Bloch corespunzator starii ¢ deoarece

I+rg  ri—irg 147y r)—ir}
Ry(t) Ry(t) = ’

ri+irg  1—rg ri+irh,  1—rh

cu
] cost 0 —sint 1
rh | = 0 1 0 ro
4 sint 0 cost T3

Vectorul corespunzator starii R, (t)oR%(t) se obtine rotind in jurul

lui Oz vectorul Bloch corespunzator starii ¢ deoarece

14+7r3 ri—irg 1—{—7“5 Tll_i""é
R:(t) RZ() = ;

ritire  1—r3 ri+iry,  1—rh

cu
] cost —sint 0 1
rh | = sint cost 0 o
vl 0o 0 1 rs

9.2.17* Transformarile unitare corespund rotatiilor sferei Bloch.

O transformare unitara U : C> — C? este o transformare cu proprietatea

vur=U"U = 1.
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Elementele matricei corespunzatoare

[ U0 uor
ulp U1l
verifica relatiile
ugol® + |uor|* = 1, |ugol® + |u10]?* = 1,
luto]® + Juni[* =1, Juor [* + [un | = 1,
Upou1o + Upru11 = 0, upouo1 + uou1r = 0.

O matrice verifica primele patru relatii daca si numai daca este de forma

t i ot
cos5e'2 —singe
U= SN t g
Sln562 COS§€2

Pentru a verifica si ultimele doua relatii, este necesar si suficient ca

a—c=b-—d,
adica sa fie de forma
/o ja . /b
COS%612 —sm%el2
U_
- . c ' jbte—a
sm§e2 COS§€ 2

Ultima matrice se poate scrie sub forma

v i(a—b)+(a—c) . i(a—c)—(a—b)
btc COS 3 € 2 — Sin 3 € 2
U = ! 4
N A (a—c)—(a—b) N (a—=b)+(a—c)
Sin 3 € 2 COS 3 2
Sau
it ’ Loy et
bie [ €712 0 cos% —sm% e 2 0
U=¢ 1 it . t it—” ’
0 e'2 Sin 5 COS 5 0 e'2

adica sub forma unui produs de rotatii inmultit cu un factor de faza

U=e"T Ro(t) Ry(t) Ra(t"),
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9.2.18 Operatiile logice cu stari cuantice, cu ajutorul carora se proceseaza informatia
cuantica, sunt descrise de operatori unitari (numiti quantum gatesin engleza).

Printre transformarile unitare frecvent utilizate se afla transformarile Pauli

I =10)(0|+ |1)(1] cu matricea I = < (1) (1) > ,
. 0 1
o1 = [0)(1] + |1)(0| cu matricea o1 = < Lo )

)
oo =i|1)(0[—i[0)(1]  cumatricea oy = ( v >
)

o3 = [0)(0] — |1)(1] cu matricea o3 = < (1) 1)
transformarea Hadamard

H= %(|0>(0| + |1)(0] 1 ( 11 )

cu matricea H = —
+[0) (1] — [1)(1]) 2

transformarea de faza
. . 10
S =10)(0] +1[1)(1] cu matricea 5:< )

transformarea /8
T = [0)(0] +€™/*[1)(1] cu matricea T = L 0
- - 0 ei7r/4 :

si rotatiile R,(t), Ry(t), R.(t).

9.3 Masuratori ideale

9.3.1 Orice informatie referitoare la un sistem cuantic se poate obtine doar in urma
unei masuratori. Descrierea oferita de mecanica cuantica nu este una deter-
minista: masurand aceeasi observabila in cazul a doua sisteme aflate in aceeasi

stare, preparate identic, rezultatele obtinute pot fi diferite.
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9.3.2 Fiecare operator autoadjunct A : H — H admite descompunerea spectrala
A=>"AP,
A

unde A parcurge valorile proprii ale lui A, iar Py sunt proiectorii ortogonali

pe subspatiile proprii corespunzatoare. Operatorii Py, verifica relatiile

Py, daca =X

Py=1, P} =P,=P}, PPy =
ZA:A ATIATIA ATA {o dacd A#£N.

9.3.3 O masuratoare ideald corespunde unui operator autoadjunct (observabila)
A=>"AP,
A

care satisface conditiile:
1) singurele rezultate care se pot obtine sunt valorile proprii A;

2) in starea p rezultatul A se obtine cu probabilitatea
p(A) = tr (ePy);

3) in cazul obtinerii rezultatului A, starea dupa masuratoare devine
’_ PyoPy
p(A)

O masuratoare ideala mai este numita si proiectivd sau von Neumann.

9.3.4 In cazul unei stiri pure |¥), operatorul densitate o, = 1)) (1| verifica relatia
tr (opPx) = (¥[Pxl).
In starea pura [¢), rezultatul A se obtine cu probabilitatea
p(A) = (W|Px|¢)

iar starea sistemului dupa masuratoare este starea pura

Py|) .
p(A)

9.3.5 Starea post-masuratoare [¢y) este o stare proprie a observabilei masurate

Alpn) = Ahy)-

) =




296

Elemente de Algebra Liniara

Daca subspatiul propriu corespunzator valorii A este unidimensional, aparatul
cu care s-a masurat observabila A poate fi utilizat pentru a prepara sisteme

cuantice in starea [i)y).

9.3.6 Valoarea medie a observabilei A in starea g este

(4) =D Ap(A) = tr (0A).
A

In cazul unei stari pure |¢), valoarea medie a lui A este

(A) = " Ap() = (| Afp).
A

9.3.7 In cazul unui qubit, observabila o3 admite reprezentarea spectrala

Py = 10)(0]

=1-P -1)- P_ d
Tl ATED P ey,

Masurand observabila og In starea
[¥) =al0) +b[1)  cu o+ o] =1,
se obtine rezultatul A=1 cu probabilitatea
p(1) = (®|P1[¢) = |af®
si rezultatul A=—1 cu probabilitatea
p(=1) = (W|P_1[y) = [b]*.

Dupéa masuratoare, starea sistemului devine

Pilg) _ a 0)
p(1)  lal
in cazul in care rezultatul este A =1 si
Paly) b )
p(=1) [l
in cazul A = —1. Dar starea ‘%'\O> coincide cu |0) si %]D cu |1).

Valoarea medie a observabilei o3 in starea |¢)) este
(losly) = |af* — [b]>.

Masurand observabila og In starea
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1 1 1—|—7"3 ry—iry
g:§(I+r-a):—

ri+ire 1—r3

se obtine rezultatul A=1 cu probabilitatea

1 1 0 1—|—T’3 Tl—iT’g 1+T
p(1) = tr(oPy) = 5 tr =—
0 0 ri+irg l—rg

si rezultatul A=—1 cu probabilitatea

1 0 0 1+T’3 T‘l—i’l“g 1—r
p(—=1) =tr(oP-1) = §tr = 3
01 r1+irg 1—r3

Dupa masuratoare, starea sistemului devine
PioPy L0
e = 0}
tr (Pl QPl) 0 0
in cazul in care rezultatul este A =1 si

P—lQP—l 0 0
— 5 . 3= = 1)1
tr (P—lgp—l) 0 1

daca A = —1, adica |0) in primul caz si |1) in al doilea.

9.3.8 Daca se stie ca sistemul cuantic a fost preparat in una dintre starile

ortogonale |1)1), |¥2), ... , |1,), atunci masurand observabila
A=) (Wr]+2 |ha) (a4 A0 [n) (Y| = PL+2Pa+ .40 P,

se poate identifica starea in care a fost preparat sistemul fara a o modifica.
Singurele rezultate care se pot obtine in urma masuratorii sunt 1, 2, ... , n.
Daca sistemul a fost preparat in starea |1)), atunci se va obtine rezultatul k,
si rezultatul k se va obtine numai in acest caz deoarece

1 daca j=k,

p(j):<¢k’Pj’wk>:{ 0 daca j#k.

Obtinerea rezultatului k va indica faptul ca sistemul a fost pregatit in starea
|tg) si stim ca dupa masuratoare starea va fi

Pylw)
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Daca sistemul ortonormat {|11), [1)2), ..., |1, )} nu este baza in spatiul Hilbert

al sistemului cuantic, atunci 0 este valoare proprie a lui A si
A=0P+P +2P,+...+npP, cu Py=1-P—P,—..—P,.

In cazul in care sistemul cuantic a fost preparat in una dintre starile orto-

gonale [11), |19), ... , |1y), rezultatul 0 nu se poate obtine.

9.3.9 Daca vectorii unitari |¢1) si [12) nu sunt ortogonali, atunci vectorul normat
k) = |th2) — [¥h1) (W1 ¢ba)
1= [(¥1|¢2)[?

este ortogonal pe 1) si |[t)2) admite descompunerea
[2) = (W [v2)ln) + V1 = (1 [ga) [1)-

9.3.10 Daca se stie ca sistemul cuantic a fost preparat in una dintre starile

neortogonale [11) §i [12), atunci masurand observabila (v. pag. 298-9)

A= [1) (W] + 2P0 ) (T | = Pr + 2Py

nu se obtine o informatie completa privind starea sistemului.
Singurele rezultate care se pot obtine in urma masuratorii sunt 1 gi 2.
Daca sistemul a fost preparat in starea |¢), atunci se obtine:

- rezultatul 1 cu probabilitatea p(1) = (1| P1|1) =1 si

- rezultatul 2 cu probabilitatea p(2) = (11| P2|y1) = 0.
Daca sistemul a fost preparat in starea |1¢;), atunci se obtine:

- rezultatul 1 cu probabilitatea p(1) = (1a| Py |t2) = |(11]1h2)|? si

- rezultatul 2 cu probabilitatea p(2) = (12| Pa|ta) =1—| (21 |1p2)|*.
Prin urmare:

- rezultatul 2 indica starea |i3);

- rezultatul 1 nu permite identificarea starii.

9.3.11 O stare |[¢)) ramane nemodificata in urma unei masuratori daca alegem o
observabild A pentru care [1)) este stare proprie. Daca starea 1) este
necunoscuta, nu avem cum sa alegem masuratori care sa o lase nemodificata.
Probabilitatea

p(A) = (W|PA[¢) = (Y|P PAlY) = || Pa|?
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este patratul lungimii proiectiei vectorului [¢)) pe subspatiul propriu
corespunzator valorii A. Masurand o observabila A intr-o stare necunoscuta
|1)), obtinem ca rezultat o valoare proprie A a lui A si putem deduce doar ca
p(A) = ||Py¢||? # 0. Dupa masuratoare, din starea necunoscuta [t») mai

ramanem doar cu proiectia ei pe un subspatiu propriu al lui A.

9.3.12 Daca am dispune de un numar mare de copii ale sistemului cuantic pregatite
in starea [1) si daca am repeta masuratoarea observabilei A, rezultatele
obtinute ar fi distribuite in jurul valorii medii (A) = (Y|A[).

O masura a gradului de dispersare a lor este data de abaterea medie patratica

AA = /(1 (A— (A)20) = /(1h, A20) — (1h, A1p)?,

adica

AA = (A= (A)?) = V(4%) - (4)2.
9.3.13 Deoarece o admite reprezentarea spectrala
1

o= [H){FH === cu \i>=ﬂ

(10) £ [1)),

masurand o In starea |0) se obtine:
- rezultatul 1 cu probabilitatea p(1) = (0]+)(+|0) = 1 si
- rezultatul —1 cu probabilitatea p(—1) = (0|—)(—|0) = 5.
Prin urmare, se pot obtine ambele rezultate si valoarea medie a lui o; este
(1) = (0l ]0) = 0.
Deoarece o7 = I, in starea |0) avem
=1 s o= /led) - ()= 1.
Similar, se poate arata ca in starea |0) avem

(o9) =0, (03) =1 s Aoy = 1.

9.3.14 Daca |¢)) este stare proprie a observabilei A,
Alp) = Al),

atunci, in starea [¢)), avem

AA = \/(, A%)) — (1, Ap)? = 0.
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9.3.15* Teorema (Relatia de incertitudine).

Daca A, B : H — H sunt doi operatori autoadjuncti si

AA = /(W (A~ (4))%), AB = /{4, (B — (B)*),

atunct

AAABZw

oricare ar fi starea normatd |¢) €H.
Demonstratie. Fie C = A—(A), D =B — (B) si
(CY, DY)y = a + Bi cu «a,8€R.
Din relatiile
(,CDyY) = (Cy, D) = a+ fi
(Y, DCY) = (D, Cp) = a — fi

rezulta ca

(¥,[C, DY) = (¢, CDY) — (¢, DCY) = 2Bi
(6, {C, DY) = (6, CDY) + (b, DCY) = 20
si prin urmare
|(, [C, D) + [(¢, {C, D}p)|* = 4[{C, D).
Ins&, conform inegalitatii Cauchy-Schwarz,
(CY, Dy)[* < (C, C) (Dy, D).
Deoarece (Cp, Cap) = (1p, C?3) si (D, D)= (1, D*%)), din ultimele relatii obtinem

|, [C, DI)[* < 4[{C, DY)* < 4(0, C*) (¥, D*9),
adica inegalitatea

(6, C, D).

(0, C%) (v, D) > ML

Utilizand relatiile
(¥, C%) = (¢, (A — (4))*¥) = (AA)?,
(, D*) = (1, (B — (B))*y) = (AB)?,
(¥, [C, D) = (4, [A, BlY),

ultima inegalitate se mai scrie

aaap > B0l B)
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9.3.16 Daca pregatim un numar mare de sisteme cuantice identice, toate in aceeasi
stare |1), si le utilizam pe unele dintre ele pentru a masura observabila A |
iar pe celelalte pentru a masura observabila B, atunci abaterile medii patratice

AA gi AB verifica relatia de incertitudine
aans > IWIAZI

9.3.17 Observabilele oy si o9 verifica relatia
[0'1,0'2] = 210’3,

si prin urmare

[($]2io3|9h)]|

Aoy Aoy > 2 )

oricare ar fi starea normati [¢) € C2. In cazul |¢)) =0), avem (v. pag. 299-13)
AO‘l = AO’Q = 1, 0'3|0> = |0>,

si prin urmare, egalitate in relatia de incertitudine

Aoy A = (02173101

9.3.18* Daca s-ar putea ob{ine copii identice ale unei stari cuantice necunoscute
(v. pag. 306-12), atunci starea ar putea fi identificata.
Orice stare a unui qubit poate fi descrisa cu ajutorul unui vector
ael0,1],
[¥) = al0) +8e°1)  eu B=v1-0?,
Oe(—m,m|.
Masurand observabila o3 = |0)(0] — |1)(1| se obtine rezultatul 1 cu probabili-
tatea o si rezultatul —1 cu probabilitatea 52. Dupi masuritoare, qubit-ul
ajunge in starea |0) in primul caz si in starea |1) in al doilea. Daca dispunem
de un numar mare de copii ale starii |¢)), atunci coeficientii « si 5 pot fi
determinati cu mare precizie. Vectorii (|0) + |1))/v/2 si (|0) — [1))/+/2 sunt
vectori proprii ai observabilei o1 = [1)(0| + |0)(1], corespunzatori valorilor

proprii 1 si -1. Deoarece

a+8e? [0)+[1) , a=Be” o))
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masurand o, obtinem rezultatul 1 cu probabilitatea |a+43el?|?/2 si rezultatul
—1 cu probabilitatea |o«—3¢!|2/2. Dup# masuritoare, qubit-ul ajunge in
starea (|0) + |1))/+/2 in primul caz si in starea (|0) —[1))/+/2 in al doilea.
Daca dispunem de un numéar mare de copii ale starii |¢), atunci
1 ’a—i—ﬂei@‘Q ’a_ﬂei€‘2
203 ( 2 2 >

cosf =

poate fi determinat cu mare precizie. Vectorii (|0) +1i|1))/v/2 si (|0) —i[1))/v/2
sunt vectori proprii ai observabilei oo = i|1)(0|—i|0) (1], corespunzatori valorilor
proprii 1 si -1. Deoarece
atpe? [0)+]1)  a—Be? |0)—|1)

V2o V2 vzooov2 o

masurand oy, obtinem rezultatul 1 cu probabilitatea |a—if ¢!’ |2 /2 si rezultatul

¥) =

—1 cu probabilitatea |a+i5 619’2 /2. Dupa masuratoare, qubit-ul ajunge in
starea (|0) +i|1))/v/2 in primul caz si in starea (|0) —i|1))/+v/2 in al doilea.
Daca dispunem de un numéar mare de copii ale starii |¢), atunci

1 [|a=iBe?)?  |a+ife??
23 2 2

sinf =

poate fi determinat cu mare precizie.

9.4 Masuratori generalizate

9.4.1 In cazul unei misuritori ideale, starea post-masuratoare este o stare proprie
a operatorului autoadjunct asociat gi repetarea masuratorii va da acelasi
rezultat. In realitate insa, multe dintre masuratorile efectuate in laborator
nu sunt de acest tip. De exemplu, un fotodetector detecteaza prezenta unui

foton absorbindu-l, astfel ca repetarea masuratorii nu mai este posibila.

9.4.2 Relatiile referitoare la o masuratoare ideald

Yobh=1,  pN)=tr(eR),  p(\) = WP
A
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se mai pot scrie sub forma

Y PiP=1,  p(N)=tr(PxeFy),  p(A)=([F ).
A

9.4.3 O masuratoare generalizatd corespunde unui sistem de operatori {M) },
indexati folosind valorile A care se pot obtine in urma masuratorii, si care

satisface conditiile:
1) > MIMy=1T;
A
2) in starea p rezultatul A se obtine cu probabilitatea
p(A) = tr (MxoM5);

3) in cazul obtinerii rezultatului A, starea dupa masuratoare devine
;o M)\QM)T

STy
9.4.4 In cazul unei stiri pure |¥), operatorul densitate o, = 1)) (1| verifica relatia
tr (Mxoy M) = (Y| M{My[¢).
In starea purd [¢)), rezultatul A se obtine cu probabilitatea
p(A) = (Y|MXM[|4),

iar starea sistemului dupa masuratoare este starea pura

_ My|y)
) = 7}90\)-

9.4.5 Daca {M)} este masuratoare generalizata, atunci operatorii {E)}, unde
By = Mi M,
sunt autoadjuncti
EX = (MXM,)* = MyM) = Ej,
pozitivi
(1, Exyp) = (¢, MYMxyp) = (Mpip, Mpip) > 0
si

ZEA :ZM;MA =T
A A
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9.4.6 Definitie. Un set de operatori {A) : H — H}, satisfacand conditiile

Y= Ay, Ay >0 s ZAA:I, (9.3)
A

este numit masurd cu valori operatori probabilitate (POVM).

9.4.7 Daca {M)} este masuratoare generalizata, atunci {E\ = MM, } este POVM.

Invers, daca { E)\} este POVM, atunci { M) = /E), } este o masuratoare gene-

ralizata cu proprietatea
M; M), = Ej.
Masuratoarea generalizata corespunzatoare lui { £\ } nu este unica: daca {U,}

sunt operatori unitari, atunci { M) = Uxv/E) } este o méasuratoare generali-

zata cu proprietatea

MMy = /E\U;Us\Ey = Ej.

9.4.8 Un POVM {E)} corespunde la mai multe masuratori {M)}, dar din relatia

9.4.9*

p(A) = tr (MyoMy) = tr (oeMAMy) = tr (0E)).

rezultd ca probabilitatile p(\) sunt aceleagi. Dacd nu suntem interesati de
starea post-masuratoare, putem considera ca fiecare POVM {E\} reprezinta

o masuratoare generalizata.

Daca se stie ca sistemul cuantic a fost pregatit in una dintre starile neorto-
gonale [11) si |1h2), atunci nu existad o masuratoare generalizata {E)} care sa
ne permita s indicdm in ce stare a fost pregatit sistemul. Admitand ca ar
exista o astfel de msuratoare {E)}, ar trebui ca fiecare rezultat A sa indice
una gi numai una dintre starile |¢1) si |1)2). Daca & este suma operatorilor

E), care corespund lui |11), si & a celor care corespund lui |19), atunci
(rlérfn) =1 st (4a|&fe) = 1.
Deoarece £1+&» = I, din prima relatie rezulta ca
(VE b1, VExth1) = (¥, E0th1) = (W, (I = E1)thr) = 0,

si prin urmare avem /&|Y1) = 0, ceea ce implica &) = 0. Utilizand

descompunerea ortogonala (v. pag. 298-9)
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|tha) = (Prlepa) ebn) + /1 — [ |tha) 2 [ob),

obtinem ci
(Pa|€altba) = (1 — {1 |voa) [*) (i |Ealrr ).
Deoarece (¢1-|E1 Y1) > 0 si (1 |Ea]p) > 0, din relatia
(i &1191) + (W1 &) = Wi &1 +Ely) = (i |vT) =1
rezults ca
(U1 |Ealepi) <1,
si prin urmare

(al&altpa) < (1= [(wnlea)?) <1,
in contradictie cu (13|E2|12) = 1.

9.4.10 In cazul unei masuritori ideale, rezultatele posibile A fiind valorile proprii
ale operatorului autoadjunct corespunzator, numarul lor nu poate depasi
dimensiunea spatiului Hilbert 7. In schimb, in cazul unei misurdtori
generalizate, numarul rezultatelor posibile A coincide cu numarul operatorilor

F), gi poate depasi dimensiunea spatiului Hilbert H.

9.4.11 Stiind ca sistemul cuantic a fost preparat in una dintre starile neortogonale

) =0y s ww%,

utilizdm masuratoarea generalizata { £y, Fs, Es}, unde

ElzLOO E2:L1—1 Eg:L\/iHl
22\ 0 2)’ a2\ -1 1)’ w2 1 2-1)]

pentru a identifica starea in care a fost preparat sistemul.
Singurele rezultate care se pot obtine In urma masuratorii sunt 1, 2 gi 3.
Daca sistemul a fost preparat in starea [¢), atunci se obtine:
- rezultatul 1 cu probabilitatea p(1) = (1|E1|¢1) = 0,
.1 1
- rezultatul 2 cu probabilitatea p(2) = (¢1|E2|¢1) = WOl

- rezultatul 3 cu probabilitatea p(3) = (¢1|E3|¢1) = ;—g



306 Elemente de Algebra Liniara

Daca sistemul a fost preparat in starea [¢)2), atunci se obgine:

- rezultatul 1 cu probabilitatea p(1) = (Yo Eq|1e) = %\/5,
- rezultatul 2 cu probabilitatea p(2) = (2| E2|th2) = 0,
- rezultatul 3 cu probabilitatea p(3) = (12| E3|te) = 1+f

Prin urmare:
- rezultatul 1 indica starea |t¢9),
- rezultatul 2 indica starea |i1),
- rezultatul 3 nu permite identificarea starii.
Informatia oferita de masuratoarea generalizata { £, Fo, F3} este mai bogata

decét cea oferita de masuratoarea ideald prezentata la pag. 298-10.

9.4.12 Exista argumente puternice in favoarea faptului ca o stare cuantica necunos-
cutd nu poate fi clonatd, adica nu se pot obtine copii identice ale ei
(v. [26] (pag. 532)). Este util sa obtinem cat mai multa informatie cu
ajutorul unei singure masuratori.
Exista masuratori care se pot face simultan (joint measurements, in engleza).
De exemplu, daca {F1, Es, E5, E4} este o masuratoare generalizata, atunci
{E{ =E\+E3, E)=E3+E,} si {EY = E1+Es3, By = Eo+Ey4} sunt si ele masura-
tori. Efectuand masuratoarea {Fy, s, E3, E4} putem considera ca am facut

simultam masuratorile {E}, Eb} si {EY, EY

9.5 Sisteme compuse

9.5.1 Orice spatiu Hilbert d-dimensional H este izomorf cu C¢ si poate fi privit ca
fiind spatiul tuturor functiilor complexe definite pe o multime cu d elemente.

In loc de H putem utiliza spatiul C%, privit ca fiind spatiul de functii
{:{0,1,...,d—1} — C | ¢ este functie }

cu produsul scalar
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Sistemul de functii {dg, 01, ..., 04—1 }, unde

5o {0 Lomd—1) —C, &) =dy =1 - Ik
k - 3 Ly eeey ) k\J) = Okj = 0 dacs j%k
este baza ortonormata, numita baza computationala.
9.5.2 Fiecirui element o€ C? ii corespunde forma liniars,
(pl : €T — C: ) = (ply).
Scriind |k) in loc de J si |¢) in loc de ¢, avem
(klp) = (0K, p) = (k), (|7} =0%;) > k) (k=1
si g
|0 = Ilp) = Zk? k) (kle) = Zkf (k) |k),
(o] = (pll = %(@lkﬂkl = Zk:so(k‘) (K.

Daci A : C¢ — C? este operator liniar, atunci
Alp) (W] = [Ap) (] i [@)(¢[A = [p)(A™Y].

9.5.3 Daca A : C? — C? este operator liniar, atunci

A=TAT = |j)(jlAlk) (K| = ZAJ 15}k
i,k

Numerele Ai: (j]Alk) sunt elementele matricei lui A in baza {|j)}, adica
Ay Ag (0[A[0)  --- (0]Ald—1)
A= = ; s :
AL Agj (d—1]A|0) --- (d—1]A|d—1)
si

trA=>Y A} =) (k|Ak).
k k

Operatorul liniar

1) (2] : CF— C%: i) = [o1) (2]®)),

corespunzator la dou elemente ¢, o € C?, are urma

trlp1) (w2l = > (kler)(palk) = Z@l = (p2]e1),

k
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adica avem

tr 1) (2| = (p2le1)-
9.5.4 Daca identificam C" cu spatiul de functii
{¢:{0,1,..,n—1} — C | ¢ este functie }
si C™ cu spatiul de functii
{¢:{0,1,....,m—1} — C | o este functie },
atunci produsul tensorial C" ® C™ poate fi privit ca fiind spatiul de functii
{v:{0,1,....,n—1} x {0,1,....,m—1} — C | ¥ este functie }.
Printre elementele lui C™ @ C™ se afla functiile de forma
(5, k) =) v(k),
notate cu ¢ ® ¥, adica
(e @ ¥)(J k) = ¢(4) Y(k),
dar nu toate elementele lui C" ® C™ admit o astfel de descompunere.
Orice element ¥ e C™ @ C™ este o suma de elemente de forma ¢ ® 1, adica
U = Z p; & T,Z)j.
J
9.5.5 Oricare ar fi ¢, 01,02 €C" | Y, 91,9 €C™ gi a€C avem
() @), k) = ap(f) (k) = a (p@9) (5, k),
(p@ () (4, k) = arp(d) Y (k) = a (p@¢)(j, k
((p1+92)@9) (5, k) =1(5) Y (k) +02(j) ¥ (k)Z(sol ®1) (7, k) +(p209) (5, k),
(@ (14+92)) (4, k) =0 (5) Y1 (k) +¢(j) 2 (k) = (0 @¢1) (j, k) + (p®1p2) (4, k),
adica au loc relatiile
()@Y = a(p@y) = e (ath),
(P1+92) @Y =01 @Y+ @7,
PR (Y1 +1P2) = @Y1+ RPs.

9.5.6 Relatia

(1 ® 1, p2 ® Pa) = (1, p2) (¥1,%2),

extinsa utilizand aditivitatea, adica
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<Z 05 Db, Y ®77k> = (@5 1) (b5, mie)
j k

i,k
defineste un produs scalar in C" @ C™. Cele nm elemente de forma
ik) = 17) @ [k)

formeaza o baza ortonormata in C" ® C™, numita baza computationald.

9.5.7 In C? ® C2, baza computationals este {|00),]01),]10),[11)}.
Starile Bell

B0) = 5 (00) + [11)),
B1) = = (10) + [on)),
B2) = - (10) — [o1)),
B) = L (100) — [11))

formeaza o altd baza ortonormata cu proprietati remarcabile.
9.5.8 Fiecarui element |p1)®]11) € C"@C™ ii corespunde forma liniara
(prl® (| : C"@C™ — C,
definita prin
(el W]} (|0) 1)) = (p1le) (Yr]¥).

Vom utiliza notatia
(7k| = (jl@ (k]
9.5.9 Baza computationala {|jk)}, fiind o baza ortonormata, au loc relatiile

S lighijl =1  si (ijlkt) = 0 0je.

Daca 0:C"®@C" — C"®C™ este un operator liniar, atunci

o=1Tol = > lij)ijlelke)(ke] = > o, lig)(ke],
i,5,k,0 i,5,k,¢

unde g?g: (ij|o|kl) sunt elementele matricei lui p in raport cu baza {|jk)}.
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9.5.10 Matricea unui operator liniar o:C?®C? — C?®C? in raport cu baza
computationala {|00),|01),]10),|11)} ordonata lexicografic este

00 00 00 00

%0 Q01 Q10 ©O11

01 01 01 01

0= %o Qo1 Q10 Qi1
- 10 ,10 .10 10
%0 ©Qo1 210 P11

11 11 11
%00 Q01 Q10 O11

(00]0|00)  (00]ol01) ~ (00[g|10) (00|g|11)
| (01]g00) (01]g|01) (01]o|10) (01[g|11)
| (10]gl00) (10]g|01) (10]g|10) (10[g|11) |

(11]el00) (11]g|01) (11[o[10) (11|g[11)

urmele ei partiale sunt matricele

00 .00 10 10
[ %0 Qo1 010 Q11
trio= o 01 |t 1mno1 |

Q00 Qo1 010 011

00 00

988 98? 010 ©11

trf o1 o1 ) | oo g

Qo0 Qo1 010 O11

10 10 ’
958 Qé? 010 11
tr 11 11 tr 11 11
Qo0 Qo1 010 011

tr (try0) = tr o = tr (tr20).

si

9.5.11 Produsul tensorial a doi operatori
A:C"—-C" s B:C"—=C™
este operatorul
A®B : C"®@C™—CreC™,
definit prin relatia
(A®@B)(¢®¢) = (Ap) @ (BY)
si extins folosind aditivitatea, adica

(A®B) Z%@%’ = Z(A%)@?(B%)-

J J
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9.5.12 Exemple. Avem
(01®02)[10) = (01]1))®(02]0)) =i[01),
(01®02)(|10)4]01)) = (01 ®02)|10)+ (01 ®02)|01) =1 |01) — i |10),
(1) (] @ k) {e]) (lp) @) = {ile) (L) [y @ k) = @ (4) 1(€) |ik).

9.5.13 Din relatiile
(lp)@l1) (p2| @ (W2])(|0) D1¥)) = (p2lp) (V2l¥) lp1) @¢n),
(lpr)(pal @) (2]} ([0} @1)) = (palp) (W2lt) [p1) @¢h1)

rezulta ca
1) ®@[1) (p2| @ (2| = |p1){p2|@[h1) (Y],

si prin urmare

tr1(Jo1) @ |1) (p2| @ (Ya]) = (p2lp1) Y1) (2,
tra(le1) @ [11) (p2|@ (Ya]) = (Walth1) 1) {pal.

In particular, avem
try [i) (kL] = dar 15) (€1,

i) (ke| = |6} (K|5) (¢ tro |i7) (k] = 650 |i) (k.

9.5.14 Daci A, B : C2 — C? au in raport cu baza {|0),|1)} matricele

0 .0 0 10
A= ay g B— by b
- 1.1 )0 B S U S
Gy Oq o 9
atunci operatorul A®B : C?®C? — C?®C? are matricea

adby  adby  afby  afb?
a)B aiB B adby adbi  alby  afbl
a}B aiB adbd apty aiby aib?

171 11 13l 171
agby apby ajby ajby

040 030 130,130

apby  agby ayby ajby
tri(A® B) = + = (tr A) B,
n(d®B) ( 0p a8b%> (@5 apr | = @A

311
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tr<agbg a8b(1]> tr(a?bg agng)
0p1 0p1
w0 o0 aiby aiby = (tr B) A.

110 170 110 170
u(%% %%) w(%% %%)
aghy agby ajby ajby

tI‘Q(A X B):

In particular, din ultimele doua relatii rezulta ca

tro(A®B) ® tr1(A®B) = tr (A® B) A® B.

9.5.15 In cazul unui operator liniar
T:C"eC™ — C"eC™,
o conditie necesara pentru a exista operatorii liniari
A:Cr —C" o
astfel Incat T=A®B
B:C"—Cm

este ca

(troeT) @ (tr1 T) = (tr T) T.

9.5.16 Un sistem compus din doua subsisteme cuantice A si B, descrise de spatiile
Hilbert C" si C™, este descris de spatiul Hilbert C" @ C™.
Orice operator liniar A:C"™ — C" referitor la sistemul cuantic A devine un
operator liniar referitor la sistemul compus A&B prin identificarea cu AR I,,.
Similar, orice operator B : C™ — C™ referitor la sistemul cuantic B devine

un operator referitor la sistemul compus A&B prin identificarea cu I, ® B.

9.5.17 O stare pura |¥) e C" @ C™ a sistemului compus este numita stare separabila
(unentangled state, in englezd) daca exista starile pure |¢) € C™ si 1) e C™

astfel Incat
|¥) = |p)®]1h).

In caz contrar, | W) este numita stare neseparabila (entangled state, in engleza).

9.5.18 Starea |¥) = 2(]00) — |01) + [10) — |11)) €C? ® C? este separabila deoarece
T) = Z5(10)+]1)) ® 5(10)=1)).

Starile Bell sunt neseparabile. Pentru ca 3y sa fie separabila, adica
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1 / /
= (J00) 4 |11)) = (a]0)+B]1))@(a’[0)+B[1))

ar trebui ca «, 3, o, B’ sa verifice relatiile contradictorii

aa':%:ﬁﬁ' si af =0=Bcd.

9.5.19 Alegand o baza {|p;)} in C" si o baza {|¢;)} in C™, o stare pura |¥) e C"@C™

se poate reprezenta sub forma

n—1lm-—1 N
0y =" U ey,
i=0 j=0
Numarul
\I’OO . \I,Om—l
T =rang . :
\I,n—lo . \I,n—lm—l

nu depinde de bazele alese si este numit rangul Schmidt al lui |¥). El este 1
daca si numai daca |¥) este separabila. Daca |¥) este neseparabild, rangul
Schmidt poate fi considerat ca o masura a gradului de inseparabilitate.

In cazul starii Bell [8) = % (J00) + |11)) €C? ® C2, rangul Schmidt este

40
rang<\/i 1 >:2.
0 7

9.5.20 Valorile medii a doua observabile A:C" — C" gi B:C™ — C™ 1n starea
puréa separabila |U) = |p)®|1)) sunt
(A) = (Pl @ (P|A® In|p) ©[Y) = (p|Alp) =tr (Alp) (¢l]),
(B) ={¢|®(¥|In® Blp)® 1)) = (| B|v)) =tr (Bl))(¢]).
Se observa ca (A) nu depinde de [¢), iar (B) nu depinde de |p).

Operatorul densitate corespunzator starii pure separabile |[¥) = |@)®]1)) este
0 = [U)(¥] = [p) @) (@ (Y] = [0) (] @ [¢) (.
Deoarece trao = @) (| si trio = [1)(¢| avem
0 = (tr20) ® (tr10),

iar relatiile (9.4) se pot scrie sub forma
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(Ay=tr (Atrap) s (B)=tr (Btryp).

9.5.21 Oricare ar fi operatorul densitate o:C"@C™ — C"®C™ si oricare ar fi
operatorii autoadjuncti A:C" — C" gi B:C™ — C™, avem

tr (A®1n)0) =X Y (AT, @iﬁfzzkz% A &) okt
Z7.] b

] kit
=" Al (trao)F=tr (Atrep),
i,k
tr(I,@B)o) =3 Y. (In@B), off =336, By off
i,j kL i,j k0
=3 Bj (tr Q)§ =tr (Btrio),
Y84
adica au loc relatiile
tr (A ® I,)0)=tr (Atrap), A:C" — C7,
oricare ar fi (9.5)
tr ((I, ® B)o)=tr (Btrip), B:C"™" — C™.

Astfel, daca sistemul compus A&B este in starea ¢ (pura sau mixta), atunci
statistica masuratorilor efectuate asupra sistemului A se poate descrie folosind
operatorul densitate redus o™ =trop, iar statistica mésuratorilor efectuate
asupra sistemului B folosind operatorul densitate redus o® =trp.
Operatorii densitate redusi
tro0:C" — C" si tri0:C"™" — C™
sunt (v. pag. 189-9) singurii operatori liniari care satisfac relatiile (9.5).
9.5.22 Daca |p,) si 1) sunt vectori proprii ai operatorilor A:C" — C”
si B:C™ — C™ corespunzatori valorilor proprii a si b, adica
Alpd)=aleh  Blos) =bluy)

atunci |pg) ®|1p) este un vector propriu al operatorului A® B corespunzator

valorii proprii ab, adica
(A@B)(lpa)®1hp)) = ab (|ea) @ [hp))-

In particular, avem

(AR Ln)(lpa)©1)) = a(lpa) @), oricare ar fi  [¢h)eC™,
(In@B)(lp)@[4s)) = b(lp)®[)),  oricare ar fi [p) €C".
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Daca descompunerile spectrale ale observabilelor A si B sunt
A=>"aP} si  B=) bvPP
a b
atunci observabilele A® I, si I, ®B au descompunerile

A®L, = aPt@L, s L,oB=>) bI,oPF’.
a b

Masurand A®1,, in starea o, rezultatul a se obtine cu probabilitatea
pla) = tr (P! © In)o) =tr (P tra0),

adica egala cu probabilitatea obtinerii rezultatului a in cazul masurarii
observabilei A in starea trpo. Valoarea medie a observabilei AR I, in starea

0 este egala cu valoarea medie a observabilei A in starea trop (v. pag. 314-21)
tr (A ® Ip)o)=tr (Atrap).
Similar, masurand I,, ® B In starea o, obtinem rezultatul b cu probabilitatea
p(b) = tr (I @ P)o)=tr (B tr10),

adica egala cu probabilitatea obtinerii rezultatului b in cazul masurarii
observabilei B in starea trip. Valoarea medie a observabilei I,, @B in starea

o este egala cu valoarea medie a observabilei B in starea trio (v. pag. 314-21)

tr ((I, ® B)o)=tr (Btri0).

9.5.23 Starea Bell |8)) este neseparabila. Operatorul densitate corespunzator, adica
0:C?®C?—C2®C2,  o=|Bo)(By|=15 (|00)(00[+|11)(11|+|00)(00|+|11)(11])

cu matricea

1001
110000
=31 00 0 0

1001

nu este produsul tensorial a doi operatori deoarece (v. pag. 312-15)

o® = trao = < )

)

O NI
= O
N———

[}
oy
Il
(=
=
—
[}
Il
VN

N

si
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(tx20) ® (tr10) = # (tro)o

o O O =
S O = O
S = O O
— o O O

Starea Bell |B) nu este un produs tensorial de stari pure, dar nici operatorul
densitate corespunzator o= |8p)(By| nu este un produs tensorial de operatori
densitate. Stim Insa ca valorile medii (A) si (B) a doua observabile A® I si

I,® B in starea Bell p=|8¢) (80| se pot exprima sub forma (v. pag. 314-21)
(A)=tr (Atrqp) si (B)=tr (Btryp).

Deoarece tr (0™)2=tr (oB)?= % <1, operatorii o™ si 0P nu descriu stari pure.
Gradul de impuritate al starilor o™ si oP este maxim (v. pag. 287-6).

In cazul in care sistemul compus este in starea pura neseparabila |8), informatia
pe care o avem despre sistemul compus reprezinta maximul posibil. In acelasi
timp, informatia referitoare la fiecare dintre subsistemele componente reprezinta

minimul posibil.

9.5.24 Starea singlet
i i

|B2) = 7 7

are proprietatea remarcabila de a-si pastra, pana la un factor de faza, forma

(110) = [01)) = —= (|1) ® |0) — |0) © [1))

in urma trecerii la oricare altd baza ortonormata {|0'),]1")}. Scriind
0") = a0) +b[1),
1) = ¢l0) +d1)

a c
U=
b d
este unitara, si prin urmare,

lad — be| = Vdet U det U* = \/det(UU*) = \/det I = 1.

matricea de trecere

Deoarece elementul

(1) @]0")~[0) 1)) = (ad — be)

1 1
V2

7 (I @|0)=10)®[1))
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din C2®C? difera de |B2) doar prin factorul (ad — be) cu |ad — be| = 1,
ambii descriu aceeasi stare. Pentru |B2) se obtine descompunerea Schmidt
1 1
Ba) = —=|00)® [tho) + —=le1)®
|B2) \/5\<P0> [%o) ﬁ!m |¥1)
alegand bazele ortonormate:
{lvo) = 5(10) + 1)), l1) = 5

(|0) —|1))} pentru primul sistem,
{lt0) = 5(10) = 1)), [¢1) =

LS

:/5(\0> + 1))} pentru al doilea sistem.

In particular, se observi c& rangul Schmidt al lui |B2) este r=2, adica gradul
de inseparabilitate al starii |B2) este maxim.

9.5.25 Daci 0 :C" — C" i 0B:C™ — C™ sunt operatori densitate, atunci
02 ®B:C"eC™ — C"eC™
este operator densitate si

ot =tra(0*®0®), o8 =tr1(0*®0P).

Daci sistemul compus A&B se afld in starea o ® P, atunci oricare ar fi
observabilele A:C" — C" gi B:C™ — C™, avem

(A4) = tr (A® I,) (02 ®0P)) = tr (Ao?)

(B) = tr (In® B)(e*®0")) = tr (BoP).

In particular, (A) nu depinde de oB, si (B) nu depinde de oA.

9.5.26 Daca Q‘f‘, Q‘g‘,..., Q;?:(C" —C" si 0B, 0B, ..., QkBI(Cm — C™ sunt

operatori densitate si p1, po,..., pr este o distributie de probabilitate, adica

k
P D2, PR €10, s D pi=1,
j=1

atunci
k

0=> 1o} ®0;
j=1

este operator densitate si

k k

A B

trao =Y _pjot,  trio= > pjop.
j=1 j=1
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Daca sistemul compus A&B se afla in starea g, atunci oricare ar fi
observabilele A:C" — C" ¢i B:C™ — C™, avem
(A) = tr (Atrap) si (B) = tr (Btrip),
adica (A) nu depinde de o2, 02, ..., 0B, si (B) nu depinde de of, o2, ..., of.
9.5.27 O stare mixta 0:C"®QC™ — C"®C™ a sistemului compus A&B este numita

stare separabila (unentangled state, In engleza) daca exista operatorii densitate
A A A B B B
015 02,5 Ok C" — Cn? 015 025+ Ok C" — ™

si o distributie de probabilitate p1, po, ..., py astfel incat

k
0= pjof®cy.
j=1

In caz contrar, g este numita stare neseparabila (entangled state, in engleza).

9.5.28 Alegand o baza {|¢;)} in C" si o baza {|¢;)} in C™, o stare pura |¥) a

sistemului compus se poate reprezenta sub forma
n—1m-—1

Oy = gy,

=0 j=0
Conform teoremei de descompunere a lui Schmidt (v. pag. 191-16), bazele

{lei)} st {|;)} se pot alege astfel incat sa obtinem descompunerea

r—1
T) =)W o) @) cu U e (0,00).
i=0
Daca sistemul compus este in starea pura |¥), atunci operatorii densitate

care descriu starile celor doua subsisteme
r—1 o
o™ = tro [U)(W| = 37 (U7)? |g;) (il

=0
r—1

0P = try [O)(W] = 30 (U%)? [) (i)

=0
au aceleasi valori proprii nenule si anume (¥%0)2 (w2 . (@r-ir=1)2,

Entropiile von Neumann ale starilor celor doua subsisteme sunt egale

S[oA] = S[oA] = 3 (W) In(w)?
1=0
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si ele reprezintd o masura a gradului de inseparabilitate a starii |¥).

9.5.29* Orice stare poate fi purificatd In sensul urmator: oricare ar fi operatorul
densitate o :C" — C™ existd o stare purd |¥) € C*®C" astfel incat

o™ = try| W) (U],

Exista p; €[0,1] cu 377, p;=11si o baza ortonormata {|¢;)} in C" astfel incat
= pilei) el
J

Alegand in C" o baza ortonormata arbitrara {|1¢;)} si

=2 V05 lei) ®luy)

J
obtinem
tr2‘\II> \I}’ = trg Z VDPiPk “pj>®‘¢j> 9016‘@ wk’ ij‘(pj ()Oj‘_
7.k

9.5.30 Daca subsistemele A si B ale unui sistem compus se afla la distanta unul
fata de celalalt, singurele masuratori realizabile experimental sunt cele locale,
adica referitoare fie la A, fie la B. Astfel operatorii implicati sunt de forma

A®I,, sau I, ®B. Plecand de la descompunerea spectrala
a3 = [0)(0] = [1){1
a observabilei o3 obtinem ca o3® Iy are descompunerea spectrala
o3@1> = [0)(0|® L — [1)(1|® L.
In cazul unui sistem compus din doi qubiti, aflat in starea neseparabila

[B2) = ﬁ(|10> —|01)), masurand observabila o3® I3 se pot obtine:

- rezultatul 1 cu probabilitatea
p(1) = B2|(|0) (0] @ 12)|B2) = 3

- rezultatul -1 cu probabilitatea

1

p(=1) = B[ (|1)(1|®12)[B2) = 5.
Dupa masuratoare starea sistemului compus este starea separabila
(19){0l©12)[Bs)

p(1) —How
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in cazul obtinerii rezultatului 1 si starea separabila

(11)(1|@13)|B2)
p(=1)

in cazul obtinerii rezultatului -1.

= i]10)

Admitem ca primul qubit se afld la dispozitia lui Alice si al doilea la dispozitia
lui Bob, situati la distanta unul fata de celdlalt. Daca Alice méasoara obser-
vabila o3 i obtine rezultatul 1, atunci ea stie ca dupa masuratoare qubitul ei
se afla in starea |0), iar al lui Bob in starea |1). Daca obtine rezultatul -1,
atunci ea stie cad dupa masuratoare qubitul ei se afla in starea |1), iar al lui
Bob in starea |0). Astfel, Alice poate sa prevada cu precizie ce rezultat va

obtine Bob masurand os.

9.5.31 Starile Bell verifica relatiile
Bo) = (c0®1)[Bo), 1B1) = (a1®1)[Bo),
B2) = (02®1)[Bo), 1B3) = (o3®1)[Bo)

9.5.32 Codificarea superdensd. Primind un sistem clasic cu doar doua stari posibile,
0 si 1, putem deduce daca starea lui este 0 sau 1, adica obtinem un bit de
informatie. Primind un sistem cuantic cu spatiu Hilbert bidimensional (qubit),
in general, prin masuratori nu putem extrage mai multa informatie decat in
cazul clasic (v. pag. 301-18 si pag. 306-12). In situatii speciale insa, se
poate transmite cu ajutorul unui qubit echivalentul a doi bit;i.

Consideram un sistem cuantic compus din doi qubiti aflat in starea Bell 8
cu qubitii A si B la distanta unul fata de celalalt. Admitem ca Alice are la
dispozitie qubitul A, iar Bob qubitul B si ca Alice doreste sa-i transmita lui
Bob unul dintre mesajele 00, 01, 10 , 11, sau echivalent, mesajul k, unde k
este unul dintre numerele 0, 1, 2, 3. Alice aplica qubitului avut la dispozitie
transformarea oy, si apoi il trimite lui Bob. Avéand la dispozitie ambii qubiti,

Bob masoara observabila
O = 0Bo)(Bo| + 1[B1)(Br| + 2[B2)(Ba| + 3 |B3) (B3]

si obtine rezultatul k. Acest lucru se intampla deoarece in urma transformarii

o aplicate de Alice qubitului A, starea sistemului compus A&B a devenit

(o @ I)|Bo) = |Bk)-
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9.5.33 Oricare ar fi |¢)) = a|0)+3|1) € C?, avem

%éo B) @ o3 [t) = 5= (100) + 1)) @ (a]0)+5]1))
+55 (110) +101)) @ (al1)+6]0))
+5075 (il10) —1[01)) @ (ia[1)~i5]0))
++ﬁ(,00> 11)) @ (|0)— 1))

— 1 (a]000)+a[011)+B/100)+ A[111))
= |¢) @ [Bo).

Relatia obtinuta, referitoare la un sistem compus din trei qubiti, permite

<

transmiterea la distantd a starii necunoscute [1)).

9.5.34 Teleportarea unei stari cuantice necunoscute. Admitem ca Alice si Bob, aflati
la distanta unul fata de celalalt, au la dispozitie cate un qubit al unui sistem
compus din doi qubiti aflat in starea |Bp). Mai admitem c& Alice mai are la
dispozitie un alt qubit aflat in starea necunoscuta [1)) pe care doreste sa o
transfere qubitului aflat la dispozitia lui Bob. Astfel, sistemul compus format

din cei trei qubiti se afla in starea |¥) = |1))®|Bp) care se mai poate scrie
1
W) = 5 (1Bo) ®0ly)) + [Br)@01[1h) + [B2) ®02¢) + [B3) @3]))).

Alice efectueaza asupra sistemului de doi qubiti avut la dispozitie masuratoarea

observabilei
O = 0[Bo)(Bo| + 1 [B1)(B1] + 2 [B2) (B2] + 3 [B3) (B3]
lucru echivalent cu masurarea in cazul sistemului de trei qubiti a observabilei
O®1z = 0[Bo)(Bo|®@12 + 1 [B1)(B1]|®12 + 2 [B2) (Bo| @ L2 + 3 [B3) (B3| @ L.
Rezultatele posibile sunt 0,1,2,3. Rezultatul k se obtine cu probabilitatea

1
p(k) = (¥[(1Br) Br|© )| V) = 7.
iar in cazul obtinerii lui, starea sistemului devine

(1Bx) (Be|@12)[¥)
o) = [Br)@ok[),

adica qubitul aflat la dispozitia lui Bob trece in starea og|t)). Admitem ca

Alice poate sa-1 informeze pe Bob ca a obtinut rezultatul k folosind o cale de
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comunicare clasica. Bob va aplica transformarea oy, qubitului avut la dispozitie

facand ca starea acestuia sa devina

orlv) = ¥).

Starea necunoscuta |1)) a fost astfel teleportata de la Alice la Bob.

9.5.35 Inegalitatea lui Bell. Intr-un laborator C se prepara sisteme formate din cate
doua particule. Dupa prepararea fiecarei perechi, una dintre particule este trimisa
lui Alice si cealaltd lui Bob. Alice are la dispozitie doua dispozitive care-i permit
sa masoare doud marimi fizice Ay si Ag, putand obtine rezultatul a; € {—1,1} si
respectiv ag € {—1,1}. Similar, Bob poate masura marimile fizice By si Bg, putand
obtine rezultatul by € {—1,1} si by € {—1,1}. In cazul fiecirei particule primite
Alice méasoara una dintre marimile Aq, Ao, alesd la intamplare, iar Bob una dintre
marimile By, Bs alesa tot la intamplare. Admitem cd Alice si Bob se afla la distanta
unul fata de celalalt si ca In cazul fiecarei perechi de particule, masuratoarea se
efectueaza simultan astfel ca rezultatele obtinute nu se influenteaza unul pe celalalt.
Mai admitem ca pentru fiecare pereche de particule preparata in laboratorul C,
marimile Ay, As, By, By au valori bine determinate aq, ag, b1, bo € {—1,1}. Dupa
efectuarea unui mare numéar de masuratori, Alice i Bob se Intalnesc si calculeaza
valorile medii E(A1B1), E(A1By), E(A2B;), E(A3B5) ale produselor de marimi
A1Bjy, A1Bg, A9By, ABs. Deoarece ay, as, by, bo € {—1,1}, avem fie (a;+ag)b; =0,

fie (ag—aq)ba=0, si prin urmare

a1by +agby +asby—a1ba= (a1 +az)by + (ag—aq)bs € {—2,2}.

Notand cu p(aq, az, by, be) probabilitatea ca inainte de masuratori sistemul de doua
particule sa fie in starea In care méarimile A;, As, B1, By au valorile a1, ag, b1, by
obtinem pentru valoarea medie E(A; B+ A3By + AaBy— A1By) a marimii Ay B+
Ao B + Ay By — Ay B5 relatiile
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E(A1B1 +AyB1+ A28y —A1B2) = z p(al, a9, by, bz)(albl +agby +agbs —albg)

a1,a2,b1,b2
< > plar,az,bi,b)-2 =2,
a1,az2,b1,b2
E(A1B1+AyB1+A3By—A1By) = Y. plai,ag,bi,b2)aib
a1,a2,b1,b2
+ > plar,az,b1,b2)asby
a1,a2,b1,b2
+ > plai,az,b1,b2)azbs
a1,a2,b1,b2
— >, plar,a2,b1,b2)aiby
a1,a2,b1,b2

= E(AlBl) + E(AQBl) + E(AQBQ) — E(AlBQ),
din care rezulta inegalitatea lui Bell

E(AlBl) + E(AQBl) + E(AQBQ) — E(AlBQ) <2

9.5.36 Daca in experimentul prezentat la pag. 322-35, in laboratorul C se prepara
sisteme compuse din doi qubiti in starea |B2), Alice masoara observabilele

A1 = 03 §i A2:0'1,

si Bob masoara

By = % s By= "3J;1,
atunci conform mecanicii cuantice

(A1B1) = Z5(B2lo3® (—o3 — 01)[B2) = 5,

(A2B1) = 7<f32!01®( o3 —01)|Bg) = %7

(A2B2) = 5 (B2lo1® (03 — 01)[B2) = s,

(A1Bg) = L (Bs|o3® (03 — 01)|B2) = _%_

[\

Se constata ca
(A1B1) + (A9B1) + (A2 Bo) — (A1 By) = 2V2 > 2,
adica, inegalitatea lui Bell este violata. Deoarece relatia

(A1B1) + (A3B1) + (A2 By) — (A1 By) = 2V/2
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este confirmata experimental, trebuie s admitem ca cel putin una dintre
ipotezele, aparent rezonabile, utilizate pentru deducerea inegalitatii lui Bell
nu este satisficuta in cazul sistemelor cuantice. Starile neseparabile ofera
ceva inexistent in fizica clasica. Ele reprezinta o importanta resursa, amplu
exploatata in teoria cuantica a informatiei (v. pag. 320-32, pag. 321-34

si [2, 17, 26]).

9.6 Evolutia in timp a starii unui sistem cuantic

9.6.1 Pentru orice sistem cuantic izolat exista un operator autoadjunct H, numit
hamiltonianul sistemului, astfel incat evolutia in timp a starii sistemului este

descrisa de ecuatia

oy
15—H¢7

numita ecuatia Schrodinger.

9.6.2 Daca H nu depinde de timp, prin calcul direct, se constata ca
(g, 1) = e 0y (g, 1)

verifica ecuatia Schrodinger si deci descrie evolutia starii sistemului in functie

7i(t7t0)H

de starea la momentul ¢3. Operatorul e , humit operator de evolutie,

este un operator unitar

<e—i(t—to)H>+ o—ilt—to)H _ Ji(t—to)H* y~i(t—to)H _ T

9.6.3 Daca g este o functie proprie a hamiltonianului sistemului
Hipo = Ep tho
si daca la momentul ¢y starea sistemului este descrisa de g

(g, t0) = Yo(q),

atunci starea sistemului nu variaza in timp
(g, t) = e T Hapg(g) = e 7100 Fogpg (g)

Functiile proprii ale hamiltonianului descriu star: stationare ale sistemului.
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9.6.4 In cazul unui qubit cu hamiltonianul
H:C—C, H = wop = w(|0)(1] 4+ [1)(0])
si deci, in baza computationald {|0),|1)}, cu matricea
01 0 w
H = W = s
10 w 0

nivelele de energie sunt solutiile ecuatiei

-F w
w —FE 7
adica
EL =+w.
Starile stationare corespunzatoare sunt
=0 s =0 - ).

Utilizand reprezentarea spectrala
H = wl+)(+] —w|=)(-|
obtinem ca

efi(tfto)H — efiw(tfto)‘+><+’ + eiw(tfto)’_><_‘

: 1 . 1
= e iw(t—t0) <1> (1 1)+ gel(t=to) (_1> (1 —1)

_ < cosw(t—tg) —isinw(t—tp) )

—isinw(t—tg) cosw(t—tg)

In reprezentare matriceala, plecand de la forma diagonala

obtinem

1 1 —i(t—to)w 1 1
omit—t)H _ [ V2 V2 ei(t=t0) 0 V2 V2

a1 1 0 eilt—to)w A1 1 >

V2 V2 V2 V2
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adica reobtinem ca

o-ilt—to) _ (€08 w(t—tg) —isinw(t—tg) .
—isinw(t—tg) cosw(t—tg)
9.6.5 Starea la un moment ¢y determina complet evolutia in timp a starii sistemului.

Se admite ca pentru fiecare t € R exista un operator unitar U (¢, tg) astfel incat

¥(g,t) = Ut to) ¥(g, to),
pentru orice evolutie posibila (g, t) a starii sistemului cuantic considerat.

Produsul scalar a doua solutii ale ecuatiei Schrodinger nu variaza in timp

<71Z)1 (q’ t)’ w2(Qa t)> = <¢1 (Qa 750)5 ¢2(Qa 750)>'

Doua stari ortogonale la un moment ¢ty raman ortogonale la orice alt moment.

Impunand ca 1(q,t) sa verifice ecuatia Schrodinger, obtinem ecuatia

i%U(t,to) — HU(tt0). (9.6)

Operatorii de evolutie verifica relatiile
Ult,to) =1 st Ut to) =U(t, t1) Ult, to).

9.6.6 Stim ca orice operator unitar este diagonalizabil si ca valorile lui proprii sunt

A

unimodulare, adica de forma e, cu A€R. Exista o transformare unitara S

astfel Incat

ei)\l 0 .. 0
0 et ... 0
Ul(t,tg) = S* ‘ . . S.
0 0 elAd

Din aceasta relatie rezulta ca
U(t, tg) = eAblo))
unde A(t,ty) este operatorul autoadjunct
M O -0
0 X --- O
At tg) = S* L ]S

0 0 - Mg
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Operatorul unitar U(t, tg) verifica ecuatia (9.6) si conditia U (tg,tp) = I daca

%A(t to) —-H §1 A(to,to) =0.

In cazul in care H nu depinde de timp, reobtinem

Ut ty) = e it

9.6.7 Spatiul starilor unei particule care se misca de-a lungul unei drepte este
o
L*(R) = {\If ‘R—C / |W(q)]*dg < oo }
—0o0

(spatiul Hilbert al functiilor de patrat integrabil), operatorul coordonata este

U—q¥, unde  (q¥)(q) =q¥(q), (9.7)
iar impulsul este descris de operatorul
dw
U — pw, unde pV¥ = —id—. (9.8)
q

9.6.8 Legatura dintre variabilele complementare § si p se poate exprima cu ajutorul
transformarii Fourier

Fv](p) ™M1 (q) dg.

SN

Deoarece in cazul unei functii ¥ € L3(R) avem lim, 1o, ¥(q) = 0, integrand

prin parti, obtinem relatia
dv —1 d\I/
]:{ ldq} \/27rf PG (@) dg

zzﬁﬁmp€WW@qupﬂm@)

care se mai poate scrie
Fp=q¢F
sau

p=Ft§F. (9.9)

9.6.9 In starea cuantica descrisa de functia normata ¥, numarul

b
/ W (q)|2 dg

reprezinta probabilitatea de a gasi particula in intervalul [a, b],

/ F W) dp
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probabilitatea ca impulsul particulei sa apartina intervalului [a, b], iar

(@) =(¥,q¥) si (P =(¥,pV¥)

reprezinta valorile medii ale coordonatei si impulsului in starea W.

9.6.10 Descrierea evolutiei in timp a starii sistemului se reduce la gasirea hamilto-

nianului H si rezolvarea ecuatiei Schrodinger. In general, H este de forma
-2 2
D 1 d

H=_—+V(t)= “omdg? +V(g,t)

2m

unde m este masa particulei iar V(q,t) este energia potentiala.

Ecuatia Schrodinger este o ecuatie diferentiala de ordinul al doilea
ov 1 9*v
i—=———— t)w.

Yot 2m dg? +Vigt)

In cazul in care H nu depinde de timp, starile stationare
U(g,t) = e W, (q)
corespund functiilor proprii ale hamiltonianului
1 9%y,
2m 0q?

iar evolutia In timp a starii sistemului este descrisa de functia
o

U(q,t) = Z cne B, (g)

n=0

cu coeficientii ¢, determinati de conditia ca ¥(q,t) sa coincida cu o stare

data, la un moment fixat.

9.6.11 O versiune foarte simplificata a sistemului cuantic prezentat se obtine admitand
ca pentru particula considerata numarul de pozitii care se pot distinge este
finit. Admitem ca numarul pozitiilor ce pot fi distinse, d=2s+1, este impar
si utilizam inelul Zy=7/dZ al intregilor modulo d ca model matematic
pentru descrierea lor. Alegand {—s, —s+1,...,s—1, s} ca o multime de
reprezentanti ‘standard’ pentru elementele lui Z,4, starile sistemului cuantic

considerat sunt descrise de spatiul de functii
(A(Zq) = {0 : {—5,—s+1,...,5—1,5} — C | ¢ este functie },

care considerat iImpreuna cu produsul scalar
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9.6.12

9.6.13

(P1,4b9) = Z P1(n)

n=-—s
este un spatiu Hilbert d-dimensional, izomorf cu spatiul Hilbert standard C¢.

Spunem despre o functie ¥ € £2(Z4) ca este normati daci

[l = V(¥ ¥) =

Oricarei functii 1 neidentic nule i corespunde functia normata

||¢||
Asociem coordonatei operatorul (a se vedea (9.7))
Q : 2(Za) — *(Za), (Q¥)(n) = ny(n),
iar impulsului operatorul (a se vedea (9.9))
P:03(Zq) — (*(Zy), P =F'QF = F*QF,

unde F' este transformarea Fourier finita

C(Za) — C(Za) s = Flyl,  F[Yl(k)= % n_i e~ R (),

cu inversa

(L) — C(Zg) s = F*),  F*[Y)(k)= % nzs_jse%”ik"wm)-

In cazul unei stiri normate 1 € £2 (Z4g), avem

lv)(n)|> = probabilitatea ca particula si se afle in punctul n

si
|F[)](k)|? = probabilitatea ca particula si aiba impulsul .
Numarul
(@) = (v, Qy) = Z p(n = > )

reprezinta valoarea medie a coordonatei, iar
S

(P)= (0, Py)= (v, F*QF ) =(F[], QF[Y])= > n|F](n)]

n=-—s

valoarea medie a impulsului in starea [¢).
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9.6.14 Pentru fiecare me {—s,—s+1,...,s—1, s}, functia

{1 daca n=m,

m:{—s,—s+1,....,s—1,s} — C, (1) =
Ymi{=s, =8+ ° s} Ym(n) 0 daca n#m

este functie proprie a operatorului coordonata @)
QVm = mm,
iar functia ¢, = F~[ih,,], adic

Um:{—5,—5+1,..,5—1,5} — C, Q,Z)m(k‘):ﬁeTm

este functie proprie a operatorului impuls P

Py, = F'QF F Y] = m F 7 Y] = mibn,.

9.6.15 In starea ¥y, particula se afla in punctul m

IMA@FZ{

dar impulsul ei este complet nedeterminat

1 daca n=m,

0 dacd n#m,

2
1
= Vne{-s,—s+1,...,s—1,s}.

|F[¢m]<n>|2=\%e%“m"

Similar, in starea 1, impulsul are valoarea m

1 daca n=m,

0 dacd n#m,

F L) (0)]2 = [t () ? = {

dar pozitia particulei este complet nedeterminata

=, Vne{—s,—s+1,...,s—1,s}.

9.6.16 Scriind |n) in loc de 9, si |7) in loc de 1), avem

S

Q=3 nlyn|,  F=L 3 ¢ g)n|,

n=-—s \/anzfs
S S .
P=Y i@,  Fr=2 % et k)]
n=-—s n=-—s

Sistemele de functii proprii {|n)} si {|7)} ale lui @ si P
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Q[n) = nln), Pln) = n|n)

sunt baze ortonormate in ¢*(Z,)

S ynl=1 s <mm>:{1 dacan=m,

n=-—s

S @l =T s <mm>:{1 e e

n—=——s

Deoarece
(AlY) = (F*[Yn], ¥) = (¥, F[Y]) = (n|F[4]),

orice element |¢) € ?(Zy) se poate scrie sub forma
)= > Im)nle) = > w(n)|n),

unde functia
Yi{=s,—s+1,...,s-1,5s} —C,  ¥(n)=(ny)

este [¢) in reprezentarea coordonatelor si sub forma
S

W)=Y [a)al) = Y Fln)|n),

n—=—s n—=—s

unde functia
Fl]:{-s,—s+1,...,s—1,s} — C, F[y](n) = (n|y)

este [¢) in reprezentarea impulsurilor.

H: 2(Zg) —> 2(Zy), H= 2ip2 + Beos(wt) Q,
i

poate fi analizata rezolvand ecuatia Schrédinger

oG
IW_H\II

cu ajutorul programului MATHEMATICA. In Fig. 9.2, 9.3, 94
prezentam evolutia in timp a distributiei de probabilitate |¥(n,t)

privind localizarea particulei in cazul in care la momentul ¢ =0,

9.6.17 Evolutia in timp a starii sistemului cu hamiltonianul dependent de timp

2

331
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¥(n, 0) 1 daca n=-3,
n? = v
0 daca n#-3,

adicd particula se afli in punctul n = —3. In partea de jos a Fig. 9.2, 9.3, 94
prezentam evolutia distributiei de probabilitate |F[¥](k,t)|? referitoare
la impulsul particulei. Se observa ca la momentul ¢=0 impulsul este complet

nedeterminat, toate valorile posibile fiind egal probabile.

[%¥(n, 0)2
. 1.0+

08 -
06+

time=0

02-

IF)Kk, 07

0.04 ¢
0.03F
0.02F
0.01¢

-10 -5 5 10

Figura 9.2: Distributia de probabilitate privind pozitia particulei si distributia de
probabilitate privind impulsul particulei la momentul ¢ = 0.

9.6.18 MATHEMATICA: Programul utilizat pentru a obtine Fig. 9.2, 9.3, 9.4

time = 0; mu = 100; beta = 2; omega = 7; d = 21; s = (d - 1)/2
Tn_, m_] := N[(1/d ) Sum[k Exp[2 Pi I (n - m) k/d], {k, 1, d}]1]
Hln_, m_, t_] := (1/(2 mu)) Sum[ T[n, k] T[k, ml, {k, 1, 4d}] +
beta n Cos[omega t] DiscreteDeltal[n - m]
eqns = {Table[psi[n]’[t] == Sum[- I H[n, m, t] psil(m][t],
{m, 1, d}1, {n, 1, d}], psil[8][0] == 1, Tablel[psiln][0] == O,
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1(n, 1)
06}
osf
04F
tinme=1 [
03f
02}
01f
4 (] hd T 4 4 n
-10 -5 5 10
IFp)k, DI
0.25]
020}
015}
time=1
010}
005|
L L L L L L L It It ? It It L L L L L L L L k
-10 -5 5 10

Figura 9.3: Distributia de probabilitate privind pozitia particulei si distributia de
probabilitate privind impulsul particulei la momentul ¢ = 1.

{n, 1, 7}], Table[psiln] [0] == O, {n, 9, d}1}

ndsolve = NDSolvel[eqns, Table[psil[n], {n, d}], {t, 10}]

Psi = Normalize[Table[Evaluate[Abs[psi[n] [time]] /. ndsolve]l [[1]], {n, 1, d}]]
ListPlot[Table[{n - s - 1, Psi[[n]]1"2}, {n, 1, d}] ,
Filling -> Axis, AxesOrigin -> {0, 0}, PlotRange -> All,
PlotLegends -> Placed["time=0", {0.25, 0.5}],
AxesLabel -> {n, Abs[\[CapitalPsi] [n, 0]]°2}]

FPsilk_] := N[(1/Sqrt[d]) Sum[Exp[2 Pi I k n/d] Psil[nl], {n, 1, d}]]
ListPlot[Table[{n - s - 1, Abs[FPsi[n]]"2}, {n, 1, d}] ,
Filling -> Axis, AxesOrigin -> {0, 0}, PlotRange -> All,
PlotLegends -> Placed["time=0", {0.25, 0.5}], AspectRatio -> 0.2,
AxesLabel -> {k, Abs[F[\[CapitalPsi]] [k, 0]1]1°2}]



334 Elemente de Algebra Liniara

1%(n, 5)I?

04

tinme=5

0.1

IFp)k, 5)
04 :
0.3 :
time=5

02

01

\““;»‘..7.‘$‘TT“‘\|(
-10 -5 5 10

Figura 9.4: Distributia de probabilitate privind pozitia particulei si distributia de
probabilitate privind impulsul particulei la momentul ¢t = 5.

9.6.19 Multimea {—s,—s+1,...,s—1, s} este spatiul configuratiilor sistemului iar
{=s,—s+1,....,5—1,8} x{—s,—s+1,....,5—1,s}
poate fi privita ca fiind spatiul fazelor. Functia Wigner discretd
W:{-s,—s+1,...,5—1,8} x{—s,—s+1,....5—1,s} — C,

definita prin
1 u i —_—
Wnm) == 3" @™ gn — k) p(n+ k),
k=—s

poate fi utilizata in locul functiei de unda
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Y :{—s,—s+1,...,s—1,s} — C.

Descrierea alternativa bazata pe utilizarea functiei Wigner ofera anumite
avantaje atat in efectuarea unor calcule cat si in interpretarea formalismului

matematic.

9.7 Versiuni finit-dimensionale ale oscilatorului armonic

9.7.1 Utilizand relatia (9.9), adica p = F~! ¢ F, hamiltonianul oscilatorului armonic
1 1., 1d2 1,

H=_-#/4+42=_-"__4=
SLAREbY 2dg2 24

se mai poate scrie sub forma

H=ir"12F+1* sau H=3ip>+Lirp’F L
9.7.2 Operatorul
1

Hi : 13(Zg) — 3(Zy), H, = §F_1Q2F + %QQ,

unde () este operatorul coordonata
Q) (n) = nip(n),

si F' este transformarea Fourier finita
S

Flul(h)=—= 37 e T (),

este hamiltonianul unei versiuni finit-dimensionale a oscilatorului armonic.

n=-—s
El este Fourier invariant, adica verifica relata F'H; = H1F echivalenta cu
F'H\F = H;.

9.7.3 Operatorul cu diferente finite
PLR(Z) —(Za),  (PR)(n)=—[p(n+1) - 20(n) + b(n—1)

. . . o - A 2,
este o versiune fint-dimensionald a operatorului diferential p? = —f—qg, iar
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1 1
Hy : (2(Zg) — 12(Zy), Hy = 5P2 + §FP2F_1,

este hamiltonianul unui oscilator finit, Fourier invariant si cu valori proprii

nedegenerate. Din relatia
Hyp =Xy = Hy(Fy) = F(Hay) = A(F))

rezulta ca functiile proprii ale lui Hy sunt in acelasi timp functii proprii ale
lui F'. Functiile proprii normate hq, hi, ..., hos ale lui Ho, considerate in
ordinea crescatoare a numarului alternantelor de semn, se numesc functii

Harper. Ele formeaza o bazi ortonormata in £2(Zg) si are loc relatia
2s
F= Z(_i)n ) (Pun|
n=0

utilizata pentru a defini transformarea Fourier fractionard
2s

Fo = 3 (0 ) (.

n=0
9.7.4 Daca « se afla Intr-o vecinatate suficient de mica a lui 1, atunci operatorii
1 1 1 1
Hio=-F°%QF*+-Q®> si Hyon=-P*+_-F*P*F©
’ 2 2 ’ 2 2
reprezinta versiuni deformate ale oscilatorilor Hy si Ho.

9.7.5 Utilizand starile coerente standard (v. pag. 123-10), hamiltonianul oscilato-

rului armonic se poate scrie sub forma [14]
1 1 p2 q2
H=—>+— [[dgdp(E+L
2+2ﬂ// q p<2+2 |4, p)(¢ |
R2

Deoarece frame-urile {|o, 8)};, 5, si {|a, B)}5, 5= reprezinta versiuni fi-
nite

ale sistemului de stari coerente standard, operatorii (v. pag. 182-10)

Hy=-1+1 © ($+5)]a8) a8,

0476:_8
S 2
Hy=-1+1 [; <%2+%> |, B) (v, ]

sunt hamiltonienii unor versiuni finite ale oscilatorului armonic.
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9.7.6 Cand dimensiunea d=2s+1 creste, valorile proprii ale operatorilor Hy, Hs,
Hs, H; au tendinta de a deveni echidistante (v. Fig. 9.5), iar functiile proprii

de a semana cu functiile proprii Hermite-Gauss ale oscilatorului armonic H.

25

20

15

10

Hs H

Figura 9.5: Valorile proprii ale operatorului Hs (in cazul d=21) si ale lui H.
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