Probleme

Spatii normate. Spatii metrice. Spatii cu produs scalar
1) Fie X = C2 (cu K = C). Aratati ca aplicatia (-,-) : X x X — C definita prin

2
=D 2l
i=1
este un produs scalar pe X.

2) FieC={f:]0,1] - R| f continuape[0,1]}. Aratati ca aplicatia (-,-) : C x C — R data de

(f.9) = [ Fw)g(@) do
0

este un produs scalar.

3) Fie X = R?. Urmatoarele aplicatii sunt norme pe X:

a) |zl = lez!

b) llz = lez

0 llalloo = mass [z,

4) Aratati ca in R?
ely & llo+yl* = llz]* + lly)*.

5) Fie X = R2. Aratati ca urmatoarele aplicatii sunt distante pe X:

2
a) d(x,y) = (Z(xz —yi)2)1/2, b) di(z,y) Z|$z Yil, doo(z,y) = max |z; — yil.

P 1<i<2
6) Fie a,b € R,a < b. Definim

C([a,b]) ={f : [a,b] = R| f continua pe [a, b]}.



2
Aplicatia d : C([a,b]) x C([a,b]) — R4, definita prin

d(f,g9) = max |f(z) — g(=)l,

z€[a,b]
este distanta pe C([a, b]).

7) Aplicatia
b

d(t.9) = [ 11(x) - g(w)] do

a

este metrica pe C([a, b]).
8) Fie (X, d) spatiu metric si fie dj : X x X — R4 definita prin
di(z,y) = In(1 4+ d(z,y)), Vz,y € X.
Aratati ca dy este o noua metrica pe X.

9) Aratati ca
dl(ajvy): |J,‘—y|

z y
do(z,y) = ———F—
sunt distante pe R.

10) Fie X un spatiu pre-Hilbertian real. Aratati ca

Iz +yll = llzll + [yl < (=, y) = |zl - |ly]]-
Serii

1) Studiati convergenta urmatoarelor serii:

a” a” 1
a) —, a>0; b) —, a,b>0; c) ;
L L 2 Ty
n! . anm 2"
d) Z—n, e) Z(?—I—smn) (1—7) .
n>1 M n>1 n
2) Calculati suma seriilor:
1 1 (n+ 1)
) 5 1
2) gn(rﬂ 1) nz>:l n(n+1)(n+2) °) T; nn(n+2)



3) Studiati natura seriilor:

) b 3 VRELoVE

n ;
n>0 3"+n n>1 n

4) Studiati natura seriilor:

1 1 sinn
a) Z sin —; b) Z ; c) Z .
=i n =2 nlnn =i n
5) Studiati natura seriilor:
(—1)" |
a ; b ;
);(3714-1)2 )n;nJr\/m

n!
c) ;a(a+l)"'(a+n)’ a > 0.

6) Studiati natura seriilor:

a) Z\/n+2—2\/n—2; b) Z(Cm-i-b)’ ab.c.d>0;

n>2 n n>1

c) Z( (n+1)(n+a)—n)", a>0.

n>1

Limite
. . Ty
1) Aratat t 1 .
) Aratati ca ﬂ(w,yg%om x2 + 52
2) Aratatica 3 lim it = 0.

(@9)—(0,0) /22 + 42

r—y . . . .
” dar 3 lim (lim f(x,y)) # lim(lim f(z, y)).

3) Aratatica # lim
(z,9)—(0,0) T +

1 1
4) Aratatica 3 lim (2 + y)sin —sin —, dar nu avem limite iterate.
(z,y)—(0,0) r oy

1
rsin—+y
x

5) Aratatica 3 lim
(zy)—(00)  T+Y

6) Calculati limitele dupa directia @ = (u1,uz) # 6), in punctul (0,0), pentru

LY

flz,y) = R




7) Calculati limitele dupa directia @ = (uq, uz) # T in (0,0) pentru f(z,y) =

8) Aratatica 3 lim (2% + y?)sin

(@,9)—(0,0) z? +y?

+ty

9) Fie

acs.in1 + ysinl, (x,y) # (0,0),

flz,y) = Y !
0, (x,y)=1(0,0).

Aratatica 3 lim  f(x,y), dar 3 limitele iterate.
(z,y)—(0,0)

10) Fie
x? — % + 22

2 .92 2 (.ﬁU,y,Z) 7& (07070))
f(xvyuz): o +y tz

0, (z,9,2) = (0,0,0).

Aratati ca 3 lim T,Y,%2).
(:v,y,z)—)(0,0,0)f( 4 )

11) Fie f:R?\ {(0,0)} — R, data de
222

To) = e

Aratatica 3 lim  f(z,y), dar 3 limitele iterate.
(2,y)=+(0,0)

12) Calculati limita in punctul (7/4,1) in directia @ = (v/2/2,v/2/2) pentru

x
f(z,y) = (x® + zcosy,In sin = ).
(2,) = ( m

13) Fie
1 — cos(z? + 9
SE), @) £ 0.0)
fla,y) =
0, (z,9)=(0,0).
Studiati existenta limitei dupa directie in (0, 0).
Continuitate

1) Studiati continuitatea functiei:

Ty
R ($’y) 75 (070),
fag) =4 T Y

0, (z,y)=1(0,0).

£U2y

2+ 92



2) Studiati continuitatea functiei:

-y (,y) # (0,0),

0, (z,y)=1(0,0).

f(z,y) =

3) Studiati continuitatea functiei:

2 2\ o 1 0.0
(z° +y )blnm, (z,y) # (0,0),
f(l‘, y) =

0, (x,y)=1(0,0).

4) Studiati continuitatea functiei:
Ty
m7 (z,y) # (0,0),
fzy) =
0, (z,9) = (0,0).

5) Studiati continuitatea functiei:

6) Fie
1 — cos(x® + y?)

flz,y) = vy
0, (z,y)=(0,0).

Studiati continuitatea si continuitatea dupa directie in punctul (0,0).

, (z,y) #(0,0),

Derivabilitate I
1) Fie f:R? — R definita prin
flzy) =In(1+ 2% +¢?).

0% f
0xdy
2) Fie f:R? — R definita prin

Calculati gi(l, 1) si

(1,1).

fl@y) = o2 + 3.

Aratati ca f nu este derivabila in (0,0).



3) Studiati derivabilitatea functiei:

Ly
o (@) #(0.0)

fz,y)

0, (z,y)=1(0,0).
4) Studiati derivabilitatea functiei:

Ty
——=  (z,y) #(0,0),
fz,y) = Ty

0, (z,y)=(0,0).
5) Studiati derivabilitatea functiei:
(2% + y?) sin !
2

——»  (z,y) #(0,0),
fla,y) = v

0, (z,y)=(0,0).

6) Studiati derivabilitatea functiei:

I‘2y

foy) PN (z,y) # (0,0),
z,y

0, (z,y)=1(0,0).

7) Calculati diferentialele de ordinul I si IT pentru functia f : R? = R, f(z,y) = ety
8)

Calculati diferentialele de ordinul I si IT pentru functia f : R? = R, f(z,y) = In(1+22+52),
in punctul (1,1).
9) Calculati diferentialele de ordinul I si II pentru functia F(z,y) = (22 + y?)u(z + y), unde
u € C2

10) Fie F(x,y) = zyu(z + v, zy), unde v € C?. Calculati dF si d*F.
11) Aratati ca functia

2(z,y) = f(z + ¢(y)),

unde f, ¢ € C?, satisface ecuatia:

Ox 0xdy Oy Ox2’

Operatori diferentiali

1) Fie ¥ = (vyz,x +y + 2, 2y%23). Calculati div® si rot ¥.
2) Fie o(z,y, z) = 2y?23. Calculati grad ¢.



3) div(grad p) = Ay, Vp e C?
4) rot(grad p) =0, Vp € C2
5) div (rot T)=0, VU €C%

)

? 7
6 gradf ——, grad Inr = — V?#ﬁ, 7 = (z,y,2) €ER®, r=|7|
T

r2’
Formula lui Taylor

1) Scrieti formula lui Taylor de ordinul 2 in jurul punctului (zg,y0) = (0,0) pentru functia
f(x,y) = e"siny.

2) Scrieti formula lui Taylor de ordinul 2 in jurul punctului (xg,yo) = (0, g) pentru functia
f(z,y) = e"siny.

3) Scrieti formula lui Taylor de ordinul 2 in jurul punctului (zg,yo) = (0, g) pentru functia

f(z,y) = cosx cosy.

4) Scrieti formula lui Taylor de ordinul 2 in jurul punctului (zg,yo) = (1,1) pentru functia

flz,y) =vy"

Extreme locale

Gasiti extremele locale pentru urmatoarele functii:

1) f:R2 =R, f(z,y) = 2° + 3wy — 152 — 12y.

2) f:RP =R, f(o,y,2) =22 +y%+ 22 +42 + 2y — 8z2.

3) f:(0,00) x (0,00) = R, f(m,y):xy—ki-i-;—?;.

Serii de puteri

Calculati raza de convergenta si multimea de convergenta pentru seriile:

" "
n>0 TV n>1 "1 n>0
z" z™
4 —. 5 —_—
) n>1 N2 ) n>1 12"
—5)n
6 G
) n;( ) o
x—1)%"
7y @ U™

n>1 n 9"



