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Introducere

Analiza complexa, spatiile Hilbert, transformarea Fourier, ecuatiile diferentiale,
polinoamele ortogonale si functiile speciale sunt elemente de baza ale aparatului

matematic utilizat in mecanica cuantica si fizica matematica.

Prezenta lucrare 1gi propune sa ofere un acces cat mai facil la anumite notiuni
matematice si In acelasi timp, o familiarizare cu unele elemente ale formalismului
matematic utilizat in descrierea sistemelor cuantice. Paragrafele continand subiecte

mai avansate sunt marcate cu *.

In partea a doua a lucrarii, aflata In pregatire, se vor prezenta notiuni si rezultate
din geometria diferentiala, teoria grupurilor si a algebrelor Lie, teoria operatorilor

si referitoare la ecuatiile cu derivate partiale.

Cartea se bazeaza pe cursurile predate de primul autor la Facultate de Fizica,
Universitatea din Bucuresti. Notiunile si rezultatele teoretice au fost amplu ilustrate
de al doilea autor prin inserarea unor exercitii si a unor aplicatii bazate pe programul
MATHEMATICA.
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Capitolul 1

Elemente de analiza complexa

1.1 Numere complexe

1.1.1 Multimea numerelor complexe
C=R+Ri={z=z+vyi|z,yeR }.
considerata impreuna cu operatiile de adunare
(z+yi)+ (@ +yi)=(@+2)+ (y+ )i
si de Inmultire cu un numar real
alr +yi) = ax + ayi

este spatiu vectorial real de dimensiune 2. Scrierea unui numér complex sub forma

z = x + yi reprezinta dezvoltarea lui in raport cu baza {1, i}. Aplicatia
R — C: (z,y) — z +yi
este un izomorfism care permite identificarea celor doua spatii vectoriale gi conduce

la o reprezentare geometrica naturald a numerelor complexe in plan (planul complez).

1.1.2 Relatia i = —1 permite definirea unei operatii suplimentare pe C
(z +yi)(@' +y1) = (22" —yy) + (zy + y2')i.
numita inmulfirea numerelor complexe. Multimea C considerata impreuna

cu operatiile de adunare si inmultire a numerelor complexe este corp

comutativ. In particular, fiecare numar complex nenul admite un invers

9



10 Complemente de Matematica

(@ + i)_l— I z—y T Y .
Yy _$+yi_$2+y2_$2+y2 ;U2_|_y2‘

Jmz z
2
SRe 2
iz

Figura 1.1: Conjugatul unui numar complex

1.1.3 Definitie. Fie z =z + yi un numar complex.
Numarul RRe z = x se numeste partea reald a lui z.
Numarul Jm z = y se numeste partea imaginara a lui z.
Numarul Z = z — yi se numeste conjugatul lui z.

Numarul |z| = /22 + y? se numeste modulul lui z.

1.1.4 MATHEMATICA Relx+y I], Im[x+y I], Abs[x+y I], Conjugate[x+y I]
In[1]:=I

—  Out[l]=1i In[5]:=Re[3+4 I] —  Out[5]=3
In[2]:=Sqrt[-4] = Out[2]=2i In[6]:=Im[3+4 I] —  Out[6]=4
In[3]:=(3+2 I)~2 > Out[3]=5+12i In[7]:=Abs[3+4 I] > Out[7]=5
In[4]:=(3+2 I)/(5-1) > Out[4]=3+1 In[8] :=Conjugate[3+4 I] +> Out[8]=3—4i

1.1.5 Propozitie. Relatiile

21T 29=21%t 2 2122 = 21 22 (Z”) = (5)”
2] = |z| 2]* = 2 2 (2) ==z
Rez = # Jmz = 22_15 z=Rez+iTmz.

au loc oricare ar fi numerele complexe z1, zo §i z.

Demonstratie. Relatiile rezulta direct din definitie (pag. 10-3).

1.1.6 Oricare ar fi ¢ si ¥ avem
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(cos +isinp)(cos +isine) = (cos p cos ) — sin psin )

+i(cos psin 4 sin p cos ) = cos(p+1)) + isin(p+1)).
Utilizand notatia lui Euler

t — cost+isint

ol
relatia anterioara devine

el ol¥ — (P t¥)
1.1.7 Pentru orice numéar nenul z=x+yi exista arg z € (—, 7] incét

2 = |z|(cos(arg z) + isin(arg 2)) = |z| ol argz

arg z

Figura 1.2: Modulul si argumentul unui numéar complex

Numarul arg z, numit argumentul principal al lui z=x+yi, este
arctg 2 daca x>0

7+ arctg ¥ daca x <0, y>0

argz = ¢ —m+arctg? daca x <0, y<O0

TR

daca z=0, y>0

B

daca =0, y<O0.

1.1.8 MATHEMATICA Arglx+y I], N[Arglx+y I]]
In[1] :=Arg[-1] —  Out[l]=n In[3] :=Arg[2+3 I] > Out[3]=ArcTan[%]
In[2]:=Arg[I"15] > Out]2]=—3% In[4]:=N[Arg[2+3 11,91 > Out[4]=0.982793723

1.1.9 Functia
arg : C* — (—m, 7]
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este discontinua pe semidreapta numerelor reale negative
(—00,0) ={ z| Rez<0, Imz=0}
deoarece pentru z € (—oo,0) avem

lim arg(x +yi) = —7 i lim arg(x + yi) = 7.
li g(z +yi) $ lim g(r +yi)

I ez

Figura 1.3: Relatia Intre |z|, |Re z| si |[Im 2.

1.1.10 Propozitie. Oricare ar fi numarul complex z = x 4+ yi avem
|| .
< |lz4yil < 2|+ [yl
|
adica
|Re 2|
< 2] < e | + [Im 2]
|Jm z|

Demonstratie. Avem

oyl =i 2 ViR = ol eyl = a2 gt 2 i =y
iar relatia
Va2 +y? < x|+ yl

este echivalenta cu relatia evident adevarata

o® +y* < (l2] + ).

1.1.11 Propozitie. Aplicatia modul | | : C — R

2l = fo il = yfa? + 2

este o norma pe spatiul vectorial real C, iar d: C x C — R

d(z1,22) = |21 — 22| = \/(331 —2)? + (Y1 — y2)?

este distanta asociata.
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Demonstratie. Oricare ar fi numarul complex z = x + yi avem

2l =/2? +y*> =0

si

Daca « este numar real atunci

jaz| = |(az) + (ay)i] = \/(az)? + (ay)? = /a2 (22 + y?) = |a] |2].
Oricare ar fi numerele z; = x1 4+ y11 si 29 = x93 + yoi avem relatia

|21 + 22| = (21 + 22)(Z1 + 22) = |21]® + |22|? + 21 22 + 21 20

= |Zl|2 + |Z2|2 + 2%Re (21 22) < |Z1|2 + |ZQ|2 + 2|Sﬁe (21 52)|

<z f? + [22] + 2|21 22| = (J21] + |22])?

din care rezulta ca

|21 + 22| < |z1| + |22]-

1.1.12 Daci consideram R? inzestrat cu norma uzuald

|| :R> — R, (@, )] = /22 + y?
[z, )l = /22 + 32 = |z + yi|

ceea ce arata ca aplicatia liniara

atunci

R — C: (z,y) —z+yi

este un izomorfism de spatii vectoriale normate care permite identificarea spatiilor
normate (R2, || ||) si (C,]||). Daci se are in vedere doar structura de spatiu vectorial

normat, spatiile (R?,|| ||) si (C,]| |) diferd doar prin notatiile utilizate. Distanta

d(z1,22) = |21 — 22| = \/(331 —12)% + (Y1 — y2)?

dintre doua numere z1 =x1+y11 $i 29 =x2+yo1 In planul complex corespunde distantei

dintre punctele corespunzatoare din planul euclidian (a se vedea Fig. 1.4 )

d((@1,91), (22,92)) = /(21 — 22)2 + (51 — 92)?
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L1 L2
Figura 1.4: Distanta dintre doua puncte

1.1.13 In planul complex:

|21 — 29| = distanta intre z; §i zs.
|z| = |z — 0] = distanta intre z si origine.
Fie a € C fixat gi r > 0. Multimea
By(a) ={z| |z—al<r}

se numeste discul (deschis) de centru a si raza r (a se vedea Fig. 1.5 ).

B,(a)

Figura 1.5: Discul de centru «a si raza r

1.1.14 Definitie. Spunem ca o multime M CC este marginita daca
exista a € C si r>0 astfel incat M C By(a).

1.1.15 Exercitiu. Multimea M este marginita daca si numai daca exista >0

astfel incat |z| <r, oricare ar i z € M.

1.1.16 Definitie. O multime D CC este numitd mulfime deschisd daca oricare ar
fi a€ D exista r>0 astfel incat B,(a) C D. Spunem ca despre o

multime F' CC ca este inchisa daca multimea C—F este deschisa.
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ﬁv\&w
N

Figura 1.6: Multime marginita.

@ Br(a) D

Figura 1.7: Multime deschisa.

1.1.17 Exemple.
a) Discul B;(0) este multime deschisa.
b) Semiplanul { z | Jm 2>0 } este multime deschisa.
¢) Orice multime finitda F' CC este o multime inchisa.
d) Semiplanul { z | e 2>0 } este multime inchisa.
1.1.18 Definitie. O multime K CC este numitd mulfime compactd
daca este inchisa gi marginita.

1.1.19 Exercitiu. Sa se arate ca relatiile

a) |z 2] = |21 22|
b) |zl = |22l | < 21 — 22
c) ’214-22’24-’21—22‘2:2‘21‘24-2‘22’2

au loc oricare ar fi numerele complexe 21 si 25.

Rezolvare. a) Avem

(z129 — Y19y2)* + (z1y2 + 2211)? = (2] + y]) (23 + v3).

15
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b) Din
’21’ = ‘21 — 29 —l—Zz’ < ’21 — 2’2’ + ’22‘, ‘2’2’ = ’22 — 21+ 21‘ < ‘22 — 21‘ + ‘2’1’
rezulta relatia
—|z1 — 22| < 21| — 22| < |21 — 22|
echivalenta cu
[21] = [22] | < [21 — 22
¢) Prin calcul direct obtinem

’21 + 2’2’2 + ‘21 — 22‘2 = (2’1 + 22)(21 + 52) + (2’1 — 22)(21 — 52) =2 ’21’2 + 2 ’22‘2.

1.2 Siruri de numere complexe

1.2.1 Definitie. Spunem ca sirul (2,,)n>0 este convergent la a si scriem

lim z, = a

n—oo
daca
Jim |zn, —a| = 0.
1.2.2 Din relatia
[#n —af . .
< (@ +ynl) = (o + Bi)| < |zn — af + |yn — B
Y — B

rezulta ca
lim,, o0 Tp, = @
lim (z, +ypl) =a+pi <=
noee limy, 00 yn = 5.

adica girul de numere complexe (zy,)n>0 este convergent daca si numai daca

sirurile de numere reale (Re 2y, )p>0 si (Im 25, )n>0 sunt convergente si
lim z, = lim Rez, +1i lim TJmz,.

1.2.3 Exemplu.

. n . 1\" . n . 1\" .
lim +i(l14+ — = lim 4+ilim (1+4—)] =1+ei
n—oo \n + 1 n n—oon + 1 n—00 n
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1.2.4 MATHEMATICA: Lim[z[n],n->Infinity]
In[1] :=Lim[n/(n+1) ,n->Infinity] = Out[l]=1
In[2] :=Lim[(1+1/n) "n,n->Infinity] = Out[2]=e
In[3]:=Lim[n/(n+1)+I (1+1/n) n,n->Infinity] +> Out[3]=1+1ie

Figura 1.8: Sir marginit convergent.

1.2.5 Definitie. Un sir (z,)n>0 este marginit daca exista r >0 astfel incat

|zn| <, oricare ar fi n > 0.

1.2.6 Din relatia

< |$n + yn1| < |$n| + |yn|

Y]
rezulta ca sirul de numere complexe (2, ),>0 este marginit daca si numai daca

sirurile de numere reale (Re 2,,)p>0 s (Im 2y, )p>0 sunt marginite.

1.2.7 Exercitiu. Sa se arate ca

a) |z] < 1 = lim 2" =0
n—o0
o~ 1
b) ¢ <1 = =1
n=0
c) |z] <1 =  =l+z+224284

Rezolvare. Avem
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lim |2" — 0| = lim |2|" =0
n—oo n—oo

00 k kil
S 2= lim Y 2" = lim 1=2 :—11
n=0

k—00 n,—0 kooo 172 -z
4= }Oo: M=14z2+224+23+- -
1—2 0 -
n=

|z|>1

Figura 1.9: Multimea numerelor z cu proprietatea |z| < 1.

1.2.8 Definitie. Spunem ca sirul de numere complexe (zy,),>0 are limita infinita
lim z, = c©
n—oo

daca

Jim |2n| = o0.

1.2.9 Daca |z| > 1 atunci lim 2" = oo.
n—oo

1.3 Functii complexe de variabila complexa

1.3.1 Prin functie complexa se intelege orice functie cu valori complexe.

1.3.2 Definitie. Spunem ca functia reala de variabila reala
f:(a,b) —R

este derivabild in punctul zg € (a, b) daca exista si este finita limita
f(z) = f(=o)

ToT0 T — X
numita derivata functiei f in punctul zg.
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1.3.3 Derivatele unor functii reale de variabila reala

‘ Functia ‘ Derivata ‘ Domeniul ‘ Conditii ‘
f:R—R flz)=c f’() R
ffR—R flx)=2a" (w)—nw" ! R neN*
f:(0,00) — R flx) =a“ f'(x) = az®t (0, 00) a€R
fR* — R f(x):% fl(x) = —;1; R*
f:0,00) — R f(z) =z f'(fU)Zﬁ (0, 00)
f:[0,00) — R flz) = Yz f(x)= 7\771 (0, 0) n € 2N*
fiR—R flz) = Yz f(x)= \/171 R* nE2N+1
f:(0,00) — R f(z)=Inzx fl(x) = % (0, 00)
fiR—R f(z)=a” f(x)=a"In R 0<a#l
fR—R flx)=¢e" fl(x)=e" R
f'R—R f(z)=sinx f'(z) =cosz R
f'R—R f(z)=cosx f(x)= —smx R
[R—(5+Zr)=R  flx)=tgz | f(2) == |R—(5+%n)
[ R—Zmr—R f(z)=ctgx f'(@) = — == R—Zm
f:-1,1] —R f(z)=arcsinz | f'(z) = 11—ac2 (-1,1)
f:-1,1 —R f(z)=arccosz | f'(z) = —\/% (-1,1)
fR—R f(z)=arctgx f/(w):_m% R
f'R—R f(z)=arcctgzx | f'(z)=— 1%2 R
f'R—R f(z)=shx f(z)=cha R
f'R—R f(z)=chz f/(z)=sh R

1.3.4 Definitia anterioard nu poate fi extinsa direct la functiile de doua variabile
f:DCR? R

deoarece relatia

f/(anyO) — lim f(l'vy) B f(l'(],y(])
(.y)=(@ow0)  (%,y) — (o, Y0)
este fara sens, impartirea cu vectorul (z—z9, y—yo0) = (x,y)—(x0, yo) nefiind definita.

Posibilitatea impéartirii cu un numér complex nenul permite Insd definirea deri-

vabilitatii unei functii de variabila complexa urmand direct analogia cu cazul real.

1.3.5 Definitie. Fie D C C o multime deschisa. Spunem ca functia complexa

f:D—C
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este C-derivabila (sau olomorfa) in punctul zgp € D daca exista si este finita limita

Fon) — tim 1))

220 2 — 2
numita derivata functiei f in punctul zg. In loc de f’(2g) scriem uneori %(zo).
1.3.6 Exemplu. Functia
f:C—C¢C, f(z) =2

este C-derivabila in orice punct zg € C

3_ .3
/ o 2 R0 s 2 2Y _ o,2
f(zo)—zhnzlo pp— —Zhnzlo (2% + 202 + 25) = 32

si f'(z) = 322, adici avem

(23) =322
1
sl

Figura 1.10: Functia f(z) = z nu este C-derivabila in zy = 1.

1.3.7 Functia
f:C—¢C, flz)==z2
nu este C-derivabila in zg = 1 deoarece limita

.o z—1
lim
z—1 z—1
nu exista. Alegand sirul z, = NLH cu lim,_.s 2, = 1 obtinem

Zn — 1

lim =1
n—oo z, — 1

dar alegand girul 2z, =1 + —L i cu limy_yoo 2, = 1 obtinem

n+1
. Zn—1
lim

n—oo z, — 1

=1



Elemente de analiza complexa 21

1.3.8 Bazandu-ne pe identificarea lui C cu R?
C—R?: z+yi— (z,y)
putem descrie orice functie complexa de o variabila complexa
f:D—C
cu ajutorul a doua functii reale de cate doua variabile reale
fl@+yi) =u(z,y) +v(z,y)i

unde
u="%NRe f: D — R este partea reala a lui f

v=7Jm f: D — R este partea imaginara a lui f.

1.3.9 Exemple. a) In cazul functiei
f:C—¢C, flz)=z2
avem
flea4+yl) =z —yi
adica
w(z,y) =z, o(z,y) =~y
b) In cazul functiei
f:C—C¢C, f(z) =22
avem
fl@+yi) = (x4 i) = (2% — v°) + 2ayi

§l prin urmare

2

U($,y) =T — y27 ,U($7y) = 2$y

1.3.10 Conform definitiei, functia
f:D—C,  f(z+yi)=u(zy)+ov(zy)i

este C-derivabild in zy = z¢ + yoi daca si numai daca exista si este finita limita
z)— f(z
i 1) = 1(0)

Z—20 zZ— 20

Pentru ca
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i 1) = f(0)

Z—r20 Z— 20

=a+ fi

este necesar ca

f(z0+1t) — f(20) f(zo0 +ti) — f(20)

L T
adica sa aiba loc relatiile
t — t —
lim u(:EO + 7y0) U(ﬂj‘o,yo) + lim ,U(:EO + 7y0) U(x())y(])i = a4+ 51
t—0 t t—0 t
t) — t) —
lim u(xo, yo + )‘ u(xo, o) + lim v(zo, Y0 + )‘ v(xo7yo)i ot B
t—0 t1 t—0 t1
echivalente cu
ou ov ov ou
—(zo, =a=—(x0,Y0), — (o, =06=——(xg,y0)-
ax( 0,Y0) 8y( 0,%0) 83:( 0,%) = ay( 0,%0)

In particular, daca f este C-derivabila in zy=xz¢+yoi atunci

. 0 0 .
f(@o + yoi) = 8_Z(x0’y0) + a—z(ﬂfoayo) 1.

1.3.11 Teorema (Cauchy-Riemann) Functia
f:D—C,  flrz+yi)=u(r,y) +v(r,y)i

definita pe multimea deschisa D C C este C-derivabild in punctul

zo=xo+yol € D daca si numai dacd functiile reale
u:D — R, v:D—R

sunt R-diferentiabile in (xg, yo) $i verifica relatiile Cauchy-Riemann
ou ov ou v
a—x(xo,yo) = a—y(iﬂo,yo), a—y(iﬂo,yo) = —%(xo,yo)-
In aceste conditii
o + w0i) = S (z0.90) + o (z0.90)
0T Yo = oz 0, Y0 O 0,Y0) 1.

Demonstratie. A se vedea [11].

1.3.12 Definitie. Fie D C C o multime deschisa. Spunem cé functia
f:D—C

este C-derivabila (sau olomorfa) daca este C-derivabila in orice punct din D.
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1.3.13 Exercitiu. Sa se arate ca functia
f:C—C, f(z) =22

este olomorfa gi si se determine f/(z).

Rezolvare. Utilizam teorema Cauchy-Riemann. Avem
fl@+yi) = (z+yi)? = (2? — y?) + 2zyi
sl prin urmare
u(w,y) =2* —y*,  o(z,y) = 2wy
Functiile u gi v sunt R-diferentiabile In orice punct si
ou v ou ov
B (DY) = 22 9y (z,y), oy (2,y) y=—5-(y)

Derivata lui f este

) ou ov . .
flx+yi) = 55 B+ %(x,y)l = 2z + 2yi

adica, f'(z) = 2z.
1.3.14 Exercitiu. Sa se arate ca functia
f:C—C, flz)=2

nu este C-derivabila in niciun punct.

Rezolvare. Utilizam teorema Cauchy-Riemann. Avem
fletyl)=z—yi
adica
uw(z,y) ==,  v(z,y)=—y.

In acest caz relatiile Cauchy-Riemann nu sunt verificate in niciun punct deoarece

ou ov

1.3.15 Definitie. Functia
f:C—C¢C, f(z) =¢€"
unde
T = e ¥l = e (cosy + i siny) = e cosy +1e” siny

este numita functia exponentiala (complexa).
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1.3.16 MATHEMATICA: Expl[x+y\, I], N[Exp[x+y\, I]1]

In[1] :=Expl[x+y I] —  Out[l]=e*T1

In[2] :=ComplexExpand [Exp[x+y I]] +> Out[2]=e* Cos|y|+ie* Sin[y]

In[3]:=Exp[2+3 I] —  Out[3]=e?t31

In[4] :=N[Exp[2+3 I]] = Out[4]=—7.31511+1.04274 i

In[5] :=N[Exp[2+3 I],15] = Out[5]=-7.31511009490110+-1.04274365623590 i

1.3.17 Functia exponentiala este o functie periodicd cu perioada 27i
ez+27ri — *
si

ezl-‘,-zz — eZ1 ezz

oricare ar fi z1, z9 € C.
1.3.18 Exercitiu. Sa se arate ca functia exponentiala
f:C—¢C, f(z) =¢*
este olomorfa si
(e*) = e”.
Rezolvare. Utilizam teorema Cauchy-Riemann. Din relatia
f(z+yi) =€" cosy +ie” siny

rezulta ca u(x,y) = e® cosy si v(z,y) = e* siny. Functiile reale u si v sunt
R-diferentiabile in orice punct si

ou . _Ov ou e Ov
%(x,y)—e cosy—ay(x,y), 8y(az,y)— e’ siny = 8x(x,y).
Derivata lui f este
ou ov
/ Y o du vv R ST _ o7
['(2) = flz+yi) = 8az(x’y)+8g;(m’y)l e’ cosy +ie” siny = e°.

1.3.19 Exercitiu. Sa se determine functia olomorfa
f:c—cC
care indeplineste conditiile
Jm f(z,y) = 2xy + v, fG) =i

Rezolvare. Cautand functia f de forma
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fle+yi) = u(z,y) + 2zy + y)i

din teorema Cauchy-Riemann deducem relatiile

ou ou

din care rezultd ca u(z,y) = 2 — y?> + = + ¢, unde c este o constantd. Impunand
conditia suplimentara f(i) = i obtinem

fle+y) =a® —y* o+ 1+ ey +y)i = (2 + i) + (@ +yi) + 1
adicd f(z) = 22 + 2 + 1.

1.3.20 a) Daca functiile f,g: D — C sunt olomorfe atunci

(af £B89) =af £8d (fg)'=fg+fg
oricare ar fi o, 8 € C. Daca in plus g(z) # 0, oricare ar fi z € D, atunci
(j)’ _f'9- 14
g 9?

b) Daca functiile D L. ¢ % ¢ sunt olomorfe atunci

@) =g @) 1)

1.3.21 MATHEMATICA D[f([z],z]
In[1]:=D[a f[z]l+b glzl,z] > Out[l]=af'[z]+bg'[7]
In[2]:=D[f[z] glz],z] = Out[2]=f' [z]g[z]+f[z]g[]
In[3]:=D[f[z]/glz],z] —  Out[3]= ZJ el g'[2]
= =g

glz]?
In[4]:=D[g[£[z]],z] Outl4 [ [2]] f'[2]

1.3.22 Exercitiu. Functiile complexe

cos : C —C, cosz:%
sin: C — C, sinz = eiz—%e -z
ch:C—C, chz:C“FTC*Z
sh:C — C, shz = ez—ze*z

sunt olomorfe si
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(cosz) = —sinz (sinz) = cos z
(chz) =shz (shz)' =chz.

Rezolvare. Calcul direct.

1.3.23 MATHEMATICA D[f[z],Z]

In[1]:=D[z"n,z] > Out[l]=nz~'t» In[4]:=D[Explz],z] = Out[4]=e*
In[2]:=D[Cos[z],z] —  Out[2]=—Sin[z] In[5]:=D[Sin[z],z] > Out[5]=Cos|[z]
In[3]:=D[Cosh[z],z] +> Out[3]=Sinh[z] In[6]:=D[Sinh[z],z] +> Out[6]=Cosh|z]

1.3.24 MATHEMATICA Figura 1.11 s-a obtinut utilizand

In[1]:=Plot[{Exp[x], x, Loglxl}, {x, -3, 3}, PlotStyle -> {Red, Dashed, Thick},
AspectRatio -> Automatic]

Figura 1.11: Functia logaritm natural In este inversa functiei exponentiale e®.

1.3.25 Functia exponentiala reala
R — (0,00) : x+>e€”
este bijectiva. Inversa ei este functia logaritm natural

(0,00) — R: z+—Inz.
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Avem

T = elnx
oricare ar fi z € (0,00). In cazul complex, putem obtine o relatie oarecum similara

5 = ’Z‘ elargz e1n|z| elargz eln\z\+1(argz+2k7r)

adevarata oricare ar fi k € Z.

Co < log z;- arg z
Sarg z

Figura 1.12: Ramura principalad logz=In|z|+iarg z.

1.3.26 Definitie. Fie multimea
Co=C—{z]| Tmz=0, Re 2<0 }
obtinuta elimindnd din C “taietura” { z | Jm z2=0, Re 2 <0} care uneste 0 cu oco.

Functiile continue
logy, : Co — C, logz = In|z| +i(arg z + 2km)
depinzand de parametrul k£ € Z sunt numite ramuri uniforme ale functiei logaritmice.

Pentru ramura principala log, se utilizeaza notatia log, adica
log : Cy — C, logz =1In|z| +iargz.

1.3.27 MATHEMATICA ComplexExpand[Log[x+I yl]

In[1] :=ComplexExpand [Log[x+I y]] = Out[l]=1 Arg[x—l—ny]—l— Log[x?+y?]
In[2] :=ComplexExpand [Log[1+I]] —  Out[2]= Log[ ]

In[3] :=N[ComplexExpand[Log[1+I]1]] = Out[3]=0. 346574+0 785398 i

In[4] :=N[ComplexExpand[Log[1+I]]1,10] +> Out[4]=0.3465735903+0.7853981634 i

1.3.28 Deoarece, la nivelul taieturii { z | Im z=0, Re 2<0} avem
limlog(—2 4 ti) =In2 — i i limlog(—2+ti) = In2 +1i
t% og(—2+4ti) =In2—in si t% og(—2+ti) =In2+in

functia log nu poate fi prelungita prin continuitate in punctele taieturii.
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1.3.29 MATHEMATICA Limit[Log[-2 + t I], t -> 0, Direction -> 1]

In[1] :=Limit[Log[-2 + t I], t -> 0, Direction -> 1] >  Out[l]=—in+Log|2]
In[2] :=Limit[Log[-2 + t I], t -> 0, Direction -> -1] +> Out[2]=i7+Log[2]

Exercitiu. Si se arate ca
1
log,z) = -
(logy.z) >
Rezolvare. Notand f(z)=log,z=u(z,y)+iv(z,y) obtinem
0 o 0 0
a_;(xvy):gﬂL_HﬂZ{)_Z(‘%y)v a_Z(x7y):x2—iJ-y2:_a_§(x7y)

sl prin urmare

D

fl(x +yi) = G(a,y) +i g8, y) = 57% = wa

T

1.3.30 Ramurile uniforme ale functiei putere z* cu exponent complex « sunt

Co — C: 2z 2% = e108k%,

In cazul a:% cu n € N* exista doar n ramuri uniforme distincte

i

1 1
Co—C: 2520 = e;logkz _n |Z| en (arg z+2km)
de exemplu, cele corespunzatoare lui k€{0,1,...,n—1}.
1.3.31 MATHEMATICA ComplexExpand[Sqrt[x+I y]]

In[1] :=ComplexExpand [Sqrt [x+I yl]
— Out[l]=(x? +y2)1/4COS[%Arg[x—l—]iy]]+1i(x2+y2)1/4Sin[%Arg[x—l—]iy]]

In[2] :=ComplexExpand [Sqrt [1+I]] — Out[2]=2'/2Cos|[Z|+i 2'/2Sin|[ Z ]

In[3] :=N[ComplexExpand[Sqrt[1+I]1],10] — Out[3]=1.098684113+0.4550898606 i
In[4] :=Limit[Sqrt[-1 + I x], x -> 0, Direction -> 1] — Out[4]=—1
In[56] :=Limit[Sqrt[-1 + I x], x -> 0, Direction -> -1] — Out[5]=1

1.3.32 MATHEMATICA ComplexExpand[(x + I y)~(1/n)]
In[1] :=ComplexExpand[(x + I y)~(1/3)]
— Out[l}:(x2+y2)%Cos [W} +ﬁ(X2+y2)% Sin [m]

n

1.3.33 Exercitiu. Sa se descrie ramura uniforma a functiei

1 i5r
fE={r e f1)= g

Rezolvare. Pentru ca
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Figura 1.13: Relatia z=r; €/t =i4ryelf2,

z

e Cy

i—z
este necesar gi suficient ca z sa apartina domeniului
D=C\[0,i] =C\{z| Rez=0, 0<TImz<1}
obtinut eliminand din C “taietura” [0,i]. Notand
=71 % =ity el?

deducem ci i—z=—ry elf2 =rq elll217) g
1 .01 —0p—742km
e' 3

#e) = {2

T2

. 2 . —ir o . .
Din 1=e9=i++2e7'7 rezultd k = 1 si prin urmare
Tl j81=02+m
3

J(2) =g e
T2

1.4 Integrala complexa

1.4.1 Propozitie. Fie D C C. Aplicatia
vila bl — D, (1) = o(t) +9(b)i
este continud daca si numai dacd aplicatiile reale
©=Rev:[a,b] — R, Y =TJm~:[a,b] — R

sunt continue.
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Demonstratie. Afirmatia rezulta din relatia

lo(t) — o(to)]
< [y(t) = v(to)] < lp(t) — p(to)| + [¢(t) — ¥ (to)]-
[ib(t) — ¥ (to)]

at b \\\

Figura 1.14: Drum de clasi C' in D.

1.4.2 Definitie. Spunem ca aplicatia
v : (a,b) — D

este derivabila in punctul ¢ty € (a,b) daca exista si este finita limita
: t) —(to)
(to) = lim 18 =)
7 (to) = lim ——— o
Spunem ci v este aplicatie derivabild daci este derivabild in orice punct.
1.4.3 In cazul unei aplicatii
v : |a,b] — D
prin v/(a) si 7/(b) vom intelege derivatele laterale
t) — t) — (b
ORI N0 0}

/ :1
7(a) tl\Tz t—a t b t—

1.4.4 Propozitie. Aplicatia
v:[a,b] — D, () = (t) +¥(1)i
este derivabild daca si numai daca aplicatiile reale
@ =Re 7y :[a,b] — R, Y =7TJm~y:[a,b] — R

sunt deriwabile si
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V() = (t) + (1)1
Demonstratie. Avem
(1) —y(to) _ PO —elto) () —¥(to)

/ . .
t = hm = + hm — 1.
7 (to) = fim —=— to =t t—tg >t t—tg

1.4.5 Definitie. Fie D C C. Un drum de clasd C' in D este o aplicatie derivabils
v :la,b] — D
cu derivata v’ : [a,b] — C continua.
1.4.6 Exemple.
a) Oricare ar fi z € C aplicatia constanta
v :[0,1] — C, y(t) ==z
este drum de clasd C' in C (numit drum punctual).
b) Oricare ar fi numerele complexe z; si 22 aplicatia
~v:[0,1] — C, Yt) =1 —t)z +tz
este drum de clasia C! in C (drumaul liniar ce leagd 21 cu z3).
¢) Oricare ar fi zg = 29 + yoi € C si r > 0 aplicatia
v :[0,27] — C, Y(t) = 29 + relt = xg + rcost + (yo + rsint)i

este drum de clasi C! in C (numit drum circular de razi r si centru zp).

at b

-
\

Figura 1.15: Integrala complexa.
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1.4.7 Definitie. Fie f : D — C o functie continua si v : [a,b] — D un drum
de clasa C' in D. Prin integrala complexd a functiei f de-a lungul

drumului v (a se vedea Figura 1.16) se intelege numarul

[ 1= [ 16w @

sin ¢ ()

0f 2r \\\/j7

Figura 1.16: Drumul 7(¢) = e’ = cost +1i sint.

1.4.8 Exercitiu. Fie functia
1
f:Cct—cC, flz)=-
z
unde C* = C—{0} si drumul de clasa C*

v :[0,27] — C*, v(t) = ' = cost 41 sint,

Sa se calculeze
/ f(z)dz.
.
1

Rezolvare. Deoarece f(y(t)) = = et g 4/(t) = iel’ obtinem

21 2m . .
/ F)dz = [ Fv) A (1) dt = / it ieitdt — 2.
¥ 0 0

1.4.9 In cazul unui drum punctual v(t)=2 avem +/(¢)=0 i prin urmare

Af(z)dz =0

oricare ar fi functia f.

1.4.10 Daci f(x + yi) = u(z,y) + v(z,y)i si Y(t) = p(t) + ¥(t)1 atunci
S, F(2)dz = [2lu(p(t), (1)) ¢ (t) — v(p(t), % (1)) ¥ (1)) dt

H (o), ¥ (6) ¥ () + (e (t), ¥ (1) ¢ (1)) dt.
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Figura 1.17: Drumul liniar ce leaga 1 cu i.

1.4.11 Exercitiu. Calculati

/Zdz
¥

unde v este drumul liniar ce leaga z; = 1 cu 29 = i.

Rezolvare. Deoarece
v:[0,1] — C, yEt)=(1—-t)1+t

avem relatiile f(v(t)) =~(t) =1 —t —ti si 7/(t) = —1 + 1 din care rezultd
1 1 1
/zdz:/ (1—t—ti)(—1+i)dt:/ (—1+2t)dt+i/ dt =i.
v 0 0 0
1.4.12 MATHEMATICA: Integrala pe un drum poligonal

In[1]:=Integrate[Conjugate(z], {z, 1, I}] = Out[l]=i
In[2] :=Integrate[l/z, {z, 1, I, -1, -I, 1}] +> Out[2]=2i~7

Figura 1.18: Drumuri echivalente.

33
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1.4.13 Definitie. Fie D C C o submultime. Spunem ci drumurile de clasi C*
yila, — D s mifa,bi] — D
sunt echivalente daca exista o aplicatie bijectiva derivabila strict crescatoare
X : [a1,b1] — [a, b]
astfel incat
m(s) = v(x(s)), oricare ar fi s € [ag,b1].
1.4.14 Relatia definita este o relatie de echivalenta care permite impartirea multimii
drumurilor In clase de echivalenta. Fiecare clasa de echivalenta corespunde unei
curbe, elementele clasei fiind numite parametrizdari ale curbei considerate.
1.4.15 Propozitie. Daca
f:D—C
este o functie continud si dacd drumurile de clasd C*
v :la,b] — D, M a1, 0] — D
sunt echivalente atunci

/wf(Z)dZ:/wf(Z)dz

adica valoarea integralei depinde de curba aleasa si nu de parametrizarea utilizatad.
Demonstratie. Folosind metoda schimbarii de variabila obtinem
F ) dz = [ f(n(s)) 71 (s) ds
= [ FOO()) Y (X)) X (s)ds = [} F(v(0) ¥ (8 dt = [, f(2) d=.
1.4.16 Orice drum
v : [a,b] — D
este echivalent cu un drum definit pe [0, 1] si anume

7:[0,1] — D, (t) = (1 — t)a +tb).

1.4.17 Definitie. Fie v : [a,b] — D un drum de clasia C'. Drumul
¥ila, bl — D, () =v(a+b—t)

se numegte inversul drumului ~.
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1.4.18 Propozitie. Daca
f:D—C
este o functie continud i
v :la,b] — D

un drum de clasd C' in D atunci

[?f(z)dz:—/ﬁ/f(z)dz.

Demonstratie. Utilizand schimbarea de variabila s = a + b — ¢ obtinem
5 F)dz = [} FE@) Y () dt = = [ f(v(a+b—1) Y (a+b—t)dt
=y f(v(8) Y (s)ds = — [ f() dz

1.4.19 Definitie. Fie D C C. Prin drum de clasd C' pe portiuni in D se intelege

o aplicatie continua

v :|a,b] — D
cu proprietatea ca exista o diviziune a =ty < t1 < ... < t, = b astfel incat
1) restrictiile V’(tiflyti) sunt derivabile si cu derivata continua

2) exista si sunt finite limitele

. /
}{n’y() tlglj_v(t), thfgw() }tl\rg'v()

oricare ar fi j € {1,2,...,n— 1}.
1.4.20 Drumul considerat este format din drumurile de clasi C!
1 [t()atl] — D7 Y1 = ’Y‘[to,tﬂ
Y2 - [tlatQ] — D7 Y2 = ’Y‘[tl,tz}

Y : [tn-1,tn] — D, Tn = 7|[tn,17tn}
si pentru orice functie continua
f:D—C
definim integrala complemd a functiei f de-a lungul drumului v ca fiind

/f iz =S [ 1 dz_Z/ (1) dt.

JlVJ
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Toate drumurile pe care le vom considera in continuare vor fi drumuri de clasa C*

pe portiuni si le numim simplu drumuri.

Figura 1.19: Drum de clasi C' pe portiuni.

1.4.21 Exemplu. Aplicatia (a se vedea Figura 1.19)

emit daca te€|0,1]
2t —3 daca te(1,2]

este drum de clasa C! pe portiuni in C si pentru orice functie continus
f:Cc—cC

avem

Lf(z)dz = /01 f (™) mie™tdt + /12 f(2t — 3) 2dt.

1.4.22 Primitivele unor functii reale de variabila reala f: [ R

(I este un interval inclus in domeniul maxim de derivabilitate al primitivelor)
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‘ Functia ‘ Multimea primitivelor ‘ Intervalul ‘ Conditii ‘
flz)=1 Jdz =z+C ICR
f(z) =2z fx”dx:%ﬂwnﬂ—kc ICR neN
f(z) =a“ Jx%dx = a+r1 AR IC(0,00) aeR—{-1}
fl@)=12 [Ldz=Inlz]+C ICR—{0}
f(x)=¢€" Je*dr =e*+C ICR
f(z) =a" [a®dr = = a"+C ICR 0<a#1
f(z)=sinz [sinzdr = —cosz+C ICR
f(z)=cosz Jcosxdr =sinxz+C ICR
fla) =2 | [ Z=do=tga+C ICR—H5+7Zm)
flx)= Sinl% Sinl% dr = —ctgaz+C ICR-Zn
flz)= \/(121_I2 iz dw = arcsin 24-C IC(—a,a) a#0
f(gn):\/m;_a2 |~ 21 dr=In|z+Va?—a?|+C | ICR—[—a,d a>0
f(x)= \/x21+a2 f\/ T dm—ln(m+\/m2—|—a )—I—C ICR a#0
flx)= agixQ +x2 de = = arctg +C ICR a#0
f@)==t> | [=mdr=45n al+C ICR—{+a} a#0
f(z)=shzx fshwdw:chx+C ICR
f(z)=chzx Jchzdx =sha+C ICR

1.4.23 Definitie. Spunem ca functia

f:D—

C

definita pe o multime deschisa D admite primitiva in D daca exista

g:D—

C

functie olomorfa cu proprietatea

1.4.24 Exemple.

a) Daca

ke{0,1,2,..

.} atunci func

f:C—C,

admite in C primitiva

g:C—C,

oricare ar i z € D.

tia
f(Z):Zk:Z'Z”-Z
k ori
k+1
z
g(z)_k:+1
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deoarece

SR/
= 7F, oricare ar fi z € C.
k+1

b) Daca k € {2,3,4,...} atunci functia
1
ek _ o~k _
f:C"—C, f(z)== =
admite in C* = C—{0} primitiva
21k 1

g:C" —C, g(2)

T 11—k  (k—1)2F 1
deoarece

-k
e 27k oricare ar fi z € C*.

¢) Functia exponentiala
f:C—C¢C, flz) =¢*
admite in C primitiva
g:C—C, g(z) =e
deoarece
(e*) = e, oricare ar fi z € C.
d) Functia
cos : C — C, f(z) =cosz
admite in C primitiva
g:C—C, g(z) =sinz
deoarece
(sin z)" = cos z, oricare ar fi z € C.
e) Functia
sin : C — C, f(z) =sinz
admite in C primitiva
g:C—C, g(z) = —cosz
deoarece

/ . .
(—cosz) =sinz, oricare ar fi z € C.
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1.4.25 Propozitie. Dacad functia continud
f:D—C
admite in D o primitiva
g:D—2C
st daca

v :la,b] — D

este un drum continut in D atunci

| 1)z = 9200 = 660D ~ gt (@)

Demonstratie. Utilizand formula de schimbare de variabila obtinem

Sy Pz = [0 F(y )y () dt = [2 g (v(£)) ' (t) dt

— [P & g(v(t)) dt = g (DI = g(2) 1Y),

1.4.26 Din propozitia anterioara rezultd ca in cazul in care functia
f:D—C
admite primitiva in D, integrala pe un drum

v : [a,b] — D

continut in D depinde doar de capetele y(a) si v(b) ale drumului. Daca

v :la,b] — D, 7 : [a,b) — D

sunt doua drumuri in D astfel incat y(a) = v1(a) si v(b) = 71(b) atunci

/f(z)dz = [ f(z)d=.
g m

1.4.27 Exercitiu. Sa se calculeze integralele

1
/zgdz, /—zdz, /ezdz, /(2234-% —e)dz
¥ vz ¥ ¥ z

39

~ fiind un drum in C* cu originea z; =1 si extremitatea zo =i (Figura 1.20).

Rezolvare. Fie 7y : [a,b] — C* un drum cu originea z; = 1 gi extremitatea zo = i,

adica astfel incat y(a) =1 ¢i y(b) =1i. Avem
/ ; A z=~(b) A z=i
22dz = — =
5 4

14
— =0,
4

i4
4

z=v(a) z=1
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%
N

Figura 1.20: Drumul ~ cu originea 1 gi extremitatea i.

z=i

1 1]7=7®) 1 1
/—2dz:—— = =—-+1l=1+1
vz Zlz=~(a) Zlz=1 1

/ezdz = eﬂZlE?) = ez|§zil —¢ —e=cosl+isinl —e,
.

f,y(2z3+z%—ez)dz:2f,yz3dz+5fﬁ/2l2dz—f,yezdz

=5+e—cosl+ (5—sinl)i
1.4.28 Definitie. Spunem ca v este drum inchis daca

v(a) =~(b)

adica originea y(a) si extremitatea ~(b) coincid.

1.4.29 Propozitie. Dacad functia continud

f:D—C
admite in D o primitiva
g:D—C
st daca
v : [a,b] — D

este un drum inchis continut tn D atunci
/ f(z)dz=0.
.
Demonstratie. Deoarece v(a) = v(b) avem

L F2)dz = g(2)[1Y) = g(+(b)) — g(1(a)) = 0.
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1.4.30 Exercitiu. Fie drumul circular

v :[0,27] — C, v(t) = e = cost +isint.

a) Sa se arate ca daca k€ Z—{—-1} ={...,—-3,-2,0,1,2,3,...} atunci

/zkdzzo
.

1
/z_ldz :/—dz = 2mi.
v v
b) Sa se arate ca

/(a—_22+E+ao+alz+agz2)dz:27ria_1
v\ % z

dar

oricare ar fi numerele a_o, a_1, ag, a1, az € C.

41

Rezolvare. a) Drumul ~ este continut in multimea deschisa C* = C—{0} si functia

f:C"—C, f(z):zk

admite in C* primitiva

g:(C*—>(C7 g(Z):

oricare ar fi k € Z—{—1}.
b) Utilizadnd direct definitia integralei complexe obtinem
2

1 2t 1 2 1 .
/—dz:/ —’y'(t)dt:/ —iefdt =i dt=2ri.
v 2 0 ’Y(t) 0 ett 0

1.4.31 Din exercitiul anterior rezulta ca functia olomorfa
fiot—e )=
nu admite primitiva in C*.
1.4.32 Exercitiu. Fie drumul circular
v :10,27] — C, v(t) = 2o + re't
a) Sa se arate ca daca k € Z—{—1} atunci

L(z—zo)kdz:O

dar

1
/(z —2) tdz :/ dz = 2.
gl Y& TR0



42 Complemente de Matematica

b) Sa se arate ca

a_ a— .
/ < - 3 T — o+ ap + a1 (2 — 20) +az (2 — z0)2) dz = 2mia_1
v \(z = 20) Z =z

oricare ar fi numerele a_o, a_1, ag, a1, as € C.

Rezolvare. a) Drumul + este continut in multimea deschisa C—{zy} si functia
fiC—{a0} —C,  f(z) = (z— 2)
admite in C* primitiva

(Z _ Zo)k+1

giC—{x} —C  gx) =0

oricare ar fi k € Z—{—1}.

b) Utilizadnd direct definitia integralei complexe obtinem

1 27 1 2r 1 . 27
/ dz:/ 77/(t)dt:/ —.tireltdt:i dt = 2mi.
~ Z— 20 o () — 2z o rel 0

1.4.33 Din exercitiul anterior rezulta ca functia olomorfa

fiC—{z} —C  f(2)=(z—2)" =

1
zZ— 20

nu admite primitiva in C—{zg}.

1.4.34 Definitie. Spunem ca multimea D C C este conexd (prin drumuri) daca
oricare ar fi punctele z1, 2o din D exista un drum continut in D cu originea 2z si

extremitatea zo. O multime deschisa gi conexa este numita domeniu.

B(2+1)

-
NPT

Figura 1.21: Discurile B1(0), B1(2 +1) si Bi(—1 +iv?2).

1.4.35 Exemplu. Multimea B;(0)UB;(—1+iv/2) este domeniu dar By (0)U By (2+i)

nu este domeniu (a se vedea Figura 1.21).
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1.4.36 Stim ca orice drum = : [a,b] — D este echivalent cu drumul
[0,1] — D : t—~((1 —t)a+ tb).

Fara a reduce generalitatea, putem utiliza doar drumuri definite pe intervalul [0, 1].

Figura 1.22: Drumuri omotope in domeniul D.

1.4.37 Definitie. Spunem ca drumurile cu aceleagi extremitati vy si 1 sunt
omotope in domeniul D daca sunt continute in D si se pot deforma continuu

unul in celalalt fara a iesi din D, adica daca exista o aplicatie continua
h:10,1] x [0,1] — D : (s,t) — h(s,t)
astfel Incat urmatoarele conditii sa fie indeplinite
a)
) )
) h(s,0) =(0) =~1(0), oricare ar fi s € [0, 1],
)

) h(s,1) =(1

0,t) =70(t), oricare ar fi ¢t € [0, 1],

o

= ~1(t), oricare ar fi ¢t € [0, 1],

o

=~1(1), oricare ar fi s € [0, 1].

(oW

1.4.38 Exemplu. Drumurile 79, 7 : [0,1] — C,
’YO(t) — e27r1t7 " (t) — 5 + §e2mt
sunt omotope in D = C— B (%) In acest caz putem alege (a se vedea Figura 1.23)

h(s,t) = (1 —s)y0(t) + s (t).

1.4.39 In continuare, pentru a decide daca doua drumuri sunt omotope in raport cu

anumit domeniu ne vom rezuma la a analiza vizual figura (!).

1.4.40 Exemplu. Drumul circular

Yo : [0,1] — C, Yo(t) = 3e*™ = 3 cos 27t + 3isin 27t
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Figura 1.23: Drumuri omotope.

este omotop In C* cu drumul eliptic
7 :[0,1] — C, 1 (t) = 3 cos 27t + isin 27t

dar cele doua drumuri nu sunt omotope in D = C—{2i} (a se vedea Figura 1.24).

3i
QL

-3 gal 3

Figura 1.24: Drum circular omotop cu unul eliptic.

1.4.41 Exemplu. Drumurile vy, v : [0,1] — C,
Y(t) =1 —2t, Y1 (t) = e™it
sunt omotope in C, dar nu sunt omotope in C—{3i} (a se vedea Figura 1.25).
1.4.42 Definitie. Spunem ca drumul inchis
v i la,b] — C
este omotop cu zero in D daca el este omotop in D cu drumul punctual

[a,b] — D : t +— 7(a).
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it

Figura 1.25: Drumurile vo(t) =1 — 2t si 71 (t) = e

Figura 1.26: Drum omotop cu zero in D.

1.4.43 Exemplu. Drumul circular
701 =€ () =

este omotop cu zero in D = C—{2i}, dar nu este omotop cu zero in C*.

2i

i

1
A

Figura 1.27: Drumul 7 : [0,1] — C, y(t) = &7,

1.4.44 Teorema (Cauchy) Daca D C C este o mulfime deschisd,
f:D—C
este o functie olomorfa si

v : [a,b] — D
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este un drum inchis omotop cu zero in D atunci
/ f(z)dz = 0.
¥
O demonstratie poate fi gasita in [11].
1.4.45 Propozitie. Daca D C C este o multime deschisa,
f:D—C
este o functie olomorfa si
’701[(1,()]—)1), 71:[a7b]—>D
sunt doud drumuri omotope in D atunci

f(x)dz= [ f(2)d=. (1.1)
Y0 "

Figura 1.28: Drumurile vy si 41 formeaza un drum inchis.

Demonstratie. Drumul obtinut compunand g cu inversul 47 al drumului v, este un

drum Inchis omotop cu zero in D. Utilizand teorema Cauchy obtinem relatia
/ f(2)dz+ [ f(z)dz=0.
Yo 71

echivalenta cu (1.1).
1.4.46 Fie k un numar intreg pozitiv. Drumul
v:[0,1] —C,  A(t) =z +

se rotegte de k ori in jurul lui zp in sens direct si

1 1
2mi Jy 2 — 20

Drumul

~v:[0,1] — C, Y(t) = zg + e 2kt
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se roteste de k ori in jurul lui zg In sens invers si

1 1
—/ dz = —k.
2 Jy z — 20

Drumul v din Figura 1.29 este omotop in C—{zp} cu drumul

@ +(0)

Figura 1.29: Drumul v are indexul 2 fata de zg.

7 :[0,1] — C, () = 20 + re'™

1 1 1 1
/ dz:_./ dz = 2.
27 Jy 2z — 20 27 Jyy 2 — 20

In general, daca ~ este un drum inchis care nu trece prin zp numarul

1 1
— dZ
27 Jy z — 20

sl prin urmare

n(/% ZO) =

numit indexul lui v fata de zg, ne arata de cate ori se roteste v in jurul lui zg.

O demonstratie poate fi gasita in [11].

[l
t@

Figura 1.30: Indexul drumului 7 fata de punctele nesituate pe 7.

1.4.47 Un drum inchis v determina o partitie a multimii punctelor nesituate pe ~
formata din submultimi conexe. Toate punctele apartinand unei componente conexe

au acelagi index fata de v (a se vedea Figura 1.30).
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1.4.48 Teorema. (Formulele lui Cauchy) Orice functie olomorfa
f:D—C
definita pe o multime deschisd D este nelimitat derivabild si oricare ar fi drumul
v:[0,1] — D
omotop cu zero in D are loc formula

102 19) = 5z [ LS dc

pentru orice k € N gi orice z € D—{ ~(t) | t€[0,1] }.

O demonstratie poate fi gasita in [11].
D

.

C

Figura 1.31: Valoarea derivatei f*) intr-un punct z verifici formula lui Cauchy.

1.5 Serii Laurent

1.5.1 Definitie. Fie D C C o submultime si
fn:D—C, neN

functii definite pe D. Spunem ca seria de functii complexe

o

> fn

n=0
este convergenta (uniform convergenta) daca sirul sumelor partiale (sj)g>0, unde

k
Sk = Z fn
n=0

este convergent (respectiv, uniform convergent). Limita acestui sir

R k
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se numeste suma Seriei. Spunem ca seria considerata este absolut convergenta

daca seria de functii reale

o
> fal
n=0
este convergenta.

1.5.2 Propozitie. Dacad |z| < 1 atunci seria geometricd
o
> "
n=0

este convergenta si suma el este lle’ adica

> 1
z| <1 = 2" = .
2] HX;; -
Demonstratie. Daca |z| < 1 atunci
k 1— Zk—l—l 1
lim Zz":lim(1+z+z2+---+zk):lim = .
k—ro0 £ k—o0 k—oo 1—2z 11—z

1.5.3 Teorema. (Weierstrass) Fie D C C o submulfime §i
fn:D—C, néeN
functii definite pe D. Dacd existd o serie convergentd de numere reale
o
> an
n=0
astfel incat

|fn(2)] < an, oricare ar fi z € D, n €N

atunci seria de functii complexe
[e.e]
> fn
n=0
este absolut si uniform convergenta.
1.5.4 Definitie. Prin serie de puteriin jurul lui zg se intelege o serie de forma

oo
Z an (Z - zO)n
n=0

cu coeficientii ag, a1, as ,...numere complexe. Ea mai poate fi scrisa si sub forma

ag+ar (z—20) +ag(z—2)% +--- .
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1.5.5 Orice serie de puteri este o serie de functii
o
> fn
n=0
in care functiile f,, au forma particulara

Jn:D—C, fn(2) = an (2 — 20)".

1.5.6 Definitie. Fie D C C o multime deschisa si
f:D—C, fn:D —C, n €N

functii definite pe D. Spunem ca sirul de functii (fy,)n>0 converge
uniform pe compacte la f daca oricare ar fi multimea compacta K C D,

sirul restrictiilor f,|x converge uniform la f|x.
1.5.7 Teorema (Weierstrass). Fie D C C o multime deschisa si
f:D—C, fn: D — C, n €N

functii definite pe D. Daca functiile f,, sunt olomorfe si daca sirul (fn)n>0

converge uniform pe compacte la f atunci f este functie olomorfa si
i (k) — (k) ; ;
nh_)llolo =, oricare ar fi k € N.

O demonstratie poate fi gasita in [11].

1.5.8 Teorema (Weierstrass). Daca seria de functii olomorfe
o
> fn
n=0

converge uniform pe compacte in mullimea deschis@ D atunci suma ei

S:D—C, S(z):io:fn(z)
n=0

este o functie olomorfa si
Sk — Z f,sk), oricare ar fi k € N.
n=0

Demonstratie. Afirmatia rezultd direct din teorema precedenta.



Elemente de analiza complexa o1

Figura 1.32: Discul de centru zg si raza |z; — 2o/

1.5.9 Teorema (Abel). Daca seria de puteri

[e.e]
Z an (z — zo)"
n=0

este convergentd pentru z = z1 # zg atunci ea este convergentd in discul
{z]lz—2|<lz1— 2]}
de centru zy §i raza |z — 2ol
Demonstratie. Seria Y o> an(z1 — 20)" fiilnd convergenta avem
lim a,(z1 — 29)" =0
I a1~ )
si prin urmare exista ng € N astfel incat
lan (21 — 20)"| < 1, oricare ar fi n > ng

adica
1

— oricare ar fi n > ny.
|21 — 20

lan| <

Din relatia

n
lan (2 — 20)"| < <%) , oricare ar fi n > ng
1— 20
si convergenta seriei geometrice
[ee) n
Z ( |z — 20| )
n=0 |Z1 - Z0|

pentru |z — zp| < |21 — 2p| rezultd conform criteriului comparatiei convergenta se-
riei Y 0% lan (z — 20)"|. Spatiul normat (C,| |) fiind complet, orice serie absolut

convergenta este convergenta.



52 Complemente de Matematica

1.5.10 Fie seria de puteri
[e.e]
Z G, (Z - ZO)n‘
n=0

Pentru z astfel incat exista
N RS
nh_}n(go lan(z — 20)"| < 1
adica astfel incat
A y—
z— 2| < —————
limy, 00 {/|an|

seria considerata este absolut convergenta conform criteriului radacinii.

1.5.11 Teorema (Cauchy-Hadamard). In cazul unei serii de puteri

oo
Z an (Z - ZO)n
n=0

exista
0 dacd Timy, o0 /]an] = oo
— S S o T n
R = T Ve dacd limy,_ o V|an| & {0, 00}
o0 dacd Tlimy, oo ¥/an] =0

(numit raza de convergenta) astfel incdt :
a) In discul (numit disc de convergenta )
Br(z) ={ 2| |z —2| <R}
seria converge absolut si uniform pe compacte.
b) In C—Bg(20) ={ 2| |2 — 20| > R} seria este divergentd.
¢) Suma seriei
o
S : Br(z9) — C, S(z) = Z an (2 — 2z0)"
n=0
este functie olomorfa.

d) Seria derivata este o serie de puteri cu aceeagi raza de convergentd §i

S'(z) = Z nan(z — 20)" L, oricare ar fi k € Br(zp).
n=1

O demonstratie poate fi gasita in [11].
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1.5.12 Se poate arata ca daca exista limita

hm |aTL+1 |
n— 00 |an|

atunci

1.5.13 Exemple.
a) Raza de convergenta a seriei geometrice
o
> "
n=0
este R = 1 deoarece in acest caz a, = 1, oricare ar fi n € N.

b) Raza de convergenta a seriei

o n!
este R = lim,,_so % = lim,00(n+ 1) = 0.

1.5.14 Admitand ca f este suma unei serii de puteri in jurul lui zg
o
f(z) =2 an(z—2)"
n=0

cu raza de convergenta nenuld, din teorema Cauchy-Hadamard rezulta relatia

f®(z) = Z[an (z — 20)"®, oricare ar fi k € N
n=0
care conduce la
(k) (4
a1 k(l o)

1.5.15 Teorema (Dezvoltarea in serie Taylor) Daca functia
f : BT(Z()) — C

este olomorfa in discul B-(zp) $i R este raza de convergenta a seriei Taylor asociate

i F(z0)

n! (2= 2)"

n=0
atunci R > r st

0o (n) (4 n
Fz) = 5050 £28z0) ( — z)

— flz0) + L0 (2 — zg) + L0 (o — )2 4.
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oricare ar fi z € B(2p).
O demonstratie poate fi gasita in [11].

1.5.16 Exemplu. Din teorema dezvoltarii in serie Taylor rezulta dezvoltarile

1 o0
| = z":1+z+z2—|—--- pentru |z <1
_z —
o .n 2
Z por) = + 5 + - pentru orice z € C
00 2n+1 JO B
sinz:Z(—l)"m:z—g—i—y—k--- pentru orice z € C.
= ! ! !

Din aceste dezvoltari, prin substitutie gi/sau derivare putem obtine alte dezvoltari

5= - n—l—z422— pentru |z| <1
z
n=0
= an V=14224+32%2+--. pentru |z| <1
—2)
1 [e.e]
(ESE = Z n(=1)" =1 -2, 4322— ... pentru |z| <1
z
n=0
00 20 L2 A
Cos z = Z(_l)n(Zn)' :1—5—1—?—1—--- pentru orice z € C.
= ! ! !

1.5.17 MATHEMATICA: Series[f[z], {z, z0, n}]
In[1]:=Series[1/(1—z), {z, 0, 5}] > Out[l]=1+2z+22+23+24+25+0[2]¢
In[2]:=Series[Exp|z], {z, 0, 6}] = Out[2]= l+z+£+£+§+%+%+0[2}7
In[3]:=Series[Exp|z], {z, 1, 3}] = Out[3]=e+e(z— 1)+ e(z—1)2 +10(z—1)3+0[z—1}4
In[4]:=Series[Exp|z], {z, I, 3}] = Out[4}—e“+e“(z n)—i—le“(z )2+ %e‘i(z—ﬁ)3+0[z—li}4
In[5]:=Series[Cos[z], {2z, 0, 6}] = Out[5]=1-%- +24 755 —i—O[ 17

1.5.18 Definitie. Prin serie Laurent in jurul lui zg se intelege o serie de forma

o0

Z an (z — 2z0)"

n=—0oo

cu coeficientii a,, numere complexe. Ea mai poate fi scrisa si sub forma

a— a_
(Z_jo)z+Z_20+ao+a1(z—zo)+a2(z_20)2+”' .

+
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1.5.19 Teorema (Coroana de convergenta). Fie seria Laurent Y oo an (2 —20)",

r= mn—)oo \ |a—n|
St
0 dacd limy, o0 /]an] = o0
1 U Eey
R= e V] daca lim,_o V]an| & {0,000}

00 dacd limy, o0 ¥/]an] = 0.
Daca r < R atunci:

a) In coroana circulard (numita coroana de convergenta)
{z| r<lz—2z| <R}
seria Laurent converge absolut si uniform pe compacte.
b) Seria Laurent diverge in{ z | |z—zo| <r }U{ 2| |z—20| > R }.

¢) Suma seriei Laurent S : D — C,
o

S(z) = Z an (z — 29)" = Z a—n(z—20)""+ Z an(z — 20)"
n=-—00 n=1 n=0

este functie olomorfa.

O demonstratie poate fi gasita in [11].

(3

Figura 1.33: Coroana circulara { z | r < |z — 2| < R }.

1.5.20 Teorema (Dezvoltarea in serie Laurent). Dacd functia
f:D={z]| r<|z—2z|<R}—C

definita pe coroana D este olomorfa atunci exista o unica serie Laurent
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o
Z ap, (z — z0)"
n=—oo
cu coroana de convergentd incluzand pe D si astfel incat
[o¢]
flz) = Z an (z — z0)" oricare ar fi z € D.
n=—oo

1.5.21 Exemple.
a) Functia olomorfa

FiD={z] 0<|s|<1}—C  f(z)=——n

22(1 - 2)
admite in coroana D dezvoltarea in serie Laurent in jurul lui 0

f2) ==

1 11 )
ST 5 (1+z+z +- )—;—F;—i—l—i—z—kz + - (1.2)
b) Functia olomorfa

eZ

(z —1)?
admite in coroana D dezvoltarea in serie Laurent in jurul lui i

_ e é z—i __ (Z 1)
&) =op = =& >(1+ )

f:D={z]| 0<|z—i] <00} —C, f(z)=

(1.3)
—Ept S+ —D+-
¢) Functia olomorfa
f:D={z]| 0<|z] <0} —C, f(z):z2e%
admite in coroana D dezvoltarea in serie Laurent in jurul lui 0
f(z) =22 ez—z( .l+%—lg+-~) a4

et L gl L L4224 022+ 024+

1.5.22 Definitie. Fie f: D —C o functie olomorfa definitd pe multimea deschisa
D. Spunem ca punctul zyp € C— D este un punct singular izolat al functiei f
daca exista r > 0 astfel incat coroana circulara { z | 0 < |z — 29| < r} este

continuta in D. Coeficientul a_; din dezvoltarea Laurent

= ... a-2 a-1
(z) = +(z—zo)2+z—zo

a lui f In aceastd coroana se numeste reziduul lui f In punctul singular izolat

—I—ao+a1(z—z0)+a2(z—z0)2+'~

2o sl se noteaza cu Rez,, f, adica
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Rez,,f =a_;.

1.5.23 Exemple.
a) Singurul punct singular izolat al functiei
f:D={z] 0<|z|<1}—C, flz) =
este z = 0 si din (1.2) rezulta ca Rezg = 1.

b) Singurul punct singular izolat al functiei

f:D={z]| 0<|z—i <o} —C, f(z) =

este z = i si din (1.3) rezults ci Rez; f = el
¢) Singurul punct singular izolat al functiei
FiD={z2] 0<|z]<o0}—C, f(z)=22er

este z = 0 si din (1.4) rezultd ca Rezof = §; = 2.

1.5.24 MATHEMATICA: Series[f[z], {z, a, n}] , Residuelf[z], {z, a}]

In[1]:=Series[1/(z°2(1-2)), {z, 0, 4}] = Out[l]=—5 +1+1+2+27+234+2140[2]°
In[2] :=Residue[1/(z"2(1-2)), {z, 0}] = Out[2]=1

In[3] :=Series[1/(z"2(1-2)), {z, 1, 2}] — Out[3}=—ﬁ+2—3(z—1)+4(z—1)2+0[z]3
In[4] :=Residue[1/(z"2(1-2)), {z, 1}] = Out[4]=-1
In[5]:=Series[Exp[z]/(z-I)"2, {z, I, 1}] > Out[S}:(zi)2+%+%+%Oﬂ(z—ﬂ)+o[2—ﬁ]2
In[6] :=Residue [Exp[z]/(z-I)"2, {z, I}] > Out[6]=e!.

1.5.25 Definitie. Fie D o multime deschisa si
f:D—C

o functie olomorfa. Prin zero multiplu de ordinul n al lui f se intelege

un punct zg € D astfel incat

fzo)=f(z0)=...= f" V() =0 s  f"(z)#£0.

Spunem despre un punct singular izolat zg al lui f ca este pol de ordinul

n daca este zero multiplu de ordinul n pentru functia %
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1.5.26 Teorema. Dacd punctul singular izolat zy al functiei olomorfe f: D — C

este pol de ordinul n atunci existd r > 0 astfel incat coroana circulard
{z]|0<|z—20| <r}

este continutd in D si in acestd coroand f admite o dezvoltare Laurent de forma

f(z)z(zci;zno)n—l----+(Za__lz())—|—ao+a1(z—zo)+a2(z—zo)2+~'

1.5.27 a) Daca z este pol simplu atunci in jurul lui zg functia f admite dezvoltarea

flz)= -1 +aop+ a1 (z — 20) +ag (2 — 29)% + - --

(2 — 20)

Inmultind cu (z — zp) obtinem relatia

(2 —20) f(2) = a—1 +ag (2 — 20) + a1 (2 — 20)* + a2 (z — 29)* + -~
care conduce la

Rez,, f =a_1 = lim (z — 2) f(2).

Z—r20

b) Daca zg este pol dublu atunci in jurul lui zp functia f admite dezvoltarea

f(z) = e Ci_jo)2 + (zctlo) +ag+a1(z—z20) +az(z—2) + -

Inmultind cu (2 — 2)? si apoi derivand obtinem relatia

[(z = 20) f(2)] = a—1 + 2a0 (2 — 20) + 3a1 (2 — 20)* + - -

care conduce la
Rez,,f =a_; = lim [(z — z0)2 f(2).
Z— 20

c¢) Daca zg este pol triplu atunci in jurul lui zy functia f admite dezvoltarea
a_—3 a_o a—1

f(z) = (z — 20)3 + (z — 20)? * (z — 20)

Inmultind cu (z — 2)? si apoi derivand de dous ori obtinem relatia

—I—ao+a1(z—zo)+~'

[(z = 20) f(2))" = 2'a_1 + 6ag (z — 20) + 12a1 (2 — 29)* + - --
care conduce la

Rez,,f=a_; = 1 lim [(z — 20)® f(2)]".

2! z=zo
d) Daca zy este pol de ordinul n atunci
1

Rez,, f = O Zli_)nzlo[(z — 20)" f(2)] "V,



Elemente de analiza complexa 59

1.5.28 Exemplu. Functia

1
are doua puncte singulare izolate z = 0 si 2 = 1. Punctul z = 0 este pol dublu si
17 1
T 2 AT 1 _
Rezof = ligls* G = Iy [ = | =bm = =1 09
Punctul z = 1 este pol simplu si
. .o —1
Rez, f = E_}H%(z —-1)f(z) = ll_)rri = —1. (1.6)

1.6 Calculul integralelor cu ajutorul reziduurilor

1.6.1 Daca

7+ [a, b — C—{z0}

este un drum inchis care nu trece prin zg atunci

a— a— 2
f7(ﬁ+(Z_—Zlo)+a0+a1(z—zo)+a2(z—zo))dz )
=a-1 [, Ziio = 2mia_1 n(7, 20)
oricare ar fi numerele a_s, a_1, ag, a1, as € C. Punctul zy este punct singular izolat

(pol de ordinul al doilea) pentru functia f : C—{z9} — C,

flz) = € Ci_jo)2 + (za—_lzo) +ag+ a1 (z — 20) + a2 (2 — 2)*

si Rez,, f = a_1. Relatia (1.7) se mai poate scrie
/f(z) dz = 2mi n(v, z0) Rezy, f.
gl

1.6.2 Teorema (Teorema reziduurilor). Daca D C C este o multime deschisd,
f:D—C
este o functie olomorfa , S este multimea punctelor singulare

izolate ale lui f si dacd

v :|a,b] — D
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este un drum omotop cu zero in D = DU S atunci

Lf(z) dz = 2mi Z n(v,z)Rez.f.

z€8
O demonstratie poate fi gasita in [11].

1.6.3 Exercitiu. Sa se calculeze

4dz
/v (22 +1)(z — 3)?

unde
v:[0,1] — C, y(t) = 2e*m,
Rezolvare. Consideram D = C—{3, i, —i} si functia olomorfa

4
f:D—C, f(z):(z2+1)(z—3)2'

Multimea punctelor singulare izolate ale lui f este S = {3, i, —i} si drumul + este

omotop cu zero In D U .S = C. Conform teoremei reziduurilor avem

[Y (22 4 le)czz _ 3)2 = 2mi (n(77 3) Rezs f + n(’Yn 1) Rez; f + n(’}’, —l) Rez_if) .

AR
N

Figura 1.34: Drumul v : [0,1] — C, ~(t) = 2?7,

Deoarece drumul v (Figura 1.34) se roteste de zero ori in jurul lui 3 i o singura data
in jurul lui i §i —i rezulta ca
n(77 3) =0, n(771) = n(/% _i) =1

sl prin urmare

d
/V (22 + f)(z —3)z ~ 2 (Rezif + Rezif).

Punctele singulare i si —i fiind poli simpli avem
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4 4 3 4
eaf =lim(z—0)f(:) = oy G —82 ~ 2
1 3 4
cz—if = lm (z+ /() = Im a5 — = Siayar ~ 5 T

si

/ 4dz 12 .

= —Tl.
v (22+1)(2—-3)2 25
1.6.4 MATHEMATICA: Residuelf[z], {z, a}]

In[1] :=Residue[4/((z"2+1) (z-3)"2), {z, I}] = Out[1] 55—
In[2] :=Residue[4/((z"2+1)(2z-3)"2), {z, -I}] Out[2}:%+

Jeo
[

|u>w
. Ot

[\
ot

1.6.5 Exercitiu. Sa se calculeze

unde
vi[0,1] —C, () =t

Rezolvare. Consideram functia olomorfa
* ez
f C— (C, f(Z) = 2—3
definita pe multimea deschisa C* = C—{0}. Punctul singular z = 0 este pol de
ordinul al treilea. Pentru calculul reziduului lui f in 0 putem utiliza dezvoltarea

Laurent in jurul lui 0

z

2 3
Je)=5=5(+q+g+i+)

|—=

_ 1 11 1,1 1
S Tuztaz Tyttt

N

sau relatia

L 3 " 1
Rezqf = 51 ;12%(2 f(2)" = 3
Observand ca v se roteste de doua ori In jurul lui 0 in sens invers sau utilizand

formula
Lofd

n(’Yv 0) = o

= —_9
2 Jy 2

obtinem

z
/ e_3 dz = 2min(v,0) Rezof = —2mi.
o z
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A
R

Figura 1.35: Drumul ~.

1.6.6 Exercitiu. Sa se calculeze integrala

[z

unde vy este drumul din Figura 1.35 .
Rezolvare. Functia olomorfa

fiC—{01} —C,  f(z)= ﬁ

are punctele singulare z = 0 gi z = 1. Stim ca Rezgf = 1 ( a se vedea relatia (1.5))
si Rez; f = —1 ( a se vedea relatia (1.6)). Deoarece drumul v se roteste de doua ori

in jurul lui 0 si o data in jurul lui 1, din teorema reziduurilor rezulta ca

1
/ m dz = 27 (2 ReZ()f + ReZ1f) = 2mi.
~ _

1.6.7 Exercitiu. Sa se calculeze integrala

2T 1
I:/ —dt unde a € (1,00)
0 a-+cost

Rezolvare. Integrala reald ceruta poate fi privita ca o integrala in planul complex si
calculata folosind teorema reziduurilor Avem

27r 1 2 it\/
f at eltJreflt dt 1e‘t 2a+eit+efit (el ) dt

_ 1 2
- vz 2a—|—z—i—I dz = l«f’y §+2az+1d’z

unde 7 : [0,27] — C, y(t) = e'’. Functia
2
:C— — C e —
unde

21 =—-a+vaz—1, 29=—a—+Va2—-1
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sunt radacinile polinomului 2% + 2az + 1, are doud puncte singulare izolate (poli

Al
]

Figura 1.36: Drumul v : [0,27] — C, ~(t) = '

simpli) 21 si 2.

Deoarece z1, 2z sunt numere reale, —1 < 21 < 0 §i 29 < —1 rezultd ca n(y,21) =1

sin(y,2z2) =0 ( a se vedea Figura 1.36). Conform teoremei reziduurilor

1fﬁ/ +2az+ldz =2mRez,, f = 2w lim,_,,, (2 — z1) f(2)
_ : 2 _ 4r  _ 2
= 2m lim, ., (2 — 21)(Z_Zl)(z_zz) == a27r—1'
T/ \r
“ﬁ
Figura 1.37: Drumurile ~,.
1.6.8 Propozitie. Fie a < 8 si o funcfie continud
f:D—C

definita pe un domeniu D ce contine imaginile drumurilor ( Fig. 1.37)
Vr: [avﬁ] — (C7 IVT(t) = reit
oricare ar fir > 0. Dacad

lim z f(z) =0

Z—00
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atunci

r—00

lim / f(z)dz = 0.
Yr
Demonstratie. Din relatia lim, o, z f(z) = 0 rezulta ca oricare ar fi € > 0 exista
re > 0 astfel incat
|z| > 7. = |z f(2)] < e.
In particular, pentru r > r. avem

f(2)dz /B fre®)riet dt
Yr (¢4

< /B |f(ref) riel|dt < E/ﬁdt = (8 — a)e.

1.6.9 Oricare ar fi 21, z9 € C au loc relatiile
’21‘ = ’21 — 29 + 22’ < ‘21 — 22‘ + ‘22’,

|22] = |22 — 21 + 21| < |21 — 22| + |21]
care conduc la

— |21 — 22| < |z1| = |22| < |21 — 22]
adica la

| [21] = |22] | <21 — 22].

1.6.10 Exercitiu. Sa se calculeze integrala

00 x2
1= / dx
0 @A)
Rezolvare. Integrala I este o integrala reala improprie. Intervalul de integrare este
nemarginit dar functia considerata este marginitd, numitorul neanulandu-se pe axa

reala. Deoarece

ZC2
lim @+D@?+4) 1
Tr— 00

8)—

integralele

L @@ v 2¢

au aceeagi natura. Stim insa ca integrala improprie

>~ 1

este convergenta pentru A > 1. Rezulta astfel ca integrala considerata
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Tr

e

—_r v r

Figura 1.38: Drumurile ~,.

2 z?

I—/Oo v daz—/l da:+/oo dz
o @2+ 1D)24+4) 7 Jo (a2+1)(22+4) 1 (22 +1)(22 4+ 4)
este convergenta.

Pentru a calcula valoarea integralei vom considera functia olomorfa

22

(224 1)(22+4)

f:C—{-2i, —i,1i, 2i} — C, flz) =
si drumul de integrare din Figura 1.38 compus din
w07 — ¢, p(t) =re
si
v [-rr] — C, y(t) = t.
Conform teoremei reziduurilor, oricare ar fi r > 2 avem relatia

f(z)dz + ' f(x)dx = 27i (Rezif + Rezaif)
Yr -r

care conduce la

li}m/ f(z)dz—l—/ f(z)dz = 27i (Rez;f + Rezai f). (1.8)
r—oo [ S
Deoarece
23 23 2|3
5 R 5 i SR C L
|22+ 1] - 22 +4] 22— (1) |22 = (=4)| 7 [[[2 = 1] - ||2]> — 4
avem

Jim 2 f(z)=0
si in virtutea rezultatului prezentat la pag. 63-8

lim [ f(z)dz=0.

r—00
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Din relatia (1.8), tinand seama si de faptul ca f(—xz) = f(x), rezulta
/ f(z)dz = 7i(Rez;f + Rezy f).
0

Dar
Rez; = lim(z — 1) f(z) = lim 2—2 _1
Z—i —~i(z41)(2244) 6
. . . 22 i
Rez = lim (2 =2 /() = Iy o720 ~ 3
si deci

/Ooof(:n)dznzwi (é—%) :%.

1.6.11 MATHEMATICA: Residuelf[z], {z, a}], Integratelf[x], {x, a, b}]

In[1] :=Residue[z"2/((z"2 + 1) (z"2 + 4)), {z, I}] — Out[l}:%
In[2] :=Residue[z"2/((z"2 + 1) (z"2 + 4)), {z, I}] = Out[2}:—%
In[3] :=Integrate[x"2/((x"2 + 1) (x"2 + 4)), {x, 0, Infinity}] +> Out[3}:%

1.6.12 Exercitiu. Sa se arate ca

t2

Ir

—r r

Figura 1.39: Drumurile ~,.
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1.6.13 Propozitie (Lema lui Jordan). Daca functia continua
flz=a+yi| y=20}—C
este astfel incat

lim f(z) =0 (1.9)

Z—00
§1

w0 —C, () =ret
( a se vedea Figura 1.39 ) atunci

lim / f(z)e*dz=0
Yr

T—00

Demonstratie. Fie € > 0. Din relatia (1.9) rezulta ca exista r. > 0 astfel incat

~ 2
re>r = e <=
™

si
‘fw f(z)e* dz‘ =

f(;T f(’f’ eit) eir(cos t+isin t)ireitdt‘

< f(;r ’f(Teit)‘ e_TSintTdt < 2_7;37, Oﬂ'e—rsintdt

T
2e,. (T —r2t _ 2. -7 —rit|2
<ZErfyewdt= Zrgfe

=e¢(l—e")<e

YR
/ Yr
—-R —-r \7’ R

Figura 1.40: Drumul utilizat in cazul integralei Poisson.

1.6.14 Exercitiu (Integrala Poisson). Sa se arate ca

® ginx T
der = — 1.10
A= (1.10)

Rezolvare. Fie 0 < r < R si drumurile ( a se vedea Figura 1.40)

YR+ [0,7] — C, Vr(t) = Re"
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¥ : [0, 7] — C, v (t) = rel™t)

Din teorema reziduurilor (sau teorema Cauchy) rezulta relatia

iz —r iz iz R iz
/ e—dz+/ e—dm+/ e—dz+/ C dr=0
YR R -R T Y R T z

care se mai poate scrie

iz iz R ,ixz _ —iz
/e—dz—l—/ e—dz—i—/ £ d=o0
YR * Y % r z

iz 1 iz_l R &
/ e—dz—i—/ —dz+/ ¢ dz+2i/ ST e =0
TR z 'Yr'z r z r X

Utilizand relatia
1
/ —dz = —mi
I Z

iz

si notand cu g o primitiva a functiei f(z) = % obtinem

1z R &
/ e —mi+ (g(r) —g(—r)) + 21/ SIZ:E dxr = 0.
. T

R <

sau

Deoarece conform lemei lui Jordan

eiz
lim / — =0
R—oo Jyp 2
pentru R — oo si 7 — 0 obtinem relatia

. [ sinx .
21/ dz = mi.
0 T

1.6.15 MATHEMATICA: Integrate[f[x], {x, a, b}]

In[1]:=Integrate[Sin[x]/x, {x, 0, Infinity}] = Out[l]=3

INE]

Figura 1.41: Drumul utilizat in cazul integralelor lui Fresnel.
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1.6.16 Integralele lui Fresnel. Integrand functia

f(z) = e

de-a lungul drumului din Figura 1.41 se poate arata [11] ca

(i = i (i == = .
/0 COsS T adx ‘/0 sSmx- axr 21/2

1.6.17 MATHEMATICA: Integrate[f[x], {x, a, b}]

I3

In[1] :=Integrate[Sin[x"2], {x, O, Infinity}]

[SE]

= Out[l]=

2

5

In[2] :=Integrate[Cos[x"2], {x, O, Infinity}] = Out]2]="5

1.6.18 Definitie. Fie ¢ : R — C. Functia

Fldir—e  Fpl©) = [ o)

—00

(in cazul in care exista) se numeste transformata Fourier a lui ¢.

104 10 10V
/TN /\\ |
/N | [
Jost \ 8f | osf
[ 1 I

\ [Tl
st | |

5 10 -10 -5

Figura 1.42: Functiile e_%xQ, e_%xQ -

1.6.19 Exercitiu. Sa se arate ca

—CLZEQ ™ —ﬁ
Fleo () = /= o'
oricare ar fi a € (0, 00).
Rezolvare. Avem
00 . [e'e) 3 2 o0 . 2
Fle™)(¢) = / e~ 6%y — / R S T / e~a(m=1%) g,

Plecand de la integrala

r r—it r—i
/ e~ gt + / e g, _ / e~y + e dy =0
-T T

il
r—igs

Bl
i
!

a functiei
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f:C—¢C, f(z) = e

de-a lungul drumului dreptunghiular din Figura 1.43 aratam ca

oo . 2 [e.e] 1 o0
/ ea(t=iz) gr = / e~ gt = —/ e dr = 1/:
—00 — 0 \/5 —00 a

Avem
r 2 o0 2
lim e dt = / e % dt.
r—00 —r —00
Alegand pentru drumul liniar ce uneste r cu r — i% parametrizarea

7 :[0,1] — C, ) =r—it=

obtinem relatia
¢

r—ig— 1 . 2 1 . 2.2
/ ey = / emolr=its;) (—i)idt = —ii e’ / oI+ T g
T 0

din care rezulta

_ &5
T— i

Figura 1.43: Drumul dreptunghiular utilizat.

Similar se arata ca
-T

. 452
lim e ¥ dz=0.
r—oo J_,._ ;&
2a
Alegand pentru drumul liniar ce uneste —r —i5- cu r 12g parametrizarea

[-rr] — C ) =t—i—
72 [ T, T] ) 72( ) l2a
obtinem relatia

r—is r . 2
/ ey :/ e~alt=i%2) gt
—r—i% —r

din care rezulta
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1.6.20 MATHEMATICA: Definitia utilizata  Flp](z)=—= I etmp(t)dt

N

In[1] :=FourierTransform[Exp[-t~2], t, x] Out[l}:cﬁ

71
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Capitolul 2

Spatii vectoriale
finit-dimensionale

2.1 Spatii vectoriale

2.1.1 Definitie. Fie K unul dintre corpurile R sau C. Prin spatiu vectorial peste
K se intelege o multime V' considerata impreuna cu doua operatii

+: VXV —V: (z,y) = z+y (adunarea)
KXV —V: (q,zx)—ax (lnmultirea cu scalari)

indeplinind urmatoarele conditii:
(x+y)+z=2+ (y+2), Vo,y,z €V
existd un element 0 € V astfel incat 0+x =2+ 0 =z, VeeV
pentru fiecare x € V exista —z €V astfel incat = + (—x) = (—z)+x =0
r+y=y+ux, Ve,y eV
alz +y) = azr + ay, Va €K, Vao,yeV
(a+ B)x = ax + Pz, Vo, €K, Vz eV
a(fzx) = (af)z, Ya,8 €K, Ve eV
lz = x, Ve eV.

S N

2.1.2 Elementele lui V' se numesc vectori iar elementele lui K se numesc scalari. Un
spatiu vectorial peste R este numit spatiu vectorial real iar un spatiu vectorial peste

C este numit spatiu vectorial complezx. In loc de x 4+ (—y) scriem = — y.

73
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2.1.3 Exercitiu Daca V este spatiu vectorial atunci:
a) ar=0 <= «a=0 sau =0
b) a(—z)=(—a)r = —ax
¢) alr—y)=ar—ay
d) (a—pP)x=azx— Pz
2.1.4 Definitie. Fie V un spatiu vectorial peste K. Prin subspatiu vectorial al lui

V' se intelege orice submultime W C V' cu proprietatea

z,ye W

a,BeK} = ax+ Py e W.

2.1.5 Propozitie.

Daca V' este spatiu vectorial peste K si {v1,va,...,un} 0 submultime a lui V' atunci
def
span {vy,va, ..., v} = { a1v1Fagvat ... +anu, | ar, ag, ..., a, €K }

este un subspatiu vectorial al lui V', numit subspatiul generat de {vy,vs,..., v}

Demonstratie. Avem
Moy + agug + ... + apvy) + p(Brvr + Pava + ... + Brvp)
= (Ao + pBr)vr + (Aag + pf2)ve + ... + (A + 1B vn.

2.1.6 Definitie.
Spunem ca {v1, va, ..., v, } este un sistem de generatori pentru V' daca

span {vy,ve, ..., v, =V.

2.1.7 Propozitie. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) Niciunul dintre vectorii vi, v, ..., Uy nu se poate scrie ca o combinatie
liniara de ceilalti vectori
b) relatia a1vy + ague + -+ - + v, = 0 este posibila numai daca

ar=ag = =a, =0, adica
aiv) +agve+ -+ o, =0 = ar=ay=---=aq, =0.

Demonstratie. a)=b) Prin reducere la absurd, presupunand, de exemplu, ca relatia

101 + vy + - - + apv, = 0 este posibila si pentru a,, # 0 se obtine

O %) Qp—1
Vp = ——V] — —VUg — -+ —
Qo Qo Qo

b)=-a) Daca, de exemplu, am avea v, = $1v1 + fov2 + - -+ + [Bp_1v,—1 atunci

Un—1-

Brv1 + Povg 4 -+ + Bp_1Vp—1 — vy, =0



Spatii vectoriale finit-dimensionale 75

adica relatia ajvy + agvy + -+ + anv, = 0 ar fi posibila si in alte cazuri decat

o] =g = =q, =0.

2.1.8 Definitie.

Spunem ca {v1,va, ..., v, } este un sistem de vectori liniar independenti daca

oy +agve+ -+ apv, =0 — ag=ay=---=qa, =0.

2.1.9 Definitie. Prin baza a unui spatiu vectorial se intelege un sistem de generatori

format din vectori liniar independent;i.

2.1.10 Pentru a arata ca B = {v1,v9, ..., v, } este baza lui V avem de aratat ca:

a) V =span{vy,vy,...,v,}
b) ajvy+agva+--Fav, =0 = aj=ars=--=a,=0.

2.1.11 Propozitie. Daca B = {v1,v9,...,v,} este baza lui V atunci orice vector

x €V se poate scrie itn mod unic sub forma
T = oV + U + -+ QpUn

(numerele aq, ag, ... , ay, se numesc coordonatele lui x in raport cu baza 9B).

Demonstratie. B fiind sistem de generatori rezulta ca exista scalarii aq, ag, ..., an,

in K astfel incat © = ayvy + agvs + - - - + av,. Relatia
a1v1 + aUy + -+ Uy = Bro1 + Bavg + -+ By

echivalenta cu
(aq — Br)vr + (a2 — Ba)va + -+ - + (o — Br)vn =0

conduce la a1 —p1 =0, as—F2=0,... , a,—B, =0, adicd a1 =01, as=a,... , ap=Ln.

2.1.12 Se poate arita ca (a se vedea [4]) :
- Daca {w1,ws, ..., wy } este sistem de vectori liniar independenti
si {v1,v9,...,v,} este sistem de generatori atunci k < n.
- Din orice sistem de generatori se poate extrage o baza.
- Orice sistem liniar independent se poate completa pana la o baza.
- Dacé un spatiu vectoral admite un sistem de generatori (finit),

atunci oricare doua baze au acelasi numar de vectori.
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2.1.13 Definitie. Spunem ca spatiul vectorial V peste K are dimensiune n si scriem
dimV=n sau dimg V=n

daca V admite o baza formata din n vectori.

2.1.14 MATHEMATICA: Dimensiunea subspatiului generat

In[1] :=MatrixRank[{{1,0,0}, {0,1,1}, {1,1,1}}] +—> Out[l]=2

2.1.15 Propozitie. a) Daca W CV este subspatiu vectorial atunci dim W <dim V.
b) Daca W CV este subspatiu vectorial si dim W =dim V' atunci W=V".

Demonstratie. a) Fie {v1,va,...,0,} baza In V si {wy,we,...,wr} bazd in W .
Deoarece {wi,ws,...,wy} este sistem liniar independent in V' gi {v1,ve,...,v,} este
sistem de generatori rezulta ca k < n.

b) Orice baza a lui W poate fi extinsa pana la o baza a lui V. Deoarece dim W =

dim V' rezulta ca orice baza a lui W este in acelasi timp baza a lui V.

2.1.16 Pentru a simplifica scrierea unor expresii vom utiliza uneori indici superiori

pentru a indexa coordonatele vectorilor. Dezvoltarea
_ 1 2 n
r=x v +x v+ -+ U,

a unui vector x € V in raport cu baza B = {v1,va, ..., v, } se scrie comprimat folosind

conventia de sumare a lui Einstein sub forma
T = z'v;

(indicele i care apare in produsul z’e; o data ca indice superior si o data ca indice
inferior este indice de sumare).

2.1.17 Definitie. Fie B = {v1,ve, ..., v, }, B = {v], v}, ..., v} } doud baze ale lui V si

vy = advy +advg + - + v,
vh = adv; + advg + -+ + aBu, (2.1)

vl = alvy + vy + -+ oy,

Matricea
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1 1 1
ap oy Qp
2 2 2

af o «
S — 1 2 n
o ay ay,

se numeste matricea de trecere de la baza B la baza 9B’.
2.1.18 Folosind conventia de sumare, relatiile (2.1) se scriu comprimat
v = az vj .
2.1.19 Propozitie. Matricea S este inversabild si inversa ei
B By - Ba
Gi_| B g
pr By - By
este matricea de trecere de la B’ la B.

Demonstratie. Fie v; = ﬁ]’? v}, Din relatiile

k. pk i . P J. . 3k,
v; = B vy, = Bj o vi, v = 0 vj = o B v

7

rezulta tinand seama de unicitatea reprezentarii unui vector in raport cu o baza ca

k i _ si ik _ sk
Bj oy, = 63, a;Bf =0 =

2.1.20 Teorema. Cu notatiile de mai sus

/S J_— ~J
v =y U; =0 x
Y ST i
r=x) vj=1"v; " =[x
Demonstratie. Din relatia

G o T,
vl vj = a" v = 2" o v;
rezulta

. -
¥ = ol 2"
si tindnd seama de (2.2)

/Bk ) = /Bk ol 2 = 5k " = x/k
e J J 7
adica

a'* = ﬁ]]‘?:nj.

(2.2)
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2.1.21 Propozitie. Pe orice spatiu vectorial complex V' se obfine o structura

naturala de spatiu vectorial real prin restrictia scalarilor i
dimpV = 2dim¢V.
Demonstratie. Fie {v1,ve,...,v,} 0 baza a spatiului vectorial complex V. Oricare ar
fi x € V exista numerele complexe ay + 511, ag + Bai, ... , ay, + Bl astfel incat
x = (a1 + Bri)vy + (g + Poi)va + - -+ + (a4 Bni)vn.
Scriind aceasta relatie sub forma
x=a1v] + Privy + agve + Boive + - - + ap vy + B ivy

deducem ca B = {wvy, ivy, va, Vg, ..., Uy, iv, } este sistem de generatori pentru

spatiul vectorial real V. Relatia
ar v + Brivi + agvg + Paiva + -+ + ap v + By ivy =0

se poate scrie
(o1 + Bri)or + (a2 + Bai)va + - -+ + (o + Bui)vp =0

si conduce la a3 4+ f1i = ag + PBoi = -+ = oy, + Bpi = 0, adica la

m=p=ay=P==an=0=0.

2.1.22 Propozitie. Daca V este un spatiu vectorial real atunci spatiul
VxV={(r1,22) | z1,22€V }
considerat impreund cu adunarea pe componente
(z1,72) + (y1,92) = (¥1 + y1,72 + Y2)
st tnmulfirea cu numere complexe
(o + Bi)(x1,x2) = (awy — Bag, axs + fx1)
este un spatiu vectorial complex notat cu ©V ( complexificatul lui V') gi
dim¢c®V = dimgV.
Demonstratie. Fie {vy,vs,...,v,} 0 baza a spatiului vectorial real V. Aratam ca
B = {(v1,0), (v2,0), ..., (vy,0) }

este baza a spatiului vectorial complex V. Oricare ar fi 21, 79 € V existd numerele

reale aq, ao, ... , ay §i B1, B2, ... , Bp astfel incat
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T1 =1V + V2 + -+ 0y Uy, x9 = Prv1 + Bava + -+ B Uy

Deoarece i(vj, 0) = (0, vj) avem
(x1,22) = (a1v1+a2v2+ -+ vy, 0) + (0, Brvr + Bavz + - + By vn)

= (o1 + B1i)(v1,0) + (a2 + B2i)(v2,0) + -+ - + (an + Bpi)(vn, 0).

Daca
(a1 + Bri)(v1,0) + (a2 + B2i) (v2,0) + - - + (an + Bni)(vn, 0) = (0,0)
atunci
(rvr+agva+ -+ vy, frvr+ Pava+ -+ Buvy) = (0,0)
ceea ce conduce laay =as = =a, =05if1=F=---= 6, =0.

2.1.23 Scriind z7 + 221 in loc de (x1,x2) obtinem
CV:{x1+:E2i| x1, 2 €V }
sl iInmultirea cu scalari
(a+ Bi)(x1 + 291) = (axy — Bra) + (g + Bay)i

coincide formal cu Inmultirea uzuald a numerelor complexe.
2.1.24 Definitie. Prin relatie de echivalenta pe o multime M se intelege o submultime

R C M x M cu proprietatile:

1) (z,x) € R, Ve e M (reflexivitate)

2) (z,y)€eR = (y,x)€R (simetrie)

(z,y) €R
(y,2) €R
In loc de (x,y) €R se prefera sa se scrie x Ry sau x ~ y.

3) = (z,2) €R (tranzitivitate)

2.1.25 Definitie. Prin partitie a unei multimi M se intelege o familie {M; };cr de

submultimi ale lui M cu proprietatile:

1) M; #0, Viel

2) M;nM;=0, Vi,jel cu i#j
3)  Uier Mi=M.
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2.1.26 Propozitie.
a) Daca ~ este relatie de echivalenta pe M atunci mulfimile distincte de forma

t={yly~=z} (clasa de echivalentd a lui x)

formeaza o partitie a lui M, notata cu M/~ gi este numita multimea
factor corespunzatoare relatiei ~.

b) Invers, daca {M;};cs este o partitie a lui M atunci relatia ~ definita prin
x~y daca exrista i € 1 astfel incat =,y € M;

este o relatie de echivalenta pe M.

Demonstratie. a) Reunind toate clasele de echivalentd obtinem multimea M si & # ()
deoarece z € Z. In plus,

TEGN2 :>{ ﬁ:i{ — Y~z — =%
b) Evident, relatia ~ este reflexiva si simetrica. Daca x ~ y si y ~ z atunci exista
i,j € I astfel incat x,y € M; si y,z € M;. Multimile partitiei fiind disjuncte rezulta

ca M; = M;j si prin urmare x ~ z.
2.1.27 Propozitie. Daca V este un spatiu vectorial peste corpul K st W C V este
un subspatiu vectorial atunci relatia
T~y daca z—yeW

este o relatie de echivalenta pe V. Pe mulfimea factor V/~

notata cu V/W i formata din toate clasele de echivalenta
t=zx+W={ax+y| yew}
relatiile
i+g=r+y,  ai=az
definesc o structurd de spatiu vectorial (numit spatiu factor ).

Demonstratie. Avem
r—x=0eW — z~=z
z~y = rz—yeEW —m y—axeW —= y~c

T~y }:> x—yeW

yn~=z y—zeW}:x_zz(fﬂ—y)Jr(y—z)eW:mNZ,
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Decarece W+ W ={z+y|z,yeW }=WsiaW ={azx |z € W } =W avem
(+W)+y+W)=ax+y+W, alz+W)=ar+W

ceea ce arata ca operatiile cu clase de echivalenta sunt bine definite (nu depind de
reprezentantul ales). Elementul neutru este 0 = 0 + W = W iar opusul lui Z este
—t=—z=—-z+W

2.1.28 Exercitiu. Descrieti spatiul vectorial factor R? /W in cazul
W={(0y)|yer}

Rezolvare. In acest caz
(z,9) ~ (2/,9) <= (z,y) — (2,y) eW <=z =2’

Rezulta ca

—

(@,y) =(@y)+W={(z.¢) [/ eR}
sl prin urmare,

R2/W ={ (2,0) |z €R }.

2.1.29 Trecerea de la R? la R?/W se realizeaza “ignorand” coordonata y,

adica identificand vectorii (z,y) din R? cu acelasi z.

2.1.30 Teorema. Daca W este subspatiu vectorial al lui V' atunci
dimV/W =dimV — dim W.

Demonstratie. Fie {vi,v,...,vx} 0 baza a lui W pe care o completdm pana la o
baza {v1,v2, ..., Vg, Vg1, .-y Un } & lui V. Aratam ca {041, Ogso, ..., On} este baza a
lui V/W. Daca

T =011 + ... + oV + A1 V%41 + ... v, €V
atunci
T=o0101 + ... + a0, + Qp410k41 + ... + QpUp = Qp410k+1 + ... + A
Pe de alta parte daca
Qp110k+1 + QpyoOpro + ... + anty =0
atunci
Qf+1Vk+1 + Qy2Vk42 + .o + Qo € W

si deci exista ag, ag, ... , ag € K astfel incat
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Oft1Vk4+1 + Q4 2Vk42 + ... + AUy = QU] + QU2 + ... + QU

relatie care conduce la ag11 = oo = ... = o, = 0.

2.2 Transformari liniare

2.2.1 Definitie. Fie V si W spatii vectoriale peste acelagi corp K (K=R sau K=C).
O aplicatie
AV —W: 22— Az
este numita transformare liniard (sau aplicatie liniara ) daca

Aoz + By) = aAz + SAy, Ve,y €V, Va, B € K.

Transformarile liniare A:V —V mai sunt numite operatori liniari.

2.2.2 Vom utiliza notatiile
LV,W)={A:V — W | A este transformare liniara }
L(V)={A:V — V | A este operator liniar }.

2.2.3 Propozitie. Daca A:V — W este o aplicatie liniard atunci

Ker A Y {2 eV | Az=0}

este subspatiu vectorial al lui V', numit nucleul lui A, iar
TmA % {Az | zeV'}

este subspatiu vectorial al lui W, numit imaginea [ui A.

Demonstratie. Avem

z,y € KerA
a,B8 €K

Daca v, w € Im A atunci existd z,y € V astfel incat v = Az i w = Ay. Oricare ar

fi o, € K avem

} — A(ax + py) =adAz+ Ay=0 = ax+ Py € Ker A.

av + pw = aAz + fAy = A(az + By)

ceea ce arata ca av + fw € Im A.
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2.2.4 MATHEMATICA: Bazi in Ker A
1 2 3
In[1] :=MatrixForm[{{1, 2, 3}, {2, 4, 6}, {3, 6, 9}}] > Out[l]z( 2 4 6 )
3 6 9
In[2]:=NullSpace[{{1, 2, 3}, {2, 4, 6}, {3, 6, 9}}] +— Out[2]={{-3,0,1},{—2,1,0}}

2.2.5 Teorema (a rangului). Daca A :V — W este transformare liniara atunci

dimV = dimKer A + dim Im A.

Demonstratie. Fie By = {v1,v9,...,0t} o baza a subspatiului Ker A, unde k =
dim Ker A. Acest sistem de vectori liniar independenti il completdm pana la o baza

B = {U1, V2, ooy Vg, Vg1, Ukt2, -, Up } @ lui V, unde n = dim V. Vom arata ca
/
B = {A’Uk+1,AUk+2, X Avn}

este o baza a subspatiului Im A.

B’ este sistem de vectori liniar independenti: Din

g1 Avga1 + Qpro Avgao + - + a Avy, =0
rezulta
A1 Vg1 + QppoVpqo + - Fapvp) =0
ceea ce arata ca 41 Vgp+1 + Qgyo Vgro + -+ -+ vy, € Ker A. Sistemul de vectori Bg

fiind o baza in Ker A, rezulta ca exista aq, asg, ..., i € K astfel incat

Q1 Vg1 T Q12 Vg2 + -+ Qp Uy = Q101 + U2 + - - - + Qg Vg
adica

Q101 + Qovg + -+ QgUE — Qg1 Vgl — Qg2 Vg2 — -+ — QU = 0.
Deoarece B este baza In V, acesta relatie este posibila doar in cazul

ceea ce arata cad B’ este sistem de vectori liniar independenti.

B’ este sistem de generatori: Oricare ar fi y € Im A existd x € V astfel incat y = Ax.
Plecand de la reprezentarea x = Ajv1 + Aovg + - - - + Ay, a lui & In baza 9B se obtine
y=Ax = A\ Avy + M Avy + - -+ + A Avg + M1 Avgrr + - + A\ Avy,

=040+ -+ 0+ MAvk + Apr1Avkar + - + A Avy,

ceea ce arata ca B’ este sistem de generatori pentru Im A.
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2.2.6 Propozitie.

O transformare liniara A : V. — W este injectiva daca gi numai daca Ker A = {0}.
Demonstratie. Daca A este injectiva atunci Az=0 implica =0 si deci Ker A={0}.
Invers, daca Ker A = {0} atunci

A=Ay = Az—Ay=0 = A(z—y)=0 = z—-y=0 = z=y.

2.2.7 Propozitie.

Inversa unei transformari liniare bijective este o transformare liniard.

Demonstratie. Fie A : V — W o aplicatie liniard bijectiva. Oricare ar i z,y € W

si a, B € K are loc relatia
ax + By = aA(A7 z) + BA(A™Yy) = A(aA™ e + BATY)
si prin urmare A~ (ax + By) = aA" x + BAT Y.

2.2.8 Definitie. Prin izomorfism liniar se intelege o transformare liniara bijectiva.

2.2.9 Definitie. Spunem ca spatiile vectoriale V' si W sunt izomorfe daca exista
un izomorfism liniar A : V — W.

2.2.10 Teorema. Doud spatii vectoriale peste acelasi corp K sunt izomorfe dacd si

numai dacd au aceeasi dimensiune.

Demonstratie. Fie V' gi W spatii vectoriale peste K izomorfe si fie A: V — W un
izomorfism liniar. Din relatiile

Ker A = {0}, ImA=W, dimV = dimKer A + dimIm A

rezultd ca dim V=dim W. Invers, daca dim V=dim W = n, alegand o baza {v1, va, ..., v, }

in V si o baza {wy,ws, ..., w,} In W putem defini izomorfismul liniar

AV — W, A(zv)) = 2T w;.

2.2.11 Notatia K" se utilizeaza pentru spatiul vectorial
K" ={ (z1,22,...,2Tn) | 1,22,...,2p EK }
identificat cu spatiul vectorial al matricelor linie

K'={(x1 2 ... y) | x1,22,....,2, €K }
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dar si pentru spatiul vectorial al matricelor coloana

K" = . zh2?, . a" eK

2.2.12 Teorema. Daca V este un spatiu vectorial peste K atunci orice baza
B = {v1,v2, ..., vn} alui V (cu ordinea vectorilor fizata) defineste izomorfismul

!

x2

A:V —K", A(ziv) =

care permite identificarea lui V' cu K".
Demonstratie. Aplicatia A este liniara, Ker A = {0} i Im A = K".

2.2.13 Definitie. Fie V' gi W spatii vectoriale peste acelasi corp K,
By = {v1,v2,...,v,} bazd in V
By = {wy,wa, ..., wy, } bazd in W
A :V — W transformare liniara si fie

R P
Av; = a;w;
adica
Avy = atwy + adwy + - + alwy,
Avy = alwy + adwy + - - + afwy,
Av,, = a}lwl + a%wg + ot altwp,.
Matricea
1 1 1
ay Qg ap
ai a3 aj,
A=
m m m
ay az an,

se numeste matricea lui A in raport cu bazele By si By .

2.2.14 Deoarece orice vector se poate reprezenta in mod unic sub forma
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n
T = z'v; adica T = E z'v;
¢ o i=1
rezulta ca
n n n m . m n .
Az = A E v | = E 't Av; = E xt E alwj | = E E al 2 | w;
i=1 i=1 i=1 j=1 j=1 \i=1

ceea ce aratd ci transformarea liniard A este complet determinati de matricea ei in
raport cu bazele alese.

2.2.15 Punand
r=a'vi=z'vi+rtvet - 2 v, y=ywi=y'wi+yiwa+t - +y"wn

relatia y = Ax se poate scrie sub forma

4 ol a - oal) [
y" ar® a3’ ap’ z"

2.2.16 Teorema. La o schimbare de bazda matricea unui operator liniar
AV — V se schimba dupd formula

A =571A9

unde S este matricea de trecere de la baza veche la baza noud.

Demonstratie. Fie B = {v1,v9,

ey Up by B = {v], 05, ..

v} baze in V|

ol al - ol
0 o} o ad o
S = unde v = o vj
of oy ay
matricea de trecere de la B la 9B’ si fie
ol al ..o al
@ @ - a )
A= unde Av; = a? v,
1
af ay an
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si

11 1
all a/2 ... a/n
2 2 2

/ all CL/2 o a/" / 1k

A = unde Av; = d'; v,
m m /m
a 1 a/ 2 ... a n

matricele lui A in raport cu 9B si respectiv B’. Din relatiile

’_ J. N Ik
Av;=A (ai fuj) = a; Av; = a; aj vy,

/ 17,0 19 ~k
Avi—aivj—ai 7 Uk
rezulta
k 1] k_J
oG as = ajoy

adicd relatia SA’ = AS care implica A’ = S~1AS.

2.2.17 Definitie. Fie V un spatiu vectorial peste K si A:V —V un operator liniar.
Spunem c& numaéarul A € K este valoare proprie a lui A daca exista un vector v # 0,
numit vector propriu corespunzator valorii A, astfel incat

Av = .

2.2.18 Propozitie. Daca A\ este valoare proprie a operatorului A :V — V atunci
Ww={z eV | Az = Az}
este subspatiu vectorial al lui V' (numit subspatiul propriu corespunzator lui X).

Demonstratie. Avem
v
z’%ee K/\ } =  A(az + By) = aAz + fAy = adx + By = Maz + By).

2.2.19 Propozitie. Polinomul (numit polinomul caracteristic)

P(\) = det(A— AI) =
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asociat unui operator liniar A:V — V folosind matricea

intr-o baza fixatd nu depinde de baza aleasd.

Demonstratie. Cu notatiile de mai sus, avem

det(A’ — XI) = det(S7LAS — AI) = det(S™H(A — AI)S)
= detS~! det(A — AI) detS = 2 det(A — AI) detS = det(A — A).

2.2.20 Deoarece
P(A) = (—1)"\" + (=1)""a] + a3 + .. + a)A" " + ...+ det A

numerele det A si
trA=aj +a3+..+a’

(numit urma operatorului) definite cu ajutorul unei baze, nu depind de baza aleasa.

2.2.21 MATHEMATICA: Det[A], Tr[A], CharacteristicPolynomiall[A,t] ,

In[1]:=Det[{{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}}] —  Out[1]=0
In[2]:=Tr[{{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}}] = Out[2]=15
In[3] :=CharacteristicPolynomial [{{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}},t] +> Out[3]=18t+15t2—t3

2.2.22 Teorema. Fie V un spatiu vectorial peste K si fie A:V — V un operator
liniar. Numarul \ € K este valoare proprie a lui A dacd si numai daca este radacing

a polinomului caracteristic, adica daca P(\) = 0.

Demonstratie. Conform definitiei, A € K este valoare proprie daca si numai daca

existd x # 0 cu Az = Az. Intr-o bazi fixati, acest lucru este echivalent cu faptul c&

sistemul
(a} =Nz +adzo + - +alz, =0

adzy + (a3 —N)wy+ - +a2x, =0
atxy +afxe + -+ (af =Nz, =0
are gi alte solutii in afara de (0,0,...,0), ceea ce are loc daca gi numai daca
al—-\ ad - al

2 2 2
ai  az—XA - ai

ay ay  co-oar—A\
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2.2.23 In cazul in care V este spatiu vectorial real, numai radacinile reale ale poli-

nomului caracteristic sunt valori proprii ale lui A.

2.2.24 Definitie. Fie A: V — V un operator liniar si W C V subspatiu vectorial.
Spunem ca W este subspatiu invariant daca
AW) CW.
2.2.25 Subspatiile proprii ale unui operator liniar sunt subspatii invariante
w € V) = Aw = dw € V).
2.2.26 Propozitie. Matricea unui operator liniar A : V. — V in raport cu o bazd

B este o matrice diagonald dacd si numai dacd B este formatd

doar din vectori proprii ai lui A.

Demonstratie. Daca B = {v1,v,...,v,} este o baza a lui V formata din vectori

proprii ai lui A

Av; = N\,
(unele dintre numerele A1, Ag, ..., A, putand fi egale) atunci matricea lui A in aceasta
baza este
A 0 0 - 0
0 X 0 --- O
A=
0 0 0 --- A
Invers, daca matricea lui A in raport cu o baza B = {w;,ws, ..., w, } are forma dia-
gonala
ap 0 0 --- 0
0 as 0 --- O
A=
0 0 0 Qn
atunci

Awi = O, W;
oricare ar fi i € {1,2,...,n}. Deoarece o baza nu poate contine vectorul nul rezulta
ca wy, w2, ..., W, sunt vectori proprii ai lui A §i ai, as, ..., a, valorile proprii

corespunzatoare.
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2.2.27 Definitie. Fie A:V — V un operator liniar si A o valoare proprie.
Spunem ca A are multiplicitatea algebrica k daca este radacing
de ordinul k a polinomului caracteristic.

Prin multiplicitate geometrica a lui X se intelege dimensiunea

subspatiului propriu V) corespunzator lui A.

2.2.28 Propozitie. Daca vy, v, ..., vp sunt vectori proprii ai operatorului
AV —V
corespunzatori la valori proprii distincte A1, Aa, ..., Ak
Av; = \v;

atunci {v1,va, ..., v} este sistem de vectori liniar independenti.
Demonstratie (cazul k = 3). Din

11 + aove + agvy =0 (23)
rezulta

A(aqv1 + agvg + agus) =0
adica relatia
a1 Avi + an Avg + g Avg = 0
care se mail scrie
a1 A1V1 + agA9vo + agAzvg = 0. (2.4)
Adunand relatia (2.4) cu relatia (2.3) inmultita cu (—A3) se obtine
a1(A1 — A3)v1 + ag(A2 — Ag)ve = 0. (2.5)
Aplicand operatorul A relatiei (2.5) obtinem
a1 (A1 — A3)A1v1 + ag(A2 — Az)Agvg = 0. (2.6)
Adunand relatia (2.6) cu relatia (2.5) inmultita cu (—Ag) rezulta
a1(A1 — A3)(A1 — A2)vg = 0.

Deoarece A1, A2, A3 sunt distincte gi v1 # 0 rezultd oy = 0 si apoi din (2.5) obtinem

as = 0. Inlocuind in (2.3) pe aq si ag cu 0 deducem ca ag = 0.
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2.2.29 Din propozitia anterioara rezulta existenta formei diagonale In cazul in care
radacinile polinomului caracteristic apartin toate corpului K peste care este
considerat V si sunt toate distincte.

2.2.30 Teorema. Fie V un spatiu vectorial peste K si fie A:V — V un operator
liniar. Fxista o baza a lui V in raport cu care matricea lui A este diagonald
daca st numai dacd toate radacinile polinomului caracteristic apartin lui K si

pentru fiecare dintre ele multiplicitatea algebrica este egald cu cea geometricd.

Demonstratie. (in cazul a doua radacini A\; # Ay cu multiplicitatile 2 si respectiv 3).
In cazul considerat dim V =2+3=5, dim Vi, =2 si dim V), =3. Fie {v1,v2} baza in

Vi={zeV|Az=Nz}

si {wy,wq, w3} baza in
Vi, ={ze€V | Az =Xz }.
Este suficient sa aratam ca {vy,ve, wy, we, w3} este baza in V. Fie

a1v1 + agve + aswy + agwe + asws = 0. (2.7)
Aplicand A obtinem

Ar(eqvr + agvz) + Ag(azwr + aqws + asws) = 0.
Adunand aceasta relatie cu relatia (2.7) inmultita cu (—A2) obtinem

()\1 — )\2)(0411)1 + aoug) =0

de unde oy = ag = 0. Inlocuind in (2.7) rezulti ag = ay = as = 0.

2.2.31 Orice matrice

1.1 1
ai ag Qp,
ai a3 az,
] ] € Myxn(K)
a? ay - a’

este matricea in raport cu baza canonica

B = {e; = (1,0,0,...,0), ez = (0,1,0,...,0), ..., en = (0,0,...,0,1)}

a operatorului liniar
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zt al a} al zt

72 a? a3 a? 22
A K" — K", A =

x™ at ay - ap x™

2.2.32 Definitie. Prin valoare proprie a unei matrice (respectiv vector propriu al

unei matrice) A € My, (K) se intelege o valoare proprie (respectiv vector propriu)
a operatorului liniar asociat A : K" — K".

2.2.33 MATHEMATICA: Eigenvalues[A], Eigenvectors[A]

0 1 1
In[1] :=MatrixForm[{{0,1,1}, {1,0,1}, {1,1,0}}] — Out[l]:< 1 0 1 )
1 1 0

In[2] :=Eigenvalues[{{0,1,1}, {1,0,1}, {1,1,0}}] = Out[2]={2,—-1,—1}
In[3]:=Eigenvectors[{{0,1,1}, {1,0,1}, {1,1,0}}] > Out[3]={{1,1,1},{—1,0,1},{—1,1,0}}

2.2.34 Definitie. Spunem ca matricea A € M, x,(K) este diagonalizabila daca
operatorului liniar asociat A : K® — K" este diagonalizabil.

2.3 Dualul unui spatiu vectorial

2.3.1 Definitie. Fie V un spatiu vectorial peste corpul K. O functie
p:V—K
este numita forma liniara daca
plax + By) = ap(x) + Be(y), Yo,y €V, Yo, B € K.
2.3.2 Daca B={v1,vs,...,0,} este baza In V si p:V — K este forma liniara atunci
exista numerele @; =¢(v;) unic determinate astfel incat

o(z) = piz’ adica o(2'v;) = izt



Spatii vectoriale finit-dimensionale

2.3.3 Daca V este un spatiu vectorial peste corpul K atunci
V*={¢:V — K | ¢ este forma liniara }

inzestrat cu operatiile de adunare
VixV—V*: , ) = o+ unde
() oty (o + ) () = pla) + V()

si Inmultire cu scalari

Ap:V — K

KxV*—V*": (A\p)— A unde
Do) (o)) = Ao(@)

este spatiu vectorial (numit dualul lui V).

2.3.4 Teorema Oricare ar fi spafiul vectorial V avem

dimV* =dim V.

93

Demonstratie. Fie B={vy,va,...,v,} 0 bazi. Aratam ca B*={v! v?, ...,v"}, unde

vV — K, Ui(vj):(;z’:{l daca i =j

J 0 daca 1#j
adica
vV — K, vi(azlvl + 229+ -+ x"y,) = z

este o baza a lui V*, numita duala bazei B. Fie

avt +agv? + -+ =0
adica

(aqv! + agv? + - + @) (z) = 0, VeeV
ceea ce se mai scrie
vl (z) + agv?(x) 4+ -+ + av™(x) = 0, Vo e V.

Alegand x = v1 obtinem «; = 0, alegdnd x = vy obtinem as = 0, etc.
Daca ¢ € V* atunci notand ¢; = ¢(v;) obtinem
o(x) = p(ztvy + 2209 + - + 2",) = 2t p(vy) + 22 p(va) + - + 2™ (V)

=vl(z) o1 + 02 (x) 2 + - +0™(2) on = (101 + 20® + - + ©pv")(2)

oricare ar fi x € V, adica

@ = 10" + v + -+ " = ot
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2.3.5 Definitie. Fie 8={v1,vs,...,v,} 0 bazd in V. Baza lui V*
B*={v!, 02, ..., 0"}
formata din formele liniare v* : V' — K, definite prin
SO B
adica din functiile
vV — K, vi(ztoy + 2%y + -+ 2", = 2

se numeste duala bazei B.

2.3.6 Daca B={vy,vo,...,0,} este baza in V si B*={v!,v?,...,v"} duala ei atunci

zeV = z=z'vy=Y v'(z)y adica ' =v'(z)
i=1
. n .
peV* = p=pp' = Zl p(vi)v'  adicd ¢ = o(v;).
1=

2.3.7 Daca B={vy,va,...,0,} este baza in V si B*={v!,v?,...,v"} duala ei atunci

xl

2

V—K': x+— : si Vi —K":p— (p1 v2 ... ©n)

xn
sunt izomorfisme liniare care permit identificarea spatiilor V' gi V* cu K". Avem

.’L’l

2
. X
o(r) = i’ = (p1 Y2 ... ©n)

xTL

2.3.8 Teorema Fie V un spatiu vectorial peste corpul K,
B = {vy,v9, ..., 0}, B ={v],vh,...,v} doud baze inV,
B* = {v!, 02,0}, B = V70" dualele lor si

af oy o Bi By - By
2 9 2 2 2 2
ay oy o« _ pr By - B
S = . . " ) S 1 = . "
af oy o, Bt By -+ B

matricele de trecere intre B si B'. Oricare ar fi
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r=2lvj=2"0v; €V st p=pjv=piv" e V*

au loc relatiile

vi=a v; vt =B} v (2.8)
dmalp; i

Demonstratie. Avem

J
%

i 3N k. j_nk J.1__ sk _ti_ Ik
vy, = =ajz = fjr'=pjajr" =0 " ="

Gy i
vj=2"v,=1" ;

Deoarece 2'F = o/ k(az) si 27 = v/ (z) relatia anterioard se poate scrie sub forma
v'k(x) = ﬁ]]-“ v/ () sau v'k(x) = (ﬁ]k o) ().
Relatia avand loc pentru oricare x € V rezulta
o = ﬂ]]-“ V7.

Folosind liniaritatea lui ¢ obtinem

©; = o(v;) = @(a] vj) = o o(v;) = o ;.

2.3.9 Dualul V** = (V*)* al dualului V* este numit bidualul lui V. Avem

V*={f:V*—K| f este forma liniara} s§i dimV*=dimV*=dimV.
Stim ca doud spatii vectoriale de aceeasi dimensiune pot fi identificate alegand cate
o baza in fiecare dintre ele. Evident, identificarea depinzand de bazele alese, se poate
face Intr-o infinitate de feluri. Aratam ca orice spatiu vectorial V se poate identifica
cu bidualul V** intr-un mod natural care sa nu mai depinda de alegerea unor baze.
Relatiile (2.8) arata existenta unei ciclicitati in cazul repetarii trecerii la dual.
2.3.10 Teorema Aplicatia

U:V—V"™: z— Ulz]
prin care vectorului x €V i se asociazd forma liniard
Ulz]: V* — K,  P[z](f) = f(2)

este un izomorfism liniar care permite identificarea lui V cu V**.

Demonstratie. Functia ¥[z]| apartine lui V** deoarece este liniara

Vfz](af + Bg) = (af + fg)(x) = o f(z) + Bg(x) = aV[z](f) + 5 [z](g)-
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Aplicatia W : V — V** este transformare liniara deoarece
Viox + By|(f) = flax + By) = af(x) + Bf(y) = (a¥]z] + B¥[Y])(f)
oricare ar fi fe€V*. Transformarea ¥ este injectiva deoarece din
Ulz] =0 = Uz](f) =0, VfeV* = flz)=0, VfeV*
rezulta Ker U = {0}. Conform teoremei rangului are loc relatia

dimKer¥V +dimImV¥ =dimV

din care rezulta Im ¥ = V** adica surjectivitatea lui .

2.4 Sume de spatii vectoriale

2.4.1 Propozitie. Daca W1 CV si Wy CV sunt subspatii vectoriale atunci
W =W NW,

este subspatiu vectorial al lui V.

Demonstratie. Avem

x,y € W1
x,y e W ax + py € W
W. .
a,ﬁeK}: xzyyﬁeeﬂz = oz + By € Wy = ax+ Py e W.

2.4.2 In general, reuniunea a doua subspatii vectoriale ale unui spatiu vectorial V'

nu este un subspatiu vectorial. De exemplu,
Wi ={(z,0)[zeR} si We={(0y)|yeR}
sunt subspatii vectoriale ale lui R?, dar W = W; U W, nu este subspatiu vectorial al
lui R?. Intr-adevir, (1,0) € W si (0,1) € W dar (1,0) + (0,1) = (1,1) € W.
2.4.3 Propozitie. Daca W1 CV si Wy CV sunt subspatii vectoriale atunci
Wi+ Wo & {wi 4wy | wi € Wi, wy € Wa}

este subspatiu vectorial al lui V.

Demonstratie. Avem
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wh +wh € Wy + Wh

wy +wz € W+ Wa a(wr + w2) + B(w] + wh)
—
a, B8 €K

= (ow; + puw)) + (aws + Pwy) € Wi + Wh.

2.4.4 Definitie. Fie W1, Wy C V doud subspatii vectoriale. Subspatiul vectorial
Wi+ Wy = {w1+w2 ‘ wy € Wy, wy € Wg}
se numeste suma subspatiilor Wy si Wa.
2.4.5 Teorema (a dimensiunii). Daca Wy si Wy sunt subspatii ale lui V' atunci
dim (W1+W2) = dim W7 + dim Wy — dim (WlﬂWQ).

Demonstratie. Fie Bg = {u1,ua, ..., u,} o baza a spatiului vectorial W3 N W pe care
o completam péana la o baza
%1 = {’LLl, Uy eeey Up,yV1,V2,y ..uy ’L)k}
a spatiului vectorial Wi si pana la o baza
%2 = {Ul, Uy ooy Up, W1, W2, ..., wm}
a spatiului vectorial Wa, unde n = dim (W1NWs), n+k = dim Wy, n+m = dim Ws.
Este suficient sa aratdm ca
% = {u17u27 ...,’Z,Ln,'Ul,'UQ, "’7vk7w17w27 "'7wm}

este o baza a lui W7 + W5, Orice vector de forma x1 + 9 cu z1 € Wi si z9 € Wo
este o combinatie liniara de vectorii lui 8. Relatia

a1uy + ... + apuy + Brvr + .o+ Brvk + Yiwyr + oo F YW =0 (2.9)
se poate scrie sub forma
a1U] + ... + aply + B1v1 + .o+ BrUp = =YW — ... — Y Wi
Egalitatea dintre vectorul ajuy + ... + apu, + Bivr + ... + Brvg apartinand lui
Wy si vectorul —yiwy — ... — YWy, apartinand lui Wa este posibilda numai daca
—VW] — .o — YWy € W1 N Wy, adica daca exista 01, 09, ..., 01 € K Incat
—VIWT — VW2 — ... — VW = O1U1 + Oy + ... + Spun.

Scriind ultima relatie sub forma

d1u1 + doug + ... + Oplp + V1w + Yows + o + YWy = 0
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si tinand seama de faptul ca Bs este baza in W rezulta
d=0=..=0h=y1=%%=..=7%, =0
Relatia (2.9) devine
aiuy + ... + apuy + B1v1 + ..o+ Brog = 0.
Tinand seama de faptul ca 9 este baza in W; obtinem
041:042:...:0%:51 :52:...:5k:0.
Prin urmare 9B este baza a lui Wy + Wy si

dim(W1 + WQ) =n+k+m=dim Wi + dim Wy — dim (Wl N WQ).

2.4.6 Definitie. Fie W7, W5 doua subspatii vectoriale ale unui spatiu vectorial V.

Spunem ca suma W7 + Wy este sumd directd si utilizam notatia
W1 @ Wy

dacéa scrierea oricarui vector w € W7+ Ws ca suma w =wi +ws

dintre un vector w; € W1 si un vector we € Wy este unica.

2.4.7 Propozitie. Fie W1, Wy C V doua subspatii vectoriale.

Suma W1 + Wy este suma directd dacd si numai dacd
WinNnWsy = {0}

Demonstratie. “—" Daca W1 N Wy # {0} atunci existda x € W1 N Wy nenul care
admite reprezentarile © = z + 0 gi £ = 0 4 z, ceea ce arata ca suma nu este directa.
“<=" Fie subspatiile W7 si Wy cu W7 N Wy = {0}. Daca v € W; + W, admite

reprezentarile ]
v=wi; +wy cu w; €Wy si wyg € Wy

v=wl+wh cu wieW si whe W,
atunci

/ /
w1 + wg = Wi + Wsy.
Scriind aceasta relatie sub forma
/ /
W] — Wy = W2 — Wy
din wy —w] € Wi, wy —wh € Wa si Wi N Wy = {0} deducem c& wy — w) = 0,

we — wh = 0, adicd wy = wj si we = wh, ceea ce aratd ca suma este directa.

2.4.8 In cazul sumei directe avem dim W7 @ Wy = dim W7 + dim Whs.
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2.4.9 Am definit suma a doud spatii vectoriale in cazul particular in care exista
un spatiu vectorial in care ambele sunt subspatii vectoriale. Ea reprezinta o suma
internd. Aratam ca suma a doua spatii vectoriale se poate defini pentru orice spatii
vectoriale peste acelasi corp si poate fi privita ca o sumd directd externd.
2.4.10 Propozitie. Daca V st W sunt spatii vectoriale peste acelasi corp K atunci
VxW={(z,y)| €V, yeW}
considerat impreund cu adunarea
(z,y) + (@) = (@ +2",y+y)
st inmultirea cu scalari
a(z,y) = (ax, ay)
este spatiu vectorial, notat cu V@ W gi
dim(V e W) =dimV 4 dim W.
Demonstratie. Daca {v1,v9,...,v,} si {w1,ws,...,w} sunt baze in V' si W atunci

{ (U17 0)7 (1)27 0)7 sevy (Una 0)7 (07 w1)7 (07 w2)7 secy (07 wk) }
este baza in V' x W.
2.4.11 Definitie. Fie V si W doua spatii vectoriale peste acelasi corp K. Spatiul
vew ¥ (,y)| z€V, yeW}

se numeste suma directd a spatiilor V si W.

2.4.12 Spatile V si W pot fi identificate cu subspatiile

{(2,0)[zeV}, {0y [yeW}
ale lui V@ W gi avem
{(z,0) |2 €V }n{(0,y) |yeW}={(00)}
{(,0) |z2eV}I+{(0,y) |lyeW}=VaW

ceea ce justifica notatia V @ W.

2.4.13 Exemplu. Avem R’=ROR, R*°=ROROR, ...
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2.5 Produs tensorial de spatii vectoriale

2.5.1 Pe parcursul acestei sectiuni vom continua sa utilizam conventia de sumare
scriind, de exemplu,

Fiv; @ wj in loc de =1 2.0m1 Fiv; @ w;

v (Twy) v* in loc de SP_ v (Tog) vk, ete.

2.5.2 Daca V este un spatiu vectorial peste K si {v1, va, ..., v, } este o baza cu duala
{v, 02, ..., 0"} atunci
xeV = z=zv cu 2'=0(2)
peVF = p=pvt g =p)
AeL(V) = Avi=alv, cu al =v(Av).

Aplicatiile
z! vl (z)
x? v2(z)
V —K": z+— . = )
" o™ ()

Vi —= K" o (01, 92, s on) = (9(01), 0(v2), ooy (vn))

sunt izomorfisme liniare care permit identificarea spatiilor V' si V* cu K.

2.5.3 Daca V este un spatiu vectorial peste corpul K, asociind fiecarui z €V
forma liniara (a se vedea pag. 95-10)

x: V" — K, z(p) = p(x)
obtinem un izomorfism V — V** care permite identificarea lui V' cu bidualul

V*={f:V*—K | f este forma liniara }.

2.5.4 Definitie. Fie V , W doua spatii vectoriale peste acelagi corp K. O aplicatie
F:V*xW*—K
este numita forma biliniara daca

F(ap+py,n) = aF (e, n)+BF(,n), Ve, peV*, — ¥YneW*, Voa,BfeK
F(p,an+Bu) = aF(p,n)+BF (e, 1), VoeV*, Vn,ueW*, Va,BekK.
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2.5.5 Exemplu. Oricare ar i z€V si y€ W, aplicatia

rRy:V xW*—K  (2y)(f,9)=f()9(y)
este forma biliniara.
2.5.6 Definitie. Fie V , W doua spatii vectoriale peste acelasi corp K. Spatiul
Vew ¥ {F:V*XW* — K | F este forma biliniara }
considerat impreund cu operatiile uzuale de adunare si inmultire cu scalari

este un spatiu vectorial, numit produsul tensorial al spatiilor V' si W.

2.5.7 Teorema Fie V , W doua spatii vectoriale peste acelasi corp K. Daca
{v1,v2,...,v,} este baza inV gi
{wy,wa, ..., wn,} este baza in W

atunci
{viow; | ie{l,2,..,n}, je{l,2,..,m}}
este baza in V Q W si prin urmare dimV QW =nm, adica
dimV@W =dimV - dim W.
Demonstratie. Oricare ar fi forma biliniara F: V*xW* —-K avem
F(p, ) =F(p(0:)v', p(wy)w’) = F(v', w0’ ) p(v;) p(wy) = F (v, w’) v; @ w; (9, 9)
oricare ar fi peV* gi e W* adica
F = Fy; @ w; unde FY = F(v',w’)

Daca numerele o/ € K sunt astfel incat

o v @ w; =0, adica o' v; @ w; (p,) =0
oricare ar fi ¢ € V* si o € W*, atunci alegand ¢ = v* si 1) = w’ deducem ci

o' v @ wj (vF wh) =0, adica o' v (v;) w(w;) = 0

ceea ce conduce la o* = 0, oricare ar fi k€ {1,2,...,n} si £€ {1,2,...,m}.
2.5.8 Alegand o baza {v1,va,...,v,} In V si o baza {wy,ws, ..., wy,} in W, produsul
tensorial V' ® W se poate descrie ca fiind format din toate combinatiile liniare

F = Fijfui ® w;j cu Fi e K.



102 Complemente de Matematica

2.5.9 Definitie. Fie K unul dintre corpurile R, C si fie matricea

aip a2 -+ Gim
21 a2 -+ A2m

A= . . . € Myxm(K).
apl Ap2 **° Gpm

Prin minor de ordin k al lui A se intelege un determinant de forma

Qiyjy Qirga "7 Giggy
Qigjy  Qiggp  ~ 77 Giggy,
Qiggr Qigge "0 Qiggy,

unde

1<y <io<... < <n i 1< <ga< .. <Jjr <m.

2.5.10 Definitie. Spunem ca matricea A € M, (K) are rangul r si scriem
rang A =r

daca A are un minor de ordinul r nenul si toti minorii de ordin mai mare sunt nuli.

2.5.11 Teorema (Kronecker). Daca

ail  ai2 o Alm
az; Qa2 - A2m
A= : A : € Muxm(K)
. apl Aap2 -+ Apm
$1
alj
i @2
Ai = (a,-l a;o ... a,-m) c Mle(K), Al = : c Mnxl(K)
) Qnj
atunct

rang A = dimspan{A4;, Ay, ..., A, } = dimspan {A!, A%, ..., A™}.
Demonstratie. A se vedea [4], pag 38.

2.5.12 Propozitie (Reprezentarea matriciala a lui V@ W).
Fie V., W doud spatii vectoriale peste acelasi corp K. Daca {vy,va,...,0n}

este baza in'V gi {w1,wa,...,wy} este baza in W atunci aplicatia
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Fll F12 . Flm
N F21 F22 . F2m
VoW — MnXm(K) : F:FU’U@'(@ZU)' — F=

este un izomorfism liniar care permite identificarea spatiilor VW i My sm(K).
Demonstratie. Avem dim V@W =nm=dim M,,»,,n(K) si F=0 implica FF=0.
2.5.13 Propozitie. Daca {v1,va,...,v,} este bazd in V gi {wy,wa, ..., wy} in W

T = z'v;

— 2t s .
y:ijj} = QY =Ty v; Qw;

adica
(z@y)" =a'y’.
Demonstratie. Oricare ar fi o€ V™ gi ¢y € W* avem
z @y (0. 9)=¢(x) P(y) = p(x'v:) Yy ws) =2y’ o(vi) Y (wy) =2y’ (v; © w;) (i, ).

2.5.14 Matricea asociata vectorului z ® y este matricea de rang 1

xlyl x1y2 L. xlym
$2y1 x2y2 . x2ym
xnyl xny2 . xnym

Pe de alta parte, orice matrice de rang 1 este de acesta forma ( vezi pag. 102-11).

Un vector F' € V ® W se poate scrie sub forma x ® y daca si numai daca rangul
matricei asociate este 1.

2.5.15* Definitie. Spunem despre un vector F'€ VRQW ca este separabil (unentangled,
in engleza) daca se poate scrie sub forma z ® y. In caz contrar spunem ca
F este inseparabil (entangled, in engleza).

2.5.16 Izomorfismul V @ W — My, (K) : F' +— F definit mai sus depinde de
alegerea bazelor utilizate, dar se poate arata ca pentru orice FeV @ W

numarul rang F este independent de bazele alese. In cazul in care este mai
mare decat 1, numarul intreg
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Fll F12 . Flm
F21 F22 . F2m
rang

este o masura a inseparabilitatii vectorului F*7 v; ® w;.

2.5.17 In mecanica cuantica, produsul tensorial de spatii vectoriale este utilizat
pentru a descrie sisteme cuantice compuse din subsisteme.

2.5.18 Definitie. Fie S:V —V i T: W — W operatori liniari. Operatorul liniar
T@S: VoW — VoW,  (TeS)F)(p,v)=F(poT,pos)

se numeste produsul tensorial al operatorilor T gi S.

2.5.19 In cazul particular F' = z ® y obtinem

(TeS)(z@y))(e.¥) =(@y)(poT,voS)=p(Tz)P(Sy) = (Tz) @ (Sy)) (¢, ¢¥)
oricare ar fi ¢ € V* gi b € W*, adica
(T®S) (z®y) = (Tz) @ (Sy)

Deoarece T'® S este operator liniar i spatiul V ® W este format din combinatii
liniare de elemente de forma x ® y, se poate utiliza relatia precedenta ca o definitie
alternativa pentru produsul tensorial al operatorilor 7" i S.



Capitolul 3

Tensori pe spatii vectoriale
finit-dimensionale

3.1 Tensori

3.1.1 Fie V un spatiu vectorial peste corpul K si fie doua baze ale lui V'
B ={ey,e9,....,en} (baza veche)
B ={e), e, ....en} (baza noud)
i
B* = {e!,e?,...,e"}, B = {e,e? ... em}

dualele lor. Fiecare vector x € V' se poate dezvolta in raport cu cele doua baze

3 15 1
. 5 5 SL’ZZ’ZGZ’:SL'JEJ-
Sl am aratat ca

zt = e'(z), 2 = e (x).
Similar, fiecare element ¢ € V* admite dezvoltarile
, p=pie =ge
si
/

wi = p(e:), 90;' = (P(ej)'
Plecand de la dezvoltarile vectorilor bazei noi in raport cu vectorii bazei vechi
I

€, =q;

1 zej

105
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definim matricele de trecere intre bazele B si B’

1 1 1 1 1 1
ap o) Qp 1 2 " P
2 2 2 2 2 2
a0y ay, _ 1 ﬁ2 U n

S = , S
of of - af I

Oricare ar fi
I IR, . S BV A *
r=2'vj=2"v; €V si p=p;v! =p;v €V

au loc relatiile (a se vedea pag. 77-20)

3.1.2 Coordonatele noi " ale unui vector x € V se exprimé cu ajutorul coordo-
natelor vechi 27 prin formula a:’ Bl 27 similara cu formula e”* = 3; ¢/ de schimbare

a bazei duale. Formula ¢} = o p; este similard cu e = o/ ej.

3.1.3 Vectorii x € V sunt obiecte matematice care in raport cu fiecare baza B a

lui V' sunt descrise prin coordonatele z', 22,
I
e; = qy

, ™ si care la o schimbare de baza
e;j se schimba dupa formula

:ﬁ]i-xj.

Similar, elementele ¢ € V* (numite forme liniare sau 1-forme) sunt obiecte matem-
atice care In raport cu fiecare baza B* sunt descrise prin coordonatele 1, 2, ..., ©n

si care la o schimbare de bazi €; = af e; se schimb# dupa formula
N
Y = &G Py

3.1.4 Definitie. Prin tensor de tip (p,q) (adica, tensor de p ori contravariant si de

q ori covariant) se intelege un obiect matematic T descris in raport

2.
J2 Ja
schimbare de baza e} = ag e;j se schimba dupa formula

1i182...0p ) mq kika...kp
Tj1j2---jq ﬁ ﬁ /ka J1 Jz Tmlmz

cu fiecare baza B a lui V prin coordonatele T si care la o
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3.1.5 Elementele spatiului vectorial V' sunt tensori de tip (1,0), iar elementele lui
V* sunt tensori de tip (0, 1).

3.1.6 Un tensor de tip (1,1) este descris prin coordonatele TJZ care la schimbarea
bazei se schimba dupa formula
1 pi m ok
In cazul unui tensor de doua ori contravariant formula devine
m
iar in cazul unui tensor de doua ori covariant

/ k. _m

3.1.7 Un tensor este complet determinat daca i se cunosc coordonatele intr-o baza.

3.2 Operatii cu tensori

11%2...9p . 1112...0p
J1J2---Jq lejzqu
a doi tensori A si B de tip (p,q) atunci

iigeip | itiz...ip i1 ip
Ty jie = Ao ju T Bivjor

3.2.1 Propozitie (Suma a doi tensori). Daca A sunt coordonatele

sunt coordonatele unui tensor de tip (p,q) notat cu A+ B, adica

(A+B)11222p o Azlzzlp +B21227,p

Jij2---dq — TTJ1j2---Jq J1j2---Jq°

Demonstratie (cazul p = q =1). Avem

Ty = A+ By = i off AL, + o} By, = Bioff' (A}, + B) = Bof Ty,

3.2.2 Propozitie (inmul‘girea unui tensor cu un scalar).

Daca X € K si A;llzzlf; sunt coordonatele unui tensor A de tip (p,q) atunci

ivig.dp  \ qi149.-ip
lejz---jq =A J1j2---Jq
sunt coordonatele unui tensor de tip (p,q) notat cu \A, adica

1192...9p 11%2...9p
(/\A)juéqu - /\Aj1j2...jq‘
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Demonstratie (cazul p=q =1). Avem
T = A" = A3 " AK, = B T

3.2.3 Propozitie ( Produsul tensorial a doi tensori, intr-un caz particular).
Daca A;k sunt coordonatele unui tensor A de tip (1,2) si Bfn sunt
coordonatele unui tensor B de tip (1,1) atunci
il ) l
sunt coordonatele unui tensor de tip (2,3) notat cu A ® B, adicd
(A® B);'lkm = ;k - B,
Demonstratie. Avem

I 1! i b _c pqa gl s pr __ pipl b _c s mar
:Ajk'Bm:/Baajak bC/BramBszﬂaﬂrajakam bes*

il

/
Tjkm

3.2.4 Generalizarea definitiei produsului tensorial este imediata. Produsul tensorial

x ® @ dintre un vector « € V si o 1-forma ¢ € V* are coordonatele
(z®@); = 1"

iar produsul tensorial x ® y a doi vectori coordonatele
(z@y)? =a'y.

3.2.5 Propozitie (Contractia unui tensor, intr-un caz particular).

Fie A}, coordonatele unui tensor A de tip (2,3). Numerele
n
J ij
Tkm - Z Akim
i=1
sunt coordonatele unui tensor de tip (1,2) obtinut prin contractia lui A in
raport cu primul indice de contravarianta si al doilea indice de covarianid.
Demonstratie. Avem
15 _ N\on 1tj
T km — Zi:l A kim
_ N pgiplac daT Aah n  oi.d Jcr Aab _ sdpi.c.r pab
- Zi:l ﬁaﬁbakai amAcdr - (Zi:l 6aai) ﬁbakamAcdr - 5a6bakamAcdr

_ RJaCAT d pab \ _ @ c AT n ab \ _ pJc 1 b
- 6bakam (5aAcdr) - ﬁbakam (Za:l Acar) - ﬁbakamTcr‘
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3.2.6 Operatia de contractie se poate face in raport cu orice pereche de indici formata

dintr-un indice de contravarianta (superior) si un indice de covarianta (inferior).

3.2.7 Exercitiu. Sa se arate ca daca x € V si ¢ € V* atunci numaérul
Y= xi%’

este un tensor de tip (0,0), numit scalar.

Rezolvare. Numarul vy se obtine prin contractie din x®¢ si nu depinde de baza aleasa
n

n

/ "o/ i k.. k,.J j

~ :Zaz gpz-:z L pp = 01l o = 2 pj = 1.
i=1 i=1

3.3 Exemple de tensori

3.3.1 Exercitiu. Sa se arate ca obiectul matematic care are coordonatele
1 daca 1=
0 dacd i#3j

indiferent de baza utilizata, este un tensor de tip (1, 1).

T =4 =

Rezolvare. Avem
17 ; .k ] k ] k
T = 5;- = chaj = B,@a?”&m = B,@a}”Tm.

3.3.2 Propozitie Orice operator liniar A:V — V este un tensor de tip (1,1) ale
cdrui coordonate intr-o bazd B = {e1, ez, ...,en} sunt coeficientit Al din dezvoltarea
Al e.
Ae; = Ajej.
Demonstratie. Din relatia Aej = A"} €; rezulta
k 13
Aaj e) = Aol en,
relatie care scrisa sub forma
o Aej, = o' A e,
conduce la

k pAm o m Ald
ai Ay em = o' A% e,
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adica
kE am _ _m AlJ
673 Ak = Oéj A I
Din aceasta relatie obtinem
s k Aam _ as .m AlJ
Br i ARt = By, ot A
relatie echivalenta cu
1S _ ns k am
A i Bm Q; Ak

deoarece B, o A" = 08 A"l = A’}

3.3.3 Definitie. Spunem ca aplicatia g : V x V — K este o aplicatie biliniara daca
glaz + By, z) = ag(z,z) + Bg(y, 2)

9(@, ay + Bz) = ag(z,y) + By(z, )
oricare ar fi x,y,z € V si a, 8 € K.

3.3.4 Propozitie. Orice aplicatie biliniara g : V x V. — K este un tensor de tip

(0,2) ale carui coordonate in baza B = {e1, e, ..., e} sunt numerele g;; = g(e;, €;).

Demonstratie. Avem
gij = g, ¢)) = glafer, af'en) = ol glex, em) = afaf grm.
3.3.5 Definitie. Aplicatia g: V* x V — K este numita aplicatie biliniard daca
este liniara in fiecare argument, adica
g(ap + B, x) = ag(p, ) + Bg(¥, x)
9(p, ax + By) = ag(e, z) + By(e,y)
oricare ar fi o, € V*, xz,y eV gia,f €K

3.3.6 Propozitie Orice aplicatie biliniara g : V* x V. — K este un tensor de tip
(1,1) ale carui coordonate intr-o baza B = {e1, 2, ...,ex} cu duala

B* = {e!,e?,...,e"} sunt g;- = g(e', e;).
Demonstratie. Avem

m

g5 =gl e)) = g(Bie ol en) = Bial g(e¥, en) = Bi ] gk,
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3.3.7 Propozitie Orice tensor de tip (1,1) poate fi identificat cu o aplicatie biliniard
g:V*xV —K

Demonstratie. Folosind coordonatele T]Z ale tensorului T de tip (1,1) intr-o baza

fixatsa B = {e1, e, ...,e,+ cu duala B* = {e!,€?,...,e"} definim aplicatia biliniara

g:V*xV —K, g(cp,x):g(gpiei,a;jej):ﬁcpixj.
Aplicatia g astfel definita nu depinde de alegerea bazei 9B utilizate deoarece alegand
alta baza B’ obtinem
g(p e, ™ e,) = Ty, ¢ 2™ = Bl ab, Tyt o, i B a7

= 525?Tb“<pixj = T;goixj.

3.3.8 Rezultatele prezentate mai sus pot fi generalizate in mod natural. Orice

aplicatie (p + ¢)-liniara
T: VXV xV*xVxVx.---xV —K

p ori q ori
este un tensor de tip (p,q) ale carui coordonate intr-o baza B = {eq,e9,...,e,} cu

duala B* = {e!,€2,...,e"} sunt

1182...0p i1 i ip ] ] )
lejz...jq_T(e €2 € e €y s €],)

si fiecarui tensor de tip (p,q) 1i corespunde in mod natural o astfel de aplicatie
(p + ¢)-liniara.
3.3.9 Plecand de la dualul V* al lui V' se poate defini dualul dualului lui V'
numit bidualul lui V. Spatiul V** se poate identifica (a se vedea pag. 95-10)
in mod natural cu V asociind lui z € V aplicatia liniara
Vi —K: p— px)
apartinand bidualului lui V.
3.3.10 Daca ¢ : V — K i ¢ : W — K sunt aplicatii liniare atunci
g:VxW—=K,  gv,w) =) p(w)

este o aplicatie biliniara numita produsul tensorial al lui ¢ cu 1 i notata cu ¢ ® 1.
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Capitolul 4

Spatii Hilbert finit-dimensionale

4.1 Spatii cu produs scalar

4.1.1 Definitie. Fie V un spatiu vectorial real (adica K = R).

Prin produs scalar pe V se intelege o aplicatie

():VxV—R
astfel Incat
a) (z,ay+ Bz) =alx,y) + B(z,2), Vzr,y,zeV si Va,fER
b) (z,y) =(y,x), Va,yeV
a) (zr,z) >0, VeeV si
(r,2)=0 <= z=0.

4.1.2 Definitie. Fie V' un spatiu vectorial complex (adica K = C).

Prin produs scalar pe V se intelege o aplicatie

():VxV-—C
astfel Incat

a) (rv,ay+ Bz) =alr,y) + B(r,2), Vz,y,2€V si Va,B€C
b) (z,y) = (y,), Va,yeV
a) (xz,x) >0, VeeV si

(r,2)=0 <= z=0.

Vo

4.1.3 In cazul produsului scalar definit pe un spatiu vectorial complex,

(ax + By, 2) = (z,02 + By) = a (z,2) + B (2,y) = a(x,2) + Bly, 2).

113
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4.1.4 Teorema (Inegalitatea Cauchy).
Daca (,):V xV —K este produs scalar atunci

[, ) ? < (2,2) {y, )
oricare ar fix,y € V.
Demonstratie. Relatia este evident verificata in cazul y = 0. Daca y # 0 atunci

(x+ Ay, z+Ay) >0, VIeK

adica
(z,2) + My, z) + Mz,y) + A y,y) >0, VIeK.
Alegand
(y, z)
A= —
(y,y)

relatia devine

[z, )* = w)? | Kzy)l?
(v, y) (Y, y) (Y, y)

(z,2) — > 0.

adici (z,) (y,y) > [(z,9)[*.
4.1.5 Definitie. Fie V un spatiu vectorial peste K.
Prin norma pe V se intelege o aplicatie

N:V—R

astfel incat

a) ||z||>0 oricarear i z €V i

|z||=0 < z=0
b) |az|=l|a| ]| x|, oricarearfi €K, x €V
¢) llz+y|<||z]|+]|yl|l, oricare ar i z,yeV.

4.1.6 Propozitie. Daca (,) : V x V — K este produs scalar atunci
-1V —R, 2] =/(z,2)
este o norma pe V.

Demonstratie. Avem
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|| =+{z,2) >0 si |jz]|=0+=2=0
laz|| = /{ow, ax) = aalz,z) = |of |||
lz+yll? =(@+yz+y) = (x,z)+ (@) + Y x)+ ()
= ||z|[* + 2%Re (@, y) + [yl < [J2]]* + 2 |Re (2, y)| + ||y[|*
< al]® + 2[{x, )| + [yl < [l2|* + 2|2 ly]] + [ly]]?
= (l=]| + llyl])?

Re (a+ib)| = |a] = Va2 < Va2 + b2 = |a + ib|
si conform inegalitatii Cauchy [(x,y)| < /{(z,z) (y,v) = ||z|| ||y]]-

deoarece

4.1.7 Definitie. Prin distantd pe o multime nevida M se intelege o aplicatie
d: MxM—R
cu proprietatile

a) d(xz,y) >0 oricare ar i x,y e M si

=d(y,x), oricare ar i z,yeM
<d(z,z) +d(z,y), oricare arfi z,y,z€ M.

4.1.8 Propozitie. Daca (,) : V x V — K este produs scalar atunci
d:VxV—R, dy)=|lz—yll=\(z—y,z-y)
este o distantd pe V.

Demonstratie. Avem
d(z,y) =|lz—y =20 si dz,y)=0 < [|[z-y[=0 & z2-y=0 & z=y
dz,y) =z -y = D@ —-=) |=[-1y—=|=ly—=|=dy =)
d(z,y) =l z—y =l z—z+z—y [|[<| z—2 || + || z—y [[= d(z, 2) +d(z,y).

4.1.9 Definitie. Un spatiu vectorial inzestrat cu o norma este numit spatiu normat.

O multime Inzestratd cu o distanta este numita spatiu metric.

4.1.10 Orice spatiu cu produs scalar are o structurd naturald de spatiu normat si

orice spatiu normat are o structura naturala de spatiu metric.

4.1.11 MATHEMATICA: EuclideanDistance[{a, b, c}, {x, y, z}]
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Spatii cu
produs scalar

Spatii normate

Spatii metrice

Figura 4.1: Spatii metrice.

In[1] :=EuclideanDistance[{a, b, c}, {x, y, z}]
I—)Out[l]:\/Abs[a—xP+Abs[b—y}2+Abs[C—z}2
In[2] :=EuclideanDistance[{1,2,3}, {4,5,6}] —  Out[2]=3V3

4.2 Baze ortonormate

4.2.1 Definitie. Prin vector unitar sau versor se intelege un vector z cu ||z|| = 1.

4.2.2 Folosind norma asociatd produsului scalar, inegalitatea Cauchy se poate scrie

(@ o) | <[] llyl]-

In cazul unui spatiu vectorial real, dacd = # 0 i y # 0 atunci

i< my)
[ - [yl|
Numarul ¢ € [0, 7] cu proprietatea
cos p — (z,y)
[lI| - llyll

este numit unghiul dintre x si y. Relatia anterioara se mai poate scrie
(@,y) = [lz[| [lyl| cos ¢.

4.2.3 MATHEMATICA: VectorAngle[u,v]
In[1] :=VectorAngle[{1, 2}, {2, -1}] = Out[l]=%
In[2] :=VectorAngle[{1, 1, 0}, {1, 1, 1}] +> Out[2]=ArcCos [\/g}
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4.2.4 Definitie. Fie V' un spatiu vectorial si M C V o submultime de vectori.
Spunem ca vectorii z,y €V sunt ortogonali gi scriem z 1y daca (z,y)=0.

Spunem ca x €V este ortogonal pe M si scriem x 1. M daca z Ly, VYyeM.

4.2.5 Definitie. Fie V un spatiu vectorial si {v1,va,...,0x} C V.
Spunem ca {v1,ve, ..., v } este un sistem ortogonal daca
(vi,v5) =0 oricare ar fi i#j din {1,2,...,k}.
Spunem ca {v1,ve, ..., v} este un sistem ortonormat daca

1 daca 1=

<vi’vj>:5ij:{ 0 dacd i #j.

4.2.6 Normalizand vectorul x = (1,2, 3) obtinem vectorul unitar

= 0023 = (v )

4.2.7 MATHEMATICA: Normalize[x]

In[1] :=Normalize[{1, 2, 3}] > Out[l}:(\/%,\/g,\/%)

4.2.8 Propozitie.
Orice sistem de vectori ortogonali nenuli este un sistem liniar independent.
Demonstratie. Fie {v1,va, ..., v} un sistem ortogonal de vectori nenuli. Din

a1v1 + agua + -+ agup =0
rezulta ca

0=<1)1,a11)1+042?}2+' . '+Oék1)k>:a1<1)1,1)1>+042<?}1,?}2>+’ : -+ak<vl,vk>:a1 HU1H2.

Deoarece v1 #0 se obtine a; =0. Similar se arata ca as=0, ... , a=0.

Figura 4.2: Proiectia ortogonala a vectorului x pe w.
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4.2.9 Propozitie. Proiectia ortogonald a vectorului x pe vectorul w+#0 este

,wa — <w7$>

(w,w)
Demonstratie. Proiectia lui x pe w este un vector de forma Aw. Impunénd ca
proiectia sa fie ortogonala , adica (x — Aw) L w, obtinem relatia (w,z — Aw) = 0

care conduce la A\ = (w, z)/{(w,w) (a se vedea Figura 4.2).
4.2.10 Daca ||w|| = 1 atunci proiectia lui x pe w este vectorul Pyx = (w,x) w.

4.2.11 Proiectia ortogonala a vectorului z=(1,2,3) pe w=(1,1,1) este

1,1,1),(1,2,3 _
Pa(1,2,3) = 2%1717137&’171;? (1,1,1) = (2,2,2).

4.2.12 MATHEMATICA: Projection[x, w]
In[1] :=Projection[{1, 2, 3}, {1, 1, 1}] +— Out[l]=(2,2,2)

4.2.13 Teorema (Metoda de ortogonalizare Gram-Schmidt).

Daca {uq,us, ...,un} este sistem liniar independent atunci {w, wa, ..., wy, }, unde

w1 = U
_ _ (w1,ug)
W2 = U2 (w1,w1)
_ _ <w17un> _ <w27un> . <wn717un>
Wn = Un = Ty wy) W™ Twgawg) W2 Twn—1,wn—1) Yn—1

este un sistem ortogonal astfel incat

Span{w17 wz, ..., 'UJk;} = Span{u17 uz, ..., uk‘}

oricare ar fi ke{1,2,....,n}.

Demonstratie. Avem

(w1, ug) (ug, w1)
(w2, w1) = <u2—%w1, wy ) = (ug,w1) — 7—— (wy,wy) = 0.
(w1,w1) (w1, w1)
Similar se arata ca oricare vector wy este ortogonal pe vectorii wy, ws, ... , Wi_1.
4.2.14 Teorema (Metoda de ortonormalizare Gram-Schmidt).

Daca {uy,us, ..., up } este sistem liniar independent atunci {vy,ve, ..., vy}, unde

. _u
U1 = Tl
vy = ug—(v1,u2) v1

v — Un—(V1,Un) V1 —(V2,Un) V2= —(Un_1,Un) Un_1
n [[un—(v1,un) v1—(v2,un) Vo——(Vn_1,un) Vn_1||
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este un sistem ortonormat astfel incat

span {vy, va, ..., vk} = span {uq, ug, ..., ug}

oricare ar fi ke {1,2,....,n}.
Demonstratie. Prin calcul direct se arata ca vy L vy, apoi vy Lvy si v3 L g, etc.

4.2.15 Ortonormalizand sistemul de vectori

{(1,1,0),(1,1,1)}

obtinem sistemul ortonormat

{(575:0) . (00,1}

4.2.16 MATHEMATICA: Orthogonalize[{ul,u2,...,un}}]

In[1] :=Orthogonalize[{{1, 1, 0}, {1, 1, 1}}] > Out[l}:{{%,%,o},{(],ol}}
4.2.17 Definitie. Prin baza ortonormata se intelege o baza {vi, ve, ..., v,} cu

(vi,v5) = bij

adica o baza care este In acelasi timp sistem ortonormat.

4.2.18 Din teorema precedenta rezulta ca, in cazul oricarui spatiu cu produs scalar,

exista baze ortonormate.

4.2.19 Teorema Daca B = {vy, v, ..., v, } este baza ortonormatd atunci
n
x = Z(vi, x)v;
§i i=1

n
-Z'y:zxﬂz U’M
=1

oricare ar ﬁ vectorii T §i Y.

Demonstratie. Orice vector x € V' se poate scrie ca o combinatie liniara

n
xTr = E T; Uy
i=1
si avem

n n n
(o) = <z > S ) = S —
=1 =1 =1
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<$7y> = <Z<Ui7x>vi7 y> = Z<$vvi> <Ui7y>

i=1 =1

n n

lell® = (@, 2) = (@, 05) (v, ) = [, 03) [
i=1 i=1
4.2.20 Propozitie. Fie V un spatiu cu produs scalar st M C 'V o submultime.

Multimea vectorilor ortogonali pe M
Mt ={zecV | zLu Yuec M}

este un subspatiu vectorial.

Demonstratie. Oricare ar fi x € M avem
z,y € M+

oy e } = (u,az+ By) = alu,2) + Blu,y) = 0
si prin urmare oz + By € M*.

4.2.21 Teorema. Daca V' un spatiu cu produs scalar si W C V' un subspatiu atunci
V=WaoWw

Demonstratie. Dacd x € W N W+ atunci ||z|| = /(z,2) = 0, ceea ce conduce la
W NW+ = {0}. Este suficient sa mai aratdm ca dim W+dim W+=dim V. Plecim
de la o baza ortonormatd {vq,vs,...,vx} a lui W pe care apoi o completdm pana
la o baza {vy,va, ..., Uk, U1, U2, ..., up_k } a lui V. Ortonormalizand acesta baza prin
metoda Gram-Schmidt obtinem o baza ortonormata {vy, va, ..., Vg, Vg1, Uk+2, -+, Un }
alui V. Se constata imediat ca {vky1, Vk12, ..., Un } este baza a lui W si prin urmare
dim W+dim Wt=dim V.
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4.3 Dualul unui spatiu cu produs scalar

4.3.1 Propozitie. In cazul unui spatiu cu produs scalar V' avem

<x7 u> = <y7 u>
YueV

Demonstratie. Alegand u=x—y obtinem

= x=y.

(x,o—y)=(y,x —y) = (z—y,2—y)=0 = |lz—y||=0 = z=y.

4.3.2 Teorema. Fie V un spatiu cu produs scalar. Pentru orice forma liniard
p:V—C
exista a €V unic determinat astfel incat
o(x)={(a, ), oricare ar fi zeV.

Demonstratie. Fie {vy,vs,...,v,} 0 baza ortonormata. Din relatia

' <Z xz‘Uz‘) = mipvi) = <Z o(vj) vy, Zx2v2>
i=1 i=1 j=1 i=1

rezulta ca

n
a= Z o(vj) v;
j=1

indeplineste conditiile cerute. Unicitatea lui a rezulta din propozitia anterioara.

4.3.3 Din unicitatea lui a rezulta in plus ca vectorul 3 7 ¢(v;) v; definit cu ajutorul

unei baze nu depinde de baza ortonormata aleasa.
4.3.4 In cazul unui spatiu cu produs scalar V avem
Vi={V —C:z~ (a,z) | a€V }.
4.3.5 Notatia lui Dirac. In cazul particular V = C", produsul scalar a doi vectori

r = (:Blny) 7$n) §1 y = (y17y27 7yn)

se poate scrie utilizand produsul a doud matrice sub forma

_ , i o 7 Y2
(,9) =B gp + T2t + ot Tnpn = (71 T2 0 B )|
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Utilizand notatiile

(x\:(a?l Ty - izn) iy = yf

Yn

obtinem
(zly) = Z1y2 + T2y + ... + T Yn.

4.3.6 Din relatia

V—C:zw (a,z)
scrisa sub forma
V—C: |x)— (a|x)

rezulta ca (a| reprezinta o forma liniara.

4.3.7 Daca B={vy, va, ..., vp} este baza ortonormata atunci (vezi pag. 119-19)
n

x = Z(vi, ) oricare ar i z€V.
i=1
Utilizand notatia lui Dirac, aceasta relatie se poate scrie
n

|z) = Z(’L)Z|$> |vs) oricare ar fi |x)eV

i=1
sau
n
|z) = Z |v;) (vi|x) oricare ar fi |z)eV
i=1

sau, utilizand operatorul identitate I: V' — V|, I|z) =|x), sub forma
n

I= Z]v,ﬂm (4.1)

i=1
Relatia (4.1) este numita rezolufia identitdatii corespunzatoare bazei 9B.

4.3.8 Relatia (4.1) corespunde in cazul bazei canonice
B={v; = (1,0,0), v = (0,1,0), v3 = (0,0,1)}

a lui R3 egalitatii

100 1 0 0
01 o0|=loflaoo+|[1]O10+]|0]©01)
00 1 0 0 1
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4.3.9 Relatia referitoare la proiectia ortogonala pe un vector unitar w

Pupr = (w,z) w
se mai poate scrie sub forma

Pulz) = w)(wlz)

si conduce la definitia

Py = |w)(w]
pentru proiectorul ortogonal pe subspatiul unidimensional generat de w
4.3.10 Daca B={|v1), |v2), ..., |vn)} este baza ortonormata
atunci {(v1|, (va|, ..., (v,|} este duala ei deoarece
(vilvj) = dij.

In particular, din relatia (4.1) rezulta

n

(al =) {alvi) (vil.

i=1
4.3.11 Definitie. Prin adjuncta matricei

ailz a2 - Qim
as; a2 -+ A2m

A= , € Mpxm(C)
anl Qan2 Anm

se Intelege complex conjugata transpusei lui A, adica matricea

ail Qg1 - Qpl
At a2 Q22 - Gp2
alm dgm afnm

4.3.12 Propozitie. Daca A € My« (C) atunci relatiile
AA* =1, A*A=1, A= A
unde I este matricea unitate, sunt echivalente.
Demonstratie. Daca A A* = I atunci A este inversabila
AA*=1 = detAdetA*=detI=1 = detA#0

si inmultind relatia A A* = I cu A™! la stanga rezulta A~! = A*. Similar, dac#
A* A = I atunci A este inversabila
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A*A=1 = detA"detA=detI=1 = detA#0
si inmultind relatia A* A = I cu A~ la dreapta rezulti A~! = A*. Evident, relatia
At = A* implica celelalte doua relatii.
4.3.13 Definitie. Matricea A€ M, x,(C) este numita matrice unitard daca
A*A=1
(conditie echivalentd cu A~1=A4* sicu AA*=I).
4.3.14 Daca A este o matrice unitara atunci |detA| = 1. Intr-adevar

A*A=1 = detAdetA*=1 = |detA?=1.

4.3.15 Teorema. Mulfimea matricelor unitare de ordinul n
Un)={AecMpx,(C)| A"A=I}
are o structurd de grup in raport cu inmultirea matricelor, iar
SUMn)={AecU(n)| detA=1}
este un subgrup al lui U(n).
Demonstratie. a) Produsul a doud matrice unitare A gi B este o matrice unitara
(AB)* (AB)=B*A*AB=B*"B=1
si inversa unei matrice unitare A este o matrice unitara
A=A — (A = (A =A= (AL
b) Afirmatia rezulta din relatiile
det(AB) = detA detB,  det(A™!) = (det4)™L.

4.3.16 Teorema.

Matricea de trecere intre doud baze ortonormate este o matrice unitard.

Demonstratie. Fie {v1,va,...,vn} §i {v], 5, ...,v),} douad baze ortonormate si fie
o1t Op a1 s Qpl

Qn1 - Qpp Qlp  *° Qpp
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matricea de trecere intre cele doua baze si adjuncta ei, adica

n
’U; = Z Oéij’Ui.
i=1
Avem
bij = (U5, i) = (ka1 QkiVks omet QmgUm) = Doh=1 ome1 CkiClnj (Vk, Um.)
=D k=1 2m=1 Oki®m;Okm = Y _h—q OkiQlj
relatie echivalenta cu S*S = 1.

4.3.17 Notiuni similare cu proprietati similare se pot defini in cazul real.

4.3.18 Propozitie. Dacid A € My xn(R) atunci relatiile
AA =1, AA=1, At =14

unde I este matricea unitate, sunt echivalente.

4.3.19 Definitie. Matricea A€ M, x,(R) este numita matrice ortogonala daca
AA=T

(conditie echivalenta cu A~1='A sicu AA=I).
4.3.20 Daca A este o matrice ortogonala atunci detA € {—1,1}.
4.3.21 Teorema. Multimea matricelor ortogonale de ordinul n

O(n) = { A € Myxn(®) | 'AA=T |
are o structurd de grup in raport cu inmultirea matricelor, iar
SO(n)={AcO(n)| detA=1}

este un subgrup al lui O(n).

4.3.22 Teorema. In cazul unui spatiu vectorial real cu produs scalar, matricea de

trecere intre doud baze ortonormate este o matrice ortogonald.
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4.4 Sisteme de vectori coerenti

4.4.1 In R? vectorii corespunzatori varfurilor unui triunghi echilateral

w=(y50),  m=(Fek). ()

desi nu formeaza o baza ortonormata, verifica relatia remarcabila
2
T=""|w)(w]
i=0

adica, in scriere matriceala, relatia

CoOAEE (5 ) ()0

Alegand 1n locul vectorilor w; vectorii unitari corespunzatori

o

sl
ol

| .
Wi = Twg] Wi

adica (a se vedea Figura 4.3)
U():(LO), ulz(_%7§)v u2:(_

obtinem relatia

Y

%)

D=

il

U()

Sug

Figura 4.3: Sistemul de vectori coerenti ug, uq, us.

4.4.2 Definitie. Fie V' un spatiu cu produs scalar n-dimensional. Spunem ca

{ug,u1, ..., up_1} este un sistem finit de vectori coerenti
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(finite frame, in engleza) daca vectorii u; sunt unitari
[luil| = 1 oricare ar i i=0,1,....,.k —1

si are loc rezolutia identitatii

k—1

=0

4.4.3 Teorema . Fie V un spatiu cu produs scalar n-dimensional. Dacd

{ug, u1,...,ur_1} este sistem de vectori coerenti atunci

k=1 k—1

lz) = % 20 |ws) (us| @) (z| =% E(](:cluz-ﬂuz-l
= ket

(zly) = % i;()(:cluzv(uilw |z[]* = % ;0 [ (s[>

oricare ar fix,y € V.
Demonstratie. Relatiile din enunt, sunt consecinte directe ale relatiei (4.2).

4.4.4 Exercitiu. Vectorii corespunzand varfurilor unui tetraedru regulat

w=(SdE) ()
= (dh) (b

formeaza un sistem de vectori coerenti in R3.

4.4.5 Exercitiu. Vectorii corespunzand varfurilor unui icosaedru regulat

A0, A5 (L),
\/%(Tv 071)7 \/%(Tv 07_1)7
\/:%(07177—)7 \/%(07_177—)

definiti utilizand ‘numéirul de aur’ 7= 155 —1.6180339887...,

formeaza un sistem de vectori coerenti in R3.

4.4.6 Exercitiu. Vectorii corespunzand varfurilor unui poligon regulat cu & laturi

Uy = (cos 2mT’T,sinz”"bT“) unde m=0,1,...k—1
formeazi un sistem de vectori coerenti in R? astfel incat

9 k—1
I=z > [um) (U

m=0
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4.4.7 Exercitiu. Sistemul infinit de vectori
u(t) = (cost,sint) unde t € [0,2m)

formeazi un sistem de vectori coerenti in R? astfel incat

1 /27
1= = [ dt u(®)u().

™ Jo

4.4.8 Exercitiu. In spatiul L?(R), sistemul infinit de vectori (vezi pag. 221-53)
ETeS

2 HEZ:O ﬁ |n) unde zeC

|2) = e
definit plecand de la o baza ortonormata {|0), |1), |2), ...}, formeaza
un sistem de vectori coerenti in L?(R) astfel incat

1
H:—/di)‘iezdjmz|z><z|.
™ Jc

4.4.9 Sistemul infinit de vectori din exercitiul anterior, numit sistemul de stari
coerente Schrodinger-Klauder-Glauber sau sistemul de stari coerente canonic
sau sistemul de stari coerente standard, joaca un rol fundamental in mecanica

cuantica, optica si in general, in modelele cuantice din fizica [9, 20].

4.5 Spatii Hilbert

4.5.1 Orice spatiu cu produs scalar are o structura de spatiu normat si una de

spatiu metric definite prin
lzl|=4/{z,z) st dz,y)=|lz—yll=\/{z—y,z—y).

4.5.2 Definitie. Fie V un spatiu cu produs scalar si (z)r>0 un sir din V.

Spunem ca sirul (z)r>0 este convergent cu limita a daca
lim ||z —al| =0
k—o00

adica daca pentru orice € >0 exista k. €N astfel incat

||z —al| <€ oricare ar i k> k..
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4.5.3 Definitie. Fie V' un spatiu cu produs scalar si (xj)>0 un sir din V.
Spunem ca sirul (zy)g>0 este sir Cauchy daca pentru

orice £ >0 exista k. €N astfel incat

||z — || <€ oricare ar fi

4.5.4 Propozitie. Orice sir convergent este sir Cauchy.

Demonstratie. Fie ¢ > 0. Daca limy_, o 1 = a atunci exista k. €N astfel incat

|z — al| < % oricare ar i k> k.

§l prin urmare
ok = zell = llzx —a+a — x| < [lo —al[ + [[ag —al| <e

oricare ar fi k> k. si £ > k..

4.5.5 Definitie.
Un spatiu in care orice sir Cauchy este convergent este numit spafiu complet.
Un spatiu normat complet este numit spafiu Banach.

Un spatiu cu produs scalar complet este numit spativ Hilbert.

4.5.6 In functie de corpul scalarilor corespunzator, un spatiu Hilbert poate fi spatiu
Hilbert real sau spatiu Hilbert complezx. In continuare, daca nu se specifica contrariul,

prin spatiu Hilbert vom intelege un spatiu Hilbert complex.
4.5.7 Exemple. Oricare ar fi n€{1,2,3,...} spatiul R" inzestrat cu produsul scalar

n
(1,22, s @), (Y1 Y2, o Un)) = 1YL+ T2 Y2+ + T Yn = D Tk Yk
k=1

este un spatiu Hilbert real de dimensiune n.

Oricare ar fi n € {1,2,3,...} spatiul C" inzestrat cu produsul scalar

n
<(3§‘1,ﬂj2, ---7$n)7 (y17y27 ,yn)> =1+ T2y + -+ TpYn = Z Tk Yk
k=1

este un spatiu Hilbert de dimensiune n.

4.5.8 Definitie. Fie V si W doua spatii cu produs scalar peste acelasi corp K.

O aplicatie liniara T:V — W este numita izometrie liniara daca

(Tz, Ty) = (z,y) oricare ar fi z,y € V.
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4.5.9 Orice izometrie liniara este o aplicatie injectiva deoarece

Tz=0 = |z|]|? ={(z,2) = (T2,Tx)=0 = z=0.

4.5.10 Definitie. Spunem despre doua spatii cu produs scalar V' gi W ca sunt

izomorfe daca exista o izometrie liniara bijectiva T:V — W.

4.5.11 Teorema Orice spatiu vectorial real de dimensiune n cu produs scalar
este izomorf cu spatiul Hilbert real R™.
Orice spatiu vectorial complex de dimensiune n cu produs scalar

este izomorf cu spatiul Hilbert C™.

Demonstratie. Daca {v1,v9,...,v,} este o baza ortonormata atunci are loc relatia

n n

() =D (z,v5) (vi,y) =) (i, ) (v3, )

1=1 i=1

care aratd ca izomorfismul liniar

V—=R":z— ((v,x), (vo, ), ..., {0y, x)) si respectiv
V—=C":xzw— ((v1,x), (vo,x), ..., {0y, x))

este un izomorfism de spatii cu produs scalar care permite identificarea lui V' cu R

si respectiv C™.

4.5.12 Orice spatiu vectorial complex finit-dimensional cu produs scalar este spatiu
Hilbert. In cazul finit-dimensional, putem utiliza termenul de spatiu Hilbert in loc

de cel de spatiu vectorial complex cu produs scalar, fara a restrange generalitatea.

4.5.13 Orice spatiu Hilbert finit-dimensional se poate identifica cu unul dintre spatiile
Hilbert C™. Toate spatiile Hibert de dimensiune n sunt izomorfe. Ele sunt reprezentari

care difera doar prin natura elementelor ale aceluiasi spatiu Hilbert.

4.5.14 Propozitie. Suma directa a doud spatii Hilbert
VeW={(xy) | zeV, yeW}
este un spafiv Hilbert cu produsul scalar
((z,9), (@, y) = (z,2") + (y.9/).

Demonstratie. Verificare directa bazata pe definitia produsului scalar.
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4.5.15 Daca {v1,v9,...,v,}, {w1,ws, ..., w} sunt baze ortonormate in V' gi W atunci
{ (U17 0)7 (1)27 0)7 seey (Una 0)7 (07 w1)7 (07 w2)7 seey (07 wk) }
este baza ortonormata in V @ W.

4.5.16 Exemple. Avem C2=C®C, C2=C@® C®C, etc.

4.5.17 Prin C" intelegem, in functie de context, atat spatiul Hilbert
C" ={ (z1,22, .., xp) | 21,29, ...,y €EC }
identificat cu spatiul Hilbert al matricelor linie
C"={ (1 z2 ... )| x1,22,...,2 €EC}

cat si spatiul Hilbert al matricelor coloana

X
n :E2 t 1 .2 n
c" = ) ="(x1 9 ... my) | z,2°,..,2" €C
"
4.5.18 Izomorfismul liniar M,, 5, (C) — C™™ :
aix - Aim
t
— (a117a217"'7an17a127a227”'7an27"'7a1m7a2m7"'7anm)
apl  *°° Qpm

devine un izomorfism de spatii cu produs scalar dacad Inzestram spatiul vectorial
complex M, %, (C) cu produsul scalar

< air o Qim bir -+ bim

S I > = aij by
Qn1 - OGnm bnl te bnm Y
adica daca definim

(A,B) =Tr (A" B)
unde A* este adjuncta matricei A, adica complex conjugata transpusei lui A. Spatiul
M, xm(C) devine astfel un spatiu Hilbert izomorf cu spatiul Hilbert C™™.
4.5.19 Propozitie (Identitatea paralelogramului).

Daca V' este un spatiu cu produs scalar atunci

e+ yl? + [l — yll* = 2]|=[* + 2 |lyl]”
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oricare ar fi x,y € V.
Demonstratie. Se utilizeaza relatia ||u||? = (u,u).

4.5.20 Definitie. Fie V un spatiu vectorial i M C V o submultime.
Spunem ca M este mulfime converd daca

{(1-t)x+ty | te0,1]} C M

oricare ar i z,y € M.

Figura 4.4: Multime convexa si multime neconvexa.

4.5.21 Definitie. Fie V un spatiu normat, x €V si M CV o submultime.
Prin distanta de la x la M se intelege numarul

o(z, M) = inf ||lz—u]|.

Figura 4.5: Distanta de la z la M.

4.5.22 Teorema Daca V' este un spatiuv Hilbert, M CV este o multime convexd
inchisa i x € M atunci exista un element unic y € M astfel incdt
6z, M) = |l —yl|.

Demonstratie. Fie § = §(x, M). Aratam mai intai ca 6 > 0. Presupunand ca 6 =0
rezultd ci pentru orice n € {1,2,3,...} existd x, € M astfel incat ||z — z,|| < 2
si prin urmare lim,,_,o x, = x. Deoarece M este inchisa ar rezulta ca x € M, In
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contradictie cu ipoteza. Pentru fiecare n € {1,2,3,...} alegem y,, € M astfel incat
5<lle—ynll <641 (43)

si aratam cd (yn)n>1 este sir Cauchy. Scriind identitatea paralelogramului
2|z = yul® + 2[lx = yml® = llyn — yml1* + 1122 = yn =yl

sub forma
2
yn = yml® = 2|z — yall® + 2 ||z — yml* — 4

(30n+ 3m)
x 2yn 2ym
obtinem ca

1\? 1\2

||yn—ym||2§2(5—|——> +2<5+—> — 46%

n m

adica
46 46 2 2 4(5+2+45+2

Iy = yml> < — + — + S5 + —5 <
n m n m n m

Pentru orice € > 0, alegand N € N astfel incat % < g, avem

n>N

[y — yml | < e, oricare ar fi m > N,

Spatiul Hilbert V fiind complet, exista y = lim,,_, o Yy $i ¥ apartine multimii inchise
M. Trecand la limitd in relatia (4.3) obtinem c& § = ||z — y||. Presupunand ca
existd doud elemente y,y’ € M cu é = ||z — y|| = ||z — ¢/|| si folosind identitatea
paralelogramului deducem relatia
46% = 2|z —yl* +2[|lz = ¢/|P = lly = ' IIP + |22 —y — ¢/|]?
=lly-yI?+4]je— (3v+3v)

din care rezultd y = v/

2
"> [y — /| + 407

Z W

Figura 4.6: Distanta de la x la subspatiul W.
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4.5.23 Orice subspatiu W C V este o submultime convexa si inchisa. Conform teo-
remei, pentru x ¢ W exista y € W unic astfel incat (a se vedea Figura 4.6)
o(z, W) = [l —yll.
Aratam in plus despre vectorul z=z—y ca z L W. Oricare ar fi u€ W gi A€ C avem
lz—y—Aul| = [[z—yl[,  adicda  (z—y—Au,z—y—AIu) 2 (z—y,2—y).
Rezulta inegalitatea
—/_\<’LL, Z> - >‘<Z7u> + |/\|2<u7u> >0
care pentru A = (u, z)/(u,u) conduce la relatia
2

Hwal

(uu) —

posibila doar daca (u,z) = 0.

4.6 Adjunctul unui operator

4.6.1 Teorema. Fie V un spativ Hilbert si A:V —V este un operator liniar.

Exista un operator liniar A*:V —V unic determinat astfel incat

(A*z,y) = (z, Ay), Ve,y € V. (4.4)

Demonstratie. Fie {vy,vs,...,v,} 0 baza ortonormata. Pentru x €V fixat, aplicatia
p:V—0C, oy = (z,Ay)

este forma liniara. Stim ca exista
n n

a = Z o(vj)vj = Z (x, Avj)vj; = Z(Avj,a:>vj
j=1 j=1 j=1
astfel incat p(y)=(a,y), Yy€V. Punand A*z=a, obtinem operatorul liniar

ATV —V, Ax = Z(Avj,x>vj
j=1
care verifica relatia

(A*$7y> = <§: <Avj,£l7> ’Uj,y> =

J=1

(2 Av;) (v, )

n
J]=

= <:v i (vj,y>Avj> = (z,Ay), Vax,yeV.

J=1
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Presupunand ca B : V — V este un alt operator care verifica (4.4) obtinem relatia
(A*z,y) = (Bx,vy), Ve,yeV
din care rezulta A* = B.

4.6.2 Definitie. Fie V un spatiu Hilbert i A:V —V este un operator liniar.
Operatorul liniar A*:V — V' unic determinat care verifica relatia

(A*z,y) = (x,Ay),  Vz,yeV.

se numeste adjunctul operatorului A.
4.6.3 In locul notatiei A* se preferd uneori notatia A™.

4.6.4 Propozitie. Fie V un spatiu Hilbert. Dacda A, B :V — V sunt operatori

liniari st A€ C atunci
A+B:V —V, (A+ B)x= Az + Bx
ANV —V, (MN)z =\ Az
AB:V —V, (AB)x = A(Bx)
sunt operatori liniari si
(A*)* = A4, (A+B)*=A*+B*,
(ANA)* =)\ A%, (AB)*=B* A*.

Demonstratie. Avem
(A+ B)(ax + By) = A(ax + By) + B(ax + By) = aAz + Ay + aBx + 5By
=a(A+ B)x+ (A+ By

(M) (az + By) = A A(az + By) = AaAz + ABAy = a(AA)z + B(AA)y

(AB)(ax + By) = A(B(ax + By)) = A(aBz + fBy) = aA(Bz) + A(By)
= a(AB)z + S(AB)y.

Relatia (A*)* = A rezulta din
(A")*z,y) = (x, A"y) = (Az,vy), Ve,y e V.

Avem
(A+ B)*z,y) =(z,(A+ B)y)=(z, Ay) + (z, By)
= (A%, y) + (B*2,y) = ((A* + B*)z,y)

adica pentru orice x € V
(A+ B)'z,y)=((A"+ BY)z,y), VyeV

ceea ce conduce la (A + B)* = A* 4+ B*. Similar, pentru orice z € V avem
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(M) z,y) = (z, NA)y) = (2, Ay) = ?@,Ay)

= g(A*x,y> = (A A*z,y) = (AN, ), YyeV
si acesta relatie conduce la

(AA)*z = (A\A")z, Ve eV
adica (AA)* = AA*. Oricare ar fi z € V avem relatia

(AB)*x,y) = (z,(AB)y) = (z, A(By)) = (A"x, By)
= (B*(A"x),y) = (B*A")z,y),  VyeV

care conduce la (AB)* = B* A*.
4.6.5 Propozitie. Matricea adjunctului A* al unui operator liniar A:V —V

in raport cu o bazd ortonormatd este adjuncta matrices

operatorului A in raport cu aceeasi bazd.

Demonstratie. Fie

* *

all o oe e aln all e aln
A= , A*= :
* *

anl ... ann anl .. CLTL’I’L

matricele lui A si A* in raport cu baza ortonormata {vy,ve, ..., v, }, adica
n n
* *
A’Uj = Zaij (U A ?}j = Zaij V;. (45)
i=1 i=1

Conform formulei de reprezentare a unui vector in raport cu o baza ortonormata

n

u= Z(vi, u)v;
i=1
avem
n n

Avy =Y (v, Avjhvi,  Afvoj =Y (v, A*vj)v; (4.6)

i=1 i=1
Din relatiile (4.5) si (4.6) rezulta

aij = (vi, Avj),  aj; = (vi, A"vj)
ceea ce conduce la

ayj = (v, A"vj) = (Avi, v5) = (v, Avy) = @i
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4.7 Transformari unitare si transformari ortogonale

4.7.1 Definitie. Fie V' un spatiu Hilbert. Prin transformare unitard a lui V

se Intelege o aplicatie liniara A:V — V cu proprietatea

(Az, Ay) = (x,y), Ve, y e V.

4.7.2 Transformarile unitare pastreaza nemodificata norma unui vector

|Az|| = \(Az, A) = \/(z,2) = ||zll, Ve eV.

4.7.3 Propozitie. Fie V un spatiu Hilbert si A, B:V —V aplicatii liniare.
Daca sunt transformari unitare atunci AB este transformare unitard.

Orice transformare unitard A este bijectivd si A™! este transformare unitard.

Demonstratie. Daca A si B sunt transformari unitare atunci
(AB)z, (AB)y) = (A(Bx), A(By)) = (Bx, By) = (z,y),  Va,y€ V.
Daca A este transformare unitara atunci ker A = {0}
Ar =0 = |lz|]|=]Az||=0 = =x=0.
Conform teoremei rangului rezulta ca
dimIm A =dimV —dimKer A = dim V'
ceea ce aratd ca A este surjectiva. Transformarea A~! este unitara
(w,y) = (A(A7'x), A(A71y)) = (A7 2, A7My).
4.7.4 Deoarece transformarea identica
I:V—=V:z—z
este o transformare unitara si compunerea aplicatiilor este o operatie asociativa
(A(BC))x = A((BC)z) = A(B(Cz)) = (AB)(Cz) = ((AB)C)x, VeeV
din propozitia anterioara rezulta ca pe multimea transformarilor unitare
{A:V — V| (Az, Ay) = (x,y), Vz,y eV}

exista o structura naturala de grup (numit grupul transformarilor unitare ale lui V').
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4.7.5 Propozitie. Fie V un spatiu Hilbert si A:V —V aplicatie liniara.
Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) A este transformare unitara
b) A*A=1

¢)  transformarea A este bijectiva i Al = A%,

Demonstratie. Daca A este transformare unitara, adica

(Az, Ay) = (z,y), Vax,yeV
atunci

(A*Az,y) = (z,y), Va,yeV
relatie care conduce la A*A = I. Daca A*A = I atunci A*AA™" = A~! adica
A* = A~!. Daci A este bijectivi si A™! = A* atunci

(Az, Ay) = (A*Az,y) = (A Az, y) = (2,y),  Va,ye V.

4.7.6 Propozitie. O aplicatie liniara A :V — V este transformare unitarda daca

st numat dacd matricea ei in raport cu o bazd ortonormata este o matrice unitard.

Demonstratie. Daca {v1,va, ..., v, } este baza ortonormata si Av; zzg‘zl a;;v; atunci
(Avi, Avj) = Q=1 GkiVk, D=1 GmjUm)
= 2 h=1 2m=1 Wil (Vk, Um) = Dj—1 Qhilkj = D f—1 a;kaki'
Daca A este transformare unitara atunci
n
Z a;kaki = <AUZ', A’Uj> = <vi,vj> = 52']'
k=1
relatie echivalenta cu A* A = I. Invers, daca A* A = [ atunci
(Az, Ay) = (A zw), A (S v) ) = Siiy Xy wify (v, Avy)
= Yoim1 2e1 Til0i = Yoy i = (T, Y).

4.7.7 Teorema. Dacd A :V — V este transformare unitard atunci:
a) orice valoare proprie \ este astfel incdt |A| =1

b) vectorii proprii corespunzatori la valori proprii distincte sunt ortogonali.
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Demonstratie. a) Fie A o valoare proprie a lui A si u # 0 un vector propriu core-
spunzétor, adicd Au = Au. Din relatia (Au, Au) = (u,u) rezulta |A\| = 1.
b) Fie A1 # A2 doua valori proprii distincte si u1, ug vectori proprii corespunzatori,

adicd Au; =Ajug si Aug=Aoug. Din relatia (Auy, Aug) = (uy, ug) rezulta (uq, us)=0.

4.7.8 Teorema. Dacd A:V —V este o transformare unitard atunci existd o bazd

a lui V in raport cu care matricea lui A este o matrice diagonald.

Demonstratie. Utilizam metoda inductiei matematice. Afirmatia este, evident,
adevarata in cazul dimV = 1. Presupunand ca afirmatia este adevarata in cazul
spatiilor de dimensiune n—1 aratam ca ea este adevarata si pentru spatiile de dimen-
siune n. Fie V un spatiu vectorial de dimensiune n si A : V. — V o transformare
unitard. Fie \; € C o valoare proprie si © # 0 un vector propriu corespunzator,
adica Au = A\ u. Vectorul unitar v = ﬁ este si el vector propriu corespunzator

valorii proprii A1. Subspatiul vectorilor ortogonali pe vq
W={vt={zeV]| (v,2) =0}
este un subspatiu invariant
xeW = (vi,Ax) = Mi(Mv1, Az) = i (Av, Az)y =i (v1,2)=0 = AzeW.
de dimensiune n—1 si span{v;} @ W=V. Relatia (Az, Ay) = (z,y) fiind verificata
oricare ar fi x,y €V rezulta ca restrictia lui A la W
A|W W —Ww
verifica relatia (Alwx, Alwy) = (z,y) oricare ar fi z,y € W, adica este transformare

unitara. Conform ipotezei de inductie exista o baza ortonormata {ve,vs,...,v,} a

lui W in raport cu care matricea lui Ay este diagonala

o 0 -+ 0
Aw=| 7
0 0 - A\

Sistemul de vectori {v1,ve,vs,...,v,} este o baza ortonormata a lui V' in raport cu

care matricea lui A este

A0 0 0
0 X O 0
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4.7.9 Exita un analog real pentru notiunea de transformare unitara,

dar nu toate rezultatele din cazul complex au un analog.

4.7.10 Definitie. Fie V un spatiu Hilbert real. Prin transformare ortogonald a lui

V' se intelege o aplicatie liniara A:V — V cu proprietatea

(Az, Ay) = (x,y), Ve, y e V.

4.7.11 Transformarile ortogonale pastreaza nemodificata norma unui vector si

pe multimea transformarilor ortogonale
{A:V — V[ (Az, Ay) = (2,y), Vo,yeV}
exista o structurd naturala de grup (grupul transformarilor ortogonale).

4.7.12 Propozitie. O aplicatie liniara A:V — V este transformare ortogonald
daca st numat dacd matricea ei tn raport cu o bazd ortonormatd

este o matrice ortogonald.

4.7.13 Teorema. Daca A :V — V este transformare ortogonald atunci:
a) singurele valori proprii posibile ale lui A sunt 1 gi —1.

b) vectorii proprii corespunzatori la valori proprii distincte sunt ortogonali.

Figura 4.7: Rotatia de unghi ¢ in jurul originii.

4.7.14 Exercitiu. Identificand planul cu spatiul Hilbert real R?, si se arate ci
rotatia de unghi ¢ in jurul originii este o trensformare ortogonalad

care, in general, nu are vectori si valori proprii.
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Rezolvare. Pentru rotatia R; de unghi ¢t punand

Ri(z,y) = (', 9/)
st notand r = /2% + y? deducem (a se vedea Figura 4.7)

' =rcos(a+t) =r cosa cost —r sina sint = x cost — y sint
Yy =rsin(a+t)=rcosasint+rsina cost =x sint +y cost

adica
Ri(x,y) = (z cost —y sint, x sint + y cost).
Matricea rotatiei R; in raport cu baza canonica este
cost —sint
R = . .
sint cost
Radacinile ecuatiei caracteristice

cost— A —sint
sint cost — A\

‘:O

sunt
A2 =cost £ Vcos?t —1

si ele sunt reale daca si numai daca cost€{—1,1}, adica daca si numai daca t € Zm.

4.7.15 In cazul unei transformari ortogonale A:V — V', in general, nu exista o

baza a lui V in raport cu care matricea lui A sa fie o matrice diagonala.
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4.8 Transformarea Fourier finita

4.8.1 Teorema. Fie de{2,3,...}. Transformarea Fourier finita

d—1
F:Cl'— % (g, 1, s 2a—1) = (Y0, Y1, s Yd—1)s yk:% Z e%k"a:n
n=0
este unitarda si inversa ei este
1= L
FL:cd—c: (yo,y1, s Yao1) = (20, T1y ooy Ta1)y  Tp=—m Z ey,

Demonstratie. Matricea in raport cu baza canonica

d
1 oBd-1) (B2d-1) . B(d-1)?

este o matrice unitara deoarece

d-1 d-1 y
1 2mipy 2w, 1 25 () _J 1 daca k=m (modulo d)
dnz_:oe e _dnz_:oe ’ =%m=1 0 daci k#m (modulo d).

4.8.2 In cazul unui spatiu Hilbert d-dimensional este convenabil uneori sa indexam

coordonatele folosind inelul Z; al claselor de resturi modulo d. Deoarece

ok _ oER (ktjdin _ 2R k(n+jd)

oricare ar fi j€Z, au sens relatiile

1 2mi —2mipn
Yp=—r Y€ d M, ap=—r Y e My
\/(_inGZd \/akezd

4.8.3 Orice spatiu Hilbert d-dimensional V poate fi identificat cu C? alegand o baza
ortonormata {|vy) }nez,. Spatiul V poate fi astfel identificat cu spatiul functiilor

de forma ¢ : Zy — C. Transformarile Fourier directa si inversa se pot scrie

1 2mi — 1 _ 2mi *
— Z edk"\vkﬂvn\, Fl=— Z e dk"]vk><vn]:F.

F—
\/E k,n€EZq \/E k,n€EZq

4.8.4 Deoarece F* =1 valorile proprii ale lui F apartin multimii {1, —1,i, —i}.
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4.8.5* Se stie (a se vedea pag. 194-17) ca pentru transformarea Fourier continua

oo Pl wde  FIA© = [ dpla)ds

—00

functia

N

T

fk ZR—)R, fk(a;) :Hk(a;)e_T

definita cu ajutorul polinomului Hermite Hy, este functie proprie
2 2

\/%/_Oo dz € Hyy(z) e~ T = i* Hy(€) e 7.

4.8.6" Folosind functia periodica
2
X -1 2r (qd+x
Fr:R — R, Fr(x)= Y Hk(/%r(ad—i-x))e 2(\/?( +))
cu perioada d definim functia
2
X -1 2™ (ad+n
Zg— R:nw— Fp(n)= Y Hk( /%(ad—i—n))e 2(\/?( + ))
adica,
Zg — R:nw— Fr(n)= > Hy ( /%ﬂ (ad—l—n)) o~ 5 (ad+n)?

unde Zg = {0, 1, ...,d—1} este multimea intregilor modulo d.
4.8.7* Teorema [13]|. Pentru orice k€{0,1,2,...}, functia

Zg—R:ne Fn)= 5 Hi (/5 (ad+n)) e ledtn?

a=—00

este functie proprie a transformarii Fourier finite
1 a1 27i
— Z eI F(n) = i*Fi,(4) oricare ar fi j€Zg.
Vd =
Demonstratie. Functia periodica Fy(z) admite dezvoltarea Fourier

o
i
Fy(z) = Z age d®
f=—00
cu coeficientii

27i

ap =% [ e @ “E(2)dy

2
=Ll e e_%(@(adﬂ)) Hy, (\/%(ad+:n)) dx
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Notand tzw/%’r (ad+z) si utilizand formulele Hy,(—z)=(—1)*Hy(z) si

Z /OCOHL1 dt_/oo g(t) dt

a——o0 V2rd —00
obtinem
— 2t/ &= —ad
ae = \/217rd a——oof a+1 ’ (t\/; )e_%tQ Hy(t) dt
a+1) \/27rd —i _ 142
\/ﬁza——oof pa € “ 2! Hk( )d
00 i — 142
:ﬁ\/%f_ T o3t H (¢) dt
= l—kd e_gﬂ Hy, (—B 27”)
i)k _ = -
et ()
de unde

Fp(j) = (?/%k ﬁ_we%jee_gﬁ Hy, (5\/%)
= (i) Ty Y e R =Rt (/28 (ad 4+ )
= (i) i e iy e 8O (/2 (ad + )
= (—)F 2 e @I Fi(n)

dedusa utilizand egalitatea

00 d—1 oo
Y9 =) > glad+n)

{=—0c0 n=0a=—00

obtinem

— Z e%j"Fk(n) =i () oricare ar fi j€Z,.

4.8.8 Dintre functiile proprii Fj : Zg —> R cel mult d pot fi liniar independente.
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4.8.9* Functia lui Jacobi 65 definita prin relatia [29, 34]

o

O3(z,7) = Z gimTa’ e2maz Jm (1) >0

a=—00

este importanta pentru fizica teoretica datorita proprietatilor ei, dintre care mentionam
. 2 _ .
O3(z +m+nr,7) = e T e IMNZ g (5 1)

. 1 z i
Gg(z,m'):%exp T 93 (17' 7_)

g1/3(n) g1(n) gs3(n)
1 1 1
0.5
..nﬂ‘ ‘hr,.. n ..T{ NT,. n .T‘ ‘T. n
—15 15 —15 15 —15 15

Figura 4.8: The functions g;/3, g1 si g3 In cazul d = 31
0 i ’
/ \ [ H | \
7t M

f"“‘ oer \\ c‘j)s’ \“ o‘\“s—‘\‘

“,‘ 04 \\\ ,“‘04— \\\ 44—‘\‘

/’ 02 \\\ /" 02 \‘\ b2 \\

/ . / ‘\\ ‘/ \\

m E s 0 o R B 0 o s 5 10

. oo g2 1 3,2
Figura 4.9: Functiile e78%, e72% | e 27 .

4.8.10* Oricare ar fi k€ (0,00), se poate arata [24, 13] ca

k ik 1 ~2migy, i
Hg(d d) \/_Ze 93(d d)
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Din aceasta relatie rezulta ca functiile (vezi Figura 4.8)

P gt g, (8 L)
g d — KR, Ze \/_de 4’ rd

a=—00
care pot fi privite ca versiuni discrete ale functiilor (vezi Figura 4.9 )

K .2

g R — R, gu(z) =e 27 k€ (0,00)

verifica relatia
1

REE

4.8.11 Daca alegem pentru transformata Fourier a unei functii continue definitia

F[gli] =

FIAE * f(x)

-7z

atunci (a se vedea pag. 69-19)

4.9 Operatori autoadjuncti (hermitici)

4.9.1 Definitie. O matrice

aip -+ Aip
A= oo € Myxn(C)

ap1  +°° Qpp
este numita matrice hermitica daca coincide cu adjuncta ei (A* = A), adica daca

Qi = Qjj, Vi,j € {1,2,...,7’&}.
Matricea A este numita matrice antihermitica dacd A* = —A.

4.9.2 Definitie. Fie V un spatiu Hilbert. Un operator liniar A : V — V este

numit operator autoadjunct sau hermitic daca A = A*, adica daca

(Az,y) = (x, Ay), Ve,y e V. (4.7)
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4.9.3 Vom nota cu A(V') multimea operatorilor autoadjuncti definiti pe V', adica
AV) ={AeL(V)|A*=A}
={AecL(V)|(Az,y) = (z,Ay), Vo,yeV}

4.9.4 Propozitie.

a) A, Be AV) = A+ BecAV)
Ae AV)
b) aeR} — ade AV)
¢) Daca A,B € A(V) atunci :
ABe A(V) <« AB=BA

d) Daca operatorul A € A(V) este inversabil atunci A~ € A(V).

Demonstratie. Vom utiliza proprietatile adjunctului prezentate la pag. 135-4.
a) Avem (A+ B)*=A*+B*=A+B
b) Avem (aA)* = aA* = aA.
c¢) Daca AB € A(V) atunci AB = (AB)* = B*A* = BA.

Daca AB = BA atunci (AB)* = B*A* = BA = AB si deci AB € A(V).
d) Avem (A71x,y) = (A7 1z, A(A7y)) = (A(A712), A~ ly) = (2, A7 1y).

4.9.5 Spatiul operatorilor autoadjuncti A(V') este un spatiu vectorial real.

Considerat impreuna cu produsul scalar
(A,B) = Tr(AB)

el devine un spatiu Hilbert real.

4.9.6 Propozitie. Un operator liniar A : V. — V este operator autoadjunct daca

st numai dacd matricea lui in raport cu o baza ortonormata este o matrice hermitica.

Demonstratie. Afirmtia rezulta din rezultatul prezentat la pag. 136-5.

4.9.7 Propozitie. Daca A:V — V este un operator autoadjunct atunci:

a) toate valorile proprii sunt reale
b) vectorii proprii corespunzatori la valori proprii distincte sunt ortogonali.
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Demonstratie. a) Fie A o valoare proprie a lui A si u # 0 un vector propriu core-
spunzitor, adicd Au = Au. Din relatia (Au,u) = (u, Au) rezultia A = \.
b) Fie A1 # A2 doua valori proprii distincte si u1, ug vectori proprii corespunzatori,

adicd Au; =Aug si Aug=Aoug. Din relatia (Auy, ug) = (ug, Aug) rezulta (uq, us)=0.

4.9.8 Propozitie. In cazul unui operator autoadjunct radacinile polinomului

caracteristic sunt reale.

Demonstratie. Fie A€ A(V) si fie A} o radéacina a polinomului caracteristic, adica

ain — A\ a2 o a1n
as agy — A1 - aznp —0
anl an2 o Opp — )\1

In aceste conditii sistemul de ecuatii
(a11 — A1)z1 + a12w2 + -+ + a1y Ty = 0
as1x1 + (a22 — )\1)%2 + -~ +agpr, =0

an1x1 + a2 + -+ + (Apn — A1)z, =0

admite in C" o solutie (z1,x2,...,25) # (0,0,...,0). Adunand ecuatiile sistemului

inmultite respectiv cu 1, Z9, ..., T, obtinem relatia
n n
Z AjkTET; = A1 ijfj.
jk=1 j=1

Deoarece matricea A este hermitica , adica aj, = aj, rezulta

n = n - =
k=1 QkTERT D05 p—1 GkjTET;

A= = :5\1.
j=1 7512 j=r |72

4.9.9 Teorema. Dacd A:V —V este operator autoadjunct atunci existd o bazd

ortonormatd in raport cu care matricea lui A este o matrice diagonald.

Demonstratie. Utilizam metoda inductiei matematice. Afirmatia este, evident,
adevarata in cazul dimV = 1. Presupunéand ca afirmatia este adevarata in cazul
spatiilor de dimensiune n — 1 aratam ca ea este adevarata si pentru spatiile de di-
mensiune n. Fie V un spatiu vectorial de dimensiune n gi fie A € A(V). Stim ca A
admite cel putin o valoare proprie A;. Fie u # 0 un vector propriu corespunzator,
adica Au = A u. Vectorul unitar vq = HTUH este si el vector propriu corespunzator

valorii proprii A1. Subspatiul vectorilor ortogonali pe vq



Spatii Hilbert finit-dimensionale 149

W={vt={zeV]| (v,2) =0}
este un subspatiu invariant
zreW = (v,Ax) = (Av,z) = M {v,2) =0 = Az eW
de dimensiune n — 1 gi span{vi} @ W=V. Relatia (Az,y) = (z, Ay) fiind verificata
oricare ar fi x,y € V rezulta ca restrictia lui A la W
Alw : W — W

verifica relatia (Alwx,y) = (z, Alwy) oricare ar fi z,y € W, adica este un operator
autoadjunct. Conform ipotezei de inductie exista o baza ortonormata {ve, vs, ..., v, }

a lui W in raport cu care matricea lui Aly este diagonala

o 0 -+ 0
Aw=| . 7
0 0 - A

Sistemul de vectori {v1,v9,vs,...,v,} este o baza ortonormata a lui V' in raport cu

care matricea lui A este

A0 0 0

0 X O 0

A= 0 0 A3 0
0 0 O An

4.9.10 Teorema. Doi operatori autoadjuncti A, B : V. — V' comuta , adica
AB = BA

daca si numai daca exista in V' o bazd ortonormata formata

din vectori proprii comuni ai lui A si B.
Demonstratie. “<=” Daca {vy,va,...,v,} este o baza ortonormata formata din vec-
tori proprii comuni ai lui A si B

A’Uj = ajvj B'Uj = ,Bj’l)j
1 ] _— n . .

atuncl pentru orice x = ijl Tjv; avem

(AB)x = Z zj ABvj = ij a;Bv; = ij BAvj; = (BA)x.
j=1 j=1 j=1
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“=” Presupunem ca AB = BA si ca B are doar doua valori proprii 81 si (s.
Subspatiile proprii corespunzatoare Vi si Vo cu proprietatea

Bx = iz oricarearfi z €Vj

Bx = oz oricare ar i x € V5

sunt ortogonale si V = Vi @ Vs, Deoarece

relV, = B(Al’)
reV, = B(Ax)

A(Bl’) = 51(143}) — Ar eV
A(Bzx) = po(Azx) = Ax eV

putem considera restrictiile Aly, : Vi — Vi si Aly, : Vo — Vo, Aplicatiile Aly, si
Aly, fiind operatori autoadjuncti, in spatiile Hilbert V; si V5 exista bazele ortonor-
mate {v1,v2, ..., 0%} §i {Vkt1, Vkr2, ..., 0n} formate din vectori proprii ai lui A. Sis-
temul {vy,v9, ..., Vg, V11, Vkt2, .-, Un } €ste baza ortonormata in V si fiecare dintre
vectorii lui este atat vector propriu al lui A cat si vector propriu al lui B. Daca B

are mai multe valori proprii, demonstratia este similara.

4.10 Produs tensorial de spatii Hilbert

4.10.1 Fie V, W doua spatii Hilbert si By = {v1,ve, ..., vn }, By = {wy, wa, ..., wp, }
baze ortonormate in V' gi repectiv W. Aplicatia
nom Fin - Fip
V®W_>MnXm(C)3F:ZZFijUi®wj = F= : .
=1i=1 Foi - Fam
este un izomorfism de spatii vectoriale (dependent de bazele alese) care permite
identificarea spatiilor V @ W si M, 5 (C).

4.10.2 Spatiul M,,«.,(C) este spatiu Hilbert cu produsul scalar definit prin
Fii - Fip G - G

nm_
< A N >=ZZFijGij

Fa. - Fum Gni - Gum i=1j=1
adica

(F,G) =Tr (F*G).
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4.10.3 Propozitie. Aplicatia (definita utilizand bazele By si By )
(Y:(VeaW)x (VeW)—C, (F,G) =Tr (F*G)

adicd

<Z Z Fjv; @ wj, Z Z Gijvi ® w]> Z Z Fi;Gy;

i=17=1 i=17=1

este un produs scalar care nu depinde de alegerea bazelor By si By .

Demonstratie. Orice element al spatiului VQW este o combinatie liniara de elemente

de forma x®y cu x €V gi yeW. Deoarece

:E@y—ZZvZ, wj, vl®wj

obtinem ca
n m
<x®y,x'®y'> :ZZ Vi, T w]? v,,x'>(w]~,y'> = (x,x’>(y,y’>
1=17=1

adica produsului scalar a doua elemente de forma x ® y nu depinde de bazele alese.

4.10.4 Teorema. Produsul tensorial VW a doud spatii Hilbert este spatiu Hilbert.
Daca By = {v1,va, ..., 05}, Bw = {w1,we, ..., wy} sunt baze

ortonormate in V st repectiv W atunci
B={vyow;| ic{l,2,..,n}, je{l,2,...,m} }
este baza ortonormatd in V@ W.
4.10.5 Produsul tensorial a doi operatori S:V —V si T:W — W este operatorul
TS : VoW — VoW

definit prin relatia

(T®S) (z@y) = (Tz) @ (Sy)
pentru elemente de forma x ® y si extins prin liniaritate la celelalte elemente.
4.10.6 Propozitie. Daca A,Ce€L(V) si B,DeL(W) atunci
(A® B)(C® D)= (AC) ® (BD).
Demonstratie. Egalitatea are loc pentru orice vector de forma r ® y din V @ W

(A®B)(C®D)xz®y=(A®B) (Cz)® (Dy)=(ACz)® (BDy)=(AC)® (BD) x®y.
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4.10.7 Propozitie. Notand cu

tt = v'(Tvy) elementele matricei operatorului T’

si = w’ (Swy) elementele matricei operatorului S

FF = F vk, w?) elementele matricei vectorului F'
(T®S)F)I=(ToS)F)(v',w!) elementele matricei vectorului (T®S)F
avem

(T®S)F)Y =t} s) F*.

Demonstratie. Deoarece formele liniare v’ o T si w’ o S admit dezvoltirile
i g E_ i k . j g ¢ .
v o T = v (Tug) v =t v si w! 0§ = w (Swp) w = s;w

avem

(T®S)F)7 =((T®S)F)(w',w’) = F(v' o T,w’ 0 §) = ti.s) F*.  (4.8)

4.10.8 Se obtine o reprezentare alternativa avantajoasa transformand matricile aso-
ciate elementelor lui V@ W in vectori coloana cu nm elemente obtinuti prin agezarea
una sub alta a coloanelor. In cazul n =2 sim =3

Fll F12 F13 F12
F2 g2 23 =

Corespunzator, unui operator T®.S i se asociaza matricea
siT oo s, T

TS = I
sPT - spT

unde blocul matricial sg T se obtine Inmultind cu sg matricea T a lui T. Se obtine
astfel posibilitatea de a scrie relatia (4.8) folosind inmultirea unei matrice cu un

vector coloana. In cazul n = 2 si m = 3 relatia (4.8) devine
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sttt

siti
sitt

(rosypry [ 1
((T®S)F)21 s1t]
(TeS)F)2 | | st
(TeS)F)*? | —
(T®S)F)'3
(T®S)F)?3

1,1
s1la
1,2
s1ta
2,1
s1ts
242
513
3,1
s7tg
342
575

st
satt
st
stt
S5t
stt

Daca T este operatorul identitate Ix = z atunci

IS =

iar daca S este operatorul identitate [x = x atunci

T®L=

0

st 0

1 41
iy t3
2 42
1 13

0 0

0 0
0 0
0 0

s3 0
0 s
530
0 s3
530
0 s

0 0
0 0
tr
7 3
0 0
0 0

st
s3t3
st
s5t3

3,1
sty

342
s5t3
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4.11 Sisteme cuantice cu spatiu Hilbert finit-dimensional

4.11.1 In cazul une particule cuantice care se poate migca de-a lungul unei axe,
pozitiile posibile ale particulei sunt descrise utilizand R ca model matematic iar

starile cuantice posibile de functii ¢:R— C de patrat integrabil

/OO [ (x)? dx < oo.

Spatiul acestor functii, considerat impreuna cu produsul scalar
W) = [ i) va(e) da

este un spatiu Hilbert infinit dimensional, notat cu L?(R). Fiecirei functii 1/: R —C

i se asociaza transformata Fourier F[¢)]:R — C definita prin relatia
1o
F = — / e Pr/h (1) da 4.9
W) = o= [ e o) 49)

unde & este constanta lui Planck h impartita cu 27. In starea cuantica descrisa de

functia normata ¥, numarul

/ab ()| de

reprezinta probabilitatea de a gasi particula in intervalul [a, b], iar

b
| 1F ) dp
probabilitatea ca impulsul particulei sa apartina intervalului [a, b].

Marimile fizice sunt descrise cu ajutorul operatorilor liniari. Pozitia particulei este

descrisa de operatorul [14]

(RS unde (@) (z) = z(z) (4.10)

iar impulsul de operatorul

Y= Py unde  pyY = —ih%. (4.11)

In starea cuantica descrisa de functia de unda normata W, numerele
(@) =(w,29) st (p)=(¥,pV¥)

reprezinta valorile medii ale coordonatei si impulsului, respectiv.

4.11.2* O versiune foarte simplificata a sistemului cuantic prezentat se obtine admitand

ca pentru particula considerata numarul de pozitii care se pot distinge este finit. Este
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convenabil sa se admita ca numarul pozitiilor ce pot fi distinse este impar, d = 2541

si ca multimea acestora este

Sq = {—s\/%, (—s—l—l)\/%, e (s—l)\/%, s\/%}.

Deoarece

. 2 . . 2
dlin;o =0 si dli)nélo(is) T =+

putem considera ca, intr-un anumit sens, avem
lim S; = (—o00,00).
d—oo

4.11.3 In versiunea simplificata prezentatd, este convenabil ca pentru multimea
pozitiilor posibile sa se utilizeze inelul Zy = Z/dZ al intregilor modulo d ca model
matematic. Alegand {—s, —s+1,...,s—1, s} ca o multime de reprezentanti ‘standard’

pentru elementele lui Zg, starile sistemului cuantic considerat sunt descrise de functii
Y :{-s,—s+1,....,s—1,s} — C.
Spatiul H al acestor functii considerat impreuna cu produsul scalar
S
(W1, 92) = D ¥1(n)va(n)

n=-—s

este un spatiu Hilbert d-dimensional izomorf cu spatiul Hilbert standard C?.

4.11.4 Alegem in H o baza ortonormata {|n)}ncz, si definim operatorul ‘pozitie’
S
QH—H  Q=\E 3 ainl
n=—s

Transformarea Fourier finita

1 5 i /
F:H_)H7 F=— Z ezTnn ’n><n/‘
n,n'=—s
ne permite si definim o a doua bazi ortonormata {|k)}rez,, unde
- 1 5 2mi
k)=Flk) = F*|—k)=—= > e« "|n)
iz,
si sa definim operatorul ‘impuls’
P H—H — P=J2 5 kR
k=—s
Operatorii @ si P verifica relatiile

FQFt=p FPFt=—Q



156 Complemente de Matematica

si au acelagi spectru (multime de valori proprii) i anume

Sq = {—s\/z, (—3+1)\/%, e (3—1)\/2, s\/%}.

4.11.5* Fiecare stare |¢) € H admite reprezentarile

=S e = Y G )

n=-—s k=—s

unde ¢:Zg—C:n+— 1/1( ) si ©:Zg—C: ks (k) verificand relatiile

2mkn —%kn
P(n)=(n|v)= Z U(k P(k) = (klp)= \[Ze ¥(n)

k‘_ s n=-s

sunt functiile de unda corespunzatoare in reprezentarea pozitiilor gi a impulsurilor.

4.11.6* Operatorii de translatie A, B: H—H

A=e ! 27r/dP:Z e—%k“%xm’ B:ei\/27r/dQ: Z e%q@(ﬁ

k=—s l=—s
verifica relatiile
Ale) = [e+1), Alky=e"TF k), Al=pl=1,
Bt)=e"40), Blk) = [k+1), AeBB=e T8 pB Aa

Operatorii de translatie generalizati [33]
D(a, ) = o708 Ao ps unde (a, ) € Zg X Zg
definesc o reprezentare proiectiva a grupului Weyl finit.

4.11.7* Vectorii {|a, 8)},, 5, unde

i

- & 2§‘5]

satisfac rezolutia identitatii

dZ|a =1

76__8
Frame-ul {|a, ) 55— boate fi privit ca un sistem finit de stari coerente indexate

]_—S

utilizand multimea Z4 X Z4, direct legata de spatiul finit al fazelor Sgx Sy.

4.11.8" Metoda de cuantificare bazata pe utilizarea frame-ului {|cv, 8)}7, 5=

Urménd analogia cu definitiile operatorilor @ si P
S

I= % [l = Q=yE ¥ al)n|

n=-—s n=-—s
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1= ¥ Bk > P=yF S kBH

k=—s k=—s
asociem un operator A,
1< 1<
]I:E Z |Oé,ﬁ><01,ﬁ| = Aipza Z C,D(Oé,ﬁ)|0[,ﬁ><0[,ﬁ|
a,f=—s a,f=—s

oricarei functii

p:{—s,—s+1,....,s} x{-s,—s+1,...,s} — C.

4.11.9* Operatorul corespunzator functiei

p:{=s,—s+1,....s}x{=s,—s+1,....,s} —R, ¢la,f) =«

este s
1
AqZ%—>%, qua Z 04‘0475><0475’

C\{,B:—S

si are aceleasi stari proprii ca operatorul )

1 S
Ay n) = Ap|n) unde An = 5 Z agl(a+n)

le1ll* ==

4.11.10* Operatorul corespunzator functiei

p:i{=s,—s+1,..,s}x{—=s,—s+1,...,s} —R, o¢(a,8)=0

este
1 S
APZ%—>H, Ap:E Z ﬁ]a,@(a,ﬁ\
a,f=—s
si are aceleasi stari proprii ca operatorul P
Ap k) = Ae|k)

4.11.11* Operatorul corespunzator functiei
1
e:i{—=s,—s+1,..,s}x{—=s,—s+1,...,s} —R, (o, f)= 5(042 + 8%

este
. _1 Es: 1 2 2
A%(pz_'_qz) . H — Ha A%(p2+q2) - E 5(& +/8 )’aw8><a7/8“

a,f=—s
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Aq 3(P2+Q?)  3(AZ+AY) AL (p2442)

Figura 4.10: Spectrele operatorilor in cazul d = 21.

4.11.12* Operatorii A, si A, pot fi utilizati ca variante alternative pentru operatorii

pozitie si impuls. Operatorul A 1 poate fi privit ca fiind hamiltonianul unui

2_|_q2)
oscilator cuantic finit [8]. In cazul lui, tendinta de a avea nivele echidistante este

chiar mai evidenta decét in cazul hamiltonianului §(P? + Q?).

4.11.13* In cazul d —> oo, obiectele matematice prezentate mai sus corespund
intr-un anumit sens celor din cazul continuu. O lista extinsa referitoare

la acesta corespondenta este prezentata in tabelul de la pagina 162.

4.11.14 Valorea medie a unei marimi A Intr-o stare normata 1 se poate exprima cu

ajutorul proiectorului ortogonal corespunzator

sub forma
(A)y = Tr(APy)
deoarece alegand o baza ortonormata {|n)} avem

WIAR) = Y (@n)(n|Alk) (k|i)

n,k

= 3~ (n] Alk)(k[3p) (¥|n)
=;mew%W=HM%»
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4.11.15 Pentru a descrie starea sistemului cuantic, in locul functiei de unda normate
1) se poate utiliza operatorul proiectie ortogonala, ]% =) (1| asociat care

este hermitic

(Pye1, p2) = (01, V) (1, p2) = (o1, Pyepa)
semi-pozitiv definit
(Pl Pyle) = (plv) (W) = () >0

sl are urma egala cu 1

Tr Py=Y (n|Pyln) =Y (nl)@ln) =" [n|y)|* =

n

4.11.16 Definitie.
Operatorii ¢ hermitici, semi-pozitiv definiti cu urma egala cu 1

ot =0 020, Tro=1

se numesc operatori densitate.

4.11.17 Operatorii densitate descriu stari generalizate ale sistemului cuantic.
Operatorii densitate de forma P, = |4) (1| descriu stdri pure iar ceilalti
operatori densitate descriu stari mizte. Valoarea medie a observabilei A

in starea descrisa de operatorul densitate ¢ este

(A) = Tr (4p).

4.11.18 Prin qubit se intelege un sistem cuantic cu spatiu Hilbert bidimensional.
In acest caz spatiul operatorilor hermitici, care este un spatiu Hilbert real

cu produsul scalar

(A, B) = Tr(AB)

are dimensiune 4. Daca {]0), |1)} este baza ortonormata in spatiul Hilbert

al starilor atunci operatorii Pauli
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I=]0)(0] +[1)(1]  cu matricea

=
Il

/N

_ O

O =

a1 = |0)(1] + |1)(0| cu matricea o1

Il
/N

a9 =1|1)(0] — |0) (1] cu matricea b9 = ( 0 -

a5 = |0)(0] — |1)(1] cu matricea  d3 = ( (1) _01 )

formeaza o baza ortogonala in spatiul operatorilor hermitici.

In particular, orice operator densitate se poate reprezenta sub forma

1 1
925(00—1-1"0):5(004—7‘1014-7‘20'2—1—7‘30'3)

cur = (ry,72,73) € R3. Rezolvand ecuatia caracteristica
1473 ri—iro
e W

? —0
+i 1—r N
T1 217“2 27" _ A
se obtin pentru p valorile proprii
1+ ||r]]
AMo= ——.
1,2 5
Deoarece
0>0 — [lr|] <1

in cazul unui qubit, starile posibile (pure sau mixte) se afla in corespondenta

unu-la-unu cu punctele apartinand sferei inchise de raza 1 centrate in origine
Qo={reR?| |lr|]|<1}={(r1,ro,m3) eR3|ri4ri+ri<1}
numita sfera lui Bloch sau sfera lui Poincaré. Starii pure
[ip) = el (cosg |0) + sin g e'? \1>)

descrise de operatorul densitate

1 ( 14cosf sinfe ¢ )
0=3

2 sinfe?  14cosh

ii corespunde vectorul unitar
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r = (sinf cos ¢, sinf sin @, cos ) € S? = 09s.

g

Figura 4.11: Sfera lui Bloch, numita si sfera lui Poincaré.

Q\

Starile pure corespund la puncte apartinand suprafetei sferei iar cele mixte
la puncte interioare. Fiecare pereche de puncte diametral opuse ale sferei
52 reprezintd o pereche de stari pure ortogonale. Transformarile unitare

corespund rotatiilor sferei.



Cazul continuu Cazul (2s+1) — dimensional
x € (—00,00) ny/ 2k € Sy
p € (—00,00) k2 € Sy
(zla') = 6(x — ') (n|n') = S
) = [ dzip(z) |z) [¥) = 25=—s¥(n) [n)
() = (z[¢)) P(n) = (n|¢)
2= [ dre o) (e] Q=% ¥ nin)n)

T|r) = x|x)

F= L[] da' dz e [a') (]
Fl) = o= [[ da’ da e yp(x) o)
Flp) = [ da’ Fl(a') |2')
Flola') = 7= [ dxe™ 4 (x)
p) = Flp) = 7= [ dzeP|z)

(@lp) = Zgze™”

(Blp") = (p —p')

= [dp¥(p) Ip)
(i) = = [ duwe™Pop(x)

p=[dpp|p)p|

P(p) =

plp) =pIp)
V() = e 57

7?7 = |z+a)

e 1P|p) = e~ P|p)
ef|z) = elf7|1)
P2 [p) = |p+R)

D(a%ﬁ):e%aﬁ g lap gifT
12) = D(=)

7 Jedz|2) (2]

I

QIn) = ny/2F n)
F= Ly e ) ()
Fli) = = Y25 ey e 8 " (n) )
Flu) = S Fll (') In')
Fl(n) = d= 305 e 8" p(n)
k) = Flk) = L5 e Fhnin)
(nlk) = Joe @ hn
(k|k") = Spr
) = S b(k) k)

P(k) = (Rw) = = 525 e Fap(n)

Plk) = kﬁm
=y e—E(ﬁ(adM)f
A%n) = [n+a)
A% (k)= Tk )
BA|n) =T B n)
BA|k) = |k+B)
D(a, ) = 1P A2BF
@, 8) = D(, B) By
L5 sl B){a Bl =T

gx(n)

162




Capitolul 5

Elemente de teoria distributiilor

5.1 Distributii

5.1.1 Utilizarea modelelor matematice permite o explorare profunda a realitatii, dar,
in general, nu se poate face fara a recurge la anumite idealizari. In modelele utilizate
in fizica, un rol fundamental revine unor notiuni cum ar fi cele de punct material
si de sarcina punctiforma. Desi aceste idealizari conduc la simplificari remarcabile,
folosirea lor nu este lipsitd de dificultati. O notiune cum ar fi densitatea de masd,
descrisa uzual cu ajutorul unei functii, nu poate fi extinsa la cazul unui punct ma-
terial farda a utiliza in locul functiei ceva mai general. Versiunea mai generala a
notiunii de functie prezentata pe parcursul acestui capitol (numita distributie) per-
mite o descriere adecvata a distributiilor de masa si sarcina. In plus, ea permite

extinderi ale notiunilor de derivata i transformata Fourier utile In diverse modele.

5.1.2 Daca masa unitate este distribuita uniform de-a lungul segmentului [—¢, €]
atunci densitatea de masa poate fi descrisa cu ajutorul functiei

1 o
5z daca |z|<e

‘R — R, z)={ 2
o e:(®) {0 daca |z| >e¢

(extinsa arbitrar in —e si €) gi avem

o0 ) 1
/_ooge(m)daz—/_egdw—l.

Punctul material de masa 1 localizat in =0 corespunde cazului limita € — 0, dar

163
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5(x) = lim p.(z) =

e—0

0 daca x#0

nu reprezinta densitatea de masa deoarece expresia

/_O:O 0(x) dx

5.1.3 Spunem despre o functie ¢ : R — C ca este indefinit derivabild si scriem

{oo daca =0

este lipsita de sens.

€ C™(R) daca admite derivate de orice ordin. Prin suportul functiei ¢ se intelege

inchiderea multimii pe care ea nu se anuleaza, adica

suppy = {z | p(z) #0}.
O multime K CR este multime compacta daca este inchisd gi marginita. In parti-
cular, p : R — C este o functie cu suport compact daca supp ¢ este marginit, adica
exista r >0 astfel incat
supp ¢ C [, 7].

Vom utiliza notatia ¢, %) ¢ pentru a indica faptul ca sirul de functii (¢n)n>0

converge uniform pe multimea compacta K la functia ¢. Avem

u 3 j—
on e = i sup fen(a) - p(2)[ = 0.

5.1.4 Propozitie. Spatiul
D(R) ={peC>*(R) | suppy este compact}
considerat impreund cu operatiile de adunare si inmulfire cu scalari uzuale

(pt+9) (@) = p(x) +9(x),  (Ap)(@) = Ap(x)

este un spatiu vectorial complex (numit spatiul functiilor de proba [30]).

Demonstratie. Deoarece supp (¢+1) C supp ¢ Usupp ¢ si supp (A¢) C supp ¢ avem

] zig?ﬁ;} — ¢+ eDR)
f:g(R) } = Ay € D(R).

Verificarea axiomelor spatiului vectorial este imediata.
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Figura 5.1: Graficul functiei w..

5.1.5 Exercitiu. Oricare ar fi €€ (0, 00), functia w. : R — R, unde
2
7 e 1
we(z) = { ccew?-<2 dacd |z|<e cu = .
0 daca |z| > ¢ e L2
x| > o e? =2 dx

apartine spatiului D(R) si

a—3s @ b b+3e

Figura 5.2: Graficul functiei xqp.-

5.1.6 Exercitiu. Daca a<b si €>0 atunci functia

b2e
X(l,b,& : R [07 1]7 X(l,b,& (':U) = / 9 wg(x_t) dt
a—2€

apartine spatiului D(R) si este astfel incat

(z) = 1 daca =z € (a—e,b+e)
Xabel ™' =9 0 dack x & (a—3e,b+3¢).

5.1.7 Daca g : R — C este o functie indefinit derivabila atunci functia
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p:R—C,  o(z) = Xape(r)g(z)
apartine spatiului D(R) si este astfel incat
() g(xz) daca z € (a—e, b+e)
xTr) =
0 dacd x & (a—3e,b+3¢).

In particular, functia ¢ : R — C, ¢(2) = Xa,b,c(x) sinz apartine spatiului D(R) si
sinx daca =z € (a—e,b+e)
p(r) = )
0 daca =z ¢ (a—3e,b+3¢).
5.1.8 Definitie. Spunem ca sirul (¢, )n>0 din D(R) converge la ¢ € D(R) si scriem
lim @, = sau Op —> P
n—o0
daca exista r >0 astfel incat
supp ¢, C [—r, 7], oricare ar fi n=0,1,2, ...
si in plus

(pglk) ﬁ) (p(k), oricare ar i k=0,1,2,...

5.1.9 Definitie. Fie V un spatiu vectorial real (complex). Functiile de forma
f:V—R (respectiv, f:V — C)
sunt numite funcfionale.
5.1.10 Definitie. Despre o functionala f:D(R) — C spunem ca este continud daca
on—¢ = flen) — flo)
5.1.11 Deoarece
Pnrp = on—p—=0 st flen) = f(p) = flen—¢)—0
o functionala liniara f:D(R) — C este continuad daca si numai daca

©n —> 0 = f(en) — 0.

5.1.12 Definitie. Functionalele liniare si continue
f:DR) —C

sunt numite distributii. In cazul unei distributii f, in loc de f(p) se scrie (f, ¢).
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5.1.13 Propozitie. Spafiul tuturor distributiilor
D'R)={f:DR) — C | f esteliniard si continud }
considerat impreund cu operatiile de adunare si inmulfire cu scalari uzuale

(f+g,0) = (f,0) +{9,9), (Ae) = Mfop)

este un spafiu vectorial complex.

5.1.14 Pentru ca aplicatia f : D(R) — C sa fie o distributie trebuie ca:

(f, e + BY) = alf, @) + B{f, 1) oricare ar fi i’g):g(l@

si
on — 0 = flen) — 0.
5.1.15 Definitie. Spunem despre o functie f : R — C ca este local integrabild daca

/ |f(x)| dx < oo, oricare ar fi multimea compacta K C R.
K

Utilizam notatia

LI (R)={f:R —C| f este local integrabils }.

5.1.16 Orice functie continua f : R — C este local integrabila.

Functia
daca x #0
0 daca =0

8=

f:R—R, f(z) = {
nu este local integrabila deoarece
[ 1s)lde = o
5.1.17 Propozitie. Dacd f : R — C este local integrabila atunci functionala
Tp:D®) — € (Tpe) = [ fa)ele)ds
este distributie.

Demonstratie. Integrala din definitia lui T’ este convergenta deoarece ¢ are suport

compact, adica exista R> 0 astfel incat suppp C [—R, R] si prin urmare

[ i@t = [ i) eta)d

—00
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Aplicatia Ty este liniara

<Tf=a(ﬁ+5¢> = a<Tf7§0> +B<Tf7w>

Daca ¢, — 0 in D(R) atunci exista r >0 astfel incat

supp ¢, C [—r, 7], oricare ar i n=0,1,2,...
(k) n—00 .
sup |en (ZE)‘ — 0, oricare ar fi k=0,1,2,...
x€[—r,r]
§i prin urmare
T T
(T, on)l = | | f(@) pn(x)da| < [ |f(2)||on(z)]dz
-7 -7

< sw fen(@)| [ If(@)dz 0

z€[—r,r]
adica
lim (T, op) = 0.

5.1.18 Definitie. Distributiile de forma (unde f este o functie local integrabila)
T DR — € (Tre)= [ f@)pla)ds
sunt numite distributii de tip functie (sau distributii requlate).

Distributiile care nu sunt de tip functie se numesc distributii singulare.

5.1.19 Utilizam notatia Ty pentru distributia corespunzatoare functiei local integra-
bile f pentru a sesiza mai ugor daca este vorba de o functie sau de o distributie. In
mod uzual, in loc de T se scrie tot f, deducandu-se din context daca f este functie

sau distributia corespunzatoare.

5.1.20 Nu vom face distinctie Intre doua functii local integrabile care difera doar pe
o multime de masura nula. Multimea L}OC(R) a functiilor local integrabile poate fi
privita ca o submultime a spatiului distributiilor D'(R) identificind fiecare functie
local integrabild f cu distributia Ty corespunzatoare.
5.1.21 Propozitie. Oricare ar fi a €R, functionala

5a : D(R) — (Cv <5a7 (10> = (10(&)

este distributie (se numeste distributia Dirac cu suportul in a).

Demonstratie. Aplicatia J, este liniara
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Figura 5.3: Functiile local integrabile sunt distributii.

(0a; a0 + BY) = ap(a) + Bip(a) = a(da, @) + B{0a, B).

Daca ¢, — 0 in D(R) atunci exista r >0 astfel incat

supp ¢, C [—r, 7], oricare ar fi n=0,1,2,...
sup |on (az)‘ — 0, oricare ar i k=0,1,2,...
z€[—r,r]
§l prin urmare
n—oo
[{(das on) = len(a)| < sup [pn(z)] —— 0.
z€[—r,r]

5.1.22 Se poate arata ca distributia Dirac §, este o distributie singulara.

In cazul In care a = 0 1n loc de §y se scrie simplu J, adica avem

0: D(R) — C, <57 (10> = (10(0)
5.1.23 Daca functia f:R—R este derivabild si daca f’ este local integrabild atunci

Tpo) = [ 1@ pla)ds = @) p(a) % [ fla) ¢ (@) do = ~(T7.¢).

5.1.24 Propozitie. Daca
f:D[R) —C
este distributie atunci functionala

fliDR)—C,  (f,0)=—(f,¢)

este de asemenea distributie (numita derivata lui f).

Demonstratie. Functionala f’ este liniara
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<f/,Oé(,D + B¢> = _<f7 Oé(,D/ + 5¢/> = —Oé<f, (10/> - 5<f7 ¢/> = a(f/v (10> + 5<f/7¢>
Dacd ¢, — 0 in D(R) atunci ¢’,, — 0 in D(R) si prin urmare
. / I T / o
Jim (f', on) = — lim (f, ;) =0.
5.1.25 Daca functia f : R — R este derivabila clasic atunci derivata distributiei
Ty este distributia regulata definitd de derivata clasicd f': R — R, adica

(Ty) = Tp.
Derivarea in sensul distributiilor prelungeste operatia de derivare clasica la

cazuri in care ea nu este aplicabila.

5.1.26 Orice distributie este indefinit derivabila.

Derivata de ordin k£ a unei distributii f este distributia

f®DR)— €, (fP, ) = (1) (f, k)

H{(x)

—_

Figura 5.4: Functia Heaviside H.

5.1.27 Exemplu. Functia Heaviside

0 daca z<0

H:R—R, H(”“’):{l daci >0

fiind local integrabila defineste distributia
Ti:DR)—C,  (Twy) = [ H@e@d= [ o)do

si >
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(Tn)0) = (&) == [ @) do = —pla)| = 9(0) = (6.¢)

adica avem

(Ty) = 6.

5.1.28 Functia Heaviside nu este derivabila in 0

v} 0 dacd = #0
H(z) = { nu existd daca =0

dar distributia corespunzatoare este indefinit derivabila

(Tw)' =9, (Tw)" =17, (Tg)" =4§", ...

VI+2

Figura 5.5: Functia f.

5.1.29 Exercitiu. Fie functia

x2 daca =<0

f:R— R, f(l’):{\/f+2 daca x> 0.

Sa se arate ca
(Ty)' =Ty + 26

Rezolvare. Integrand prin parti obtinem

171
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(Ty) ) = =Ty, ¢) = — |23 flz) ¢/ (x) da
— [0 a2 (x)dz + [ (VT +2)¢ (x) do
= —2? o(@)|° o + [0 22 () da

~(VE+ 2@ + [§7 shpel@) do

=20(0) + |23 f'(@) p(a) dz = ((Tyr) + 20, )
unde f’ este derivata clasica

2x daca x <0
f’(g;) ={ nuexista daca x =0
ﬁ daca x>0

prelungita arbitrar in z = 0.

5.1.30 Propozitie. Daca functia f : R — C este derivabila pe (—oo,a) U (a,00)

st daca limitele laterale

fla-) = lim fe).  fla+) = lim f(@)

sunt finite atunci
(Ty) =Ty + (flat+)—f(a—) ) -

Demonstratie. Integrand prin parti obtinem
(Ty) ) = =Ty, ¢') = = [Z f@) ¢ (x) da

= [ f@) ¢ @) da = [ (@) ¢ (@) do
— F (@) (@)t + [, () pla)
(@) ¢@) 2 + [ @) (o) da
— (J(ah)=fa=)) pla) + % (z) pla) da.
5.1.31 Daci 9 C™(R) si daci f : R — C este local integrabili atunci
Toeo) = [ 9@ (@) (o) da = (Ty,04).

5.1.32 Propozitie (Multiplicarea unei distributii cu o functie de clasa C'*).
Daca ¥ : R — C este o functie de clasa C*° gi

f:DR) —C
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o distributie atunci functionala

Jf : D(R) — C, (If ) = (f, 9¢)

este de asemenea distribufie.

Demonstratie. Aplicatia ¢ f este liniara

(0f o+ B) = alf, d) + B{f, 9¢) = a(0f, ) + B, ¥).

Daca (¢n)n>0 este un sir din D(R) convergent la 0 atunci sirul (Y¢y,)n>0 este un sir

din D(R) convergent la 0 si prin urmare
Jim (9f, o) = lim (f, depn) = 0.
5.1.33 Exercitiu. Sa se arate ca daca ¥ € C*°(R) atunci
¥, = V(a) b,.
Rezolvare. Avem

(900, 0) = (00, Vp) = (Vp)(a) = V(a) p(a) = F(a)(da, ¥) = (V(a) da, ¥)
oricare ar fi ¢ € D(R).

5.1.34 Exercitiu. Sa se arate ca relatiile
26 = —fgk—1) 26 = (—1)Fk!o

au loc oricare ar fi k € {1,2,3,...}.

Rezolvare. Utilizand formula lui Leibniz

k
(fg)(k) _ Z C',Z f(j) g(k—j)
=0
obtinem ’
(@0, ) = (W), 2p) = (=1)¥(5, (xp)F)) = (=1)¥ (8, 2™ + kp(*=1)
= (= 1)k (0) = —k(=1)F (5, o V) =k (6*D), ) = (—k6*—D), )
si
(@ks®) ) = (5®), zhip) = (=1)%(5, (zFp) W)
= (=18 (8,5 CL(a") D)) = (=1)% (5, Cl(a?) B ) = ((—1)*k15, )
oricare ar fi ¢ € D(R).
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5.1.35 Propozitie. Oricare ar fi 9€ C*®(R) si f € D'(R) avem
05y =0 f+07
Demonstratie. Oricare ar fi ¢ € D(R) avem
(Df), o)== f, &) =—(f,0¢)=—(f, D) =0 ¢)
=(f",00) +{f, V@) = (I f+I [, 9).

5.1.36 Definitie. Spunem ca sirul de distributii (fy,)n>0 converge la distributia f

lim f, = f
daca n—eo
Tim (far9) = (f,9),  oricare ar fi pED(R).
/3
f2 1l

Figura 5.6: Graficele functiilor f1, fa, si fs.

5.1.37 Exercitiu. Functiei (a se vedea Figura 5.6)

fR SR (@) 2 dacad |z| <1
n: > n\T) =
0 daci |z|>1
1i corespunde distributia regulata
00 n [l/n
Ty, i DE)— € Ty = [ fal@)ol)do =13 [ pla)d

oricare ar fi n € N*. Limita sirului de functii (fp)n>1
{ oo daca z=0

fR—R, flz) = lim fu(z) = 0 daca z#0

n—oo

nu este o functie local integrabila, dar

lim Tfn = 0.
n—oo

Rezolvare. Utilizand schimbarea de variabila ¢ = nx obtinem

= %limn—mo f_ll @ (%) dt = % f_ll 90(0) dt = 90(0) = <6a 90>'
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Relatia
g, fn =0
este adevarata daca prin f,, se intelege distributia T, .

od\

o
5

Figura 5.7: Graficul functiei fo.

5.1.38 Exercitiu. Functiei (a se vedea Figura 5.7 )

1 sinnz
fniR—R, fn(x):_
T x
ii corespunde distributia regulata

1 /% sinnx
T, DR) —C,  (Tp.e) == [
) T
oricare ar fi n € N*. Limita sirului de functii (fy)n>1

f:R—R, f(:n):limfn(a:):{oo dacd x =0
n—00 0 daca z#0
nu este o functie local integrabila, dar
nh_l)léo Ty, = 0.
Rezolvare. Utilizand relatia (1.10) si schimbarea de variabila ¢ = nz obtinem
limy, 00 (T, ) = limy 00 % e % o(x) dz

1

= S limy oo [ S (5) dt = 2[5, T3e(0) dt = ¢(0) = (6, ¢).
Relatia

lim f, =94
n—o0
este adevarata daca prin f, se intelege distributia T, .
5.1.39 Un gir de distributii (f,,)n>0 C D'(R) este convergent daca functionala

DR) — C: ¢ lim (fn,¢)
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este distributie. Seria de distributii > 2, f,, este convergenta daca
k

DR) —C: ¢F9'§:<ﬁm ‘—Jgn E:(ﬁw ®)
n=0 n=

este distributie. In caz de convergenta suma seriei este distributia
o

S f. D(®) —C, <f; fn790> =3 ()
n=0 n=0

n=0
5.1.40 Propozitie. Operatia de derivare a distributiilor este liniara

(af +89)™) = af ™) + 5™

$t continud
n—oo

fo—f = ="

Orice serie convergentd poate fi derivatd termen cu termen
o0 [e.e]
n=0 n=0

Demonstratie. Daca f,, — f atunci
n—oo

(5, 0) = (=1 (fn, ™) —— (=D (f,0™) = (f®), ).
5.1.41 Propozitie. Daca sirul de functii local integrabile (fy)n>0 converge uniform
pe fiecare mulfime compactd la functia f atunci
Jim T, =Ty
sl prin urmare
nan;O(Tfn)(k) = (Tf)(k) oricare ar fi k=0,1,2,...

Demonstratie. Pentru orice ¢ € D(R) exista r >0 astfel incat suppp C [—r,r].

Deoarece ¢ este functie marginita avem fy,p W) fo si prin urmare
T
Jim (T, 9) = Jim [ fa@) o) do = [ F@) plo)do = (T7. ),

5.1.42* Exercitiu. Seriile de distributii

00 00
Z el §l Z elnz
n=0

n=-—00
sunt convergente.

1 _inx

Rezolvare. Deoarece ‘Eg < ;lg sid>oo2 glg < 00, seria de functii local integrabile
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2 = n
converge uniform la o functie f pe R (si prin urmare, pe orice multime compacta).

Conform propozitiei anterioare, in spatiul distributiilor D’(R) are lor relatia
2?2 X1
inr __
o > 2¢ =
n=1
care derivata termen cu termen de doua ori conduce la
[ee]
Z einx — f//
n=0
5.1.43* Exercitiu. Daca a€(—o00,0)U(0, 00) atunci seriile

Z 5na §i Z 57”1
n=0

n=—oo

sunt convergente.

Rezolvare. Aplicatia

o) k
DR) — C: pr <Z 5m,<,0> = hm <Z Onas > = klgrolo Z p(na)
n=0

n=0
este bine-definita si liniara. Daca ¢,, — 0 in D(R) atunci exista r >0 astfel incat

supp ¢m C [—r, 7], oricare ar i m =0,1,2, ...
(k) m—o0 .
sup |em’ ()| —— 0, oricare ar fi k=0,1,2,...
z€[—7r,r]

Daca n, €N este astfel incat n,.a < r < (n, + 1)a atunci

k k N
<Z 5nay90m> = hm <Z 5naa‘;0m> = lim Z‘pm(na) = Z‘pm(na)
n=0 ko0 n=0 n=0

n=0
si
o i m—00
Y emna)| < lem(na)l < (1+4n,) sup |om(z)] —— 0.
n=0 n=0 z€[—r,r]

Convergenta celei de a doua serii rezulta din rela@ia

Z 5na = Z(Sna + Z(Sn(—

n=—oo
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—27 ‘0 27 4 6
Figura 5.8: Graficul functiei f.

5.1.44* Teoremad. In spatiul distributiilor D'(R) are loc egalitatea

_Z 521,”1_ = % _Z elnx‘
n=—oo n=—oo
Demonstratie. Fie f : R — R functia periodica cu perioada 27 definita prin relatia
2
r
r)=—-—— entru 0 <z < 27.
f@)=5-3 p < m

Functia local integrabila f defineste o distributie cu derivata de ordinul al doilea
1 (o]
n_ L
f — o + _Z 52n7r-
n=—oo

Seria Fourier corespunzatoare lui f converge uniform la f pe R
m 1 1 .
———Z—e = f(z).
2
6 27 w0
Conform propozitiei anterioare, in spatiul distributiilor are loc relatia
s 1 1
R OE LY
2
6 27 20"
care derivata termen cu termen de doua ori conduce la egalitatea

1 inx __ gl
27 Z =
n#0
5.1.45 Functia

1
fiRY—R,  f(2)= -
T
nu este local integrabila gi relatia
_ > ()
DR) — C: ¢+ —dx
e T
nu defineste o distributie. Se poate insa arata ca functionala
1 1 —e o0
P—:D(R) — C, <77—,cp>:lim< @dx—i—/ @dx)
x x e\0 € €
este distributie (numita valoarea principalad a lui %)

B
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5.1.46 Exercitiu. Sa se arate ca

x-P;zl.
Rezolvare. Avem
z-PL =(PL zp) =lim~ ([ 5 28 g 4 [ 222 gy
(z-PL o) =(Play) o (o5 e J2° e dr)

xT x

= [25 (@) dz = (1,¢)

oricare ar fi ¢ € D(R).

5.1.47 Exercitiu. Fie functia

fR* — R, f(x) =1In|z|.

Sa se arate ca aplicatia

~ ~ —& o0

Fipm —c,  (f)=lm (/ In || o (x) da +/ In || o (x) da:)
e\0 —0 €
este distributie si

~ 1
[ —
(fy =P
Rezolvare. Utilizand integrarea prin parti obtinem

(F)s0) = =(f,¢') = —limes (J75 In(~2) ¢/ (2) dz + [ In2 ¢ (x) dx)

= timeso (1(6) = (=) + 25 €2 o+ [ £ dz) = (PL, )
oricare ar fi ¢ € D(R).

5.1.48 Pentru a distinge variabila de alti parametri care apar in expresie, vom scrie

uneori (f(x),¢(x)) in loc de (f, ¢), fara ca f(z) sa insemne valoarea lui f in punctul
x sau ¢(x) sa insemne valoarea lui ¢ in punctul x.

5.1.49 Daca a,b € R sunt doua constante fixate, a # 0 si daca f: R — C
este o functie local integrabild atunci distributia definita de functia

g:R—C, g(x) = f(az+D)
este

Tpeh = [ flaashypla)de = o [~ e (T2) o

—00

<Tf(am+b)=‘P(33)> = ﬁ <Tf(m)’(‘0 (:E_b>> '

a

adica
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5.1.50 Propozitie (Schimbarea de variabild). Daca a,b € R sunt doua constante
fizxate, a # 0 si daca f: D(R) — C este distribufie atunci functionala
1 x—b
flaz+b): DE) — € {flaa+).o@) = 17 () (7))

este de asemenea distributie.

5.1.51 Cazuri particulare importante:

Translatia : (f(x4D),0(x)) = (f(x), 0 (x—b))
Omotetia (e o@) = o (F@e (£))-
5.1.52 Exercitiu. Sa se arate ca
O(x —b) =4 si d(ax) = ﬁé.

5.1.53 Definitie. Spunem despre o distributie f€D’'(R) ca este nuld pe o multime
deschisa D CR daca

(f,p) =0 oricare ar i ¢ cu suppe C D.

Complementara celei mai mari multimi deschise pe care f este
nuld se numeste suportul lui f si se noteaza cu supp f.
Spunem ca f este distributie cu suport compact daca supp f este

multime marginita.
5.1.54 Distributia d, este cu suport compact (punctual) deoarece suppd, = {a}.

5.1.55 Notiunile si rezultatele prezentate se pot extinde la cazul bidimensional:
D(R?) = {peC>®(R?) | suppy este compact }
D'(R?) = { f : D(R?) — C | f este liniara si continua }
Ty :D(R?) —C,  (Ty,¢) = [[p2 f(x,9) p(z,y) dudy
d(ap) : D(R?) — C, (O(ap): ) = ¢(a,b)
9 . D(R?) — C, <%,<p>=—<f,g—;§>

aa;gy : D(R?) — C, <aajgy,<p> = <f, aa%g?), etc.
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5.1.56

5.1.57

5.1.58

5.1.59

5.1.60

5.1.61

Propozitie. Daca f,g:D(R)— C sunt doua distributii atunci functionala

fxg: DR —C,  (fxg,0) = {(f(2),{9(y), o(z,y)))

este o distributie, numitd produsul direct al distributiilor f si g.

Din relatia

(00 % 0y, ) = (0 (), (0(y), (2, ))) = (da(z), p(x,b)) = ¢(a,b)
rezulta ca
5[1 X 51, = 5([17;,).

Definitie. Fie f,g:R— C doua functii astfel incat integrala
[e.e]
| g1
—o0
este convergenta oricare ar fi z €R. Functia
fxg:R—C, (fxg)(x / f)glz —t)dt

se numeste convolutia functiilor f si g.

Din relatia
o
(Fro)w) = [ fOg@—tydt= [ fa—u)g(wdu = (gx1)(a)
—00
rezulta ca
fxg=gxf.
Definitie. Spunem ci sirul (1,),>0 din D(R?) converge la 1 in R? daca:
a) oricare ar fi r >0 exista n, €N astfel incat pentru n>n, avem
Mz, y)=1 daci 2 +y? < r?
b) oricare ar fi k€N exista Cy € (0, 00) astfel incat

. N
%) (2, 9)] < Ch, oricare ar fi (x,Z)EG B2,
Propozitie. Daca distributiile f, g€ D'(R) sunt astfel incat limita

Jim (f () < g(y), mn (2, ) p(z +y))

exista pentru orice functie p € D(R) si nu depinde de sirul (Mn)n>0

convergent la 1 in R? ales atunci functionala
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fxg:DR) —C, (fxg,p)= lim (f(2)xg(y),n(2,y) p(x+y))

este o distributie, numita convolutia distributiilor f si g

5.1.62 Propozitie. Oricare ar fi distributia f avem

[x0p = 0pxf = f(x —D)

st in particular,

fxo=0xf = f.

Demonstratie. Daci p€D(R) si dacd (n,)n>0 C D(R?) converge la 1 in R? atunci

nh—>nolo nn(x7 b) p(x +b) = 90(1' +b)
sl prin urmare

(f#0p,0) = limp o0 (f () X 6 (y), (2, y) P(z+Y))
= limp oo (f(2), M0 (2, b) p(z+D))

{
= (f(2), p(z+b)) = (f(z=b),¢(z)).

5.2 Distributii temperate

5.2.1 Am definit distributiile ca fiind functionale f : D(R) — C liniare si con-
tinue.

Rezultate, intr-o oarecare masura, similare se pot obtine alegand in locul
subspatiului D(R) C C°°(R) un alt subspatiu. Se obtin astfel alte tipuri de distributii

O alegere remarcabila care permite extinderea transformarii Fourier, foarte utila in
aplicatii, va fi prezentata pe parcursul acestei sectiuni

5.2.2 Propozitie. Spatiul S(R) al functiilor indefinit derivabile
p:R—C

cu proprietatea ca oricare ar fi k,m € N existd o constantd cy., astfel incat

|$k SD(m) ()] < chm oricare ar fi r € R

considerat impreund cu operafiile de adunare si inmulfire cu scalari uzuale

(e +9)(x) =) +d(@),  Ap)(x)=Ap()
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este un spatiu vectorial complex (numit spatiul functiilor rapid descrescatoare).

Demonstratie. Deoarece
|2* (0 + )™ (2)] < ok ™) ()] + [F 0™ ()]
|28 (A @)™ ()] = |A[ [2F ot ()]

operatiile adunare gi inmultire cu scalari sunt bine definite, adica

| Zigig} — p+veSR)
si
fgg(R) } — Mg e S(R).

Verificarea axiomelor spatiului vectorial este imediata.

5.2.3 Din definitia lui S(R) rezulta ca
D(R) C S(R) € C*™®°(R).

5.2.4 Exercitiu. Oricare ar fi a € (0,00) functia
[lez

p:R—C, p(r) =e"
apartine spatiului S(R).

5.2.5 Definitie. Spunem ca sirul (¢,),>0 din S(R) converge la functia constanta 0

daca "ILH‘%O =0

sup |z* (™) (ZE)‘ 30
TER

oricare ar fi k,m € N.
5.2.6 Definitie. Spunem ca o functie liniara

f:SR)—C
este continud daca

lim ¢, =0 = nh_)ngo flen) =0.

n—o0
5.2.7 Definitie. Prin distributie temperatd se intelege o aplicatie
f:SR)—C

care este liniara si continua. In loc de f(p) scriem (f, p).
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5.2.8 Propozitie. Spatiul distributiilor temperate
S'R)={f:SR) — C | f este liniard si continud }
considerat impreund cu operatiile de adunare si inmulfire cu scalari

(f+a9,9) = (f,e)+(9¢), Afy0) = X(f, )

este un spatiu vectorial.

5.2.9 Definitie. Spunem ca functia

f:R—C
este cu crestere lentd daca exista k€N gi M € (0, 00) astfel incat
M <M oricare ar i x€R.
(14 z2)*

5.2.10 Exemplu. Orice functie polinomiala este o functie cu crestere lenta. Functiile
R— R: z—sinx i R— R: z+cosx
fiind marginite, sunt functii cu crestere lenta. Functia exponentiala
R—R: z—¢”

nu este o functie cu crestere lenta.

5.2.11 Propozitie. Daca functia local integrabila f:R— C este cu crestere lentd
atunci aplicatia -
T S®) —C (The)= [ @)@ d
—00

este distributie temperatd.

Demonstratie. Aplicatia Ty este liniara

(T, a0 + B) = (T, 0) + B(Ty, ).
Functia f fiind cu crestere lenta, exista k € N gi M € (0, 00) astfel incat

|/ ()]

——5T <M oricare ar fi x € R.
(1+a22)k —
Daca (¢n)n>0 este un sir din S(R) convergent la 0 atunci

n—oo
sup |2 o, ()| —— 0
TER

oricare ar fi m € N gi prin urmare
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|<Tf<,on|—]f_ 2) (@) de| < [ (@) [n ()| da

=% P (1+ %) (@) de < M 2|1+ %) (2)] do

z? n(x
= Mffooo — 1)+x £nl2) dr < MZIH_I k-‘rl f lfo( ! dx

<M EkH ran SUPzer ’xzm%’n(x)‘ f—oooo 14.1902 dx

n—o0

<M ZkH Cilq sup,ep |22, (2)| —— 0

adica
A, Ty, on) = 0.

5.2.12 Definitie. Distributiile temperate definite de functii local integrabile cu

crestere lenta sunt numite distributii temperate requlate sau de tip functie.

Celelalte distributii sunt numite distributii temperate singulare.
5.2.13 Propozitie. (Distributia Dirac). Aplicatia

g : S(R) — C, <6a7 90> = @(a)
este o distributie temperatd, oricare ar fi a €R.

Demonstratie. Aplicatia §, este liniara

(0a, a0 + B1) = ap(a) + B(a) = alda, ) + B(da; B)-

Daca (¢n)n>0 este un sir din S(R) convergent la 0 atunci

n—oo

sup |op(z)] —— 0
TER

§l prin urmare

n—o0

[(0as on)| = lon(a)| < itelglwn(fv)l — 0.

5.2.14 Se poate arata ca distributia Dirac §, este o distributie singulara.

In cazul In care a = 0 1n loc de §y se scrie simplu J, adicd avem

0:S8R) —C, (0, 0) = ¢(0).
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5.2.15 Propozitie. (Derivarea distributiilor temperate). Daca
f:S®R)—C
este o distributie temperata atunci aplicatia
fS®) —C,  ({flo)=—(f,¢)

este de asemenea o distributie temperatd, numitd derivata lui f.

Demonstratie. Aplicatia f’ este liniara

<f/,Oé(,D+ B¢> = —<f,Oé(,D/ +5¢,> = —Oé<f, (10,> - 5<f7¢/> = a(f,7(10> +5<f,7¢>
Daca (¢n)n>0 este un sir din S(R) convergent la 0 atunci sirul (¢, )n,>0 este un sir

din S(R) convergent la 0 si prin urmare

lim (f',¢n) = — lim (f,¢,,) = 0.

n—oo

5.2.16 Orice distributie temperata este indefinit derivabila.

Derivata de ordin k£ a unei distributii f este distributia

5.2.17 Exemplu. Functia Heaviside

0 daca <0
1 daca x>0

fiind local integrabila gi cu crestere lenta defineste distributia temperata

Ty : S(R) — C, <TH,<,0>:/_O;H(x)gp(x)dznzfooogo(:n)dx

H:R —R, H(w):{

si
(Th)',p) = —(H,¢') = - /OOO ¢ (x)dz = —p(2)[5° = ¢(0) = (3, )
adica avem

(Ty) = 6.

5.2.18 Functia Heaviside nu este derivabila in 0

vy )0 daca x #0
H(z) = { nu exista dacid x =0

dar distributia corespunzatoare este indefinit derivabila

(TH)/ — 5, (TH)// — 5/’ (TH)/// — 5//, o
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5.2.19 Propozitie. Operatia de derivare a distributiilor temperate este liniard

(af +B9)™) = af ™) + 5

$t continuad
n—oo

fo—r o= f

Orice serie convergentd poate fi derivatd termen cu termen
o0 o
Yofo=f = > =W
n=0 n=0
Demonstratie. Este similara celei prezentate la pag. 176-40.

5.2.20 Propozitie. (Multiplicarea unei distributii cu 2*) Dacd k € N si
f:S®R)—C
este o distributie temperata atunci aplicatia
FfSR)—C,  (a"f0) = (f,2Fp)

este de asemenea o distributie temperatd.

Demonstratie. Aplicatia z* f este liniars

(@*f, 00+ B) = olf,a"0) + B(f, a™) = afa [ 0) + Bla® £, ).
Daci (¢n)n>0 este un sir din S(R) convergent la 0 atunci sirul (z¥¢p,,),>0 este un sir

din S(R) convergent la 0 si prin urmare

: k _ 1 k _
5.2.21 Se poate arata ca aplicatia
este o distributie dacd f este distributie si daca ¢ apartine multimii
M(R) a functiilor indefinit derivabile
J9:R—R

cu proprietatea ca oricare ar fi k € N exista m € N gi C' € (0,00) Incat

98 ()] < C(1+ |&|)™,  oricare ar fi z € R.

5.2.22 Exercitiu. Sa se arate ca daca ¢ € M(R) atunci
¥, = Y¥(a) dq.
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5.2.23 Exercitiu. Sa se arate ca relatiile

26®) = —fsk=D) 26" = (—1)Fk! 5

au loc oricare ar fi k € {1,2,3,...}.

5.2.24 Exercitiu. Oricare ar fi € M(R) si f€S'(R) avem
@1y =9 f+0f
Rezolvare. A se vedea pag. 174-35.

5.2.25 Functia
1
f:R* — R, flz) ==
x
nu este local integrabila si relatia
_ ReIC))
SR)—C: ¢+ —~ dx
—00 X

nu defineste o distributie temperata. Se poate insa arata ca functionala

1 1 —€ 0
P—:SR) — C, <77—,cp> zlim< Mdan—k/ @da:>
x xT eNo —00 I 5 x
este o distributie temperata (numita valoarea principald a lui %)

5.2.26 Exercitiu. Sa se arate ca

5.3 Transformarea Fourier a functiilor

5.3.1 Folosind teorema reziduurilor, am aratat ca (a se vedea pag. 69-19)

o ix —ax? T & :
es’e dr=,/— e 4a oricare ar fi a€(0,00)
oo a

5.3.2 Teorema. Fie k€ (0,00) o constantd fizatd.
Daca p:R—C este astfel incat integralele sunt convergente atunci

/_O:O oKD (/_O:O eREU (g du) ¢ = 2% p(x)

$1
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-10 -5 5

10 -10 -5

. I U | _3
Figura 5.9: Functiile e78%, e72% | e 2% .

/_O:O ciRéu (/_O:o e IFUT (1) da:) du = 2% o(&)-

Demonstratie. Oricare ar fi a € (0,00) avem

ffooo e—a§2—in§x (ffooo ein{u(p(u) du) df
I‘€2 u—x 2
= 25 w(u) [ffooo el (u—2) g—ag? df} du = \/%ffooo o(u)e” e du.

Utilizand in ultima integrala schimbarea de variabila v = x + 2‘/7515 obtinem relatia

/_ o—at?—irx ( /_ eF €U () du) d¢ = ? /_ @ <:17 + 2€t> eV dt

care pentru a \, 0 devine

/_O:o . </_°:O U () du> i = ¥ /_O:o o) et

T [ pwyetar =2 o) [7 o =T o)

A doua relatie din enuntul teoremei se poate demonstra similar.

Dar

5.3.3 Definitiile transformarilor Fourier directa si inversa se bazeza pe teorema

precedenta. Exista mai multe posibilitati de a defini aceste transformari,
trecerea de la o varianta la alta ficandu-se foarte usor.

5.3.4 In cazul k=1, relatiile din teorema se pot scrie
o 25 07 (22, €U (u) du) d€ = ()
S (& 25, e () da) du = (&)

si sugereaza pentru transformarile Fourier directd si inversa alegerile
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o Flel Flel©) = fi";o o p(w) da
v P FIIR) = gp [T () de

Ea este alegerea preferata in unele carti de ecuat;ule fizicii matematice [30] si va fi
utilizata pe parcursul acestui capitol, exceptand ultima sectiune dedicata aplicatiilor

In mecanica cuantica.

5.3.5 In cazul k=1/h, relatiile din teorema scrise sub forma
e S e (A [0, e () du) d€ = ()

T [ e (o 25 e o (0) de) du = p(€)
sugereaza alegerea

FlPl(€) = =[5 e/ p(a) d
FWN@) = gz S5 57/ (6) de.

Este alegerea preferatda in multe carti si articole de mecanica cuantica si va fi uti-

lizata in ultima sectiune a prezentului capitol. Intr-un sistem de unitati de masura

in care h=1 relatiile anterioare devin

Flele) = ﬁ [ e () do
FU() = o [, 65 0(6) de.
5.3.6 In cazul k=2, relatiile din teorema scrise sub forma
J25 e mEn (22 emiuin(u) du) d = p(x)
S22, @mEn ([, e () dar) du = (€)

sugereaza alegerea

Flel(§) = 2o e ™% p() d
FHl(@) = J25 €2 (&) dE.

Este alegerea preferata in unele carti si articole referitoare la fizica cristalelor.

5.3.7 Relatia (a se vedea pag. 69-19)

o ix —ax? T & .
es"e dr=,/— e 4a oricare ar fi a€(0,00)
oo a
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se poate scrie sub forma

2
F {e—axﬂ &) = \/g e_i_a oricare ar fi a€(0,00).

In particular, alegand a:% obtinem

2

F [e_%} (6) =V2r e_%.

5.3.8 MATHEMATICA: Definitia utilizata  Fle](z)=—4= J7 etmo(tydt
2

= Out[l]=4—

In[1] :=FourierTransform[Exp[-t~2], t, x]

5.3.9 Exercitiu. Fie a € (0,00) si

1 daca |z|<a
:R— R = o -
v ’ #(2) { 0 daca |z|> a.
Sa se arate ca

Flel(€) = % sin aé.

Rezolvare. Pentru & # 0 avem

f[(p] (5) = ‘/_O:O elsxtp(x) dr = /_(; eiﬁm dr = %eiﬁx

a eiﬁa _ e—i{a 2
= —— = — sinaé.

a i §

5.3.10 Exercitiu. Sa se arate ca

Fle)(¢)

oricare ar fi a € (0, 00).

_ 2a
a2 4 €2

Rezolvare. Considerand integrala in sensul valorii principale avem

Fleml)(€) = 25, eSrelel do = [, el (cos o + isin €) da

= [ e Wl cos éxdr = 2 [{° e cos Ea du.
Integrand de doua ori prin parti obtinem relatia

[° e cos b dr = Le % sin fa:‘oo + 4 [ e % sinx dr
0 =t o Tedo

o0 2 2
a ,—axr a oo | —ax a a oo | —ax
= —4Ze coséx| — e coséxde =& — e coséx dx
d‘ . EZ 6 ’0 gffo 6 67 g?f() 6
adica

2

e “ceos€xdr = — — —/ e” " coséxdr
0 &2 &2 Jo
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din care deducem
a

o0
ax der = ——.
/0 e “coséxdr PR

5.3.11 MATHEMATICA: Definitia utilizatd — Fle](z)=—i= I etmp(t)dt
In[1] :=FourierTransform[1/(1 + t72), t, x] —  Out[l]=eAbs[] \/g

2
In[1] :=FourierTransform[Exp[-Abs[t]], t, x] +> Out[l]= 1\+/)£

5.3.12 Teorema. Daca ¢ € S(R) atunci transformata Fourier a lui ¢

o0 .
FloliR—C  Flel©) = [ w)ds
—0o0
apartine de asemenea spatiului S(R) si au loc relatiile
(FleD)™® = Fl(ia)*¢] Fle®] = (-i&)* Fly)-
Demonstratie. Aplicatia F|p] se definegte cu ajutorul unei integrale improprii cu
parametru. Din definitia spatiului S(R) rezulta ca exista M € (0,00) astfel incat
lz%p(x)] < M oricare ar fi x € R.
Din acesta relatie rezulta ca pentru x # 0 avem majorarea
; M
i&x < =
¢ pa)] <
20 e%%p(z) dx rezultd din convergenta integralelor
-1 p oo 1 p
[omt )

pe baza criteriului comparatiei. Din faptul ca ¢ descreste la infinit mai repede decét

Convergenta integralei [°°

orice putere a lui x rezulta posibilitatea de a deriva sub integrala de un numar ne-

limitat de ori. Se obtine astfel relatia

FIeDB©) = [ () pla) do

convergenta integralei rezultand din existenta unei constante My, € (0, 00) astfel incat
2R 2p(2)| < M, oricare ar i x € R
si a majorarii
~ M,
Nk k
|(iz) et p(z)] < 2
Deducem astfel ca transformata Fourier Flp] : R — C este o functjie indefinit deriv-

abila si cu derivatele functii marginite. Relatia



Elemente de teoria distributiilor 193

Fle®) () = / o) (1) dr = (—i€)" / " € (@) do = (<€) Fle)(©)

—0o0 — 00

obtinuta utilizand integrarea prin parti conduce la egalitatea

€ Flel©) | = [ Fle®©)|
care arata ca Flp] € S(R).

5.3.13 Teorema. Transformarea Fourier a functiilor de proba

Fis®) —S®: ¢ Fld FE) = [ Foa)ds

—00

este o aplicatie bijectivd si inversa ei este transformarea
FUiSE®) — @) o P F ) = o [ e e de
Demonstratie. Afirmatia este o consecinta directa a teoremelor anterioare.
5.3.14 Se poate arita [30] ci transformarile 7+ : S(R) — S(R) sunt continue, adica

on—rp =  FEp,|— FFy].

5.3.15 Transformarile Fourier directa si inversa au expresii foarte asemanatoare.

Utilizand schimbarea de variabila £ = —y obtinem
1 [ _. 1 [ . 1 y
—1 - —iéx - iy, —
FE = o | e de = 5o [ dmu-ydy = 5-Flil)

F) = 5= 1)

unde v este aplicatia

Yv:R—C,  P(y) =v(-y).

In particular,

5.3.16 Polinoamele Hermite (a se vedea pag. 269-6)

dTL
Hy(z) = (—1)" e — e, ne{0,1,2,.}

verifica relatiile de recurenta

Hy1(x) — 2z Hy(x) +2n Hy—1(z) =0, H! (z) = 2n H,_1(z).
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5.3.17* Teorema. Oricare ar fine€{0,1,2,...}, functia

M

T

Yp iR — R, Yp(z) = Hp(x) e” 2
este o functie proprie a transformarii Fourier
52
Pl

FHo(a)e | (€) = VAR I Ho€)

Demonstratie. Din relatia (F[g])*) = F[(iz)*¢] care se poate scrie

k
Fle*g)(€) = (—i)* j@ (€)

F [Hn(a:) e_%] =H, (—i%) F [e_é]

si prin urmare (a se vedea pag. 190-7)

}"[Hn() } \/_H( j&> .

rezulta

Folosind metoda inductiei matematice vom arata ca

d 2 2
H, <—id—§> e 5 =" H,(6)e T
Relatia are loc pentru n=0 si presupunand ca

52 2

H, (—i d_£> e” T =iF Hy (&) e_% pentru orice k <n-—1

cu ajutorul relatiilor de recurenta obtinem

. d _& . d . d _& . d _g

H, (—1d—5) ez = —21d—§Hn_1 (—1d—5) e” 2 —2(n—1)Hy,_o (—1d—§) e 2
2 2

=2 % [i“‘l H,_1(¢) e_%} —on—1)i"2 Hy_o(€) e~ T

i (2! (€) + 26 Ho 1(€) + 21— 1) Ho 5 (6)] 5

i [~ A(n—1) Hy o (€) + 26 Hyy(€) +2(n—1) Hy s (€)] =5

=1"[26 Hp1(§) — 2(n—1) Hp—2 (§)] ™

|
o
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5.4 Transformarea Fourier a distributiilor

5.4.1 O functie f : R — C absolut integrabila, adica astfel incét

| @lde <

defineste o distributie temperata Ty. Pe de alta parte, transformata sa Fourier

FifiR—C FIE© = [ e f@)ds
fiind continua si marginita

A = | [ ey an < [T
defineste o distributie temperati Tr(; si din relatia
5 FUNE) (€ e = [ 9(6) 5, ¢ (2) da e
= 2% £ (0) [ €5 p(€) de o = [, 5 (2) Flel(@) da

o0

< f(o)| do < [ |f(@)|da

—00

rezulta ca
(Tri), ) = (T, Flel)- (5.1)
5.4.2 Teorema. Daca
f:SR)—C
este o distributie temperata atunci aplicatia

FI:8®) — €, (Flfl,) = (f, Fle)

este de asemenea o distributie temperata (transformata Fourier a lui f).
Demonstratie. A se vedea [30].

5.4.3 Propozitie. Transformarea Fourier a distributiilor
F:S'R)— S'®R): fFIlfl,  (Flflo)=(f Flol)

este bijectiva si continud. Inversa ei este
FLS®) —S®R): fF U (F e ={LF e

Demonstratie. Avem

(FIFTHAL @) = (FHAL Flel) = (f, FH Flelle) = (f,0)
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si
(FUFUD @) = (FULFel) = (f, FIF elle) = (f,0)
oricare ar fi ¢ € S(R) si f € S'(R). Daca f,, — f, adicd daca
(frnrp) — (f, @) oricare ar fi ¢ € S(R)
atunci
(Flfals o) = (fn, Flol) — (£, Flel) = (FIfl.9)
sl prin urmare

fo—1f = Flfal — FIf].

5.4.4 Din relatia (5.1) rezulta ca transformarea Fourier a distributiilor poate fi

privita ca o prelungire a transformaérii Fourier a functiilor.

5.4.5 Exercitiu. Sa se arate ca

FIo) =1, F[1] = 27 4.

Rezolvare. Avem

(Flol, ) = (0, Flel) = Flel(0) :/

—00

o0

)= [ pla)de = (L)

(Fl1,0) = (1, Flgl) = (Flo], 2nF ' [g]) = (8, 2m) = 2mp(0) = (278, ).
oricare ar fi ¢ € S(R).

5.4.6 MATHEMATICA: Definitia utilizatda  Fle](z)=—4= I etr (bt

In[1]:=FourierTransform[1l, t, x] +> Out[l]=v/27 DiracDelta[x]

5.4.7 Propozitie. Relatiile
(FIMW = Flliz)* £] FIf®) = (—ig)" FL11.

au loc oricare ar fi distributia temperata f .

Demonstratie. Utilizand proprietatile transformarii Fourier a functiilor obtinem

(FIDW, 0) = (CDMFfL W) = (-1)*(f, F[oW])
= (=D¥(f, (=i8)" Flel) = ()" f, Flel) = (FI(EE)* f1, )
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(FIIPN ) = (fB, Flel) = (DH(F. (Fle)™)
= (=D*(f, Flliz)*¢]) = (=D (FIf] (1)) = ((—ia)* FIf], )
oricare ar fi ¢ € S(R) si f € S'(R).
5.4.8 Exercitiu. Sa se arate ca

Flba] =€, F E(éa + 5—0} =cosaz, Flcos ax]=m(0q + 0—q)-

Rezolvare. Avem
(Flb) ) = (60, Flel) = Flel(@) = [ e p(a) do = (€7, )
Transformarea Fourier fiind liniara obtinem
F B(aa 4 5_4 - % (Flba] + Flo-a]) = % — cosax.
Din relatia precedenta rezulta ca
Feosax] = %((5(1 +9_4).
Dar efectuand schimbarea de variabila x — —z obtinem

(Fleos ax], ¢) = (cosax, Flp]) = [72_ cosax (ffooo eixtgo(t)dt) dx

= [% cosax (ffooo e_ixtgp(t)dt) dx = (cos az,2n F~p]) = (2nF ~Ycos ax], ©)
adica

Flcos ax] = 2nF ~[cos ax].

5.4.9 MATHEMATICA: Definitia utilizatda  Flg](z)=—4= I et o(t)de

In[1] :=FourierTransform[Cos[t], t, x] +> Out[l}:ﬁDiraeDelta[—l—i—x}—i—\/g DiracDelta[1+x]

5.4.10 Exercitiu. Sa se arate ca

Fla*] = 2m(—i)* 6™ Flo®] = (—ig)k.

Rezolvare. Avem

i



198 Complemente de Matematica, partea I

5.4.11 Transformarea Fourier joacd un rol fundamental in matematica si aplicatiile

o0
/ €% o dg
—0Q

nefiind convergenta pentru k €N, rezulta ca functiile constante si cele poli-

ei. Integrala

nomiale nu admit transformate Fourier daca ne limitam la abordarea clasica.
Utilizarea distributiilor temperate largeste considerabil posibilitatile de folosire

a transformarii Fourier in diverse modele matematice.

5.4.12* Exercitiu. Fie Ty distributia regulata corespunzatoare functiei Heaviside

0 daca =<0

H:R—R, H(x):{l daca z > 0.

Sa se arate ca

FlTu] = =P~ + 76,

§
Rezolvare. Plecand de la relatia (Ty)" = 6 deducem succesiv
Fl(Tu)] =1
—ix F[Ty) =1

FlTy)=—-iPl+Cs
unde C este o constantd. Ultima relatie este echivalenta cu
1
(FlTu],p) = —i <77;, <p> + C(0, ), oricare ar fi ¢ € S(R). (5.2)
Deoarece

(FITa), o) = (T, Fle™**)) = (Tyr, /7~ )

=T[5 e_(g)ng =27 [y e dt =

1 2 . —s o=’ 00 o=
P—,e = lim / d:E—I—/ dr | =0
x eNO\J-o £ T

rezultd cd in cazul p(z) = e relatia (5.2) devine 7 = C (6,e=") = C.

si

5.4.13 MATHEMATICA: Definitia utilizata f[go](:v):ﬁ ffooo et o (t)dt

In[1] :=FourierTransform[HeavisideTheta[t], t, x] Out[l}:\/%x—i-\/gDiracDelta[x}
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5.4.14* Exercitiu. Sa se arate ca

F {Pl} = i Tgign.

T
unde Ti;g este distributia regulata corespunzatoare functiei

—1 daca <0
sign : R — R, sign(z) =9 0 daca =0
1 daca z>0.

Rezolvare. Plecand de la relatia x - 77% = 1 deducem succesiv
Flo-Pi|=2ms
—iF [iw-PL| =276
~i(F[Pi]) =26
FlPi =omif+cC

unde C' este o constanta. Ultima relatie este echivalenta cu

<]—“ [P%} ,<p> =2mi(H, ) + C(1, ), oricare ar fi ¢ € S(R).

Deoarece < { } > <7> e }>:<7;%7\/7Te—%>:0

in cazul p(z) = e*” relatia (5.3) devine

0 :27Ti/ e’ d:E+C’/ e dx
0 —00

si conduce la C' = —m7i. Dar 271 H — mi si sign definesc aceeasi distributie .

5.4.15 MATHEMATICA: Definitia utilizata f[go](:v):# ffooo et o (t)dt

In[1] :=FourierTransform[1/t, t, x] +> Out[l}:ﬁ\/g Sign|[x]

5.4.16 Propozitie. Formula de sumare a lui Poisson

7w S pnm) = S Fleln)

n=—oo n=—oo

are loc oricare ar fi p € S(R).

Demonstratie. Am aratat (pag. 178-44) ca in D'(R) are loc egalitatea

oo

00 1 )
Z 62n7r: % Z el

n=—oo n=—oo

199

(5.3)



200 Complemente de Matematica, partea I

adica,

27 Z o(2nm)= Z /_ e o(x) d oricare ar i p € D(R).

n—=——oo n=—oo

Se poate arata ca seriile sunt convergente si ca relatia are loc pentru orice p € S(R).

5.4.17 Alegand in formula de sumare a lui Poisson
2

pla) = e
obtinem [30] relatia

> 2 T — n?x?
§ e = = E e o oricare ar fi a€ (0, 00)
a

n=—oo n=—oo

care se mai poate scrie
e 2 ]. e 2
—_ _ .
E e T = Tn E e =" oricare ar fi k€ (0,00).
K

n=—oo n=—oo

5.4.18 Se poate ardta ca D(R) C S(R) este un subspatiu dens in S(R).

Orice distributie cu suport compact
g:DR) —C
se poate prelungi unic pana la o distributie
§g:SR)—C
utilizand relatia
(9, 0) = (g, m)
unde n€D(R) este o functie aleasa astfel incat
n(z) =1 pe o multime deschisa ce include suppg.
Se poate arata ca F|[g] este o distributia temperata regulata asociata functiei
Flal(€) = (g(@),n(z) )
si apartine spatiului M(R) (a se vedea pag. 187-21).
5.4.19 Teorema (Transformarea Fourier a convolutiei).

Daca feS'(R) este o distributie temperatd si dacd

geD'(R) este o distributie cu suport compact atunci



Elemente de teoria distributiilor 201

Ff =gl = Flg] - FIf].

Demonstratie. A se vedea [30]

5.4.20 Propozitie. Dacd f : R — C este local integrabild cu crestere lentd si

. ) f(z) pentru x| <r
fr:R—G, fr(@) = { 0 pentru |z| >

atunci
a) hmr—)oo Tf'r = Tf

b)  limy F[T},] = FITY]

c) Flf1¢) = Tllglo{nelgx x) dx in S'(R).

Demonstratie. a) Oricare ar fi p € S(R ( ) are loc relatia

T (7y,¢) = T [ @) @)= [ f@)plo)dz = (T, )

—0o0
b) Transformarea Fourier a distributiilor fiind continua avem
lim Ty =Ty = lim F[T},|=F[Ty].

c) Relatia de la b) se poate scrie succesiv sub formele
limy o0 (F[TF, ], 0) = (FT7], #)

lim, o0 <Tf7"7‘7:[ ]>:<Tf’]:[ 1)
Jim. ff x)dr = f f(z) Flpl(z) dx
lim ff( ) T ei€np(e) de do = f f(@) f eSTp(€) dé du

r—o00 °
(,0 [ 1§x

lim <f ciée f )dm,go(f)> f1(€), (§)

o0

j;o [lim [ e f(x) da

x| ¢(§)d§

r—00

5.4.21 Daca nu distingem doué functii care diferda doar pe o multime de méasura

nuld, spatiul functiilor de patrat integrabil (Lebesgue)

7 |f (@) dar < 00 }

Lz(R):{f:R—MC
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considerat impreuna cu produsul scalar

9= [ 7@ gla)de

este un spatiu Hilbert.

5.4.22 Teorema (Plancherel). Transformarea Fourier
F: L*(R) — L*(R)
definita prin

T

FIAE = lim [ f@)de  in L2(R)

este bijectiva, bicontinud si are loc egalitatea Parseval
(FIf), Flg)) =2 (f,9)  oricarear fi f,g€ L*(R).

5.4.23 In cazul particular f g, egalitatea Parceval devine || F[f]||> =27 || f||?, adica

/|f |2d£—27r/|f )2 da.

5.4.24 Teoremi. Dacd f,g € L*(R) atunci in S'(R) are loc egalitatea
Ff x gl = FIf]- Flg]
Demonstratie. Daca f.g€ L2( ) atunci F[f], Flg] € L*(R). Din relatiile
[ IFUIOFla) (€)1 d€)* < [1FLf] |2d£f|JT (&)[? dg < o0
T 1£) go—1) o(a) e da? < [ 12 nwwum$tﬁwnww
< ||f||2||9||2 Uﬂ@( )| dt d]? <
rezulta cd F[f]-F[g] si f*g definesc distributii temperate. Oricare ar fi p € S(R)
(Flrxglip) =g, Flel) = [ Flel(x) [ [(t) g(x—t)dtdz
= [ 1) [ g9z —1) Flp|(x) d dt
= [ 1) [ Flg(z —1)|(§) p(§) dS di
= [ f(t) [ Flgl(€) p(&) et dg dt = [ FIf1(§) FIf1(€) p(€) dé.
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5.5 Aplicatii in mecanica cuantica

5.5.1 In mecanica cuantica, spectrul continuu se poate analiza urmand analogia cu

spectrul discret daca se utilizeza anumite notiuni si rezultate din teoria distributiilor.

5.5.2 Pe parcursul acestei sectuni vom utiliza transformarea Fourier definita prin
Flolp) = 7o 25 e 7P p(a) da
FWl(2) = = [0 €/ (p) dp.

In aceasta alegere, formulele
Flo] =1, F[1] = 276, (FLN® = Flik 2k 7,

Fléa] =€, Fla] = 2m(-1)* 6@, FIf®] = (~ip)* FIf]

Flfeg =Flg - Flfl,  Fle o) =/T e

obtinute anterior, devin

Flo] = 217Th’ Fl1] = \/277—715, (]:[f])(k) = F {(%l)k‘,pkf] ’
Floa)= gz e /", Fla*] = (in)*v2rhé®,  F[f®)] = (%)’“ FIf]
Flf«gl=vamh Flg) - FIfl,  Fle ™) = ﬂl_h o
5.5.3 Teorema. Oricare ar fi distributia f au loc relatiile
F[f (az)] (p) = ﬁ Ff](2) FIf (x = b)](p) = e~ P/" F£] (p)

FLU @) p) = (FID (-p) FIFIf () = f(=p)

Demonstratie. Oricare ar fi functia test ¢ avem

Flio ()} (0)= gz [ €771 (a) do = ey [ e/ (0t =y F LA (3).

Utilizand acesta relatie i definitiile transformarii Fourier si schimbarii de variabila

1 T
y FULe) = T (fea)ole)) = o (F@he ()
(Flftaa)). o) = {flae), Flel) = 2 (£), Fli) (2))
= (@), Flpla))) = (FIf @) plaz)) = i (FI)(2) 9)

Celelalte relatii se demonstreaza similar.
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5.5.4 Urmand analogia cu definitia distributiilor de tip functie
fi8® e ()= [ @) pla) do
distributia Dirac cu suportul in a
o : S(R) —C, (b, ) = p(a)
se poate scrie pur simbolic (fara a fi vorba de o integrala) sub forma

o) = [ bala) ola) do

—0o
unde J, este in acest caz functia

oo daca = =ua

0 :R—R, 5“($):{ 0 daca x #a.

Din context se poate deduce daca d, este functionala sau functia corespunzatoare.

5.5.5 Obiectul matematic
& def
[0l pla) do ® pla), Vo e SE®)

se comporta, in anumite limite, asemanator cu o integrala.

5.5.6 Utilizand relatia (a se vedea pag. 180-51)
(flz —a),p(x)) = (f(z), p(z + a))
obtinem
(0(z —a), p(z)) = (6(z), ¢z + a)) = p(a) = (da, ¥)
adica
0q = 0(z—a).

5.5.7 Folosind definitia multiplicarii unei distributii f cu o functie ¢
def

(0f,0) = (f.9¢)
obtinem
(200, ¢) = (0a(z), z0(2)) = ap(a) = (ada, ¥)
adica

20, = adyg.
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5.5.8 Distributia J, poate fi privita ca o stare proprie a operatorului coordonata

2 :S8'(R) — S'(R), T = xh.
Utilizand notatia alternativa
|a) = da
avem
Zl|a) = ala).

5.5.9 Urmand analogia cu convolutia functiilor

(290 = [ f@)glt - a)ds
relatia (a se vedea pag. 182-62)
Y=1%0

- /_O:in(:n) 5(t—x) da

_ /_ O:o de () |z) . (5.4)

Rezulta ca functionala 1) poate fi privita ca o suprapunere a starilor |x).

se poate scrie formal

adica

5.5.10 Plecand de la
o) = [ Fwewd s (Fro@= [ fOga -t
obtinem relatia

(flg) = (F * 9)(0) unde  g(t) € g(—t)

adica o exprimare a produsului scalar cu ajutorul convolutiei.

5.5.11 Utilizand relatia (a se vedea pag. 180-51)
def 1 t
len)ole)) o (1010 (L))
obtinem

(0a(=1), p(x)) = (0a(@), p(—2)) = p(=a) = (5-a(2), p(x))

adica
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5.5.12 Din relatia (a se vedea pag. 182-62)

[*0p= f(z—0b)
rezulta

5(1 * 51) = 5a+b

s prin urmare putem considera ca

(alb)=(8q * 6)(0) =84—p(0)=6(b — a) = { OOO izzi Z;Z

Am obtinut cu ajutorul convolutiei o extensie a produsului scalar utilizabila
si in cazul a doua distributii Dirac. Ea pastraza unele dintre caracteristicile

produsului scalar, dar evident, nu este un produs scalar.

5.5.13 Din relatia (a se vedea pag. 182-62)
b = V(e —a)
deducem ca
(al) = (0a = D)O)=¥(@)
si prin urmare relatia (5.4), adici
0= [ dwiiw)la)

se mai poate scrie

W= [ dwlo)alo).

Egalitatea avand loc oricare ar fi [¢), rezulta ca

1= /_O; de ) (a] (5.5)

este operatorul identitate.
5.5.14 Din relatia

i) = [ dwilo)ald) = [ duza)(aly)

deducem ca formal
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5.5.15 Din relatia

i
F ] (p) = =P FI](p)
scrisa sub forma
F[-nSe] o) = @ P )
d pb)= b
deducem ca
d
_ _ it
Fl2F =—i o
5.5.16 Pentru fiecare a €R functia
1 .
¢q : R — C, ¢o(z) = clae/n

y

27
cu proprietatea
Floa] = =0y F 0] = da

verifica relatia

d
—1h——@q = a
i dx(b ado,

adica este functie proprie a operatorului impuls

d
p=F 1aF = —ih—.
dz

Utilizand notatia alternativa

averln

5.5.17 Avand in vedere relatia F[1] = v/2whd care se poate scrie formal

1% e = RS

si relatia

/ Bal@) bo( dx_— o—ia=b)z/h g,

putem considera ca

oo daca a=1»b

(d|b>:5(a—b):{ 0 daca a#b.

207
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5.5.18 La fel ca in cazul operatorului & se pot deduce relatiile
o
= [l
—00
si
o0 ~ ~
p= / dp p ) (|-
—00
5.5.19 Definitie. Prin comutatorul operatorilor A si B se intelege operatorul
A Bl = AB - BA
5.5.20 Exercitiu. Sa se arate ca

[A,BC| =

'P_>‘>
E>
Q>
_|_

bj >
'P_>‘>
Q>
=
N

Rezolvare. Avem

1A, BIC + BIA, (] = ABC — BAC + BAC — BCA - [A

\.bd>
S

5.5.21* Teorema (Baker-Campbell-Hausdorff).
Daca operatorii A st B sunt astfel tncat
[A,[A,B)) =0 s [B,[AB]=0
atunci

eA+B — o=3[AB] A B (5.7)

Demonstratie. Derivata operatorului
F(t) — otA otB o~ t(A+B)
dependent de variabila reala ¢ verifica relatia
F’(t) — oA [fl, etB] et(A+B)
care, utilizand (5.6), se mai poate scrie
F'(t)=t[A, B F(t).
Plecand de la acesta ecuatie scrisa sub forma
(InF) =t [A, B]
obtinem relatia

1 1
/ (In F)dt — / t[A, B dt
0 0
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care conduce la
F(1) = e2[AB]
adica

A

- L
oA oB —(A+B) _ (3IAB]

Relatia obtinuta este echivalenta cu (5.7).

5.5.22 Propozitie. Operatorii coordonatd & si impuls p verifica relatia de comutare

[Z,p] = ih. (5.8)
Demonstratie. Utilizand definitiile operatorilor coordonata & si impuls p

(@) () = zi(x), Py = —ing!
si relatia (a se vedea pag. 188-24)
(@ f) =0 f+0f
obtinem
&, pl = &py — piep = —ihay) +ib(xy) = i

oricare ar fi 1y € S'(R).

5.5.23 Pe spatiul functiilor de patrat integrabil (in sens Lebesgue)
L2(R) = { fiR—C ‘ / |f(:v)|2d:n<oo}

definim aplicatia
o

LA(R) x *(R) — C: (f,9) > (fi9) = [ T gla)da

—0o0

cu proprietatile

(f,a9 + Bh) = alf,g) + B(f, h)

(f,9) =g, f)
(f,f)=0.

Daca nu distingem doua functii care difera doar pe o multime de masura

nula, atunci

| @ra — f=o
adica

(f,f)=0 = [f=0
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si prin urmare aplicatia (f, g) — (f, g) este produs scalar. Se poate arata ca

L?(R) considerat impreuni cu acest produs scalar este spatiu Hilbert.

5.5.24 Propozitie (Inegalitatea Cauchy-Schwarz). Oricare ar fi f,g € L*(R) avem
()P < (£ 1) (9:9)
Demonstratie. Din definitia produsului scalar rezulta relatia

(f+Xg, f+Xg) >0 oricare ar i A € C

care se mai poate scrie

(f. )+ Mg.f) + Mf.9) + [\*(g,9) >0 oricare ar fi A€ C.
In cazul g # 0, alegand A = —% obtinem

(f: 1) (9, 9) = [(f, 9) -

Se constata direct ca inegalitatea are loc gi in cazul g = 0.

5.5.25 Definitie. Fie A un operator autoadjunct si ¢ € L?(R) o functie normata

| )i =1

Numerele reale

(A) = (1, Ap),  (A%) = (1, A%)

reprezinta, valorile medii ale observabilelor A si A%, iar

AA=,/((A ) =1/(42) — (4)2

este abaterea patratica medie In starea ).

5.5.26 Exemplu. Din rela@ia

/e 2o2daz—a\/_/ _tdt—a\/_

— 00

rezulta ca

1/1() ‘R — R, ¢0($) =3 e 402

este functie normata. In acest caz

(Z) = (Yo, T %o) = \/_/xe 202dx—0
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(8) = (o, ) = ——

oo
2 2 2
/ zee 22dr =0
—00
sl prin urmare
Ad = \/(22) — (2)2 = 0.

Deoarece (a se vedea pag. 203-2 si pag. 207-16)

= F a2 F = Fti ; —ax? o 1 _%
p=F F=F"2F si Fle ](p)_\/Za—he ,
rezulta ca
1 —i 4 20’2 _02%
]:WOKP):W]:{e 40](]9): —e
si
(B) = (o, FTaFeho) = (F[bo], & Flibo]) = 0
2
(P%) = (o, FT a2 Fapo) = (Flabo), #2 Flapo]) = 4%,
Se obtine

Ap = J%) — )7 = o

si se constata ca in cazul starii ¢y are loc relatia

Ai-Aﬁ:g

5.5.27* Teorema (Relatia de incertitudine).
Daca X $i'Y sunt operatori autoadjuncti atunci
1
AX-AY 2 S [{[X,Y])
in orice stare ¥. In particular, in cazul pozitie-impuls
Ai-Ap> D
2
Demonstratie. Fie 1) € L*(R) o functie normata si fie (X) = (¢|X|¢), (V)= (|Y]).
In cazul
f=X-(X)y =Xy —(X)¢, g=Y - =Yy - (Y)v

inegalitatea Cauch-Schwarz devine

(Xt — (X)), Xop — (X)) (Yp — (Y)b, Vb — (V)p) > [(Xop — (X)p, Yo — (YV))[2.
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Avand in vedere ca X si Y sunt operatori autoadjuncti, relatia se mai poate scrie

((X?%) = (X)?) ((Y?) = (1)) > [(X = (X)(Y = ()
adica

(AX)*(AY)? > [{(X = (X)) = (V)P

Operatorul (X — (X))(Y — (Y')) se poate scrie ca suma dintre un operator hermitic

si unul anti-hermitic
(X (X)) (¥ — (V) = 5{X~(X), Y ~(¥}} + 5[X, Y]

unde

Deoarece
(W, {X—(X), Y—(Y)}))  este numar real

(W, [ X, Y])Y) este numar pur imaginar

rezulta ca

1 1 1
(X = (XD = (VN = XY+ X =(X), Y=(MHF = (X V]I
si prin urmare 1

(AXPAY) > S|, V])P
adica

AX-AY > %\([X, Y],
5.5.28 Exercitiu. Sa se arate ca
ei(ai—l—ﬁf))/h _ eiaﬁ/(2h) eiai/h eiﬁf)/h‘ (59)

Rezolvare. Din (5.7) si (5.8) rezulta

ol(ad+Bp)/h _ iad/h (iBp/h —5liad/h,iBp/R] _ Jiod/h (iBp/h GiaB/(2R)

5.5.29 Exercitiu. Sa se arate ca
() (@) = (/M) (@) (P) (@) = pla+B)
) = o0 ) ) = b B)
(a|e*®/Mb) = el/R5(q—b) (a|ePP/M|b) = §(a—b+B)
si

(a]e! T+ |p)y — lelatb)/Ch) 54 —p4-3).  (5.10)
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Rezolvare. Tinand seama de dezvoltarea in serie Taylor a unei functii obtinem
elad/hy = (14 oz 4 2.(h2 P24y
(1+ 110‘x+ 37 h2 * 22 + .. ) P = elox/hy)
(/) (@) = (1+ 52+ 3 + . ) vl
1+1'dm+6 @z T ) ¥(x)
o)+ GEB + P ¢ = (et h).

Deoarece xdp, = bdy, si dp(x) = 5(x—b), in cazul 1p=79,=1b) relatiile anterioare devin

clod/hg, — giab/hg, (eiﬁf)/héb> (z) = 6y (z+p)
adica
eiai/h|b> _ eiab/h|b> eiﬁﬁ/h|b> _ |b—ﬁ>
Utilizand relatia (5.9) obtinem
<a|ei(ai+6ﬁ)/h|b> — laB/(2n) <a|eia:?:/h eiﬁﬁ/h|b>

— eiaﬁ/(%) f du <a|eiai/h|u><u|ei6ﬁ/h|b>

= @B/CN) [ dyel®/"§(a—u) 5(u—b+3)

= elalatd)/(2h) d(a—b+p).

5.5.30 Cuantificarea Weyl. Unei functii A : R? — C definite pe spatiul fazelor R?

care poate fi scrisa sub forma

1 (az+PBp)/h 11
vp) =5 [[ dads fla.p (5.11)

i se asociaza operatorul
A p) = 5 h//dadﬁf ) el +89)/n. (5.12)

5.5.31 Transformarea Wigner. Unui operator A i se asociaza functia

Ay :R2 —C, Ay(z,p)=2[due?Pe/ <x—u Vl} x+u>
(5.13)
= fdfueip”/h <az—§

A’x+%>

definita pe spatiul fazelor R? si numitd functia Wigner.
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5.5.32* Teorema.

Transformarea Wigner si cuantificarea Weyl sunt operatii inverse una alteia.

Demonstratie. Transformarea Wigner este inversa cuantificarii Weyl:
Functia Wigner asociata operatorului (5.12) este
Ay(z,p) =2 [ due?Pe/h <x—u ‘fl(:ﬁ,ﬁ)’ x—l—u>
= % [ dex df du eZpu/n f(a, B) <:L"—u
Pentru a arata ca A, = A este suficient si aratam ca
Z/du o2ipu/h <$_u ei(a:?:-i—ﬁﬁ)/ﬁ} $+u> _ cilaz+8p)/n.
Utilizand formula (5.10) obtinem
2 [ du e*Pu/n <x—u ei(aﬂﬁﬁ)/h‘ x+u>:2 [du ePu/Peio/h 5(5—2u)
— elaw/n fd’U eipv/h 5(5_,0) — gi(az+Bp)/h

ei(aiwﬁ)/h‘ $+u> -

Cuantificarea Weyl este inversa transformarii Wigner:

Transformata Wigner a unui operator A este functia A, : R2 —» C, unde
Ay(z,p) = Q/duemf”“/fI <x—u ‘/1‘ :L"+u> = /dv etPv/h <x—% A x—l—g> .

Din relatia precedenta deducem ca (a se vedea pag. 188-2)

V| A v
~YA
<x 2

1 .
x—l——> — —/dpe_lpv/hAw(x,p)
21h
si prin urmare elementele de matrice ale lui A se pot scrie sub forma

2
X 1 : a+b
— —ip(b—a)/h
(a]Alb) s /dpe Ay (—2 ,p) . (5.14)

Prin cuantificarea Weyl, functiei A,, : R> — C i se asociazi operatorul

Ay (2,p) = ﬁ /// dz dpda df Ay (z,p) e~ @2 +Bp)/ (iaz+5p) /1.
Calculand elementele de matrice obtinem (a se vedea relatia (5.10))

400 = Ut . lr= i (ot
= bz M dx dp dax dB A (x, p) e Hew09)/ 1 i (4D C1) (g4 )
= 55 (] dwdpdB Ay (w,p) e 7" 5 (%L — z) 5(a—b+5)
=L [[dpdB A, (aT%’p) e—100/M §(a—b-t B)
= o [dp A, (aT+b p) e p(b=a)/h — (g A|b)
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adicd A, (#,p) = A.

5.5.33 Daci ()22, este o bazi ortonormata in spatiul Hilbert L?(R) si daca A
este un operator liniar astfel incat seria

o0

> (enlAlgn)

n=0
este convergenta, atunci utilizand relatia formala (a se vedea pag. 206-5.5)

1— / dx |z) (x|
obtinem

SololenlAlen) =00 [ dadb (pnla){alAlb)(blen)
= I dadb(alA[b) S5 o (blin) (2nla)
= [[ dadb (a|A|b)(bla) = [[ dadb(a|A|b)5(b—a)
= [da (a|Ala).
Putem astfel si definim formal urma unui operator A ca fiind

TrA= /dm (z|Alx)
5.5.34* Teoremi. Urma unui operator A se poate calcula folosind functia Wigner
TrA= %/ dpdx Ay (z,p).
Demonstratie. Deoarece F [1] = /27h§ adica
Ty Jdv ePU/h = \/27h 6 (v) (5.15)

)

:E+> [ dx (z|Alz)=Tr A.

avem
o [[ dpdx Ay (z,p [ dpdx [dve?v/" <:17—— Alz+

27rh
=[dzx [dvi(v) <x——
5.5.35 Daca functia ¢ : R — C este astfel Incat

| e -

atunci operatorul proiectie ortogonald pe

Py = [4) (Y]

adica operatorul
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Pyp = (¢, )¢
respectiv

Byl = [9) (3] )

in notatiile lui Dirac, este auto-adjunct

(Pyp1,02) = (01, V) (1, p2) = (1, Pyepa)

pozitiv
(el Pylo) = (el (Wle) = [(Wl)* > 0
si are urma egala cu 1

TPy = [ de (el Pole) = [ de alu) () = [ defota)P =1

5.5.36 Exercitiu. Sa se arate ci daca A este un operator autoadjunct atunci

valoarea medie a observabilei corespunzatoare in starea

(A)y = (b, A1)

verifici relatia
(A)y = Tr (APy)
Rezolvare.
Alegand o baza ortonormata (i,)%, in spatiul Hilbert L?(R) obtinem
(W, Ap) = 35 ko | n) (Unl Altk) (W |v)
= So%mo(Wnl Ale) (Ve ) (i) = Tr (APy).

5.5.37 Pentru a descrie starea sistemului cuantic, in locul functiei de unda )

se poate utiliza operatorul proiectie ortogonala ]% =|¢) (| asociat care
este autoadjunct, pozitiv si are urma egala cu 1.
5.5.38 Definitie. Operatorii autoadjuncti ¢ cu proprietatile
020 s Tro=1
se numesc operatori densitate.
5.5.39 Operatorii densitate descriu stari generalizate ale sistemului cuantic.

Operatorii densitate de forma Py, = |4) (1| descriu stdri pure iar ceilalti

operatori densitate descriu stari mizte. Valoarea medie a observabilei A
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in starea descrisa de operatorul densitate ¢ este

(A) = Tr (Ap).
5.5.40 Transformata Wigner a operatorului densitate ¢ este functia
Ay i R2 — C, Ay(z,p) =2 [ du e/ (z—u || z+u)

= [dvePv/h (x—% 10| z+7%).

5.5.41 Definitie. Distributia Wigner asociata operatorului densitate g este
W:R? —C, W(z,p) = % [due?P/" (z—u|f|z+u)

= g Jdve?" (z—3 oo +3).

In cazul particular g=|)(v)|, distributia Wigner asociata este
W:R? —C, W(z,p) = L [ due?P¥/Mjp(z —u)P* (z + u)
= g Jdv ey (x—3) oF (x+5) .

5.5.42* Teorema.

Daca Ay, si By, sunt transformatele Wigner ale operatorilor A $1 B atunci
~ A 1
Tr(AB) = pyes // dp dz Ay(x,p) By (z,p).

Demonstratie. Conform relatiei (5.14) avem
(a|Alq) = o [dueiula=a)/h 4, (%,u)

(q|B|b) = o [dveV(-a/hp, ( v)

si prin urmare elementul de matrice (a| AB|b) = [ dq(a|A|q)(q|B|b) se poate scrie
(a|AB|b) = W [If dgq dudv A, (%,u) By (‘%’b,v) o~ 1 [ulg—a)+v(b—q)]

Transformata Wigner (AB),, a operatorului AB

(AB)y(z,p) = 2(m2 ] dz dq du dv A, (x_z“Lq,u) By (H’;ﬂ,fu)

x e~ rlula—a+2)—v(g—r—2)~2pz]

in urma schimbarii de variabild a=3(z—2+¢q), b=3(z+2+¢q) devine
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(AB)u(x,p) = gz [ dadbdudv Ay, (a,u) By (b,v)e” & [ub=2)Fv(e=a)+p(a-b)
si prin urmare (a se vedea pag. 215-34 §i relatia (5.15))
Tr(AB) = o2 [[ dpda (AB)y (2, p) = o5 [[[] dadbdudv Ay (a,u) By (b,v)
Xe—;‘(ub—va fdxehm(u V) [ dpeirl-a)
= 5+ [[If dadbdudv Ay (a,u) By (b,v) e~ (ub—va) d(u—wv)d(b—a)
| da du Ay (a,u) By (a,u).

27rh

5.5.43* Teoremi. Valoarea medie a observabilei A in starea 0 se poate calcula

folosind distributia Wigner asociatd

— [[ dwdp Au(a ) W(a.p).
Demonstratie. Conform teoremei precedente

N 1

5.5.44" Teorema (Invarianta Galilei).

Daca W (x,p) este distributia Wigner corespunzatoare starii 9= |1(x)){(x)| atunci:
a) distributia corespunzatoare starii |(z+xo)){(¢Y(x+x0)| este W(z+zo,p)
b) distributia corespunzitoare starii |ePo%/qp(z)) (ePor/ M ()| este W (x, p—po).

Demonstratie. Notand p(z) = ¥ (z+x0) si 7]( ) = ePo¥/M) () obtinem
o [dvePV P (z—38) ¢* (243) = 5= [dveP ") (z+30—3) " (z+30+Y)
g Jdv e (= 5) i (24 5) = g5 [dv PPy (2 5) 4* (2+5).
5.5.45* Teorema. Distributia Wigner corespunzatoare unet stari 0 este reald .

Demonstratie. Efectuand schmbarea de variabila v — —v obtinem ca
W(z,p) = o [dv eiPv/h (x—%|olz+3)

= g Jdve /" (a+5 5| a—5) = W(z,p).
In cazul starii pure ¢ =y (z))(¢»(z)| functia

x> |(z)|® reprezinta densitatea de probabilitate pentru pozitie, iar
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p > | F[Y](p)|? reprezinti densitatea de probabilitate pentru impuls
in sensul ca
I} f |¢)(z)|?dxz  este probabilitatea de a gasi particula in intervalul [, 3]
I} f | F[1](p)|?dp este probabilitatea de a avea impulsul in intervalul [« 3].

5.5.46* Teorema. Densitatile de probabilitate pentru pozitie si impuls in starea

purd o= [(x)){¢(x)| se pot obtine din distributia Wigner

p@P = [~ W, FOIEE = [ Wp)ds,
Demonstratie. Utilizand (5.15) si relatiile de la pag. 202-24 si pag. 203-3 obtinem

SR W ,p)dp = g [ dv (fdpe/") v (z—3) v* (x+3)

= [dvé(v)y (z—35) ¢* (a+35) = [Y(2)
SR W (z,p)de = g [ dve?/" [dutp (2—35) " (x+3)

= g [ dv e/ [ty (t—v) v (1)

= oo [ dve PN [t (v—t) " (2)

= g [ dve /M (Y« 9%) (v)

= o= Fl¥ + 9*)(p) = FWl(p) - Fl*](p) = |F[¥)(p) .

5.5.47* Teorema. Modulul produsului scalar a doud stari ¥ si p se poate obtine

utilizand distribugiile Wigner corespunzatoare Wy, si W,
(¥, 0)* = 27771//6193 dp Wy(x,p) W (z,p).
Demonstratie. Utilizand relatia F[1] = /2% 0 care se mai poate scrie
/e_ipxda; = 27h 0(p)

obtinem

2rh [[ dz dp Wy, (z, p) W (x, p)
= oi [l dz dp du dv P/ (z— %) @ (z+%) o (2—2) ©* (z+3)
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5.5.48 Operatorii coordonata & i impuls p verifica relatia (a se vedea pag. 209-5.8)

[Z,p] =ik
adica relatia
[Z,p] =ikl
unde T este operatorul identitate. Operatorii de anihilare si creare
a:L(ﬁ:—Hﬁ), a+zi(a§—iﬁ)

V2h

verifica relatia de comutare
[a,aT] =1

5.5.49 Se poate arata ca functiile ¢g, @1, @2, ... unde

R
e 2n

)= o e e (75)

formeaza o bazi ortonormat# in spatiul L?(R).

¢n R — R,

5.5.50 Utilizand pentru ¢, notatia |n) cu sensul

pn(x) = (z|n)
si proprietatile polinoamelor Hermite se pot obtine relatiile
1 n
al0) =0,  [n)=—=(a")"[0),  (n|m)=dum

V!
i

aln) = v/n|n—1), at|n) = vVn+1|n+1), ataln) = n|n).

5.5.51 Utilizand identitatea Baker-Campbell-Hausdorff (a se vedea pag. 208-21)

[A,B] A _B

A+B — ete

1
e =e 2
deducem ca operatorul
D(Z) _ eza*—ia
dependent de parametrul z € C se mai poate scrie sub forma
=2

D(z)=e 2 e*0" 770

sau sub forma
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Utilizand definitiile operatorilor implicati obtinem relatia

D (b= (a+51)) () = e~ 5 e/ iz — ).

echivalenta cu

(1D (G (ot D)) ) = e 5% 7" (a—aly)

§1 iaf o0 .
D (% (a—l—ﬁi)) —e 2 [ dee® M |z)(z — o
— 0o
adica
D (\/L— (a+ﬂi)) = e 70 dx &P/ |z 4-a) ().
2n K
5.5.52 Deoarece vectorii |0), |1), |2), ... formeaza o baza ortonormata
(nlm) = 6nm
si

Z [n)(n|v) = [¥), oricare ar fi [¢)).
n=0

Ultima a relatie scrisd operatorial sub forma

> In)nl =1
n=0

reprezinta rezolufia identitdfii corespunzatoare bazei considerate.

Orice vector [¢) este bine determinat de coordonatele corespunzatoare (n|i).

5.5.53 Teorema. Sistemul de vectori {|z)},ec, unde (a se vedea pag. 128-8)

2) = D()|0) =~ F e |0)

adica
22 o 2"
=3 i)
este format din vectori unitari
(z]z) =1

st are loc relatia operatoriald (numitda rezolutie a identitatii)

1/d2z|z><z| -1
™ Jc
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unde d?z = dRe z - dIm z.

Demonstratie. Oricare ar fi z€C avem

CRELEUDY

n=0

|z|2n

2
= _‘Z‘ E _ =
¢ n! L

n=0

Zn2

n!

Notand z = a+Bi = rel? si utilizand relatia

2m .
do e "m0 = 97 8,0,
0
obtinem
Ledz ) (o] =% % 5 ([ dadger (ot o) )y
0 n+m —r2 27 i(n—m
=1 X 5 e (5 arerte 30 o

= S L (2fdr e Y ny(n] = L (f5 detme™) [n){n]
0 n=0

n=

Deoarece, integrand prin parti

o0 o o
/ dtt" et = n/ dtt" et =n(n— 1)/ dtt"2et=... =n!
0 0 0

deducem ca
/ d?z|2)(z Z [n)(n

5.5.54 Din rezolutia identitatii rezulta ca

v = [ 1))

adica orice element |1)) este bine determinat de functia corespunzatoare

Y:C— C, W(z) = (z|v)

() = / 0z |

Desi sistemul de vectori {|z }zecc nu este liniar independent

/d2 "2 (2 |2)

si in plus,

si nici ortogonal
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_ Ll 211,12 5.7
(z|)) = e glel” =3l 22
dezvoltarea

1
W) == [ dzl2) )
T Jc
este similara dezvoltarii in raport cu o baza ortonormata .

Sistemul de vectori {|2)}.ec este numit sistemul starilor coerente standard.

5.5.55 Sistemul de stari coerente {|z)}.ec are si alte proprietati remarcabile:
a) In starile |z) se atinge minimul in relatia de incertitudine coordonata-impuls
h
b) Starile corerente standard |z) sunt stari proprii ale operatorului de anihilare

alz) = z|z).
5.5.56 In general, formulele prezentate pe parcursul acestei sectiuni pot fi consid-

erate cazuri limitd pentru formule similare din cazul finit-dimensional (a se vedea
tabelul de la pagina 162).
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Capitolul 6

Ecuatii si sisteme de ecuatii
diferentiale liniare

6.1 Ecuatii diferentiale de ordinul intai

6.1.1 Definitie. O ecuatie diferentiald de ordinul intdi este o ecuatie de forma
F(z,y,y') =0 (6.1)
unde z este variabila independentd, y functia necunoscuta, 3’ derivata functiei

necunoscute gi F': I X R x R — R este o functie continua, [ fiind un interval.

Prin solutie a ecuatiei (6.1) se intelege o functie derivabila
v:(a,b) — R
cu (a,b) C I i astfel incat

F(z,p(x), ¢ (z)) =0, Va € (a,b).

6.1.2 Definitie. Spunem ca ecuatia diferentiala
y = f(z,y) unde f:DCR? —R (6.2)

este o ecuatie diferentiala scrisa sub forma normald.

Prin solufie a ecuatiei (6.2) se intelege o functie derivabila
¢:(a,b) —R

astfel Incat

225
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1) (x,¢(x)) € D, Vx € (a,b)
2) (P/(‘T) = f(.%', gp(x)), Vz € (CL, b)

6.1.3 Ecuatia (6.2) se mai poate scrie

Y= o) (63
sau sub forma
dy = f(z,y)dx (6.4)
numita forma simetrica. Solutia ecuatiei (6.4) se poate cauta sub forma
y=y(x)
sau
z = x(y)

sau, mai general, sub forma parametrica
x = x(t)
y=y(t).
Ecuatia (6.4) este caz particular pentru ecuatia
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0, unde P,Q:DCR?—R (6.5)

care este forma generald a unei ecuafii simetrice.

Prin solutie a ecuatiei (6.5) se intelege o pereche de aplicatii derivabile
0, Y :(a,b) — R
astfel incat
1) (), ¥(t) €D, Vi€ (a,b)
2) P(e(t), (1) ¢'(t) + Qp(t), (1)) ' (t) =0, Vit € (a,b).
6.1.4 Se stie ca daca
f:(a,b) —R
este o functie continud atunci functia
F:lab) —R,  Fla)= / £t dt
o

este o primitiva a lui f oricare ar fi zy € (a,b), adica avem

% (/:: £ dt) = f(z), Ve (ab).
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6.1.5 Teorema. Fie ecuatia cu variabile separabile
y' = f(z)g(y) (6.6)

I R
g'J: R sunt functii continue definite pe intervalele I si J.

a) Daca yo € J este astfel incat g(yo) = 0 atunci functia constantd

unde

el — R, o) =y
este solutie a ecuatiei (6.6).

b) Daca yo € J este astfel incdt g(yo) # 0 atunci relatia

/ Wlw du = /f (v)dv+C (6.7)

unde xg € I $i C este o constantd, defineste implicit o solutie locald

y=vy(z) a ecuatiei (6.6).
Demonstratie. a) Deoarece ¢/(z) = 0 5i g(p(z)) = g(yo) = 0 rezultd ca
¢'(z) = f(z) g(p(x)), Vrel
b) Derivand relatia (6.7) in raport cu x considerand y = y(z) rezulta

—g(;x)) y'(z) = f(z)

adica

6.1.6 Exercitiu. Sa se rezolve ecuatia

y = xy.
Rezolvare. Functia constanta ¢ : R — R, ¢(z) = 0 este solutie a ecuatiei.

Scriind ecuatia sub forma

/
==z echivalenta cu (Iny) =z
Yy

<

deducem ca
$U2 z?
Iny = 5 +c adica y(x) =Cre?

unde ¢ gi C7 = e° sunt constante.
6.1.7 MATHEMATICA: DSolveleqns, y[x], x]

2
In[1] :=DSolvely’[x] == x y[x], y[x], x] +—> Out[l}:{{y[x}—w%(}[l}}}
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6.1.8 Ecuatia (6.6) poate fi scrisa sub forma
dy
— = f(z)g(y)

sau forma simetrica

f(x)g(y)dz —dy = 0.
Forma diferentiala f(z) g(y) dx —dy nu este diferentiala totala a unei functii.

Inmultind ecuatia anterioard cu factorul integrant le) se obtine ecuatia

1
f(z)dz — ) dy=0 (6.8)

al carei membru stang este o diferentiald totala deoarece

Sota) = o (=),

Ecuatia (6.8) se poate scrie sub forma

dFF =0

Fay)= [ - [*—sa

Rezulta ca relatia F(x,y) = C, adica

/f —/ de—c

defineste implicit o solutie a ecuatiei (6.6) daca alegem g astfel incat g(yo) #0.

i=i(2)

se reduce la o ecuatie cu variabile separabile daca se utilizeaza schimbarea

unde

6.1.9 Propozitie. Ecuatia omogena

de variabila y(z) = x z(x), unde z(x) este noua functie necunoscutd.

Demonstratie. Derivand y(z) = x z(z) obtinem relatia y'(x) = 2(x) + z 2/(z) care

ne permite sa scriem ecuatia sub forma
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6.1.10 Propozitie. Ecuatia liniarda omogena

are solutia generald

N d
y(@) = Celn 1O
unde C este o constanta arbitrarad.

Demonstratie. Rezolvarea ecuatiei poate fi prezentatd dupa cum urmeaza

E=fl)y
% = f(z)dx

du _ [z
Inly| —In|yo| = [ f(t)dt

y(:ﬂ) =y efzzo f(t) dt.

6.1.11 Exercitiu. Sa se rezolve ecuatia
2

y = xy.
Rezolvare. Solutia generala a ecuatiei este
T 2at L. z3
y(z) =yo ef””O adica y(z) =Cres.
6.1.12 MATHEMATICA: DSolveleqns, y[x], x]
In[1]:=DSolvely’ [x]==f[x] y[x], ylx], x] > Outm:{{y[x]_mfl fKM dK[”cm}}

3
In[2] :=DSolvely’ [x]==x"2 yl[x], y[x], x] +—> Out[2]:{ {y[x}—)e%C[l}}}

6.1.13 Propozitie. Solutia generald a ecuatiei liniare neomogene

y' = flx)y+g(z) (6.9)
se obtine adundnd solufia generald a ecuatiei liniare omogene asociate
y = fla)y (6.10)

cu o solutie particulara § a ecuatiei (6.9).
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Demonstratie. Daca y verifica (6.10) si g verifica (6.9) atunci

(y+9) (x)=f(x) y(z)+ f(2) y(2)+9(z) = f(z) (y+7)(z) +g(2).
Daca y si g verifica (6.9) atunci y — ¢ verifica (6.10)

(y=9)(x)=f(2) y(z)+g(x) - f(z) () —g(z) = f(z) (y—F)(2).

6.1.14 Propozitie. O solutie particulard § a ecuatiei liniare neomogene
y' = f(z)y+g(z)
poate fi gasita folosind metoda variatiei constantei, cautand-o de forma
g(x) = C(z) efﬂ”o Fod
Demonstratie. Inlocuind in ecuatie obtinem relatia
/(@) = glaye /O

care permite determinarea functiei C'(z).
6.1.15 Exercitiu. Sa se rezolve ecuatia

Yy =y+u

6.1.16 MATHEMATICA: DSolveleqns, y[x], x]

In[1] :=DSolvely’ [x]==y[x]+x, y, x] +— Out[l]={{y[x]>—1—x—e*C][1]}}

6.1.17 Propozitie. Schimbarea de variabild z=y'~® permite reducerea ecuatiei

Y = f(z)y+g(z)y"

numitd ecuatia Bernoulli, la o ecuatie liniara.

Demonstratie. Dacd o = 1 atunci ecuatia este deja o ecuatie liniard. In cazul o # 1,

impartind cu y® obtinem ecuatia

care se poate scrie
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6.1.18 Propozitie. Ecuatia Riccati
y = f(2)y* + g(a)y + h(z)
se poate rezolva utilizand schimbarea de variabila
1
Y=1Yp+ ;

in cazul in care se cunoaste o solutie particulard yp.

Demonstratie. In urma schimbarii de variabila indicate ecuatia devine

7= —(2f (@) yp(z) — g(x)) 2 — f(2)

adica o ecuatie liniara.

6.2 Ecuatii diferentiale liniare de ordin superior

6.2.1 Definitie. O ecuatie diferentiald liniard de ordinul n este o ecuatie de forma

ao(2) Y™ + a1 (@) y" Y + a1 (1) Y+ an(x)y = f(2) (6.11)
unde
ag, A1y ooy Qp, f: I — R

sunt functii continue definite pe un interval I si ag(z)#0, oricare ar fi x € 1.

Prin solutie a ecuatiei (6.11) se intelege o functie

p: I —R
astfel incat:

1) ¢ admite derivate continue pana la ordinul n
2) ao(z) ™ (2) + ar(x) oV (@) + -+ an(2) p(2) = f(x), Vre(a,b).
6.2.2 Teorema (de existenta si unicitate). Daca
ag, A1y vy Qp, f: I — R
sunt functii continue §i
ap(x) # 0 Ve el

atunci ecuatia diferentiald
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ag(z)y™ + a1 (@) y" D + -+ a1 (2)y + an(@)y = f(2)
admite pentru fiecare (o, Yoo, Yo1,---» Yon—1) € I X R™ 0 unicd solutie
p: I —R
astfel incat

©(z0) = Yoo, ¢ (r0) = yo1, - "V (w0) = Yon1-

6.2.3 Utilizand operatorul diferential
L=ag(z) D"+ a1(z) D" ' + -+ an_1(z) D + an(x)

unde q L2 "
D=— D?*= — D= —
dz’ dz?’ ’ dzn
ecuatia (6.11) se scrie
Ly=f.

Operatorul linar
L:C™(I) — C°(I)
unde
C™"(I) ={¢: I — R | ¢ admite derivate continue pana la ordinul n }

COI)={p: I — R | ¢ este functie continui }

este un operator liniar

Llap+pBy)=ale+BLy  VYa,BER, Yo, € C"(I).

6.2.4 Teorema. Spatiul
V={p:I—R| Lpo=0}
al tuturor solutiilor ecuatiei liniare omogene
Ly=20
este un spatiu vectorial de dimensiune n.

Demonstratie. Daca ¢, € V atunci

L(ayp + BY) = aLyp + BLp =0
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oricare ar fi o, § € R. Conform teoremei de existenta si unicitate, pentru zg € 1

fixat aplicatia
AV — R Ap = (p(20), ¢ (20), s ¢V (20))
este un izomorfism liniar. Rezulta ca spatiile vectoriale V gi R™ sunt izomorfe si prin
urmare dim )V = dimR" = n.
6.2.5 Rezolvarea ecuatiei
Ly=0
inseamna determinarea spatiului vectorial V. ={ ¢ : I — R | Ly =0 } al tuturor

solutiilor, ceea ce se poate realiza indicand o baza {y1, y2, ..., Yn}, caz in care

V={ay+cy+- - +cyn| c1,c2, ..., cn ER }.

Functiile
Y1, Y2, ooy Y - I — R
din V formeaza o baza a lui V daca sunt liniar independente, adica daca
ary1 +oy2+ - oy, =0 = ap=az= - =a,=0.
6.2.6 Propozitie. Functiile

Y1, Y2, 7an—>R

din V' sunt liniar independente daca si numai dacd intr-un punct fivat o € I avem

Y1 (o) ya(zo) -+ Ya(20)
yll'(.x'o) yé.(.:v.o) y; (.51:'0) 40, (6.12)
" Vwo) w8 Vxo) -y V(o)

Demonstratie. Deoarece

AV — R, Ap = (p(20), ¢ (o), -, 9"V (o))
este un izomorfism liniar functiile y1, y2, ..., yn : I — R sunt liniar independente

daca si numai daca vectorii corespunzatori

Ay = (y1(20), i (x0), - 9t (o))

Ayz = (y2(w0), gh(x0), s y5™ " (20))

Ayn = (yn(x0), Y5 (z0), s yn(x0) )
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sunt liniar independenti, ceea ce este echivalent cu (6.12).

6.2.7 Teorema(Abel-Liouville). Daca
Y, Y25 -5 Yn I — R

sunt n solutii ale ecuatiet

Ly=0
atunci functia (numita wronskian)
y1() ya(x) - wn(2)
, / ... ,
Wik w=| A0 we e nl
n—1 n—1 n—1
W@ @) el @)
verifica relatia
[ am g,
W(z) = W(xg)e “=o 20 (6.13)

unde xg € I este un punct fixat.

Demonstratie (cazul n = 2.) Aratam ca W verifica ecuatia liniara

W'(z) = —Z;Eg W(x).

In cazul n = 2 ecuatia Ly = 0, adica

ao(x)y" +ai1(z)y +asy =0

conduce la
| S
;
Rt
= D G e |- s

6.2.8 Din relatia (6.13) rezulta ca daca W se anuleaza intr-un punct din I atunci se

anuleaza in toate punctele.

6.2.9 Propozitie. Solutia generald a ecuatiei liniare neomogene

Ly=f
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se obtine adunand la solufia generald a ecuatiei omogene asociate
Ly=20

o solutie particulard § a ecuatiei neomogene.

Demonstratie. Deoarece Ly = f obtinem
Ly=0 = Ly+y)=f s Ly=f = L(y—9)=0.
6.2.10 Teorema (Metoda variatiei constantelor). Dacd
n
y(@) = cpyp()
k=1

este solutia generald a ecuatiei omogene

Ly=20
atunci o solufie particulard a ecuatiet neomogene
Ly=f

poate fi gasita cautand-o de forma
n

J(x) = cu(@) y(x)
k=1
cu c1(x), ca(x), ... , cp(x) solutie a sistemului

> k=1 G (@) yi(z) =0

.......................................... (6.14)

i@ Ve = 249
Demonstratie. Tinand sema de (6.14) obtinem relatiile
g(x) = Xjzr cr(2) yr()

y'(x) = Y= () yp,(x)

§r D (z) = Xy en(@) ()

§ (@) = iy enle) i (@) + 2.
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care conduc la
Lj = ag(z) 7™ + a1 (2) ™D + -+ ap_1(2) § + an(z) §

=Y (@) (a0(@) y "+ ar (@) y" ™+ ana () i an(@) v ) + £ (@) = f(2).

6.2.11 Definitie. Prin ecuatie diferentiala liniara de ordinul n cu coeficienti constanti

se Intelege o ecuatie de forma

aoy™ + a1y + - + a1y + any = f(2) (6.15)
unde ag, ay, ..., a, sunt numere reale gi f : I — R este o functie

continud definita pe un interval I C R.

6.2.12 Ecuatia (6.15) este un caz particular pentru ecuatia (6.11) si anume cel in
care functiile ag(x), ai(x), ... , ap(z) sunt functii constante. Ecuatia (6.15)

se poate scrie sub forma
P(D)y = f
unde P este polinomul

P(r)=apr™ +a " 4 an 17+ ap

numit polinomul caracteristic asociat ecuatiei considerate.

6.2.13 Folosind notatia lui Euler
e¥ =cosp +ising
definim pentru fiecare numéar complex r = « + i functia complexa
R—C : 2% = el@H7 — 60 ¢o5(B2) 4 1% sin(Bx)
cu proprietatile
D@t — (o 4 i) elatif)z
Re (De"™) = D(Re ™)
Jm (De"™) = D(Jme'™)
unde Re z g1 Im z reprezinta partea reald si repectiv imaginara a numarului z.
6.2.14 Propozitie. Functia
y:R—C, y(x) =€

este solutie a ecuafiei omogene
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P(D)y=0
daca si numai daca v este radacindg a polinomului caracteristic, adicd
ap™™ + a1 " 4+ ap1 7+ a, = 0.

kerx

Demonstratie. Deoarece D¥e™ = r si

P(D)e™ = (agr+a " P+ -+ an_1 7+ a, )™

avem
P(D)e"* =0 <« P(r)=0.
6.2.15 Propozitie. Daca polinomul caracteristic P(r) are radacinile ri, ro, ... ,
T cu multiplicitatile mq1, mo, ... , my , adicd
Piry=ag(r—r)™ (r—mrg)™ -+ (r—rg)™*
atunci P(D) admite factorizarea
P(D)=ag (D —r1)™ (D —1r9)™ -+ (D —1))™*
ordinea factorilor putand fi schimbata fara a afecta rezultatul.

Demonstratie. Afirmatia rezultd din liniaritatea lui D si din relatia DP D= DP¥4,

6.2.16 Propozitie. Daca Q(r) este un polinom si p(x) este o functie atunci
QD) (" p) =™ QD +r)p
oricare ar fir € C.
Demonstratie. Aratam mai intai prin inductie ca

Dk (erx (,D) — ' (D + T)k(p.
Avem

D p)=e"Dp+re™p=e"(D+r)p.
Presupunand ci D (e’ @) = ™ (D + r)*¢ obtinem
DM (e ) = D(e" (D + 1)) = (D +7)(D + 1)l = & (D + 1),

Daca Q(r) = apr™ + a1 7™ 1 + -+ + 17 + @y, atunci
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Q(D) (e ) =ag D™ p)+ar D™ He™ )+ - +am_1 D @) +ame™ ¢
=e" [ag (D+7)"+ay (D+r)™" 1+ a1 (D+1)+amlp
=" Q(D +r)p.

6.2.17 Propozitie. Solufia generald a ecuatiei

(D—r)fy=0
este

y(x) = erl’ + c xe?“SC 4+ 4 Ch_1 :Ek—lerx.

Demonstratie. Conform propozitiei anterioare avem relata
DF (™™ y) = 7™ (D — 1)y
care aratd cd ecuatia (D — r)Fy = 0 este echivalent cu ecuatia
DF (e y) =0
care implica

k-1

e "ylz)=co+car+---Fcgz
adica

y(m) = ¢ e 4 ClxeT’x 4+ 4 Cr_1 xk—ler:c'

6.2.18 Propozitie. Fie ccuatia diferentiala liniara omogend cu coeficienti reali
P(D)y=0

unde P(r) =apr™ + a1 4 a1 7+ ay este polinomul caracteristic.

a) Daca rj este raddacindg reald a lui P cu multiplicitatea m; atunci functiile

eT’jx, xerjx, .. s x

mj—lerjx
sunt solutii particulare ale ecuatiei P(D)y = 0.

b) Daca rj = aj +if; este radacina compleza a lui P cu multiplicitatea m; atunci
e%®cos(Bjx), xe*Tcos(Bjx), -+ , 2™ te%? cos(B; x),

e%?sin(Bjz), xze¥sin(Bjx), -+ , ¥ le%Tsin(B;x)

sunt solutii particulare ale ecuatiei P(D)y = 0.

Demonstratie. Ecuatia P(D)y = 0 admite o factorizare de forma
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QD) (D —rj)™y =0
si (D—r;)™iy=0 implicd P(D)y=0. Deoarece ec. P(D)y=0 are coeficienti reali
P(D) (%Re y) =Re (P(D)y) =0

P(D)y=0 — {
P(D)(my)=3m (P(D)y) =0

adica in cazul In care r; este radacina complexa cu multiplicitatea m; functiile

y: R — R, y(z) = Re (co e terx et 4 ey, xmj_lerjx)
si
y:R— R, y(x) = Jm (co e tepwe T+t oy a:mj_le’"jx)
sunt solutii ale ecuatiei P(D)y = 0 oricare ar fi constantele reale co, c1, ... , Cm; -1

6.2.19 Se poate demonstra ca, in toate cazurile, in spatiul solutiilor exista o baza

formata din solutii particulare de tipul celor prezentate in propozitia anterioara.

6.2.20 Exercitiu. Sa se determine solutia generala a ecuatiilor
a) y"' =5y +6y=0

) Y —6y" +12¢ —8y =10
o) ¥4+y+y=0
d) (D?—D+1Py=0

)

e) (D-3)4(D?+2)%y=0.
Raspuns.
a) y(xr) =c1e*® + e’
b) y(x) =cre® +caxe®® 4 czr’e?”

o) ylz) =a e 3" cos(@x) +epe 3 Sin(@x)

d) y(z) =a o3 COS(@@ +cper? Sin(%x)

w

tezze 3® cos(L2x) + ey e 3" sin(¥%2x)

1 1.
+es e 3" cos(@a:) + cg 2% e 27 sin(

vl

x)

e) y(x) =c1e3® +caxed® +ega?ed +eqaded”

+c5 cos(v2x) + cg sin(v/2z) + c7 x cos(v2x) + cg x sin(v/2z).
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6.2.21 MATHEMATICA: DSolveleqns, y[x], x]
In[1]:=DSolvely’’[x] - 5 y’[x] + 6 y[x] == 0, y[x], x]
= Out[l]={{y[x]—+e> C[1]+e*>* C[2] } }
In[2]:=DSolvely’’’[x] - 6 y’’[x] + 12 y’[x] - 8 y[x] == 0, y[x], x]
= Out[2]={{y[x]—+e® C[1]+e> x C[2]+e** x> C[3] } }
In[3]:=DSolvely’’[x] + y’[x] + y[x] == 0, y[x], x]
— Out[3]:{{y[x}—>e*"/2 C[2) COS[%}%*X/?CM Sin[%”}

6.2.22 Propozitie. Ecuatia Fuler

apz"y™ +ar "y b gy +any =0
se reduce la o ecuatie diferentiala liniard cu coeficienti constanti prin

schimbarea de variabild © = e', unde t este noua variabild independentd.

Demonstratie (cazul n = 3). Notand cu z(t) noua functie necunoscuta avem relatia

y(@) = 2(In)
care prin derivari succesive conduce la
y(z)=12(lnz)=e"t2(t)

y'(z) = & 2" (Inz) — L 2/ (Inw) = e (2"(t) — 2/(t))

y"(x) =L 2" (Inz) — 3 2" (Inw) — Z2/(Inx) = e (2"(t) — 32"(t) + 22/ (t))
In urma schimbarii de variabila, ecuatia Euler
$3y"'+a1$2y”+a2xy’+a3y -0
devine
"

ao 2" + (—3ag + a1)2” + (2a0 — a1 + a2)z’ + azz = 0.

6.2.23 Relatia x = e, echivalents cu t = Inz, conduce la
d_dtd_1d_ d
de  dedt 2dt dt’

Ecuatia Euler se poate scrie

da™ dxn—1 dz
t

d dn-! d
(aoaz"—+a1x"_1 +~'—|—an_1az—+an>y:0

si formal, schimbarea de variabila = = €' in ecuatia Euler se poate realiza inlocuind

x cu e si operatorul de derivare % cue ! %. De remarcat ca

d\? d d d? d
—t 9 Cat St ) 2t 2t S
(e dt) ¢ dt (e dt) ¢ dt? ¢ dt’
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6.3 Sisteme diferentiale liniare

6.3.1 Definitie. Prin sistem diferential liniar de ordinul intai se intelege un sistem
de ecuatii diferentiale de forma
Y = ar(z)y1 + ar2(x)y2 + - - + a1 (@)yn + f1(2)

Yo = ag1(x)y1 + ag2(x)y2 + - - + a2 (2)yn + f2(2)

(6.16)
y;L = anl(x)yl + an2(x)y2 +-+ ann(w)yn + fn(w)
unde z este variabila independenta, y1, yo, ... , ¥y, sunt functiile necunoscute si
Qg5 ¢ I —R
unde i,j€{1,2,....,.n}
sunt functii continue definite pe un interval I C R.
6.3.2 Sistemul diferential liniar (6.16) se poate scrie sub forma matriceala
Y = A(z)Y + F(x)
utilizand notatiile
ar1(z) aa(x) - ai(z)
(7 fi(z
ag1(z) ag(r) -+ ag(x) (z)
Y2 fo(z)
Y = . , Ax) = , F(zx)= )
Yn an1(z) ana(z) 0 apn(z) fn(x)

6.3.3 Teorema (de existenta si unicitate). Daca
Qg5 ¢ I —R
unde i,j€{1,2,...,n}
fz' I — R
sunt functii continue atunci oricare ar fi (o, Y10, Y20, -, Yno) € L X R™
existd o unicd solutie Y (x) incat
Y10

Y = A@)Y + Fz) s Yo)=]| "

Yno
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6.3.4 Teorema. Spatiul V al tuturor solutiilor sistemului diferential liniar omogen
Y = A(z)Y

este un spatiu vectorial de dimensiune n.

Demonstraie. Pentru xg € I fixat, din teorema de existenta si unicitate rezulta ca

aplicatia liniara
V—R": Y — Y(x)

este un izomorfism liniar.

6.3.5 Rezolvarea sistemului omogen Y’ = AY este echivalentd cu gisirea unei baze

al lui V, adica cu gasirea a n solutii liniar independente.

6.3.6 Definitie. Plecand de la n solutii ale sistemului omogen Y’ = A(z)Y

Y11 Y12 Yin
Y21 Y22 Y2
Yl = . ’ Y2 = . ’ ) Yn = .n
Yni Yn2 Ynn
construim matricea Wronski
Y11 Y12 0 Yin
W = Y21 Y22 - Yon
Ynl Yn2 " Ynn
si wronskianul
w = det W.
6.3.7 Teorema. Solutiile Y1, Yo, ... , Y, formeazd o baza a spatiului vectorial V

daca si numai daca wronskianul lor este nenul intr-un punct fizat xg € I, adica
w(zg) # 0.
Demonstratie. Deoarece
V—R": Y — Y(x)

este un izomorfism liniar, solutiile Y7, Y, ... , Y}, sunt liniar independente daca si
numai daca vectorii Y1 (z), Ya(zo), ... , Yn(xo) din R™ sunt liniar independenti, ceea

ce este echivalent cu w(xg) # 0.
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6.3.8 Teorema. Wronskianul solutiilor Y1, Ys, ... , Y, verifica relatia

w(z) = w(xp) efzzo brA(5) (6.17)

unde tr A(t) = a11(t) + age(t) + - - - 4 ann(t) este urma matricei A(t).

Demonstratie (cazul n = 2.) Avem
yi1(x) y2(z) yu () yi2(z)
(

Y1 () yoo(z)

’LU,(:E) _ % y11(117) y/12(l‘) |

y21(7)  yho(w)

yo1(x)  yo2(w)

y11(w)  a11(x) yiz2(z) +ara(z) y2o ()
y21(w) a1 () y12(z) +aza(z) y2a ()

a(x) yi1(x)+a2(x) yo1 (x)  yia(x)
az1(x) y11(x)+a2(x) yo1(x)  yoo(x)

= (a11(x) + ag2(z)) w(z)
adica w verifica ecuatia diferentiala liniara

w' = trA(z) w.
6.3.9 Din relatia (6.13) rezulta ca daca wronskianul se anuleaza intr-un punct zg € 1
atunci el se anuleaza in toate punctele x € I.
6.3.10 Propozitie. Solutia generald a sistemului liniar neomogen
Y' = A(x)Y + F(z)
se obtine adunand la solutia generald a sistemului liniar omogen asociat
Y =A(z)Y
o solutie particulard Y a sistemului neomogen.

Demonstratie. Deoarece Y/ = A(x)Y + F(z) obtinem
Y =Ax)Y = (Y+Y) =Ax)(Y+Y)+ F(z)

YV'=A(x)Y + F(z) = (Y=Y) =A(z) (Y -Y).

6.3.11 Folosind matricea Wronski W asociata unei baze {Y7, Ys, ..., ¥, } alui V,

solutia generala
Y=cYVi+aY+ -+, Y,

a ecuatiei liniare omogene Y’ = A(x)Y se poate scrie sub forma
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Y(z) =W(x)C unde C= ) € R".

6.3.12 Teorema (Metoda variatiei constantelor).

Daca solutia generald a sistemului
Y =A(z)Y
este Y(x) = W(x)C atunci o solutie particulara sistemului neomogen
Y' = A(x)Y + F(z)
se poate obtine cautand-o de forma
Y (z) = W(z) C(x)
unde C(x) este o solutie a sistemului
C'(x) = W (z) F(z).
Demonstratie. Deoarece W' = A(x)W si Y'(z) = W'(z) C(z) + W (z) C'(x) avem
Y' = A(z)Y + F(z)
daca gi numai daca W (z) C'(x) = F(x).
6.3.13 Definitie. Prin sistem diferential liniar omogen cu coeficienti constanti se
intelege un sistem de ecuatii de forma

Y' = AY unde A € Myxn(R).

6.3.14 Propozitie. Functia vectoriald Y : R — C*, Y (z) = we*, unde
w1y
w2
w = . eC”
Wnp,
verifica relatia
Y =AY

daca si numai dacd

Aw = \w.



Ecuatii si sisteme de ecuatii diferentiale liniare 245

Demonstratie. Deoarece Y'(x) = w e inlocuind in Y’ =AY obtinem Aw=\w.

6.3.15 Fie ) o radéacina a polinomului caracteristic
det (A—XI)=0.

Daca A € R atunci A este valoare proprie a matricei A si alegand un vector pro-

A\x

priu corespunzator w € R™ obtinem solutia netriviala Y (z) = we™ a sistemului

Y’ = AY. Dacid A\ € R atunci existd w € C" astfel incat Aw = \w si
Yi(z) = Re (w e)‘m) , Ya(z) = Im (w eM)

sunt solutii ale sistemului Y/ = AY.

6.3.16 Exercitiu. Sa se determine solutia generala a sistemului

y1="y1+y2
Y = —y1 + 2.
Rezolvare. Ecuatia
1—A 1
-1 1= | =0

are radacinile A\; = 1+1i gi Ao = 1 —1i. O solutie particulara a ecuatiei Av = (1+1i)v,

1 1 U1 . . V1
este v = ( } ) Rezulta ca solutia generala a sistemului este
Y(z) =c1Re {( } ) e(H'i)m} + ¢ Im {( } ) e(1+i)x}
1 . 1 .
= c1 Re { < ; ) e’(cosz +1 Sln$)} + ¢ Jm { ( : ) e?(cosx +1 Slnx)}
e < cos )ex+62 < sinx )e""’
—sinz cos T

y1(z) = c1e” cosz + coe” sinx
ya(x) = —cy1 e” sinz + ¢y e” cosz.

adica

adica
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6.3.17 MATHEMATICA: DSolve[{egnl, eqn2}, {yil[x], y2[x]}, xI

In[1]:=DSolve[{y1’ [x] == y1lx]+y2[x],y2’[x] == -y1lx]l+y2[x]1},{y1lx], y2[x]},x]
> Out[1l]={{yl[x]—e* C[1] Cos[x]+e* C[2]Sin[x], y2[x]—e* C[2] Cos[x]—e* C[1]Sin[x]}}

6.3.18 Daca matricea A€ M,,«,(R) este diagonalizabila si {v1,va, ..., v, } unde

V11 V12 Uln

V21 V22 Van
U1 = . ) V2 = . ’ e Up =

Unl Un2 Unn

este o baza a lui R” formata din vectori proprii ai lui A corespunzatori valorilor pro-

prii A1, Ag, ... , A, (distincte sau nu) atunci solutia generald a sistemului Y/ = AY
este
V11 V12 Vin
v21 V22 V2n
Y(z)=0q ) eMT 4 ¢y M4 e, ] e,
Unl Un2 Unn

6.3.19 Exercitiu. Sa se determine solutia generala a sistemului

Y1 =y2 +ys3
Yo =v1+ Y3
Y3 =y1+ Y2
Rezolvare. Rezolvand ecuatia
-2 1 1
1 =X 1 |=0
1 1 =X
obtinem A\ = 2, si Ay = A3 = —1. Deoarece subspatiile proprii corespunzatoare sunt

V2 = {Oé(l,l,l) | «a GR}7 V—l = {a(LOv—l) +5(0717_1) | «, 5 GR}

rezulta ca solutia generala a sistemului este

1 1 0
Ya)=c | 1 |e¥®+e| 0 |e®+e| 1 e
1 -1 -1

6.3.20 MATHEMATICA: DSolvel[{eqnl, eqn2, eqn3}, {yilx], y2[x], y3[xI}, x]
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In[1] :=Eigenvalues[[{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] > Out[l]={2,~1,—1}
In[2] :=Eigenvectors[[{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] > Out[2]={{1,1,1},{-1,0,1},{—1,1,0}}
In[3]:=DSolve[{y1’ [x]==y2[x]+y3[x], y2’[x]==y1[x]+y3[x],
y3’ [x]==y1[x]+y2[x]}, {yilx],y2[x],y3[x1}, x]
> Out[3]={ {y1[x] > Fe*(2+e>*) C[1]+ e *(—1+e>*) C[2]+ e *(—1+e3) C[3],
y2[x] = e (—1+e3) C[1]+$e7*(2+e3) C[2]+3e ¥ (—1+¢>) C[3],
y3[x]— e X (—14e3) C[1]+ e *(—1+e3) C[2]+Fe* (2+e3) C[3] } }

6.3.21 Stim ca, in general, o matrice A € M,,x,(R) nu este diagonalizabila. Daca
A este o radacina reala (respectiv, complexd) cu multiplicitatea m a polinomului
caracteristic atunci partea din solutia generald corespunzatoare lui A poate fi gasita
cautand-o de forma

an g™+ appa™ 4 Q1T+

aglxm_l + aggxm_2 + -+ aopm—1T + oy, e)\m

2™ Q™ - Q1 T+ Qi

unde coeficientii «j;, sunt reali (respectiv, complecsi). In cazul complex, in final se

separa partile reala i imaginara ale a solutiei gasite.

6.3.22 Exercitiu. Sa se determine solutia generala a sistemului

Yi=—y1+y2
Yo = —y2 + 4y3
ys =y — 43
Rezolvare. Valorile proprii sunt Ay = 0 gi Ay = A3 = —3, iar subspatiile proprii

corespunzatoare
Vo={a(4,4,1) |aeR}, Vog={a(l,-2,1) |« eR}.

Deoarece dimV_3 = 1 rezulta cd matricea sistemului nu este diagonalizabila. Cautand

partea din solutia generala referitoare la Ay = A3 = —3 de forma
ox + 51
Y(2)=| agz+ 8 |
3T + 53
gasim
T 1

Y(z)=oa1 | —2c+1 |e 345 | -2 |3
z—1 1
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Solutia generala a sistemului este

4 T 1
Ya)=c | 4 | +e| 2041 |e 3 43| -2 |73
1 z—1 1

6.3.23 O alta metoda de rezolvare a sistemelor liniare omogene cu coeficienti constanti,
numita metoda eliminarii, se bazeaza pe faptul ca fiecare dintre functiile necunoscute

y; verifica o ecuatie diferentiald liniara.

6.3.24 Exercitiu. Sa se rezolve sistemul

I
Y1 =¥y2
I
Yo = Y3
I
Ys = Y1-
Rezolvare. Functia necunoscuta y; verifica ecuatia liniara
n
Y1 —y1=0.
Deoarece P(r) = r3 — 1 are radacinile 71 = 1 si ro3 = —% +1i @, rezulta ca

V3

_1 3 1l .
y1(x) =c1e” +coe 2xcos7x+03e zxsmTa:.

Prin derivarea lui y; se obtin ys si ys.

6.3.25 Deoarece izomorfismul de spatii vectoriale
Mipsen (K) — K™ :

ail aiz - Qg
a1 Gz - Q2

— (alla Q125 -y Aln, A21, 422, «-o5 A2n 5 +-vy Anl, An2;y --vy ann)
anl Aap2 - Aapp

permite identificarea spatiului vectorial M, (K) cu K”2, aplicatia

ail aig -+ Qip
111 Maxn(K) — R, e |
anl Aap2 -+ Qpp

este o norma pe M,,«,(K). In particular, o serie de matrice
o
S o 4t
k=0

este convergentd daca exista limita
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m
. k
A, > kA
k=0
adica dacd existd B € M, x,(K) astfel incat
m
ZakAk — B|| = 0.
k=0
6.3.26 Propozitie. Daca seria de puteri
o
Z ag a:k
k=0

are raza de convergentd R > 0 gi daca A € Myxn(K) este

lim
m—ro0

astfel incat ||A|| < R atunci seria de matrice
o0
Z ag Ak
k=0

este convergentd.

Demonstratie. Alegand r astfel incat ||A|| < 7 < R obtinem relatia
k k k k
[ar A*|| = lael || A*|| < laxl1[AIF < Jax] .
Seria Y 7~ o ax r* fiind absolut convergenti, din criteriul comparatiei rezults ci seria

3% o llax A|| este convergent, ceea ce implica convergenta seriei > 5 ay A*.

6.3.27 Deoarece seria exponentiala

Oof]fk X f]}'2
T
pr— —:1 —_— —_ .« e
¢ kz:%]k! Tttt

are raza de convergenta r = oo rezulta ca pentru orice matrice A € M, x,,(K) putem

defini matricea

> Ak A A2
A _ _ i -
e _1;—0 e R

numita exponentiala matricei A. Se poate arata ca functia matriceald
R — Mpyyn(K) : t e
este derivabili si ca (et1) = Ae!4 adici
Y (t) = 40

este solutie a sistemului liniar Y’ = AY', oricare ar fi C' € R".
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6.3.28 MATHEMATICA: Series[Exp[Al, {A, 0, n}]
In[1]:=Series[Exp[A]l, {A, 0, 4}] > Out[1]=1+A+4% 1A% L AT g[a]5

6.3.29 Exercitiu. Sa se determine solutia sistemului

Yi=y2+us3
yézyl+y3
ys = y1 + yo.

Rezolvare. Matricea sistemului

este diagonalizabila

2 0 0 1 1 0
StAs=(0 -1 0 unde S=]1 0 1
0 0 -1 1 -1 —1
Deoarece
2 0 0
A=S|10 -1 0 |s!
0 0 -1
obtinem L
2 0 0 280 0
A =510 -1 o0 St=s5| 0 (-DF 0 St
0 0 -1 0 0 (=1
si
0 koo Lk 2k 0 0 et 0 0
e“‘::}j(t{) ::E:fTS 0 (-1 o0 S1=8| 0 et 0 |57
= F =0 M 0 0 (=1) 0 0 et

relatie care permite scrierea explicita a solutiei generale.

6.3.30 MATHEMATICA: Eigenvalues[A], Eigenvectors[A], Mgtr:lle(frm[MatrixExp [tAl]
In[1] :=MatrixForm[[{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] — Out[l]=| 1 0 1
1 1 0
In[2] :=Eigenvalues[{{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] > Out[2]={2,—1,—1}
In[3] :=Eigenvectors[{{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] + Out[3]={{1,1,1},{—1,0,1},{—1,1,0}}
In[4] :=MatrixForm[MatrixExp[t {{0, 1, 1}, {1, 0, 1}, {1, 1, 0}}]1]
%e‘t (2 + %) %e_t (—1+¢%) %e‘t (—1+¢%)
%e‘t (=1 +e3) %e‘t (—1+ %) %e‘t (2 +€%)



Capitolul 7

Polinoame ortogonale si functii
speciale asociate

7.1 Polinoame Legendre

7.1.1 Teorema (Metoda de ortogonalizare Gram-Schmidt). Daca {vi, ve, vs, ... }

este un sistem liniar independent (finit sau infinit) atunci {wq, wy, ws, ... }, unde

wy = U1
_ (v2,w1)
W2 =02 = Ty )
_ (v3,w1) (v3,w2)
W3 =3~ Twywn) T Twz,wa) 12
este un sistem ortogonal astfel incat spatiul vectorial generat de {vy, va, ..., vk} este
acelasi cu spatiul vectorial generat de {wy, wa, ..., wg}, oricare ar fik € {1,2,3,...}.

7.1.2 Definitie. Polinoamele Py, P, P> ... satisfacand conditia
P,(1)=1
obtinute ortogonalizand sirul 1, z, 22, ... in raport cu produsul scalar
o) = [ @) via) de

se numesc polinoame Legendre.

251



252 Complemente de Matematica

7.1.3 Exercitiu. Sa se arate ca P, este polinom de gradul n.

Rezolvare. Pentru orice n, spatiul vectorial generat de Py, Py, Ps, ..., P, este acelasi

cu spatiul vectorial generat de 1, x, 22, ... , ™. Acest lucru este posibil numai daca

P, este polinom de gradul n.

7.1.4 Exercitiu. Sa se determine polinoamele Legendre Py, P si Ps.

2

Rezolvare. Ortogonalizand 1, z, ° rezultd polinoamele

Qo(z) =
Qu(@) =2 — Gy Qola) =
Qo) = 22 — {2290 Qo () — {534 Qu(2) = 2? - §.

Obtinem polinoamele Py, Py, P, cautandu-le de forma P, = «, @, cu constantele a,

determinate astfel incat P,(1) = 1. Rezultd Py(z) = 1, Pi(z) = z si Py(z) = 32%—1.

7.1.5 MATHEMATICA: LegendreP[n, x]

In[1] :=LegendreP[0, x] +> Out[l]=1
In[2] :=LegendreP[1, x] +> Out[2]=x
In[3]:=LegendreP[2, x] > Out[3]=3(—1+3x3)
1o ‘ 10}
08 r
051 ‘
0.6

Y ‘\\\ /
/N AN 04

Ceesf LE/ U{ x{ E | \j-o

Figura 7.1: Functiile Py, Py, P», P5 si functia Pp.

7.1.6 Exercitiu. Si se scrie 22+2+1 ca o combinatie liniara de polinoame Legendre.

Indicatie. Se determina ag, aq, si ao astfel incat

224+ 1+4+1=a9P)+ a1 P + ayPy.
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7.1.7 Exercitiu. Sa se arate ca toate radacinile polinomului P,

sunt simple si apartin intervalului (—1,1).

Rezolvare. Polinomul P, de gradul n are cel mult n radacini. Fiind functie continua
P, isi poate schimba semnul doar in puncte z; care sunt radacini ale polinomului.
Presupunem ca punctele in care P, isi schimba semnul sunt x1, x2 , ... , T} si con-
sideram polinomul de grad k£ < n

1 daca k=0
Pr(@) = { (x —z1)(z — 29)...(x —x) dacd 0<k<n.

Deoarece functia P, (z) px(z) nu isi schimba semnul in intervalul (—1,1), rezulta ca
1
| Pala)pilayda £ 0.

Acest lucru este posibil numai daca k = n.

7.1.8 Teorema (Rodrigues). Polinomul Legendre P, verifica relatia

1 dn .
Pu(z) = —5n dx—”(x2 -1) (7.1)

oricare ar fin € N.

Demonstratie. Avem % [(x2—1)0}(0) =1 = Py(z). Fie n > 0 fixat si fie

P(z) = n!12" [(z% —1) ] . Deoarece P, este un polinom de gradul n rezultd

ca exista ag, aq,...a, € R astfel incat

Po=agBPy+a1 P+ +a,P,.

Avem
0P = o [ -7 = (e <o
o nlan J_4 nlan -1 ’
Dacan > 1, integrénd prin pér‘gi obtinem

(2, P) = i [ — 1" dz

1
1. [(x2_1)n](n—l)’ — e N2 = 1)z =0

si in general,
(zF, P,) =0 oricare ar i k€ {0,1,...,n —1}.
Din relatia precedenta rezulta

(Py, P,) =0 oricare ar i k€ {0,1,...,n —1}.
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Tinand seama de ortogonalitatea polinoamelor Legendre obtinem relatia

0= <Pk,Pn> = <Pk,040P0+041P1+”’+anPn> = O <Pk,Pk>

din care rezulta

ay =0, oricare ar fi k€ {0,1,...,n— 1}
si deci P, = a,,P,. Deoarece P,(1)=1si
- 1 noo . .
_ I — 1)) ny(n—j) _
Pu) = e | S Gl = D19 G-+ 1 =1
- r=1

rezulta ca o, = 1 gi deci ]5” =P,.
7.1.9 Relatia (7.1) poate fi utilizata ca definitie pentru polinoamele Legendre.
7.1.10 Exercitiu. Sa se determine Py, P; si P, folosind formula lui Rodrigues.

Rezolvare. Avem

0
Po(w) = grp oo (2 = 1)° = 1
1
Pi(z) = 15 %(mz —)'=12=2
2
Poy(z) = gir L2 - 1) =L (2* =222 + 1) = } (42® — da) = 327 —

7.1.11 Propozitie. Oricare ar fi n€N, ecuatia (ecuatia polinoamelor Legendre)
(1—22)y" — 22y +n(n+1)y =0

admite o solutie polinomiald dar nu admite solutii polinomiale liniar independente.

Demonstratie. Din teoria generala a ecuatiilor diferentiale stim ca spatiul solutiilor
ecuatiei considerate este un spatiu vectorial de dimensiune 2. Daca ecuatia ar admite
doua solutii polinomiale liniar independente atunci ele ar forma o bazid in spatiul
solutiilor si prin urmare toate solutiile ar fi polinomiale. Cautand solutii dezvoltabile

in serie de puteri
o0
y(z) = Z Cmx™
m=0

aratam ca ecuatia admite atat solutii polinomiale cat gi nepolinomiale. Deoarece in

domeniul de convergenta

o0 [e.e]
Y (x) = Z mepr™ L, y'(x) = Z m(m — 1)cpa™ >
m=1

m=2
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inlocuind in ecuatie obtinem relatia
[2ca +n(n+1)co] +[3-2cs+ (n —1)(n + 2)c1]z + - -

+[(m+2)(m+ 1)y + (n—m)(m+n+ Deylz™+--- =0

din care rezulta
(m+2)(m+ 1)cmaa + (n—m)(m+n+1)e, =0, oricare ar fi m € N.

Alegand ¢y = 1, ¢; = 0 obtinem solutia
1 -2 1
o) =1~ Mo | (02O D
iar alegand ¢y = 0, c¢; = 1 obtinem solutia

m—1)(n+2) 4 n=3)(n—1)n+2)(n+4) ;

yi(z) =x — 3l x° + =] x® =
Deoarece
— 1
i femsal o m =)t 1)

solutiile g si y1 sunt convergente pentru |z2| < 1, adici pentru |z| < 1. Daci n este
numar par atunci yg este solutie polinomiala (seria are un numar finit de coeficienti
nenuli) iar y; este solutie nepolinomialad. Daca n este numar impar atunci y; este
solutie polinomiala si yy nepolinomiala.
7.1.12 Propozitie. Solufia polinomiald a ecuaties

(1—2%)y" — 22y +n(n+1)y =0

care verifica conditia y(1) = 1 este polinomul Legendre P,,.

Demonstratie. Fie u(z) = (2 —1)". Avem

/
=2
u nT g
adica
(% — 1)/ = 2nz u.

Derivand relatia anterioara de (k + 1) ori folosind formula lui Leibniz

k+1 ) )
(fg)(k+1) — Z Cljc-l—l f(J)g(k+1—J)
§=0
obtinem
(22 — Du? 4 2(k + 1) z D) 42 (k+ Dk u® = 2nz WY L 2k + Dnazu®.

2
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1

—tow relatia obtinuta si inlocuind k cu n rezulta

Inmultind cu
(1 —22) (™))" = 22(u™) + n(n+ 1)u™ =0
adica

(1 —a2?)P! —2zP" 4+ n(n+1)P, = 0.

7.1.13 Exercitiu. Sa se determine P, folosind propozitia anterioara.

Indicatie. Polinomul P, de forma Py(z) = ax? + Bx + 1, este solutia ecuatiei
(1—2%)y" — 22y 4+ 6y =0

care verifica conditia y(1) = 1.

7.1.14 Se stie ca pentru n€{0,1,2,3,...} are loc relatia

(1+x)"= kz—:o Ck 2k unde Cck = —"("_1)“,;?1_16“).

7.1.15 Propozitie (Seria binomiala).

Dezvoltand in serie Taylor in jurul lui O functia
Fi-LD) — R f2) = (L a)® = e 0
obtinem pentru orice numar real a gi orice x € (—1,1) relatia

a(a—1)$2_|_a(a—l)(a_2)$3+...

o'
[C N
(1+2) —1++1!:17+ 9 3l

Demonstratie. Deoarece
M) =[1+2)%" =a@=1)...(a —n+1) (1 +z)*™
seria Taylor corespunzatoare lui f

oy L0, IO

TR TR

este seria de puteri

-1 —1)(a—2
1+aaz+7a(a2' )x2+a(a 3)'(a )a:3+---

cu raza de convergenta
. Ja—n+1]
im —— =

n—00 n

R= 1.
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7.1.16 Teorema (Functia generatoare).

Pentru x € (—1,1) sit intr-o vecinatate suﬁcz’ent de mica a lut 0 avem

vV VI-2at+12 +t2 nzjo
Demonstratie. Fie x € (—1,1) si 7, un drum inchis care se rotegte o data in jurul

lui z in sens direct (a se vedea Figura 7.2).

Figura 7.2: Drumul ~,.

Utilizand formula lui Cauchy obtinem
Yonzo Pa(@) 8" = Y0l igml(z® — 1)")™

n
_Zn 0n'2” 27r1fx (z— :(:"JFIdZ

:ﬁ n=0 5 {(;(i—_?)}"#dz,

2
Pentru t intr-o vecinatate a lui 0 (2(Z m))t < 1 avem
1 1 (2=t 1"
Z;L.OZO Pn(x) th = 2mi Jye z—x ZOZO [2(z—x)} dz
_ 1 1 1
= 271 Jye z—x 1_ G2t dz
2(z—x)

1 dz

i Jye —t2242z4t—2x
Punctele singulare ale functiei f de sub integrala

1—+1— 2zt + 2 . 141 —2xt+t2

z = g 2=

t
verifica relatiile lim;,0 21 =  si limy_, |22| = co. Pentru ¢ intr-o vecinatate destul

de mica a lui 0 din teorema reziduurilor rezulta
> o Pa(z)t" = L 2niRez., f = 2lim._,., (z — 1) f(2)

_ : 1 _ —2 _ 1
= 2lim, ., (Z - Zl) —t(z—21)(z—22) ~ tlz1—22) = 1—2xt+t2’
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7.1.17 Exercitiu. Sa se determine Py, P; si P, folosind functia generatoare.

Rezolvare. Utilizand dezvoltarea in serie

a(a 1) ala—1)(a—2)

g? 4 aglazl g8 4.

1+z)*=14+Fz+
adevarata pentru |z| < 1, obtinem relatia
S = [+ (22t + 1))z
=1+ _1,% (— 2$t+t2)+$(—2$t+t2)2+---
—1—|—:17t—|—( T —%)t2+---

din care, prin identificare, rezulta Py(z)=1, Pi(z) ==z si Pa(z)=32%—3.
7.1.18 Exercitiu. Sa se arate ca
Po(=z) = (=1)" Pa(2)
Rezolvare. Relatia rezulta din
oo
£ Puo) ' = b = e = 2 Pal ) (<O

7.1.19 Teorema. Polinoamele Legendre verifica relafia de recurentd
(n+1)Pyi(x) — 2n+ 1)zP,(x) + nPy—1(z) =0 (7.2)

oricare ar fin > 1.

Demonstratie. Derivand in raport cut rela@ia

vV V1-—2xt +12 +t2 ,;]
obtinem relatia
—(t—x) k-1
kPy(x)t
(1 — 22t + t2)v/1 — 2at + £2 ];) b(@

care se mai poate scrie

(x—t ZPk 1—2xt+t2ZkP ) thL
k=0
Identificand coeficientii lu1 t"™ din cei doi membri a ultimei identitati obtinem relatia

de recurenta din enuntul teoremei.
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7.1.20 Exercitiu. Sa se determine P» stiind ca Py(z)=1 i Pi(z)=x .

Rezolvare. In cazul n=1 relatia de recurenta devine

2 Py(x) — 3z Py(x) + Py(z) = 0.

7.1.21 Teorema (Norma polinoamelor Legendre). Avem
2

<Pn7Pn’> i — 57m"
2n+1

Demonstratie. Integrand de n ori prin parti obtinem

|1Pal? = (P, Pu) = 1 Pa(@) bm (22 — 1)) ™ da

n!2n

= CU% L P (@) (a2 — 1) da,

n!2n

Deoarece

P(n)( ) — '1 [(l’2 _ 1)n](2n) _ (2'71)'

" 12n nlan
avem

2__(—1V/@nyt/1 2y, (CD)"(2n)!
1Enl” = n!2n nl2n _1(ac 1)d (nl2n)z "

unde

1
Jﬁ:/‘u2—n%$

-1
Utilizand relatia de recurenta (obtinuta integrand prin parti)
L= ' (@® = D)de = 1 (22 = 1) (2% = 1)" Vda
= % f—11 - [(532 —1)"de — I,y = %In — I,

care conduce la

P RPNl
" ap 1! (2n +1)!
obtinem

(nl2m)2 ™" (nl2n)2 (=1) Cn+1)!  2n+1

7.1.22 Se poate arata ca girul de polinoame

2n+1
neN

este o baza ortonormata in spatiul Hilbert L?(—1,1).
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7.1.23 MATHEMATICA: Polinoame obtinute prin ortonormalizare
In[1] :=Orthogonalize[{1, x, x"2, x"3}, Integrate[#1 #2, {x, -1, 1}] &]

— Out[l]= { \/_X 5 % ——+X2)}

7.1.24 Teorema.
Orice f € L?>(—1,1) admite dezvoltarea in serie de polinoame Legendre

= i an Py () (7.3)
. .. n=0
cu coeficientii
Qp = 2n2_+1 f_ll f(x) Pn(x) dx. (74)

Demonstratie. Din dezvoltarea in serie (7.3) rezulta relatia
Pk:7 Zan Pk:7 —Oék||Pk||2

care conduce la

oy, = B (P, f) = 25 [L) f(x) Pi(x) de.

7.1.25 Exercitiu. Sa se dezvolte in serie de polinoame Legendre functia
f-L] — R, f(z) =z].
Raspuns (a se vedea [16], pag. 283).

2| = 5 Po(z) — Z 2277((?1)2)(,&7{;1) Py ().

7.1.26 Exercitiu. Sa se dezvolte in serie de polinoame Legendre functia
f:[-1,1] —R, flx)=vV1—uz.
Raspuns (a se vedea [16], pag. 283).
VI—7 =22 PRy(z) - 2\/521 arim Palo).

7.1.27 Teorema (Formula Christoffel-Darboux).

zn:(2/<;+1) Py(z) Py(y) = n%r; [Pry1(x) Pu(y) — Pu(x) Pag1(y))-

x
k=0
Demonstratie. Inmultind relatia de recurenta (7.2) cu Pg(y) obtinem

(k+1)Pyy1(z) Pe(y) — (2n + 1)z Py(z) Py(y) + kPy—1(z) Py(y) = 0.

Permutand x cu y rezulta
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(k+1)Pyy1(y) Pe(z) — (2k + D)y Pi(y) Pi(x) + kPy—1(y) Pe(z) = 0.
Din diferenta ultimelor doud relatii scrisa sub forma
(k+1) [Prs1(2) Pr(y) — Prra(y) Pe(@)] = k [Pe(x) Poo1(y) — Pe(y) Pr—1(2)]

s = (2k+1)(z—y) Pk () Py (y)

(z—y) ké(zk-ﬂ) Pi(z) Pe(y) = (n+1) [Pags (2) Pa(y) — Pos1(y) Pa(2)]
—[Pi(z) Po(y) — Pi(y) Po(x)].

Deoarece Py(x) =1 si P(z) = x, ultima relatie se poate scrie sub forma
n

(x —y) D (2k+1) Py(x) Pi(y) = (n+1) [Pos1(x) Pu(y) — Pas1(y) Pa()].
k=0

7.2 Functii Legendre asociate

7.2.1 Definitie. Functiile

Pri(-11) — R PMa)=(1-2%)5 P (x)

unde [€Ngime{0,1,...,1} sunt numite functii Legendre asociate.

7.2.2 Exercitiu. Si se determine P{, PP, P}, PY, Pj si P%.

Rezolvare. Deoarece Py(z) =1, Pi(z) =z §i Py(2) = 32 — § avem
P@) = 1 P@) = Pi(x) = 32— §
Pl(z) = V1 — 22 Pi(z) = 3zv1 — 22
Py (z) = 3(1 - 2?)

7.2.3 MATHEMATICA: LegendreP[1,m x]

In[1] :=LegendreP[0,0,x] +> Out[l]=1

In[2] :=LegendreP[1,0,x] +> Out[2]=x

In[3] :=LegendreP[1,1,x] +> Out[3]=—v1—x2
In[4] :=LegendreP[2,0,x] + Out[4]=1(—1+3x?)
In[5] :=LegendreP[2,1,x] + Out[5]=—3xv1—x2
In[6] :=LegendreP[2,0,x] +> Out[6]=—3(—1+x2)
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7.2.4 Teorema FEcuatia (numita ecuatia functiilor Legendre asociate)
2

admite in cazul A=1(14+1) cule{m, m+1, ...} ca solutie functia P".

(1—a22)y" —2zy + |\ —

Demonstratie. Functia
y(x) = (1 - 2°)7 2(x)
verifica ecuatia (7.5) daca si numai daca z este solutie a ecuatiei
(1 — 232" —2(m + Va2’ + [I(1 +1) — m(m + 1))z = 0.
Polinomul Legendre P, verifica ecuatia
(1 —2?)P —22P/ +1(1+1)P, = 0.
Derivand aceasta relatie de m ori obtinem relatia

(1—a®)(P™)" = 20m + Da(P™) + {11 + 1) — m(m + D)™ = 0.

7.2.5 Utilizand formula lui Rodrigues obtinem relatia
P'z) = (1= )5 P (@) = g (1 - 2)

care are sens gi pentru m € {—l, =l +1, ..., —1}.

m
2

[(x2 N 1)l](l+m)

Mai mult, se poate arata ca P/™ verifica ecuatia
2
m
A— =0
1-— :172] Y

oricarear il e Ngime {-Il, =l +1,...,1—1,1}.

(1—2?)y" — 22y +

7.2.6 Teorema (Norma functiilor Legendre asociate). Avem

2 (I+m)! _ 2 (I4+m)!
P =\ PP = — —F
17| 21+1 (I—m)! v B ER) 20+1 (I—m)!

oricare ar fim € N gi [,I' € {m, m+1, m+2, ...}.

-

Demonstratie. Derivand de m ori ecuatia

(1 —a?) P'(x) — 2 P/ (x) + (I + 1) R(x) = 0
verificata de polinomul Legendre P, obtinem relatia
(1—22) " (@) = 2ma P (@) = m(m — 1) B™ ()

—25 P (@) — 2m ™ () + 10+ 1) P™ (@) = 0
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care dupa inmultirea cu (1 — 22)™ se poate scrie sub forma
(1= 2™ P (@) = (11 + 1) —m(m + 1)] (1 — 2%)™ P"().
Pentru m > 0, utilizand integrarea prin parti si relatia precedenta obtinem

(P, Py = 1 (1= 22)m P () PY™ (w) dae

= (1=2)" ™ (@) PO L = [ (=) B () B (2) da

= (L=m+ ) +m) [0 =)yt B (@) B (@) do

= (I —m+ 1) +m) (P P

=l =m+ 1) —m+2)(+m— 1)1 +m)(P" %P2 =
=(—m+ 1) —m+2)...(I+m)(P, PP = 525 G2 our.

7.2.7 Se poate arata ca oricare ar fi m € N sistemul

2n+1({l-m)! .,
2 (I+m) b
’ le{mm+1,..}

este o baza ortonormata in spatiul Hilbert L?(—1,1). Utilizand schimbarea

de variabild x = cos 6 rezulta imediat ca sistemul de functii

{\/2712—#1 (l_m)ile(COSH)

(I +m)! }le{m,m+1,...}

este un sistem ortonormat in raport cu produsul scalar

(f.g) = /OW F£(6) g(6) sin 0 d6.

7.3 Polinoame Laguerre

7.3.1 Exercitiu. Sa se arate ca integrala improprie

o0
/ ettt
0

este convergenta oricare ar fi x € (0, 00).

Rezolvare. Fie x>0 si n €N astfel Incat n>x. Deoarece
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et t*=1  pentru orice te€(0,1]
tn,”—iﬂ pentru orice t€[l,00)

si integralele

1 1 0 dt
/ tm—l dt S / e
0 T 1 tn—x—l—l

sunt convergente rezulta ca integrala

[e'e) 1 [’
/ e_ttx_ldt:/ e_ttx_ldt—l—/ e ter Lt
0 0 1

este convergenta oricare ar fi x € (0, 00).

7.3.2 Se poate arata ca functia
[o¢]
I':(0,00) — R, I'(x) :/ e ttT L dt
0

definita cu ajutorul unei integrale cu parametru, este o functie continua.

7.3.3 Teorema. Avem
Iz+1)=2T(z) oricare ar fi x€(0,00)
I(n+1)=n! oricare ar fi ne{0,1,2,...}.

Demonstratie. Integrand prin parti obtinem

D(z+1)=[gTe " dt=—[(e ") t"dt=—e~ " t*| " +a [y (e !) t* L dt=a T (z).

Avem
I(l)=[Fetdt=1 si T(n+l)=nl(n)=n(n—1)I'n-1)=...=n!
7.3.4 Se poate arata ca
77 .
Iz) '(1-z) = Sn(r7) oricare ar fi z€(0,1).

7.3.5 Pentru orice n € N avem
T
I(a) = (x+n) .
z(z+1)...(z+n—1)

7.3.6 Definitie. Functia T':R—{0,—-1,-2,...} —R,
JoleTtt*"tdt  dacd x>0
I'(z) =

o Dz .
% daca x>-—n pentru neN

se numeste functia gamma a lui Euler.
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Figura 7.3: Functia I' a lui Euler.

7.3.7 Definitie. Polinoamele LS, Ly, L} ... cu A\>—1 satisfacand conditiile

D(n+A+1
L3,11(0) =0,  L13,(0) = Sy
obtinute ortogonalizand sirul 1, z, 22, ... in raport cu produsul scalar

(p,¢) = /OOO o(z) () 2 e dx

se numesc polinoame Laguerre. Se utilizeaza notatia L, = L2.
7.3.8 Exercitiu. Si se arate ca L) este polinom de gradul n.

7.3.9 Exercitiu. Sa se determine polinoamele Laguerre Lé‘, L{‘, L%‘.

Raspuns. Utilizand metoda de la pag. 252-4 se obtin polinoamele

1 A+2)(A+1
Ly(z)=1, L (z)=—z+A+1, Lé\(x)zgxz—(/\-l-?):m-%'

7.3.10 MATHEMATICA: LaguerreL[n, a, x]

In[1] :=LaguerreL[0, a, x] +> Out[l]=1
In[2] :=LaguerreL[1, a, x] +> Out[2]=14a—x
In[3]:=LaguerreL[2, a, x] > Out[3]=5(2+3a+a? —4x—2ax-+x?)

7.3.11 Exercitiu. Si se arate ci toate ridacinile polinomului L;)

sunt simple si apartin intervalului (0, 0o).

Rezolvare. A se vedea pag. 253-7.
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//' 10+
10 /
/

—10f

-151

Figura 7.4: Functiile Lo, Ly, Lo, L3 si functia Lqg.

7.3.12 Teoremi (Rodrigues). Polinomul Laguerre L verificd relatia
L)(z) = % N e® jx—nn (xM'” e_m) (7.6)
oricare ar fin € N.
Demonstratie. Este similara cu demonstratia prezentata la pag. 253-8.
7.3.13 Relatia (7.6) poate fi utilizata ca definitie pentru polinoamele Laguerre.

7.3.14 Exercitiu. Si se determine Ly, L3 si L} folosind formula lui Rodrigues.

7.3.15 Propozitie. Oricare ar fi n€N, ecuatia (ecuatia polinoamelor Laguerre)
vy + (AN +1—2)y +ny=0
admite o solutie polinomiald dar nu admite solutii polinomiale liniar independente.

Demonstratie. Este este similara cu demonstratia prezentata la pag. 254-11.

7.3.16 Propozitie. Solufia polinomiald a ecuaties
2y + A+1—2)y +ny=0

care verifica conditia

0 pentru n =2m+ 1
y(O) = r A
% pentru n = 2m

este polinomul Laguerre L.

Demonstratie. Este este similara cu demonstratia prezentata la pag. 255-12.
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7.3.17 Oricare ar fi n€N avem
z(LN)' + A+ 1 —z) (L)) 4+ nL) = 0.
7.3.18 Teorema (Functia generatoare).

Pentru x € (0,00) si t€(—1,1) avem

1 —11—7: - A n
me -t = ZLn(ﬂj‘)t
n=0

Demonstratie. Este este similara cu demonstratia prezentata la pag. 257-16.

7.3.19 Teorema. Polinoamele Laguerre verifica relafia de recurentd

(n+1) Ly (2) + (= A=2n—1)Ly(2) + (n+A) Ly (2) = 0

oricare ar fin > 1.
Demonstratie. Este este similara cu demonstratia prezentata la pag. 258-19.

7.3.20 Teorema (Norma polinoamelor Laguerre). Avem

r A+1
(LA L) = % 5.
Demonstratie. Inmuh;ind dezvoltarile in serie
. et X m
We = Z Ly(z)t"  si We =t = EOL)‘m(m)t

obtinem relatia

_ 2zt [e.°] [e.°]
Mﬁe = Y Y Lp(x) Ly, (x) e+

n=0m=0

din care rezulta

[e.e]
Z Et"*me)‘ YL (x) 2t e dx :W [e =izt e ™ dx
n=0m=0 0
o0 14+t
1 -1 A
= —n [e Tt dr
(1 t)2 +2 0
Utilizand substitutia v = 1+ta: obtinem

2_:0||L1)’\L||2t2n = W fe “ut du = D(A+1)(1 — %)~ 1

= T(A+1) 32 0( A1) (A= 2)---(_)‘_”)(_t2)n

n!

= T(OA1) 350, QD02 0ckm) y2n

n=0 n!

_ Zoo F(n—l—)\—l—l) t2n.

267



268 Complemente de Matematica

7.3.21 Teorema.
Daca functia f:(0,00) — R este dezvoltabild in serie de polinoame Laguerre

fl@) =3 CuLy(x) (7.7)
n=0

atunci

Cn = rotsyry J f(@) Ly(z) 2t e da (7.8)

o—3

Demonstratie. Este este similara cu demonstratia prezentata la pag. 260-24.
7.3.22 Exercitiu. Sa se arate ca
_x 1 &1,
n=0
Rezolvare. A se vedea [16], pag. 251.

7.3.23 Teorema (Formula Christoffel-Darboux).
Zn k! ) 7 (n+ 1! La@) Ly (v) = Lo (@) La(y)
Li(z) Ly (y) = :
i T(k+A+1) F(E+A+1) r—y

Demonstratie. Este este similara cu demonstratia prezentata la pag. 260-27.

7.4 Polinoame Hermite

7.4.1 Definitie. Polinoamele Hy, Hy, Hs ... satisfacand conditiile

2n)!
Han+1(0) =0, Ha,(0) = (—=1)" (n—')
obtinute ortogonalizand sirul 1, z, 22, ... in raport cu produsul scalar

(o, ) = /_o:o o(x) P(x) e do

se numesc polinoame Hermite.
7.4.2 Exercitiu. Sa se arate cad H,, este polinom de gradul n.
7.4.3 Exercitiu. Sa se determine polinoamele Hermite Hy, Hy, Ho.

Raspuns. Utilizand metoda de la pag. 252-4 se obtin polinoamele

Hy(z)=1, Hy(z)=2z, Hy(z)=42° — 2.
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7.4.4 MATHEMATICA: HermiteH[n, x]

In[1] :=HermiteH[0, x] +> Out[l]=1
In[2] :=HermiteH[1, x] +> Out[2]=2x
In[3] :=HermiteH[2, x] +> Out[3]=—2+4x>

[/ \ 200000 | "
100 s‘j ’ ’ \ /
|/ ' \ 150000 F
— . :2 \ /\ /\ / ‘2
\\ oo v//

Figura 7.5: Functiile Hy, H1, Ho, Hs si functia Hyg.

7.4.5 Exercitiu. Sa se arate ca toate radacinile polinomului H,, sunt simple.

Rezolvare. A se vedea pag. 253-7.

7.4.6 Teorema (Rodrigues). Polinomul Hermite Hy, verifica relatia

n x? d" —z2
Hy() = (~1)"e" — () (7.9)
oricare ar fin € N.

Demonstratie. Este este similara cu demonstratia prezentata la pag. 253-8.
7.4.7 Relatia (7.9) poate fi utilizata ca definitie pentru polinoamele Hermite.
7.4.8 Exercitiu. Sa se determine Hy, Hy si Hs folosind formula lui Rodrigues.

7.4.9 Propozitie. Oricare ar fi n€N, ecuatia (ecuatia polinoamelor Hermite)
y" — 2xy' + 2ny =0
admite o solutie polinomiald dar nu admite solutii polinomiale liniar independente.

Demonstratie. Este este similara cu demonstratia prezentata la pag. 254-11.
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7.4.10 Propozitie. Solutia polinomiald a ecuatiei
y" — 2x2y' + 2ny =0

care verifica conditia

0 pentru n=2m+1
y(0) = !
i pentru n=2m
este polinomul Hermite H,,.

Demonstratie. Este este similara cu demonstratia prezentata la pag. 255-12.

7.4.11 Ecuatia diferentiala verificata de polinomul P,
H]) —2zH, +2nH, = 0.

se poate scrie sub forma

Din

rezulta relatiile

(- +20 L) LH, =20 1)L H,
(~i+o0 ) (~+20) Hy =2+ 1) (—+20) H,

care arata ca :
%Hn coincide cu H,_1 pana la o constanta multiplicativa

(—%—Mx) H,, coincide cu H,41 pana la o constanta multiplicativa.

7.4.12 Teorema (Functia generatoare). Avem

5 o0
2ttt = 37

n=0

Demonstratie. Este este similara cu demonstratia prezentata la pag. 257-16.

n!

. (7.10)

7.4.13 Exercitiu. Sa se determine Hy, H si Hs folosind functia generatoare.



Polinoame ortogonale i functii speciale asociate 271

7.4.14 Exercitiu. Sa se arate ca
H,(—z) = (—1)" Hy(z).

Rezolvare. Relatia rezulta din

§ H:L(!:r:) i g2te—t2 _ 2(—t)(~z)—(~1)? _yo H7L1(1!—x) (—t)".
n=0

7.4.15 Teorema. Polinoamele Hermite verifica relatia de recurentd

Hyt1(x) —2zHy,(z) +2nHy,—1(z) =0

oricare ar fin > 1.
Demonstratie. Este este similara cu demonstratia prezentata la pag. 258-19.

7.4.16 Teorema. Polinoamele Hermite verifica relatiile

dx dx

Demonstratie. Derivand (7.10) in raport cu x obtinem relatia

S ’
22—t — ) Ho(@) yn,
n—=

care se mai poate scrie

o0 0 ’
23 Myt = 5 el
n—=

|
Identificand coeficientii se rezulta prima relatie din teoremé. Inlocuind in relatia de

recurenta se obtine a doua relatie din enunt,.
7.4.17 Teorema (Norma polinoamelor Hermite). Avem
(Hy, Hy) = 2" n! /T G-
Demonstratie. Este este similara cu demonstratia prezentata la pag. 267-20.

7.4.18 Teorema.

Daca functia f:R—R este dezvoltabild in serie de polinoame Hermite

flx)=>_ Cy Hp(x) (7.11)
atunci ":OOO
Co = grige | J(@) Hy(w)e™ do. (7.12)

Demonstratie. Este este similara cu demonstratia prezentata la pag. 260-24.
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7.4.19 Exercitiu. Sa se arate ca
_1)7L71

@ ol =Js+ F & wiuttme Hanlo)

. e L
b) sintx =e” 4 nz—:(] @neniaz T Hapi1 ().

Rezolvare. A se vedea [16], pag. 242-243.

7.4.20 Teorema (Formula Christoffel-Darboux).

| H, . 1(z) H,(y) — H,(z) H,,
S gy Hale) Hily) = sty P e ),

Demonstratie. Este este similara cu demonstratia prezentata la pag. 260-27.

7.4.21 Polinoamele

H (@) = (—1)" % dd; <e—§> (7.13)

direct legate de polinoamele Hermite
H,(z) = V21 H:(2V/2)
verifica relatiile
o0 Hi(x) HE () e_g dz = n! /27 Spm,
(H}) —x(H:) +nH:=0
e2t:c—§ _ § %(!I)tn
n=0

Hy o y(z) —xHpy(x) +nHy_4(z) =0

d * *
%Hn = an—l

(—%4‘95) Hp =H; .

7.5 Polinoame de tip hipergeometric

7.5.1 Polinoamele Legendre, Laguerre si Hermite prezentate in sectiunile anterioare
reprezintd cele mai simple functii speciale. Definitiile si rezultatele prezentate
admit importante generalizari. Ele sunt cazuri particulare pentru cele referi-

toare la polinoamelede de tip hipergeometric si functiile speciale asociate lor.
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7.5.2 Ecuatiile de forma (numite ecuatii de tip hipergeometric)
a(s)y"(s) +7(s)y'(s) + Ay(s) =0 (7.14)
unde o(s) # 0 este un polinom de grad cel mult 2 gi 7(s) un polinom de grad cel

mult 1, joacd un rol important In mecanica cuantica si fizica matematici. Functiile

care verifica astfel de ecuatii sunt numite functii de tip hypergeometric [19].

7.5.3 Propozitie.

Derivatele functiilor de tip hipergeometric sunt functii de tip hipergeometric.

Demonstratie. Derivand ecuatia (7.14) obtinem relatia
a(s) ()" (s) + 0'(s) () (s) + 7(5) () (s) + 7'(5) ¥/ (5) + A/ (s) = 0
adica functia v1(s) = y/(s) verifica ecuatia de tip hipergeometric
a(s)v](s) + 7i(s)vi(s) + prvi(s) =0 (7.15)
unde
T1(8) = 7(s) + o’ (5) s w1 =X+ 1'(s).
Derivand de n ori ecuatia (7.14) obtinem relatia
a(s) (y™)"(s) + na'(s) (y™)'(s) + gn(n — 1) (s) y™ (s)
+7(s) (y™) () + 7' (5) y ™ (5) +7(s5) (¥™)' (5) + Ay (s) = 0

adicd functia v, (s) = y(™(s) verifici ecuatia de tip hipergeometric

0(s) Un(s) + Ta(8) V() + pin vn(s) = 0 (7.16)
unde
Tn(s) = 7(5) +no'(s) si P = X +n7 + %n(n —1)o". (7.17)

7.5.4 Lema. Dacd uy — 71 + 0" # 0 atunci orice solufie vy a ecuatiei
o(s)vi(s) + 1i(s)vi(s) + prvi(s) =0
este derivata unei solutii y a ecuaties
a(s)y"(s) +7(s)y'(s) + Ay(s) =0
cu
7(s)=71(5)—0'(s) s A=p1—7 =p—71{+0".

Demonstratie. Fie vy o solutie a ecuatiei (7.15). Functia y care verifica conditiile

a(s)y"(s) +7(s)y'(s) +Ay(s) =0 si  wi(s) =y'(s)
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este
()= 31005 () 7(s) 1 ()] =~ [o(5) v (5) 73 (5) 02 ()~ () 0 9]
Prin calcul direct se obtine ca y astfel definitd indeplineste conditiile cerute.
7.5.5 Din relatiile
Tm(s) = 7(5) +ma’'(s) si P = X +mT + %m(m —1)o”
rezulta ca
= pn = (0= K)rt, = 5 (0= K = e+ 1)o”
oricare ar fi k € {0,1,2,....,n — 1}.

7.5.6 Teorema. Daca iy, $i T, sunt astfel incat
i 7 0, oricare ar f k€{0,1,2,....n — 1} (7.18)
atunci orice solutie v, a ecuatiei
a(s) v (s) + Tn(s) V), (8) + pn vn(s) =0 (7.19)
este derivata de ordin n a unet solutii y a ecuatiet
a(s)y"(s) +7(s)y'(s) + Ay(s) =0

cu
1
7(8)=Tn(s)—no'(s) s A=pp—nt— En(n —1p”.
Demonstratie. Ipoteza permite aplicarea succesiva de n ori a lemei precedente.
7.5.7 In cazul u, = 0 ecuatia (7.19) admite solutia v, = const si conditia (7.18)
devine
1
m+=(n—k+1)c" #0, oricare ar i k€ {0,1,2,...,n — 1}.

2
In acest caz, v,, = const este derivata de ordin n a unei solutii y a ecuatiei

a(s)y"(s) +7(s)y/(s) + Any(s) =0

unde "

An = —771(71 —1)—n7
adica acesta ecuatie admite ca solutie un polinom ®,, de gradul n

a(s) @l (s) + 7(s) ®(s) + A Pr(s) =0 (7.20)



Polinoame ortogonale i functii speciale asociate 275

7.5.8 Ecuatia (7.14), adica ecuatia
o)y +7(s)y + Ay=0 (7.21)
se poate scrie sub forma auto-adjuncta
[ooy') + Aoy =0

alegand o functie g astfel incat (op) = 7o, adica astfel Incat
o’ T
¢
o

g g

Din ultima relatie rezulta ca

°*7(t)
1 = A
n(op) / 0 dt
unde [* —;8 dt este o primitiva functiei —;(tg, i prin urmare putem alege

4~

1 s ()
o(s) = — ol 7@, (7.22)

7.5.9 Propozitie. Ecuatia
a(s) vl + 7 (s) v, + pp v, =0
se poate scrie sub forma auto-adjuncta
[00nvp] + pn 0nvn = 0

alegand
on(s) = 0" (s) o(s).

Demonstratie. Deoarece 1,(s)=7(s)+no’(s), din (cp) =70 si (00n) =Tnon rezultd
(00n)" _ (00)

= — +no !
On
adica relatia
/ / /
On 0 o

care arata ca putem alege o0,(s) = 0" (s) o(s).

7.5.10 Teorema (Rodrigues). Polinomul ®,, de gradul n care verificd ecuatia

a(s) @ (s) + 7(5) @, (s) + Ay Pp(s) =0
este (pand la o constanta multiplicativa)

Buls) = = Zl0"(9) (o).
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Demonstratie. Relatiile pg11(s) = o(s) ox(s) si vk(s) = q)slk)(s) ne permit sa scriem

egalitatea [oorvL] + p ok vy = 0 sub forma unei relatii de recurenta
1
0k Uk = ——(0k+1 Vkt1)
223

care aplicata succesiv conduce la
1 — ...
m ( ) 02v2)" =

= (-%)
(ulo)( ) (unl,l)(@nvn)m).

"(s) o(s) se obtine pentru ®,, relatia din enunt.

0Py = — (01 v1)

Deoarece vy, (s) = const si 0,(s) =
7.5.11 Ecuatia (7.14) se considera in mod uzual pe un interval (a, b), ales astfel incat

o(s)>0 oricare ar i s€(a,b)
0(s)>0 oricare ar i  s€(a,b) (7.23)
limg_q 0(s)o(s) =lims_p o(s)o(s)=0.

Daca se utilizeza in ecuatia (7.14) o schimbare de variabild t =cs+d cu ¢#0 si se
noteaza cu z(t) noua functie necunoscuta aleasa astfel incat y(s) = z(cs+d) atunci

pentru z se obtine ecuatia de tip hipergeometric

c%;(%t — g) 2(t) + CT(% t— g) 2'(t) + Xz(t) = 0.

O schimbare de variabild s — cs+d permite reducerea cazului in care o este polinom
de gradul zero la o(s)=1. Similar, cazurile in care o este polinom de gradul intéai pot
fi reduse la o(s)=s. Cazurile in care o este polinom de gradul al doilea pot fi reduse
la 0(s) =s%+1 (dacs o nu are radacini reale), o(s) =s? (dacs o are o singura radacin
reald), o(s)=1—s% (daci o are dous riadicini reale si este pozitiva intre radacini),
o(s)=s52—1 (dacd o are doua radicini reale si este negativa intre radacini). Pastram
pentru 7 forma generala 7(s) = a s+ dar impunem coeficientilor «, 3 restrictiile
necesare pentru ca intervalul (a,b) verificand conditiile (7.23) sa existe (a se vedea
tabelul 7.1).

7.5.12 Aplicatia N — R : £+ )y este strict crescatoare pe multimea
{leN | <A}

unde
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a(s) | 7(s) o(s) (a,b) o, B
1 as+03 s”/2+Ps (—00,0) a<0
s as+f sB—leos (0, 00) a<0, >0
1—s2 as+f (1+8)_(°‘_ )/2=1 (1 —5)~(etB)/2-1 (—1,1) a<fB<—a
s2—1 as+f (s41)(@=B)/2=1 (5 _1)(etB)/2-1 (1,00) —f<a<0
52 as+f §¥2g=B/s (0, 00) a<0, >0
s°+1 as+f (14-52)/2~1gfarctanss (—00, 00 a<0

Tabelul 7.1: Principalele sase cazuri

pentru o(s)=1, s, 1—s>

A 00
B 1_70‘ pentru o(s)=s2—1, 52, s2+1

si impunand restrictiile prezentate in tabelul 7.1 obtinem

{veR

lim,_,q0(s)o(s) s7=0 }:{ [0,00)

limg_,p 0(s)o(s) s7=0

pentru o(s)=1, s, 1—s>

[0,—a) pentru o(s)=s2—1, s?, s2+1.

7.5.13 Teorema. Sistemul de polinoame { @, | 0<{ <A} este ortogonal, adicd

/b Dy(s) Pr(s)o(s)ds =0 pentru (#k.

Demonstratie. Dacd 0</¢, k<A si £ # k atunci din ecuatiile
[0(s)o(s)®4]" + Aeo(s)Pr =0
obtinem relatia

(Ao = M) ®e(s)Pr(s)o(s) = %{0(8)9(8)[@(8)%(8) -

din care rezulta

(A= Ak) fy @o(5)Di(s

[o(5)o(s) @] + Awo(s) Py =0

1 (5)(s)]}

— lim o(s)o(s)[Pe(5) D1 (5) — Pr(5)Pf(s5)] = 0

s—a

7.5.14 Teorema. Pand la o constanta multiplicativa, avem
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Hy (\/%s — \/%) daca o
Lf_l(—as) dacd o

pL(etB)/21, (—atp)/2-1) oy dacd o

plla=pF)/2-1, (a+B)/2-1) (—s)

. daca o

(%)ZL%_O‘_% (ﬁ) daci  o(s)=s>

s

ing((oH'iﬁ)/z_l’ (a_iﬁ)/2_1)(is) daci  o(s)=s>+1

Demonstratie. In cazul o(s) = s2, polinomul ®,(s) verificd ecuatia
s%y" + (as + B)y + [—(f — 1) — al]y = 0.
Daca notdm t = /s atunci polinomul u(t) = t‘®,(8/t) verifici ecuatia
tu + (—a+2—-20—t)u' +lu=0
adica ecuatia a carei solutie polinomiala este L%_O‘_% (s), pana la o constanta

multiplicativa. In celelalte cazuri, relatia se demonstreaza similar.

7.5.15 Polinoamele ortogonale de tip hipergeometric ®;, se pot exprima cu aju-
torul polinoamelor ortogonale clasice, dar relatia nu are in toate cazurile o forma
simpla. In unele cazuri este nevoie ca polinoamele ortogonale clasice sa fie conside-
rate In afara intervalului pe care ele sunt ortogonale sau pentru valori complexe ale
parametrilor sau variabilei.

7.5.16 Teorema. Dacd 0<{<A atunci ®; este un polinom de grad £ i

/ab |®y(s)|%0(s)ds < oo

Demonstratie. Fiecare ®; este un polinom de grad cel mult £si {®y | 0 < £ < A}
este sistem liniar independent. Acest lucru este posibil numai daca ®, este
polinom de grad £ oricare ar fi £ < A. In cazurile o(s) = 5% — 1, o(s) = s% si
o(s) = s2+ 1 avem £ < (1 — a)/2, adici , 2¢ — 1 < —a. De aceea, existd ¢ > 0
astfel Incat 1 +e+20 —2=2( — 14 ¢ < —« &l prin urmare
14 2

i 5 (5)s) = lim A o(s)os) =0,

Convergenta integralei (16) rezultd din convergenta integralei [ sT14ds.
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7.6 Functii speciale asociate

7.6.1 Polinoamele Legendre sunt polinoame de tip hipergeometric.
Functiile definite cu ajutorul polinoamelor Legendre
" sy d”
() = (VI=s2)" 5o Pis)

se numesc functii Legendre asociate.

7.6.2 Definitie. Functiile definite cu ajutorul polinoamelor de tip hipergeometric
meqm leN, (<A
(I)g7m(8)—< a(s)> —Dy(s) unde me{0,1,..,0}

7.24
ds™ ( )
se numesc functii speciale asociate (polinoamelor de tip hipergeometric).

7.6.3 Utilizand notatia
k(s)=1/o(s)

definitia functiilor speciale asociate se poate scrie sub forma

Py (s)= mm(s)i—zq)g(s).

Teorema. Functiile speciale asociate ®y ., verifica relatia
qu)é,m = )\Z(I)Z,m

unde H,, este operatorul diferential de tip hipergeometric
d2

Hp= —a(s)@ —7‘(8)% + v (s)

cu vy (s) definit prin
m(m—2) (¢/(s))?  m7(s) o’(s)
4 o(s) 2 o(s)

vm(s)=

1
— §m(m —2)a" (s)—m7'(s).
Demonstratie. Fie £ € N, £ < A si fie m € {0,1,...,¢}. Derivand de m ori relatia
(7.20) obtinem ecuatia verificata de polinoamele ¢y, = %@g, adica
()P + [T(5) + M0’ (8)]0f 1 + (Ao = Am)0t,m = 0.
Aceasta ecuatie, inmultita cu £™(s) se poate scrie sub forma

,qu)f,m = )\ZCI)Z,m'
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7.6.4 Ecuatia

()Pl m + [7(s) + Mo ()] m + (e = Am)orm = 0. (7.25)
verificata de polinoamele qm
Pem = d—m<1>
S

se poate scrie sub forma auto-adjuncta
[0(8)0m (8)Ptm) + (Ao = Am)om(s)em = 0
alegand

om(s) = 0™ (s)o(s)

7.6.5 Teorema. Dacd m<A atunci sistemul de functii
{(I)Z,m | m§€<A}

este ortogonal

[ ®en(s)pn(s)ols)ds =0 for 04k
$1
/b 1@ (s)0(s)ds < oo for m<L<A. (7.26)

Demonstratie. In cazurile o(s) = s2—1, 5%, 5241, pentru k< —a—2m avem
: k1 k_
lim o(s)om(s)s"™ = }gli)l}) o(s)om(s)s™ =0.

Deoarece equatia (7.25) este de tip hipergeometric, ¢y ,, este polinom de gradul £—m

si @r.m este polinom de gradul k£ —m, din teorema de la pag. 277-13 rezulta ca avem

/ab ©e,m (8)Pk,m(8)om(s)ds =0

pentru £ # k cu ({—m)+ (k—m) < —a—2m, adica pentru {+k < —a. Dar

om(s)=0"(s)o(s) ¢l prin urmare

b b
A@Z,m(s)@k,m(s)gm(s)dSZA (pﬁ,m(s)(pk,m(s)g(s)ds‘

In cazurile o(s) = s — 1, s2, s2 + 1, pentru € > 0 ales astfel incat 2A +¢ <1 —«a

obtinem relatia 1 +e+2(m —1) +2({ —m) <1+4¢e+2A — 2 < —a care conduce la
dm 2

lim s'7¢(®y,,(5))%0(s) = Jim s1Tea™1(s) (—@g(S)) a(s)o(s) =0.

5—00 ds™

Convergenta integralei (7.26) rezultd din convergenta integralei [, sT17eds .
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7.6.6 Teorema. Daca 0<m</{l<A atunci

<I>Z,m+l(s)+ <®+2(m_1)’{/(8)> q>é,m(s)+(/\Z_)\m—l)q>é,m—l(s):0 (727)

K(s)
§t
7(s) /
(@ + 2(@ - 1)I<L (S)) @g’g(s) + ()\g - )\5_1)@5’5_1(8) =0. (728)
Demonstratie. Derivand de m — 1 ecuatia (7.20) obtinem
dm+1 qm 1 9 dm_l
o (8) (s (m 1) (5) 0y (s) + D ) U
dqm , dm—l dm—l
+7(8)—=Pp(s) + (m — 1)7'(s) Dy(s) + \e=——=Dy(s) = 0.

ds™ dsm—1 dsm—1
Inmultind relatia cu x™!(s) obtinem (7.27) pentru 0<m </ si (7.28) pentru m="~.

7.6.7 Teorema. Operatorii diferentiali de ordinul intai

am = K(8) & — mr/(s)

af, = —k(s) L — ;8 — (m — 1)K/ (s)
sunt operatori de crestere, respectiv cobordare pentru functiile ®p ,
0 pentru £ =m
@y =
' ®p i1 pentru m <l <A (7.29)
artbq>é,m+1:(>\é_/\m)q>é,m for 0<m</l<A
Demonstratie. Oricare ar fi (€N, { <A sime{0,1,...,/—1}, derivand (7.24) obtinem
d _ m—1 ! dm m dm+1
&@g’m(S) =mk" " (s)k (s)ds—mtﬁg +K (S)W@g(s)
adica relatia
d K'(s) 1
— &y .(8) = Dy —®yn
ds L, (S) m K/(S) L, (S) + K/(S) L, +1(3)
care se mai poate scrie sub forma
d
(as)% - mm'(s)) By m(s) = Proms(5): (7.30)
Daca m € {1,2,...,¢ — 1} atunci inlocuind (7.30) in (7.27) obtinem
(H(s)d% 4 % +(m— 2),4(3)) Bym(s) + (A = Ame1)®rm1(s) = 0
adica,
(=) = T = = D)) @emea(5) = (e = AP (s
dS I{(S) Z,m—i—l - 4 m Z,m

oricare ar i me€ {0, 1, ...,/—2}. Din (7.28) rezulta ca relatia are loc gi pentru m=/¢-1.
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7.6.8 Teorema.

KL (s) pentru  m =1{
Dy m(s)= + . a. (7.31)

a. am+1 -1 V4
pYES v e vy v (s) pentru 0 <m<l<A.

Demonstratie. Consecinta directa a relatiei (7.29).

7.6.9 Teorema.

Him — Am = @} am Hmal =at Hopmit
m m 32
Hm—i—l_)\m = Qm a;;, Am Hm = Hm—i—l Am (7 3 )

Demonstratie. Verificare directa.

7.6.10 Teorema.
| Prmt1ll = VA — A || Peml| pentru 0<m <l <A.

Demonstratie. Deoarece o™ (s)-4r dsm —Dy(s )i;::l D (s) este polinom de gradul £+k—1

b
(@@t D) = [ [(5) Py () =m0 (5) D1 (5)] D s (5)e(s)ds

— () B e (5) Do (5 / () [5(5) Py (5) 0(5)
+h(5) Dt (3) g'(s) + (m A+ )R (s ><I>k,m+1< ) o(s)]ds

b
)|+ Buns) @ Prmin) () els)ds

m m+1
= o) 65) 0™ (5) A uls) Ser i

= <CI)l,m7 ar—i;;,(pk,m+1>
sl prin urmare
H(I)l,m—l—l ’ ‘2 = <CI)l,m+17 cI)l,m—|—1> - <amcI)l,m7 cI)l,m—|—1>

= (Bpms @ Ppnr1) = (N — M) || Prnl 2.

7.6.11 Teorem3. Dacd existd k incat o(s)=c"(s) atunci pentru orice § operatorii

0 )
= S+
O = O S ok 1 1 A T T
satisfac pentru m<A—1 cu 2m~+2k+1=£0 relatiile

@t am = Hm — Am amHom = Hpmt1m
(7.33)

mat = Hmg1 — Am it = i Hongr
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os) | 7(s)  ols) k (a,b)

s B sP=1 g—1 (0, 00)
1-s2| as (1-sy)=/2-t a2 (-1,1)
s2—1 as (s2 —1)2/2-1 5—1 (1,00)

52 as 5/2-1 21 (0,00)
s2+1 as (82 4 1)2/2~1 5 —1 (—00,00)

Tabelul 7.2: Cazurile in care o(s) = o¥(s)

unde J 52
~ /ﬁ: ~
— Hyp — 6 R L
Hom = Hon ds T (2mo+ 2k +1)2
Demonstratie. Deoarece atam, = Hpy — A $1 ama, = Hpp1 — Ay, obtinem

(at +€)(am +¢) = Hm — Am — e(2m + 2k + 1)K/ (s) + €2
(am +€)(a), +¢) = Hme1 — A — £(2m + 2k + 1)K/ (s) + £

pentru orice constanta e. Alegand € = §/(2m + 2k + 1) obtinem (7.33)

7.6.12 Teorema. Dacad 0<m </t <A si daca ‘i’u verifica relatia dg(i)&g:O atunci
~ a—i— ~+ a+ a+ N
Dy = = Omi1 _ Te2 L, (7.34)
’ N—=Am A= Amt1 M—N—2 de— -1

este functie proprie a operatorului Hn,

ﬁmé&m = S\Zé&m

St
dacd m =1/

)
Im™lm = {(I)gm_H daca m </
a (I)Zm—l—l: )(I)gm

Demonstratie. Definitia (7.34) a functiei (I)gﬂn se poate scrie sub forma
ot
~ a ~
Dy = 3 mj\ Dy 1 (7.35)

{ — \m
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si
'Hg(I)&g = (&2— ap + )\g)q)g,g =N\ (I)&g.
Relatia 7—~lm<i>g7m:/~\g<i>g,m se poate verifica prin inductie
Hos1Pome1 =MPo 1
U

~ = T o
Hm(pﬁ,m :Hmam aLnHlmH

S\Z—S\m Q)Z’m—l—l - Ae—Am

Dy mr1=MPrm

Din relatia (7.35) rezulta

~ 4 flm—l—l - ;\m i~ i~
CLmCI) m — = = @ m = — = @ m — @ m .
‘, Y, mA+1 N £m+1 £m+1

7.6.13 La pag. 282-9 am obtinut factorizarea

_ +
Himt1 — A = G0,
unde

Honi1 — Am = bt (7.36)

b = K(S) (% + 90(8))
b, = r(s) (=% +(s))
are loc daca ,
o(s) = wis) + T - )
si daca v este solutie a ecuatiei Riccati
7(s)  vmt1(s) = Am

Y = —y? -

o T T o)

Ecuatia Riccati poate fi rezolvata deoarece se cunoaste solutia particulara
~7(s) K (s) 7(s) m—1 a'(s)
vls) = a(s) (m=1) k(s) — o(s) 2 o(s)’
Solutia generald a ecuatiei Riccati este (a se vedea (7.22))
7(s) m—1d'(s) a™(s) o(s)
¢7(8) = - - S _m
o(s) 2 oa(s) A+ [5o0m(@)e)dt

unde v si so € (a,b) sunt constante.
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7.6.15 In cazul nostru ne vom restrange la acele valori ale lui v pentru care v, nu
are puncte singulare in (a,b). Polinomul ¢™(t) este integrabil in (a,b) In raport cu
o(t) i o(t)>0, o(t) >0, oricare ar fi t € (a,b). De aceea,

b

Coo < — /ab o™ (t) olt) dt < / o™ (t) olt) dt < / o™ () olt) dt < oo

S0 a

s

pentru orice s, sg € (a,b) si prin urmare multimea valorilor lui v pentru care 1, nu

are puncte singulare in (a,b) este nevida.

7.6.16 Am obtinut factorizarea [6]

Hont1 — Am = bmb, (7.37)
unde
b = ) (5 + 1 (9) (7.38)
b = k(s) ( % + 1/@(3)) '
si

"(s) o™ (s) o(s)
T v+ f:o o™ (t) o(t) dt

7.6.17 Operatorii
Moy = b b + Ay

= 1(5) (— 2 +15(5)) 5(5) (£ +24(5)) + Am

cu v astfel incat 1, nu are puncte singulare in (a,b), au forma
2

d d
Hmﬁ = —0(3)@ — T(S)% + Umﬁ(S)

si pot fi priviti ca parteneri supersimetrici ai operatorului H,11.

7.6.18 Functiile b @, 11 sunt functii proprii ale operatorului M, . Avem

Hm,'y (br—t;,(pﬁ,m+1) = (br—; bm + )\m)by—zq)f,m—l—l = b:;L %m—i-lq)f,m—l—l = )\Z (b:;LcI)Z,m—l—l)-
7.6.19 Exemplu. In cazul o(s)=1, 7(s) =as+ (a se vedea Tabelul 7.1), operatorul
2
ds?

admite partenerii supersimetrici

Hony = (—%—l—l/}»y(s)) (%—pr(s)) —am

d
Hmy1 = — (as + B, —am
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unde )
ea%-{—ﬁs
Py(s) = —(as+ B) +
Y+ [y 5By
si

2
S
ez +hs

py(s) = :
Y+ ey

7.7 Ecuatii Schrodinger rezolvabile explicit

7.7.1 Oscilatorul armonic liniar. Functiile i valorile proprii ale operatorului

1 d? N 1,
—— 4+ —x

2 dx? 2
pot fi determinate cu ajutorul operatorilor de crestere si coborare
2

H =

8
of%s
v

-1 (d — 1 %5 d =
a——(%—l-a:)— 5 € 7z ©

v 8

22

2

x

care verifica relatiile

a*a:H—% aa*:H+%
Hao* =a*(H+1) Ha =a(H - 1).
Daca v € L?(R) este o functie proprie a operatorului H corespunzitoare valorii A
Hy =\
atunci
_ <'¢},H’Lﬁ> _ <w,a*aw> 1 _ <aw7aw> 1 1
A=Tw) — ww TIT W) T2

In cazul in care sunt ne-nule si apartin spatiului L?(R), functiile a*¢ si av) sunt
functii proprii corespunzatoare valorilor proprii A + 1 gi A — 1, respectiv
H (") = a* (H+ )i = (A + 1) a*

H(ay) =aH — 1)y = (A= 1) arp.

Functia normata

Yo(r) = %e_

8
of%s

cu proprietatea
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2
_ 1 d -5 _
awo—\/ﬁ(dm—kx)e 7 =0
este functie proprie a operatorului H corespunzatoare valorii proprii minime Ag = %
. 1 1
Hyp = (a a+ —) Yo = 5o
2 2
Functiile
Y1 = a1, Py = (a*)*¢o, s = (a*)*vo,

sunt functii proprii ale lui H corespunzatoare valorilor proprii 1—1—%, 2+%, 3+%,
Utilizand rezultatele de la pag. 272-21 obtinem
*\n 1 _d no_a?
wn(x)_(a) 7/}0 —W( dw+x) e 2
2 2
Ly dn - -2
2nﬁ( 1) €2 cjx"e 2 e 2
1 * -z
NG Hi(z)e 2
2
_ 1 T e
NN Hy (\/i) €
Deoarece {1g,1, %2, ...} este bazi in L2(R), valorile proprii 1+%, 2—1—%, 3+%, ... sunt

singurele valori proprii ale lui H.

M

7.7.2 Pe parcursul acestei sectiuni vom ardta cd ecuatiile Schrodinger rezolvabile
explicit cu ajutorul polinoamelor ortogonale si a functiilor speciale asociate pot fi

analizate utilizand metoda operatoriala prezentatd, numita metoda factorizarii.

7.7.3 Daca functia bijectiva derivabila (a’,b') — (a,b) : © — s(x) este astfel incat

ds/dx = +k(s(z))

atunci
d2

[5(s) ()] * Hunlw(5)0(8)] ™|y = da?

este un operator de tip Schrodinger si functiile
U (@) — R, Upp(a)=1/k(s(2)) o(s(z)) Pem(s(2))

cu m < £ < A sunt functii proprii

d2
[— pre) +Vin ("E)] Vom=MVom

+ Vin(x)

de patrat integrabil
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SV W (@)Pde =[5 |@0m(s(@))o(s(x)) L s(z) da
= 2@ n(5)P0(s) ds < oo
ortogonale

fci’,/ Uy (2) Vg () do = f: P () Pr,m(s)o(s)ds =0 pentru {#k.

L Al s
3 3,0 1 31— 32 T 33
A U AS_ g Aii_ g

2 2,0 1 21— 2,2

A U AS_ U

1 10 T 1,1

Ao Yoo

Figura 7.6: Functiile Uy, sunt legate prin operatorii A,,, A},.

7.7.4 Relatiile (9) conduc in cazul operatorilor de tip Schrédinger la factorizarile

V()= A = A, A= (F e A Win(2)) (£ + Wi ()
Va1 (1) = Am= A A, = (LA Wi (@)) (F o+ Win(@))

unde
= [H(S)Q(S)]l/zam[’%(3)@(3)]_1/2‘s:s(w) = i% + Wm(x)

= [H(S)Q(S)]l/za;z[’%(3)@(3)]_1/2‘s:s(w) = :F% + Wm(x)

A
A

3+ 3

si Wy, este superpotentialul

T(s(x)) B <m 1) dk \i/mm(x).

Wm = - 7 P — JRE— —
@) = =5 G@) 2) & @) =Fg
Din (7.29) rezulta (a se vedea Figura 7.6)
] 0 pentru £ =m
AmWom = { Uymt1 pentru m <f <A (7.39)

ALy i1 =M= ) Vo pentru 0 <m </ <A.
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O consecinta directa a formulei (7.31) este relatia

o (@) ﬂ(s(m))f)(s(az)) /iggs(a;)) pentru  m =1/
em(@) =9 ar A Ab
pvE - )\Z_)\:f“...AZ_‘AZil\I'g,g(s) pentru 0<m<l<A

7.7.5 Cazuri particulare (a se vedea Tabelul 7.1).
Fie app, = —2m+a—1)/2 si o, = (2m —a—1)/2.

1. Oscilatorul translatat
In cazul o(s)=1, alegind R — R: x — s(x)=x, obtinem:
Win(z) = _&;B
Vi () = Q282 oy
A, = —am
2. Oscilatorul tridimensional
In cazul o(s)=s, alegand (0,00) — (0,00) : = > s(x)= % , obtinem:
Win(e) = —§2 — (B+m— 1)1

V@) = §g0* + (8 +m—3) (B+m =) & +5(+m) +

ZBQ
A = —am

3. Potentialul de tip Poschl-Teller

In cazul o(s)=1-s2, alegand (0,7) — (—1,1) : z + s(x)=cosz, obtinem:

_ B _ a8 z _ op—B x
Wn(x) = o), cotan x — 5 cosec x = =25~ cotan § — = tang

Vin(2) = (0‘;712 — o, + %2)008602 x—(2a§n—1)§ cotan z cosec z — >+ Am

Am =m(m —a —1)
4. Potentialul Poschl-Teller generalizat

In cazul o(s)=s?—1, alegand (0,00) — (1,00) : &+ s(x) = coshz, obtinem:

W (x) = ay, cotanh x — g cosech

Vin(x)= (a?n+am+%2) cosech?z — (20zm+1)§ cotanh x cosech z+a2, + A,
Am = —m(m+a —1)

5. Potentialul de tip Morse

In cazul o(s)=s%, alegind R — (0,00) : @ + s(z) = %, obtinem:
Wm(x) = _ge_x + am

Vin(z) = %e_zm — (2am, + 1)§e_m + a2 + Ay

Am = —m(m+a —1)
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6. Potentialul de tip Scarf hiperbolic

In cazul o(s)=s2, alegind R — R : z + s(z) = sinhz, obtinem:
W (x) = oy, tanh z — g sech

Vi (z) = (—afn — Qy + %2) sech?  — (20, + 1)% tanhz sechx + a2, + Ay,
Am = —m(m+a —1)

7.7.6 In cazurile prezentate in Tabelul 7.2 obtinem relatiile
[ (s)e(s)] M/ Han () ()] ™2 mst) = — oz +
A = [5(5)0()] 2 am[(5)0()] 1 smsta) = 35 + Win
+

A, = [5(s) ()Y 2ah [5(5) o)) 2 sms(a) = Flk + Win(2)

~ T(s(z)) 1\ dk )
Wi (z) = (@) <m — —> —(s(2)) + —————

Pentru m < £ < A functiile

Uy : (@ 0) — R, Upp(x)=1/r(s(2)) o(s(x)) Pem(s(z))
sunt functii proprii ale operatorului de tip Schrédinger

2 - - .
l—@Jer(x)] \I/g’m:)\g\lfg’m.

7.7.7 Cazuri particulare (a se vedea Tabelul 7.2).
Fie apy = —2m+a—1)/2 s o, =2m—a—1)/2.

1. Potentiale de tip Coulomb
In cazul o(s)=s, alegand (0,00) — (0,00) : x S(l‘):%Q, obtinem:

Wan(@) = = (B+m — )+ s
V(@)= (B+m—3) (B+m—3) 5 -6l
62

2

>

m T T (2m428—1)2
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2. Potentiale de tip Rosen-Morse trigonometrice

In cazul o(s)=1-s?, alegand (0,7) — (—1,1) : z + s(x)=cosz, obtinem:
W(z) = ol cotan @ + 52—
Vin(z) = (a’m2 — a;n) cosec? z + d cotan z — a2 + m(m — a — 1)

2

>

3. Potentiale de tip Eckart

In cazul o(s)=s52—1, alegand (0,00) — (1,00) : &+ s(x) = coshz, obtinem:
W (x) = apy, cotanh z + m#ﬁ
Vin(x) = (a2, + am) cosech? x — § cotanh  + a2, — m(m — o — 1)

4. Potentiale de tip Rosen-Morse hiperbolice

In cazul o(s)=s?+1, alegind R — R: x ~ s(x)=sinhz, obtinem:
W (x) = oy, tanh x + Qm#ﬁ

V() = — (2, + ay,) sech? x — §tanh x + a2, — m(m — a — 1)
3 2
Am =—m(m+a—1) — (2m-foc—l)

7.7.8 Daca schimbarea de variabila (a’,0’) — (a,b):x+ s(x) este astfel incat
ds/dx = +k(s(z))
atunci operatorilor by, si b} definiti la pag. 285-16 le corespund operatorii
By = [15(5)0(5)]*bm () 0(5)] 72 sms() = £ + Wiy (2)
By, = [r(s)o()]V?05K()e()] ™ i=sa) = F iy + Winn (@)

cu superpotentialul W, »(x) definit prin formula

Wy (2) = M_(m_l) W (s(2)) - (s(z)) 3@ els(@))

B 2r(s(x)) 2 v+ fs(x) a™(t) o(t) dt '
Operatorul de tip Schrédinger corespunzator lui H,,11 si anume
d? d?
— 2z V(@) =BmBh+ A\ :—@JFW,%W(Q;) £ Wy, (2)+Am
admite partenerii supersimetrici [6]
d2 d2
= 75TV (2) =B Bn+An= - + W2 (@) F W) (@) +Am
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si are loc relatia

d2
(< i) B5300) =M B
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