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Introducere

Analiza complexă, spaţiile Hilbert, transformarea Fourier, ecuaţiile diferenţiale,

polinoamele ortogonale şi funcţiile speciale sunt elemente de bază ale aparatului

matematic utilizat ı̂n mecanica cuantică şi fizica matematică.

Prezenta lucrare ı̂şi propune să ofere un acces cât mai facil la anumite noţiuni

matematice şi ı̂n acelaşi timp, o familiarizare cu unele elemente ale formalismului

matematic utilizat ı̂n descrierea sistemelor cuantice. Paragrafele conţinând subiecte

mai avansate sunt marcate cu *.

In partea a doua a lucrarii, aflată ı̂n pregătire, se vor prezenta noţiuni şi rezultate

din geometria diferenţială, teoria grupurilor şi a algebrelor Lie, teoria operatorilor

şi referitoare la ecuaţiile cu derivate parţiale.

Cartea se bazează pe cursurile predate de primul autor la Facultate de Fizică,

Universitatea din Bucureşti. Noţiunile şi rezultatele teoretice au fost amplu ilustrate

de al doilea autor prin inserarea unor exerciţii şi a unor aplicaţii bazate pe programul

MATHEMATICA.

Bucureşti, 2012 Nicolae Cotfas

Liviu-Adrian Cotfas
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Capitolul 1

Elemente de analiză complexă

1.1 Numere complexe

1.1.1 Mulţimea numerelor complexe

C = R+ Ri = {z = x+ yi | x, y ∈ R }.
considerată ı̂mpreună cu operaţiile de adunare

(x+ yi) + (x′ + y′i) = (x+ x′) + (y + y′)i

şi de ı̂nmulţire cu un număr real

α(x+ yi) = αx+ αyi

este spaţiu vectorial real de dimensiune 2. Scrierea unui număr complex sub forma

z = x+ yi reprezintă dezvoltarea lui ı̂n raport cu baza {1, i}. Aplicaţia
R
2 −→ C : (x, y) 7→ x+ yi

este un izomorfism care permite identificarea celor două spaţii vectoriale şi conduce

la o reprezentare geometrică naturală a numerelor complexe ı̂n plan (planul complex).

1.1.2 Relaţia i2 = −1 permite definirea unei operaţii suplimentare pe C

(x+ yi)(x′ + y′i) = (xx′ − yy′) + (xy′ + yx′)i.

numită ı̂nmulţirea numerelor complexe. Mulţimea C considerată ı̂mpreuna

cu operaţiile de adunare şi ı̂nmulţire a numerelor complexe este corp

comutativ. In particular, fiecare număr complex nenul admite un invers
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10 Complemente de Matematică

(x+ yi)−1 =
1

x+ yi
=

x− yi

x2 + y2
=

x

x2 + y2
− y

x2 + y2
i.

Re z

Im z z

|z|

z̄

Figura 1.1: Conjugatul unui număr complex

1.1.3 Definiţie. Fie z = x+ yi un număr complex.

Numărul Re z = x se numeşte partea reală a lui z.

Numărul Im z = y se numeşte partea imaginară a lui z.

Numărul z̄ = x− yi se numeşte conjugatul lui z.

Numărul |z| =
√
x2 + y2 se numeşte modulul lui z.

1.1.4 MATHEMATICA Re[x+y I], Im[x+y I], Abs[x+y I], Conjugate[x+y I]

In[1]:=I 7→ Out[1]= ıi In[5]:=Re[3+4 I] 7→ Out[5]=3

In[2]:=Sqrt[-4] 7→ Out[2]=2 ıi In[6]:=Im[3+4 I] 7→ Out[6]=4

In[3]:=(3+2 I)^2 7→ Out[3]=5+12 ıi In[7]:=Abs[3+4 I] 7→ Out[7]=5

In[4]:=(3+2 I)/(5-I) 7→ Out[4]= 1
2
+ ıi

2
In[8]:=Conjugate[3+4 I] 7→ Out[8]=3−4 ıi.

1.1.5 Propoziţie. Relaţiile

z1 ± z2 = z̄1 ± z̄2 z1 z2 = z̄1 z̄2 (zn) = (z̄)n

|z̄| = |z| |z|2 = z z̄ (z̄) = z

Re z = z+z̄
2 Im z = z−z̄

2 i z=Re z+i Im z.

au loc oricare ar fi numerele complexe z1, z2 şi z.

Demonstraţie. Relaţiile rezultă direct din definiţie (pag. 10-3).

1.1.6 Oricare ar fi ϕ şi ψ avem
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(cosϕ+ i sinϕ)(cosψ + i sinψ) = (cosϕ cosψ − sinϕ sinψ)

+i(cosϕ sinψ + sinϕ cosψ) = cos(ϕ+ψ) + i sin(ϕ+ψ).

Utilizând notaţia lui Euler

eit = cos t+ i sin t

relaţia anterioară devine

eiϕ eiψ = ei(ϕ+ψ).

1.1.7 Pentru orice număr nenul z=x+yi există arg z∈(−π, π] ı̂ncât
z = |z|(cos(arg z) + i sin(arg z)) = |z| ei argz.

x

y z

|z|
arg z

Figura 1.2: Modulul şi argumentul unui număr complex

Numărul arg z, numit argumentul principal al lui z=x+yi, este

arg z =





arctg y
x dacă x > 0

π + arctg y
x dacă x < 0, y > 0

−π + arctg y
x dacă x < 0, y < 0

π
2 dacă x = 0, y > 0

π
2 dacă x = 0, y < 0.

1.1.8 MATHEMATICA Arg[x+y I], N[Arg[x+y I]]

In[1]:=Arg[-1] 7→ Out[1]=π In[3]:=Arg[2+3 I] 7→ Out[3]=ArcTan[ 32 ]
In[2]:=Arg[I^15] 7→ Out[2]=−π

2
In[4]:=N[Arg[2+3 I],9] 7→ Out[4]=0.982793723

1.1.9 Funcţia

arg : C∗ −→ (−π, π]
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este discontinuă pe semidreapta numerelor reale negative

(−∞, 0) = { z | Re z<0, Im z=0 }
deoarece pentru x∈(−∞, 0) avem

lim
yր0

arg(x+ yi) = −π şi lim
yց0

arg(x+ yi) = π.

|Re z|

|Im z|
z

|z|

Figura 1.3: Relaţia ı̂ntre |z|, |Re z| şi |Im z|.

1.1.10 Propoziţie. Oricare ar fi numărul complex z = x+ yi avem

|x|

|y|



 ≤ |x+yi| ≤ |x|+ |y|

adică

|Re z|

|Im z|



 ≤ |z| ≤ |Re z|+ |Im z|.

Demonstraţie. Avem

|x+ yi| =
√
x2 + y2 ≥

√
x2 = |x| |x+ yi| =

√
x2 + y2 ≥

√
y2 = |y|

iar relaţia
√
x2 + y2 ≤ |x|+ |y|

este echivalentă cu relaţia evident adevărată

x2 + y2 ≤ (|x|+ |y|)2.

1.1.11 Propoziţie. Aplicaţia modul | | : C −→ R

|z| = |x+ yi| =
√
x2 + y2

este o normă pe spaţiul vectorial real C, iar d : C× C −→ R

d(z1, z2) = |z1 − z2| =
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

este distanţa asociată.
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Demonstraţie. Oricare ar fi numărul complex z = x+ yi avem

|z| =
√
x2 + y2 ≥ 0

şi

|z| = 0 ⇐⇒ z = 0.

Dacă α este număr real atunci

|αz| = |(αx) + (αy)i| =
√
(αx)2 + (αy)2 =

√
α2(x2 + y2) = |α| |z|.

Oricare ar fi numerele z1 = x1 + y1i şi z2 = x2 + y2i avem relaţia

|z1 + z2|2 = (z1 + z2)(z̄1 + z̄2) = |z1|2 + |z2|2 + z1 z̄2 + z̄1 z2

= |z1|2 + |z2|2 + 2Re (z1 z̄2) ≤ |z1|2 + |z2|2 + 2|Re (z1 z̄2)|

≤ |z1|2 + |z2|2 + 2|z1 z̄2| = (|z1|+ |z2|)2

din care rezultă că

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|.

1.1.12 Dacă considerăm R2 ı̂nzestrat cu norma uzuală

|| || : R2 −→ R, ||(x, y)|| =
√
x2 + y2

atunci

||(x, y)|| =
√
x2 + y2 = |x+ yi|

ceea ce arată că aplicaţia liniară

R
2 −→ C : (x, y) 7→ x+ yi

este un izomorfism de spaţii vectoriale normate care permite identificarea spaţiilor

normate (R2, || ||) şi (C, | |). Dacă se are ı̂n vedere doar structura de spaţiu vectorial

normat, spaţiile (R2, || ||) şi (C, | |) diferă doar prin notaţiile utilizate. Distanţa

d(z1, z2) = |z1 − z2| =
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

dintre două numere z1=x1+y1i şi z2=x2+y2i ı̂n planul complex corespunde distanţei

dintre punctele corespunzătoare din planul euclidian (a se vedea Fig. 1.4 )

d((x1, y1), (x2, y2)) =
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2
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x1 x2

y1

y2

z1

z2

Figura 1.4: Distanţa dintre două puncte

1.1.13 In planul complex:

|z1 − z2| = distanţa ı̂ntre z1 şi z2.

|z| = |z − 0| = distanţa ı̂ntre z şi origine.

Fie a ∈ C fixat şi r > 0. Mulţimea

Br(a) = { z | |z−a|<r }
se numeşte discul (deschis) de centru a şi rază r (a se vedea Fig. 1.5 ).

a
r

Br(a)

Figura 1.5: Discul de centru a şi rază r

1.1.14 Definiţie. Spunem că o mulţime M⊂C este mărginită dacă

există a∈C şi r>0 astfel ı̂ncât M ⊆ Br(a).

1.1.15 Exerciţiu. Mulţimea M este mărginită dacă şi numai dacă există r>0

astfel ı̂ncât |z| ≤ r, oricare ar fi z ∈M .

1.1.16 Definiţie. O mulţime D⊆C este numită mulţime deschisă dacă oricare ar

fi a∈D există r>0 astfel ı̂ncât Br(a) ⊂ D. Spunem că despre o

mulţime F ⊆C că este ı̂nchisă dacă mulţimea C−F este deschisă.
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r

M
Br(a)

Figura 1.6: Mulţime mărginită.

a D
Br(a)

Figura 1.7: Mulţime deschisă.

1.1.17 Exemple.

a) Discul B1(0) este mulţime deschisă.

b) Semiplanul { z | Im z>0 } este mulţime deschisă.

c) Orice mulţime finită F ⊆C este o mulţime ı̂nchisă.

d) Semiplanul { z | Re z≥0 } este mulţime ı̂nchisă.

1.1.18 Definiţie. O mulţime K⊆C este numită mulţime compactă

dacă este ı̂nchisă şi mărginită.

1.1.19 Exerciţiu. Să se arate că relaţiile

a) |z1 z2| = |z1| |z2|

b) | |z1| − |z2| | ≤ |z1 − z2|

c) |z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = 2 |z1|2 + 2 |z2|2

au loc oricare ar fi numerele complexe z1 şi z2.

Rezolvare. a) Avem

(x1x2 − y1y2)
2 + (x1y2 + x2y1)

2 = (x21 + y21)(x
2
2 + y22).
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b) Din

|z1| = |z1 − z2 + z2| ≤ |z1 − z2|+ |z2|, |z2| = |z2 − z1 + z1| ≤ |z2 − z1|+ |z1|
rezultă relaţia

−|z1 − z2| ≤ |z1| − |z2| ≤ |z1 − z2|
echivalentă cu

| |z1| − |z2| | ≤ |z1 − z2|.
c) Prin calcul direct obţinem

|z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = (z1 + z2)(z̄1 + z̄2) + (z1 − z2)(z̄1 − z̄2) = 2 |z1|2 + 2 |z2|2.

1.2 Şiruri de numere complexe

1.2.1 Definiţie. Spunem că şirul (zn)n≥0 este convergent la a şi scriem

lim
n→∞

zn = a

dacă

lim
n→∞

|zn − a| = 0.

1.2.2 Din relaţia

|xn − α|

|yn − β|



 ≤ |(xn + yni)− (α + βi)| ≤ |xn − α|+ |yn − β|

rezultă că

lim
n→∞

(xn + yni) = α+ βi ⇐⇒




limn→∞ xn = α

limn→∞ yn = β.

adică şirul de numere complexe (zn)n≥0 este convergent dacă şi numai dacă

şirurile de numere reale (Re zn)n≥0 şi (Im zn)n≥0 sunt convergente şi

lim
n→∞

zn = lim
n→∞

Re zn + i lim
n→∞

Im zn.

1.2.3 Exemplu.

lim
n→∞

(
n

n+ 1
+ i

(
1 +

1

n

)n)
= lim

n→∞
n

n+ 1
+ i lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n
= 1 + e i.
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1.2.4 MATHEMATICA: Lim[z[n],n->Infinity]

In[1]:=Lim[n/(n+1),n->Infinity] 7→ Out[1]=1

In[2]:=Lim[(1+1/n)^n,n->Infinity] 7→ Out[2]=e

In[3]:=Lim[n/(n+1)+I (1+1/n)^n,n->Infinity] 7→ Out[3]=1+ıie

a
r

z0

z1

z2 z3

Figura 1.8: Şir mărginit convergent.

1.2.5 Definiţie. Un şir (zn)n≥0 este mărginit dacă există r>0 astfel ı̂ncât

|zn| ≤ r, oricare ar fi n ≥ 0.

1.2.6 Din relaţia

|xn|

|yn|



 ≤ |xn + yni| ≤ |xn|+ |yn|

rezultă că şirul de numere complexe (zn)n≥0 este mărginit dacă şi numai dacă

şirurile de numere reale (Re zn)n≥0 şi (Im zn)n≥0 sunt mărginite.

1.2.7 Exerciţiu. Să se arate că

a) |z| < 1 =⇒ lim
n→∞

zn = 0

b) |z| < 1 =⇒
∞∑
n=0

zn = 1
1−z

c) |z| < 1 =⇒ 1
1−z =1+z+z2+z3+· · ·

Rezolvare. Avem
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lim
n→∞ |zn − 0| = lim

n→∞ |z|n = 0

∞∑
n=0

zn = lim
k→∞

k∑
n=0

zn = lim
k→∞

1−zk+1

1−z = 1
1−z

1
1−z =

∞∑
n=0

zn=1+z+z2+z3+· · ·

1
|z|<1

|z|>1

Figura 1.9: Mulţimea numerelor z cu proprietatea |z| < 1.

1.2.8 Definiţie. Spunem că şirul de numere complexe (zn)n≥0 are limita infinită

lim
n→∞

zn = ∞
dacă

lim
n→∞ |zn| = ∞.

1.2.9 Dacă |z| > 1 atunci lim
n→∞

zn = ∞.

1.3 Functii complexe de variabilă complexă

1.3.1 Prin funcţie complexă se ı̂nţelege orice funcţie cu valori complexe.

1.3.2 Definiţie. Spunem că funcţia reală de variabilă reală

f : (a, b) −→ R

este derivabilă ı̂n punctul x0∈(a, b) dacă există şi este finită limita

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
numită derivata funcţiei f ı̂n punctul x0.
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1.3.3 Derivatele unor funcţii reale de variabilă reală

Funcţia Derivata Domeniul Condiţii

f :R −→ R f(x) = c f ′(x) = 0 R

f :R −→ R f(x) = xn f ′(x) = nxn−1 R n∈N∗

f : (0,∞) −→ R f(x) = xα f ′(x) = αxα−1 (0,∞) α∈R

f :R∗ −→ R f(x) = 1
x f ′(x) = − 1

x2 R∗

f : [0,∞) −→ R f(x) =
√
x f ′(x)= 1

2
√
x

(0,∞)

f : [0,∞) −→ R f(x) = n
√
x f ′(x)= 1

n
n√
xn−1

(0,∞) n∈2N∗

f :R −→ R f(x) = n
√
x f ′(x)= 1

n
n√
xn−1

R∗ n∈2N+1
f : (0,∞) −→ R f(x) = lnx f ′(x) = 1

x (0,∞)

f :R −→ R f(x) = ax f ′(x)=ax ln a R 0<a 6=1

f :R −→ R f(x) = ex f ′(x)=ex R

f :R −→ R f(x)=sinx f ′(x) = cosx R

f :R −→ R f(x)=cosx f ′(x)=− sinx R

f:R−(π2+Zπ
)→R f(x) = tg x f ′(x) = 1

cos2 x R−(π2+Zπ
)

f :R−Zπ−→R f(x)=ctg x f ′(x) = − 1
sin2 x

R−Zπ

f : [−1, 1] −→R f(x)=arcsinx f ′(x) = 1√
1−x2 (−1, 1)

f : [−1, 1] −→R f(x)=arccos x f ′(x) = − 1√
1−x2 (−1, 1)

f :R −→ R f(x)=arctgx f ′(x)= 1
1+x2 R

f :R −→ R f(x)=arcctgx f ′(x)=− 1
1+x2 R

f :R −→ R f(x)=shx f ′(x)=ch x R

f :R −→ R f(x)=chx f ′(x)=shx R

1.3.4 Definiţia anterioară nu poate fi extinsă direct la funcţiile de două variabile

f : D ⊆ R
2 −→ R

deoarece relaţia

f ′(x0, y0) = lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)− f(x0, y0)

(x, y)− (x0, y0)

este fără sens, ı̂mpărţirea cu vectorul (x−x0, y−y0)=(x, y)−(x0, y0) nefiind definită.

Posibilitatea ı̂mpărţirii cu un număr complex nenul permite ı̂nsă definirea deri-

vabilităţii unei funcţii de variabilă complexă urmând direct analogia cu cazul real.

1.3.5 Definiţie. Fie D ⊆ C o mulţime deschisă. Spunem că funcţia complexă

f : D −→ C
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este C-derivabilă (sau olomorfă) ı̂n punctul z0∈D dacă există şi este finită limita

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

numită derivata funcţiei f ı̂n punctul z0. In loc de f ′(z0) scriem uneori dfdz (z0).

1.3.6 Exemplu. Funcţia

f : C −→ C, f(z) = z3

este C-derivabilă ı̂n orice punct z0 ∈ C

f ′(z0) = lim
z→z0

z3 − z30
z − z0

= lim
z→z0

(z2 + z0z + z20) = 3z20

şi f ′(z) = 3z2, adică avem

(z3)′ = 3z2.

1n
n+1

1 + 1
n+1 i

Figura 1.10: Funcţia f(z) = z̄ nu este C-derivabilă ı̂n z0 = 1.

1.3.7 Funcţia

f : C −→ C, f(z) = z̄

nu este C-derivabilă ı̂n z0 = 1 deoarece limita

lim
z→1

z̄ − 1

z − 1

nu există. Alegând şirul zn = n
n+1 cu limn→∞ zn = 1 obţinem

lim
n→∞

z̄n − 1

zn − 1
= 1

dar alegând şirul zn = 1 + 1
n+1 i cu limn→∞ zn = 1 obţinem

lim
n→∞

z̄n − 1

zn − 1
= −1.
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1.3.8 Bazându-ne pe identificarea lui C cu R2

C −→ R
2 : x+ yi 7→ (x, y)

putem descrie orice funcţie complexă de o variabilă complexă

f : D −→ C

cu ajutorul a două funcţii reale de câte două variabile reale

f(x+ yi) = u(x, y) + v(x, y) i

unde

u = Re f : D −→ R este partea reală a lui f

v = Im f : D −→ R este partea imaginară a lui f.

1.3.9 Exemple. a) In cazul funcţiei

f : C −→ C, f(z) = z̄

avem

f(x+ yi) = x− yi

adică

u(x, y) = x, v(x, y) = −y.
b) In cazul funcţiei

f : C −→ C, f(z) = z2

avem

f(x+ yi) = (x+ yi)2 = (x2 − y2) + 2xyi

şi prin urmare

u(x, y) = x2 − y2, v(x, y) = 2xy.

1.3.10 Conform definiţiei, funcţia

f : D −→ C, f(x+ yi) = u(x, y) + v(x, y) i

este C-derivabilă ı̂n z0 = x0 + y0i dacă şi numai dacă există şi este finită limita

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
.

Pentru ca
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lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
= α+ βi

este necesar ca

lim
t→0

f(z0 + t)− f(z0)

t
= α+ βi, lim

t→0

f(z0 + ti)− f(z0)

ti
= α+ βi

adică să aibă loc relaţiile

lim
t→0

u(x0 + t, y0)− u(x0, y0)

t
+ lim
t→0

v(x0 + t, y0)− v(x0, y0)

t
i = α+ βi

lim
t→0

u(x0, y0 + t)− u(x0, y0)

ti
+ lim
t→0

v(x0, y0 + t)− v(x0, y0)

ti
i = α+ βi

echivalente cu

∂u

∂x
(x0, y0) = α =

∂v

∂y
(x0, y0),

∂v

∂x
(x0, y0) = β = −∂u

∂y
(x0, y0).

In particular, dacă f este C-derivabilă ı̂n z0=x0+y0i atunci

f ′(x0 + y0i) =
∂u

∂x
(x0, y0) +

∂v

∂x
(x0, y0) i.

1.3.11 Teoremă (Cauchy-Riemann) Funcţia

f : D −→ C, f(x+ yi) = u(x, y) + v(x, y) i

definită pe mulţimea deschisă D ⊆ C este C-derivabilă ı̂n punctul

z0=x0+y0i ∈ D dacă şi numai dacă funcţiile reale

u : D −→ R, v : D −→ R

sunt R-diferenţiabile ı̂n (x0, y0) şi verifică relaţiile Cauchy-Riemann

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0),

∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0).

In aceste condiţii

f ′(x0 + y0i) =
∂u

∂x
(x0, y0) +

∂v

∂x
(x0, y0) i.

Demonstraţie. A se vedea [11].

1.3.12 Definiţie. Fie D ⊆ C o mulţime deschisă. Spunem că funcţia

f : D −→ C

este C-derivabilă (sau olomorfă) dacă este C-derivabilă ı̂n orice punct din D.
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1.3.13 Exerciţiu. Să se arate ca funcţia

f : C −→ C, f(z) = z2

este olomorfă şi să se determine f ′(z).

Rezolvare. Utilizăm teorema Cauchy-Riemann. Avem

f(x+ yi) = (x+ yi)2 = (x2 − y2) + 2xyi

şi prin urmare

u(x, y) = x2 − y2, v(x, y) = 2xy.

Funcţiile u şi v sunt R-diferenţiabile ı̂n orice punct şi
∂u

∂x
(x, y) = 2x =

∂v

∂y
(x, y),

∂u

∂y
(x, y) = −2y = −∂v

∂x
(x, y).

Derivata lui f este

f ′(x+ yi) =
∂u

∂x
(x, y) +

∂v

∂x
(x, y) i = 2x+ 2yi

adică, f ′(z) = 2z.

1.3.14 Exerciţiu. Să se arate ca funcţia

f : C −→ C, f(z) = z̄

nu este C-derivabilă ı̂n niciun punct.

Rezolvare. Utilizăm teorema Cauchy-Riemann. Avem

f(x+ yi) = x− yi

adică

u(x, y) = x, v(x, y) = −y.
In acest caz relaţiile Cauchy-Riemann nu sunt verificate ı̂n niciun punct deoarece

∂u

∂x
(x, y) = 1,

∂v

∂y
(x, y) = −1.

1.3.15 Definiţie. Funcţia

f : C −→ C, f(z) = ez

unde

ex+yi = ex eyi = ex (cos y + i sin y) = ex cos y + i ex sin y

este numită funcţia exponenţială (complexă).
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1.3.16 MATHEMATICA: Exp[x+y\, I], N[Exp[x+y\, I]]

In[1]:=Exp[x+y I] 7→ Out[1]=ex+ıiy

In[2]:=ComplexExpand[Exp[x+y I]] 7→ Out[2]=ex Cos[y]+ıi ex Sin[y]

In[3]:=Exp[2+3 I] 7→ Out[3]=e2+3 ıi

In[4]:=N[Exp[2+3 I]] 7→ Out[4]=−7.31511+1.04274 ıi

In[5]:=N[Exp[2+3 I],15] 7→ Out[5]=−7.31511009490110+1.04274365623590 ıi

1.3.17 Funcţia exponenţială este o funcţie periodică cu perioada 2πi

ez+2πi = ez

şi

ez1+z2 = ez1 ez2

oricare ar fi z1, z2 ∈ C.

1.3.18 Exerciţiu. Să se arate ca funcţia exponenţială

f : C −→ C, f(z) = ez

este olomorfă şi

(ez)′ = ez .

Rezolvare. Utilizăm teorema Cauchy-Riemann. Din relaţia

f(x+ yi) = ex cos y + i ex sin y

rezultă că u(x, y) = ex cos y şi v(x, y) = ex sin y. Funcţiile reale u şi v sunt

R-diferenţiabile ı̂n orice punct şi
∂u

∂x
(x, y) = ex cos y =

∂v

∂y
(x, y),

∂u

∂y
(x, y) = −ex sin y = −∂v

∂x
(x, y).

Derivata lui f este

f ′(z) = f ′(x+ yi) =
∂u

∂x
(x, y) +

∂v

∂x
(x, y) i = ex cos y + i ex sin y = ez.

1.3.19 Exerciţiu. Să se determine funcţia olomorfă

f : C −→ C

care ı̂ndeplineşte condiţiile

Im f(x, y) = 2xy + y, f(i) = i.

Rezolvare. Căutând funcţia f de forma
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f(x+ yi) = u(x, y) + (2xy + y)i

din teorema Cauchy-Riemann deducem relaţiile

∂u

∂x
(x, y) = 2x+ 1,

∂u

∂y
(x, y) = −2y

din care rezultă că u(x, y) = x2 − y2 + x + c, unde c este o constantă. Impunând

condiţia suplimentară f(i) = i obţinem

f(x+ yi) = x2 − y2 + x+ 1 + (2xy + y)i = (x+ yi)2 + (x+ yi) + 1

adică f(z) = z2 + z + 1.

1.3.20 a) Dacă funcţiile f, g : D −→ C sunt olomorfe atunci

(αf ± βg)′ = α f ′ ± β g′ (fg)′ = f ′g + fg′

oricare ar fi α, β ∈ C. Dacă ı̂n plus g(z) 6= 0, oricare ar fi z ∈ D, atunci
(
f

g

)′
=
f ′g − fg′

g2
.

b) Dacă funcţiile D
f−→ C

g−→ C sunt olomorfe atunci

d

dz
(g(f(z)) = g′(f(z)) f ′(z).

1.3.21 MATHEMATICA D[f[z],z]

In[1]:=D[a f[z]+b g[z],z] 7→ Out[1]=a f ′[z]+b g′[z]

In[2]:=D[f[z] g[z],z] 7→ Out[2]=f ′[z] g[z]+f[z] g′[z]

In[3]:=D[f[z]/g[z],z] 7→ Out[3]=
f′[z]
g[z]

− f[z] g′[z]
g[z]2

In[4]:=D[g[f[z]],z] 7→ Out[4]=g′[f [z]] f ′[z]

1.3.22 Exerciţiu. Funcţiile complexe

cos : C −→ C, cos z = eiz+e−iz

2

sin : C −→ C, sin z = eiz−e−iz

2i

ch : C −→ C, ch z = ez+e−z

2

sh : C −→ C, sh z = ez−e−z

2

sunt olomorfe şi
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(cos z)′ = − sin z (sin z)′ = cos z

(ch z)′ = sh z (sh z)′ = ch z.

Rezolvare. Calcul direct.

1.3.23 MATHEMATICA D[f[z],z]

In[1]:=D[z^n,z] 7→ Out[1]=n z−1+n In[4]:=D[Exp[z],z] 7→ Out[4]=ez

In[2]:=D[Cos[z],z] 7→ Out[2]=−Sin[z] In[5]:=D[Sin[z],z] 7→ Out[5]=Cos[z]

In[3]:=D[Cosh[z],z] 7→ Out[3]=Sinh[z] In[6]:=D[Sinh[z],z] 7→ Out[6]=Cosh[z]

1.3.24 MATHEMATICA Figura 1.11 s-a obţinut utilizând

In[1]:=Plot[{Exp[x], x, Log[x]}, {x, -3, 3}, PlotStyle -> {Red, Dashed, Thick},

AspectRatio -> Automatic]

-3 -2 -1 1 2 3

-4

-2

2

4

6

Figura 1.11: Funcţia logaritm natural ln este inversa funcţiei exponenţiale ex.

1.3.25 Funcţia exponenţială reală

R −→ (0,∞) : x 7→ ex

este bijectivă. Inversa ei este funcţia logaritm natural

(0,∞) −→ R : x 7→ lnx.
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Avem

x = elnx

oricare ar fi x ∈ (0,∞). In cazul complex, putem obţine o relaţie oarecum similară

z = |z| ei arg z = eln |z| ei arg z = eln |z|+i(arg z+2kπ)

adevărată oricare ar fi k ∈ Z.

z
|z|

arg z

log z

π

−π
ln |z|

arg z

log

C0

Figura 1.12: Ramura principală log z=ln |z|+i arg z.

1.3.26 Definiţie. Fie mulţimea

C0 = C−{ z | Im z=0, Re z≤0 }
obţinută eliminând din C “tăietura” { z | Im z=0, Re z≤ 0} care uneşte 0 cu ∞.

Funcţiile continue

logk : C0 −→ C, logkz = ln |z|+ i(arg z + 2kπ)

depinzând de parametrul k∈Z sunt numite ramuri uniforme ale funcţiei logaritmice.

Pentru ramura principală log0 se utilizează notaţia log, adică

log : C0 −→ C, log z = ln |z|+ i arg z.

1.3.27 MATHEMATICA ComplexExpand[Log[x+I y]]

In[1]:=ComplexExpand[Log[x+I y]] 7→ Out[1]=ıiArg[x+ıiy]+ 1
2
Log[x2+y2]

In[2]:=ComplexExpand[Log[1+I]] 7→ Out[2]= ıiπ
4
+

Log[2]
2

In[3]:=N[ComplexExpand[Log[1+I]]] 7→ Out[3]=0.346574+0.785398 ıi

In[4]:=N[ComplexExpand[Log[1+I]],10] 7→ Out[4]=0.3465735903+0.7853981634 ıi

1.3.28 Deoarece, la nivelul taieturii { z | Im z=0, Re z≤0} avem

lim
tր0

log(−2 + ti) = ln 2− iπ şi lim
tց0

log(−2 + ti) = ln 2 + iπ

funcţia log nu poate fi prelungită prin continuitate ı̂n punctele tăieturii.
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1.3.29 MATHEMATICA Limit[Log[-2 + t I], t -> 0, Direction -> 1]

In[1]:=Limit[Log[-2 + t I], t -> 0, Direction -> 1] 7→ Out[1]=−ıiπ+Log[2]

In[2]:=Limit[Log[-2 + t I], t -> 0, Direction -> -1] 7→ Out[2]=ıiπ+Log[2]

Exerciţiu. Să se arate că

(logkz)
′ =

1

z
.

Rezolvare. Notând f(z)=logkz=u(x, y)+i v(x, y) obţinem

∂u
∂x(x, y) =

x
x2+y2 = ∂v

∂y (x, y),
∂u
∂y (x, y) =

y
x2+y2 = − ∂v

∂x(x, y)

şi prin urmare

f ′(x+ yi) = ∂u
∂x(x, y) + i ∂v∂x(x, y) =

x−yi
x2+y2 = 1

x+yi .

1.3.30 Ramurile uniforme ale funcţiei putere zα cu exponent complex α sunt

C0 −→ C : z 7→ zα = eα logkz.

In cazul α= 1
n cu n∈N∗ există doar n ramuri uniforme distincte

C0 −→ C : z 7→ z
1
n = e

1
n
logkz = n

√
|z| e i

n
(arg z+2kπ)

de exemplu, cele corespunzătoare lui k∈{0, 1, ..., n−1}.

1.3.31 MATHEMATICA ComplexExpand[Sqrt[x+I y]]

In[1]:=ComplexExpand[Sqrt[x+I y]]

7→ Out[1]=(x2+y2)1/4Cos[ 12Arg[x+ıiy]]+ıi(x2+y2)1/4Sin[ 12Arg[x+ıiy]]
In[2]:=ComplexExpand[Sqrt[1+I]] 7→ Out[2]=21/2Cos[π8 ]+ıi 21/2Sin[π8 ]
In[3]:=N[ComplexExpand[Sqrt[1+I]],10] 7→ Out[3]=1.098684113+0.4550898606 ıi

In[4]:=Limit[Sqrt[-1 + I x], x -> 0, Direction -> 1] 7→ Out[4]=−ıi

In[5]:=Limit[Sqrt[-1 + I x], x -> 0, Direction -> -1] 7→ Out[5]=ıi

1.3.32 MATHEMATICA ComplexExpand[(x + I y)^(1/n)]

In[1]:=ComplexExpand[(x + I y)^(1/3)]

7→ Out[1]=(x2+y2)
1
2nCos

[
Arg[x+ıiy]

n

]
+ıi(x2+y2)

1
2n Sin

[
Arg[x+ıiy]

n

]

1.3.33 Exerciţiu. Să se descrie ramura uniformă a funcţiei

f(z) = 3

√
z

i− z
cu f(1) =

1
6
√
2
ei

5π
12 .

Rezolvare. Pentru ca
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z

0

i

1

r1

r2

θ1

θ2

Figura 1.13: Relaţia z=r1 e
iθ1 =i+r2 e

iθ2 .

z

i− z
∈ C0

este necesar şi suficient ca z să aparţină domeniului

D = C\[0, i] = C\{ z | Re z = 0, 0 ≤ Im z ≤ 1 }
obţinut eliminând din C “tăietura” [0, i]. Notând

z=r1 e
iθ1 =i+r2 e

iθ2

deducem că i−z=−r2 eiθ2 =r2 ei(θ2+π) şi
f(z) = 3

√
r1
r2

ei
θ1−θ2−π+2kπ

3 .

Din 1=ei0=i+
√
2 e−iπ

4 rezultă k = 1 şi prin urmare

f(z) = 3

√
r1
r2

ei
θ1−θ2+π

3 .

1.4 Integrala complexă

1.4.1 Propoziţie. Fie D ⊆ C. Aplicaţia

γ : [a, b] −→ D, γ(t) = ϕ(t) + ψ(t) i

este continuă dacă şi numai dacă aplicaţiile reale

ϕ = Re γ : [a, b] −→ R, ψ = Im γ : [a, b] −→ R

sunt continue.
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Demonstraţie. Afirmaţia rezultă din relaţia

|ϕ(t) − ϕ(t0)|

|ψ(t) − ψ(t0)|



 ≤ |γ(t)− γ(t0)| ≤ |ϕ(t)− ϕ(t0)|+ |ψ(t)− ψ(t0)|.

a bt

γ
γ(t)

φ(t)

ψ(t)

D

Figura 1.14: Drum de clasă C1 ı̂n D.

1.4.2 Definiţie. Spunem că aplicaţia

γ : (a, b) −→ D

este derivabilă ı̂n punctul t0 ∈ (a, b) dacă există şi este finită limita

γ′(t0) = lim
t→t0

γ(t)− γ(t0)

t− t0
.

Spunem că γ este aplicaţie derivabilă dacă este derivabilă ı̂n orice punct.

1.4.3 In cazul unei aplicaţii

γ : [a, b] −→ D

prin γ′(a) şi γ′(b) vom ı̂nţelege derivatele laterale

γ′(a) = lim
tցa

γ(t)− γ(a)

t− a
, γ′(b) = lim

tրb

γ(t)− γ(b)

t− b
.

1.4.4 Propoziţie. Aplicaţia

γ : [a, b] −→ D, γ(t) = ϕ(t) + ψ(t) i

este derivabilă dacă şi numai dacă aplicaţiile reale

ϕ = Re γ : [a, b] −→ R, ψ = Im γ : [a, b] −→ R

sunt derivabile şi
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γ′(t) = ϕ′(t) + ψ′(t) i.

Demonstraţie. Avem

γ′(t0) = lim
t→t0

γ(t)− γ(t0)

t− t0
= lim

t→t0

ϕ(t)− ϕ(t0)

t− t0
+ lim
t→t0

ψ(t) − ψ(t0)

t− t0
i.

1.4.5 Definiţie. Fie D ⊆ C. Un drum de clasă C1 ı̂n D este o aplicaţie derivabilă

γ : [a, b] −→ D

cu derivata γ′ : [a, b] −→ C continuă.

1.4.6 Exemple.

a) Oricare ar fi z ∈ C aplicaţia constantă

γ : [0, 1] −→ C, γ(t) = z

este drum de clasă C1 ı̂n C (numit drum punctual).

b) Oricare ar fi numerele complexe z1 şi z2 aplicaţia

γ : [0, 1] −→ C, γ(t) = (1− t) z1 + t z2

este drum de clasă C1 ı̂n C (drumul liniar ce leagă z1 cu z2).

c) Oricare ar fi z0 = x0 + y0i ∈ C şi r > 0 aplicaţia

γ : [0, 2π] −→ C, γ(t) = z0 + reit = x0 + r cos t+ (y0 + r sin t)i

este drum de clasă C1 ı̂n C (numit drum circular de rază r şi centru z0).

f

a

C

bt

γ
γ(t)

φ(t)

ψ(t)

D

Figura 1.15: Integrala complexă.
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1.4.7 Definiţie. Fie f : D −→ C o funcţie continuă şi γ : [a, b] −→ D un drum

de clasă C1 ı̂n D. Prin integrala complexă a funcţiei f de-a lungul

drumului γ (a se vedea Figura 1.16) se ı̂nţelege numărul
∫

γ
f(z)dz =

∫ b

a
f(γ(t)) γ′(t) dt.

1

γ

0
t

t 2π

γ(t)sin t

cos t

Figura 1.16: Drumul γ(t) = eit = cos t+ i sin t.

1.4.8 Exerciţiu. Fie funcţia

f : C∗ −→ C, f(z) =
1

z
unde C∗ = C−{0} şi drumul de clasă C1

γ : [0, 2π] −→ C
∗, γ(t) = eit = cos t+ i sin t.

Să se calculeze ∫

γ
f(z)dz.

Rezolvare. Deoarece f(γ(t)) = 1
γ(t) = e−it şi γ′(t) = ieit obţinem

∫

γ
f(z)dz =

∫ 2π

0
f(γ(t)) γ′(t) dt =

∫ 2π

0
e−it i eitdt = 2πi.

1.4.9 In cazul unui drum punctual γ(t)=z avem γ′(t)=0 şi prin urmare∫

γ
f(z) dz = 0

oricare ar fi funcţia f .

1.4.10 Dacă f(x+ yi) = u(x, y) + v(x, y)i şi γ(t) = ϕ(t) + ψ(t) i atunci

∫
γ f(z)dz =

∫ b
a [u(ϕ(t), ψ(t))ϕ

′(t)− v(ϕ(t), ψ(t))ψ′(t)] dt

+i
∫ b
a [u(ϕ(t), ψ(t))ψ

′(t) + v(ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t)] dt.
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1

i

Figura 1.17: Drumul liniar ce leagă 1 cu i.

1.4.11 Exerciţiu. Calculaţi ∫

γ
z̄ dz

unde γ este drumul liniar ce leagă z1 = 1 cu z2 = i.

Rezolvare. Deoarece

γ : [0, 1] −→ C, γ(t) = (1− t)1 + ti

avem relaţiile f(γ(t)) = γ(t) = 1− t− ti şi γ′(t) = −1 + i din care rezultă∫

γ
z̄ dz =

∫ 1

0
(1− t− ti)(−1 + i)dt =

∫ 1

0
(−1 + 2t)dt+ i

∫ 1

0
dt = i.

1.4.12 MATHEMATICA: Integrala pe un drum poligonal

In[1]:=Integrate[Conjugate[z], {z, 1, I}] 7→ Out[1]=ıi

In[2]:=Integrate[1/z, {z, 1, I, -1, -I, 1}] 7→ Out[2]=2 ıi π

a

a1

b

b1s
D

γ1

γ

χ

γ1(s)=γ(χ(s))

Figura 1.18: Drumuri echivalente.
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1.4.13 Definiţie. Fie D ⊆ C o submulţime. Spunem că drumurile de clasă C1

γ : [a, b] −→ D şi γ1 : [a1, b1] −→ D

sunt echivalente dacă există o aplicaţie bijectivă derivabilă strict crescătoare

χ : [a1, b1] −→ [a, b]

astfel ı̂ncât

γ1(s) = γ(χ(s)), oricare ar fi s ∈ [a1, b1].

1.4.14 Relaţia definită este o relaţie de echivalenţă care permite ı̂mpărţirea mulţimii

drumurilor ı̂n clase de echivalenţă. Fiecare clasă de echivalenţă corespunde unei

curbe, elementele clasei fiind numite parametrizări ale curbei considerate.

1.4.15 Propoziţie. Dacă

f : D −→ C

este o funcţie continuă şi dacă drumurile de clasă C1

γ : [a, b] −→ D, γ1 : [a1, b1] −→ D

sunt echivalente atunci ∫

γ
f(z) dz =

∫

γ1
f(z) dz

adică valoarea integralei depinde de curba aleasă şi nu de parametrizarea utilizată.

Demonstraţie. Folosind metoda schimbării de variabilă obţinem
∫
γ1
f(z) dz =

∫ b1
a1
f(γ1(s)) γ

′
1(s) ds

=
∫ b1
a1
f(γ(χ(s))) γ′(χ(s))χ′(s) ds =

∫ b
a f(γ(t)) γ

′(t) dt =
∫
γ f(z) dz.

1.4.16 Orice drum

γ : [a, b] −→ D

este echivalent cu un drum definit pe [0, 1] şi anume

γ0 : [0, 1] −→ D, γ0(t) = γ((1− t)a+ tb).

1.4.17 Definiţie. Fie γ : [a, b] −→ D un drum de clasă C1. Drumul

γ̃ : [a, b] −→ D, γ̃(t) = γ(a+ b− t)

se numeşte inversul drumului γ.
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1.4.18 Propoziţie. Dacă

f : D −→ C

este o funcţie continuă şi

γ : [a, b] −→ D

un drum de clasă C1 ı̂n D atunci∫

γ̃
f(z) dz = −

∫

γ
f(z) dz.

Demonstraţie. Utilizând schimbarea de variabilă s = a+ b− t obţinem
∫
γ̃ f(z) dz =

∫ b
a f(γ̃(t)) γ̃

′(t) dt = − ∫ ba f(γ(a+ b− t)) γ′(a+ b− t) dt

=
∫ a
b f(γ(s)) γ

′(s) ds = − ∫γ f(z) dz.

1.4.19 Definiţie. Fie D ⊆ C. Prin drum de clasă C1 pe portiuni ı̂n D se ı̂nţelege

o aplicaţie continuă

γ : [a, b] −→ D

cu proprietatea că există o diviziune a = t0 < t1 < . . . < tn = b astfel ı̂ncât

1) restricţiile γ|(ti−1,ti) sunt derivabile şi cu derivata continuă

2) există şi sunt finite limitele

lim
tցa

γ′(t), lim
tցtj

γ′(t), lim
tրtj

γ′(t), lim
tցb

γ′(t)

oricare ar fi j ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.

1.4.20 Drumul considerat este format din drumurile de clasă C1

γ1 : [t0, t1] −→ D, γ1 = γ|[t0,t1]
γ2 : [t1, t2] −→ D, γ2 = γ|[t1,t2]
................................................

γn : [tn−1, tn] −→ D, γn = γ|[tn−1,tn]

şi pentru orice funcţie continuă

f : D −→ C

definim integrala complexă a funcţiei f de-a lungul drumului γ ca fiind
∫

γ
f(z)dz =

n∑

j=1

∫

γj

f(z)dz =
n∑

j=1

∫ tj

tj−1

f(γ(t)) γ′(t) dt.
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Toate drumurile pe care le vom considera ı̂n continuare vor fi drumuri de clasă C1

pe porţiuni şi le numim simplu drumuri.

0 1−1

i

Figura 1.19: Drum de clasă C1 pe porţiuni.

1.4.21 Exemplu. Aplicaţia (a se vedea Figura 1.19)

γ : [0, 2] −→ C, γ(t) =

{
eπit dacă t ∈ [0, 1]

2t− 3 dacă t ∈ (1, 2]

este drum de clasă C1 pe porţiuni ı̂n C şi pentru orice funcţie continuă

f : C −→ C

avem

∫

γ
f(z)dz =

∫ 1

0
f(eπit)πieπitdt+

∫ 2

1
f(2t− 3) 2dt.

1.4.22 Primitivele unor funcţii reale de variabilă reală f : I→R

(I este un interval inclus ı̂n domeniul maxim de derivabilitate al primitivelor)
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Funcţia Mulţimea primitivelor Intervalul Condiţii

f(x) = 1
∫
dx = x+C I⊆R

f(x) = xn
∫
xndx = 1

n+1 x
n+1+C I⊆R n∈N

f(x) = xα
∫
xαdx = 1

α+1 x
α+1+C I⊆(0,∞) α∈R−{−1}

f(x) = 1
x

∫ 1
x dx = ln |x|+C I⊆R−{0}

f(x) = ex
∫
exdx = ex+C I⊆R

f(x) = ax
∫
axdx = 1

ln a a
x+C I⊆R 0<a 6=1

f(x)=sinx
∫
sinx dx = − cos x+C I⊆R

f(x)=cos x
∫
cos x dx = sinx+C I⊆R

f(x) = 1
cos2 x

∫ 1
cos2 x

dx = tg x+C I⊆R−(π2+Zπ
)

f(x)= 1
sin2 x

∫ 1
sin2 x

dx = −ctg x+C I⊆R−Zπ

f(x)= 1√
a2−x2

∫
1√

a2−x2 dx = arcsin x
a+C I⊆(−a, a) a 6=0

f(x)= 1√
x2−a2

∫ 1√
x2−a2 dx=ln

∣∣∣x+
√
x2−a2

∣∣∣+C I⊆R−[−a, a] a>0

f(x)= 1√
x2+a2

∫ 1√
x2+a2

dx=ln
(
x+

√
x2+a2

)
+C I⊆R a 6=0

f(x)= 1
a2+x2

∫ 1
a2+x2 dx = 1

a arctg
x
a+C I⊆R a 6=0

f(x)= 1
x2−a2

∫ 1
x2−a2 dx = 1

2a ln
∣∣∣x−ax+a

∣∣∣+C I⊆R−{±a} a 6=0

f(x)=shx
∫
shx dx = chx+C I⊆R

f(x)=chx
∫
chx dx = shx+C I⊆R

1.4.23 Definiţie. Spunem că funcţia

f : D −→ C

definită pe o mulţime deschisă D admite primitivă ı̂n D dacă există

g : D −→ C

funcţie olomorfă cu proprietatea

g′(z) = f(z), oricare ar fi z ∈ D.

1.4.24 Exemple.

a) Dacă k ∈ {0, 1, 2, . . .} atunci funcţia

f : C −→ C, f(z) = zk = z · z · · · z︸ ︷︷ ︸
k ori

admite ı̂n C primitiva

g : C −→ C, g(z) =
zk+1

k + 1
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deoarece (
zk+1

k + 1

)′
= zk, oricare ar fi z ∈ C.

b) Dacă k ∈ {2, 3, 4, . . .} atunci funcţia

f : C∗ −→ C, f(z) = z−k =
1

zk
admite ı̂n C∗ = C−{0} primitiva

g : C∗ −→ C, g(z) =
z1−k

1− k
= − 1

(k − 1)zk−1

deoarece (
z1−k

1− k

)′
= z−k, oricare ar fi z ∈ C

∗.

c) Funcţia exponenţială

f : C −→ C, f(z) = ez

admite ı̂n C primitiva

g : C −→ C, g(z) = ez

deoarece

(ez)′ = ez, oricare ar fi z ∈ C.

d) Funcţia

cos : C −→ C, f(z) = cos z

admite ı̂n C primitiva

g : C −→ C, g(z) = sin z

deoarece

(sin z)′ = cos z, oricare ar fi z ∈ C.

e) Funcţia

sin : C −→ C, f(z) = sin z

admite ı̂n C primitiva

g : C −→ C, g(z) = − cos z

deoarece

(− cos z)′ = sin z, oricare ar fi z ∈ C.
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1.4.25 Propoziţie. Dacă funcţia continuă

f : D −→ C

admite ı̂n D o primitivă

g : D −→ C

şi dacă

γ : [a, b] −→ D

este un drum conţinut ı̂n D atunci∫

γ
f(z)dz = g(z)|γ(b)γ(a) = g(γ(b)) − g(γ(a)).

Demonstraţie. Utilizând formula de schimbare de variabilă obţinem
∫
γ f(z)dz =

∫ b
a f(γ(t)) γ

′(t) dt =
∫ b
a g

′(γ(t)) γ′(t) dt

=
∫ b
a
d
dtg(γ(t)) dt = g(γ(t))|t=bt=a = g(z)|z=γ(b)z=γ(a).

1.4.26 Din propoziţia anterioară rezultă că ı̂n cazul ı̂n care funcţia

f : D −→ C

admite primitivă ı̂n D, integrala pe un drum

γ : [a, b] −→ D

conţinut ı̂n D depinde doar de capetele γ(a) şi γ(b) ale drumului. Dacă

γ : [a, b] −→ D, γ1 : [a, b] −→ D

sunt două drumuri ı̂n D astfel ı̂ncât γ(a) = γ1(a) şi γ(b) = γ1(b) atunci∫

γ
f(z)dz =

∫

γ1
f(z)dz.

1.4.27 Exerciţiu. Să se calculeze integralele∫

γ
z3 dz,

∫

γ

1

z2
dz,

∫

γ
ez dz,

∫

γ
(2z3 +

5

z2
− ez) dz

γ fiind un drum ı̂n C∗ cu originea z1=1 şi extremitatea z2=i (Figura 1.20).

Rezolvare. Fie γ : [a, b] −→ C∗ un drum cu originea z1 = 1 şi extremitatea z2 = i,

adică astfel ı̂ncât γ(a) = 1 şi γ(b) = i. Avem
∫

γ
z3 dz =

z4

4

∣∣∣∣∣

z=γ(b)

z=γ(a)

=
z4

4

∣∣∣∣∣

z=i

z=1

=
i4

4
− 14

4
= 0,
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1

γ

i

Figura 1.20: Drumul γ cu originea 1 şi extremitatea i.

∫

γ

1

z2
dz = −1

z

∣∣∣∣
z=γ(b)

z=γ(a)
= −1

z

∣∣∣∣
z=i

z=1
= −1

i
+ 1 = 1 + i,

∫

γ
ez dz = ez|z=γ(b)z=γ(a) = ez|z=i

z=1 = ei − e = cos 1 + i sin 1− e,

∫
γ(2z

3 + 5
z2 − ez) dz = 2

∫
γ z

3 dz + 5
∫
γ

1
z2 dz −

∫
γ e

z dz

= 5 + e− cos 1 + (5− sin 1)i.

1.4.28 Definiţie. Spunem că γ este drum ı̂nchis dacă

γ(a) = γ(b)

adică originea γ(a) şi extremitatea γ(b) coincid.

1.4.29 Propoziţie. Dacă funcţia continuă

f : D −→ C

admite ı̂n D o primitivă

g : D −→ C

şi dacă

γ : [a, b] −→ D

este un drum ı̂nchis conţinut ı̂n D atunci∫

γ
f(z)dz = 0.

Demonstraţie. Deoarece γ(a) = γ(b) avem∫

γ
f(z)dz = g(z)|γ(b)γ(a) = g(γ(b)) − g(γ(a)) = 0.
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1.4.30 Exerciţiu. Fie drumul circular

γ : [0, 2π] −→ C, γ(t) = eit = cos t+ i sin t.

a) Să se arate că dacă k ∈ Z−{−1} = {. . . ,−3,−2, 0, 1, 2, 3, . . .} atunci∫

γ
zk dz = 0

dar ∫

γ
z−1 dz =

∫

γ

1

z
dz = 2πi.

b) Să se arate că∫

γ

(
a−2

z2
+
a−1

z
+ a0 + a1 z + a2 z

2
)
dz = 2πia−1

oricare ar fi numerele a−2, a−1, a0, a1, a2 ∈ C.

Rezolvare. a) Drumul γ este conţinut ı̂n mulţimea deschisă C∗ = C−{0} şi funcţia

f : C∗ −→ C, f(z) = zk

admite ı̂n C∗ primitiva

g : C∗ −→ C, g(z) =
zk+1

k + 1
oricare ar fi k ∈ Z−{−1}.
b) Utilizând direct definiţia integralei complexe obţinem∫

γ

1

z
dz =

∫ 2π

0

1

γ(t)
γ′(t) dt =

∫ 2π

0

1

eit
i eit dt = i

∫ 2π

0
dt = 2πi.

1.4.31 Din exerciţiul anterior rezultă că funcţia olomorfă

f : C∗ −→ C, f(z) =
1

z
nu admite primitivă ı̂n C∗.

1.4.32 Exerciţiu. Fie drumul circular

γ : [0, 2π] −→ C, γ(t) = z0 + reit

a) Să se arate că dacă k ∈ Z−{−1} atunci∫

γ
(z − z0)

k dz = 0

dar ∫

γ
(z − z0)

−1 dz =

∫

γ

1

z − z0
dz = 2πi.
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b) Să se arate că
∫

γ

(
a−2

(z − z0)2
+

a−1

z − z0
+ a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)

2
)
dz = 2πia−1

oricare ar fi numerele a−2, a−1, a0, a1, a2 ∈ C.

Rezolvare. a) Drumul γ este conţinut ı̂n mulţimea deschisă C−{z0} şi funcţia

f : C−{z0} −→ C, f(z) = (z − z0)
k

admite ı̂n C∗ primitiva

g : C−{z0} −→ C, g(z) =
(z − z0)

k+1

k + 1

oricare ar fi k ∈ Z−{−1}.
b) Utilizând direct definiţia integralei complexe obţinem

∫

γ

1

z − z0
dz =

∫ 2π

0

1

γ(t)− z0
γ′(t) dt =

∫ 2π

0

1

reit
i r eit dt = i

∫ 2π

0
dt = 2πi.

1.4.33 Din exerciţiul anterior rezultă că funcţia olomorfă

f : C−{z0} −→ C, f(z) = (z − z0)
−1 =

1

z − z0

nu admite primitivă ı̂n C−{z0}.

1.4.34 Definiţie. Spunem că mulţimea D ⊆ C este conexă (prin drumuri) dacă

oricare ar fi punctele z1, z2 din D există un drum conţinut ı̂n D cu originea z1 şi

extremitatea z2. O mulţime deschisă şi conexă este numită domeniu.

B1(0)

B1(2 + i)

Figura 1.21: Discurile B1(0), B1(2 + i) şi B1(−1 + i
√
2).

1.4.35 Exemplu. Mulţimea B1(0)∪B1(−1+i
√
2) este domeniu dar B1(0)∪B1(2+i)

nu este domeniu (a se vedea Figura 1.21).
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1.4.36 Ştim că orice drum γ : [a, b] −→ D este echivalent cu drumul

[0, 1] −→ D : t 7→ γ((1 − t)a+ tb).

Fără a reduce generalitatea, putem utiliza doar drumuri definite pe intervalul [0, 1].

D

γ1

γ0

Figura 1.22: Drumuri omotope ı̂n domeniul D.

1.4.37 Definiţie. Spunem că drumurile cu aceleaşi extremităţi γ0 şi γ1 sunt

omotope ı̂n domeniul D dacă sunt conţinute ı̂n D şi se pot deforma continuu

unul ı̂n celălalt fără a ieşi din D, adică dacă există o aplicaţie continuă

h : [0, 1] × [0, 1] −→ D : (s, t) 7→ h(s, t)

astfel ı̂ncât urmatoarele condiţii să fie ı̂ndeplinite

a) h(0, t) = γ0(t), oricare ar fi t ∈ [0, 1],

b) h(1, t) = γ1(t), oricare ar fi t ∈ [0, 1],

c) h(s, 0) = γ0(0) = γ1(0), oricare ar fi s ∈ [0, 1],

d) h(s, 1) = γ0(1) = γ1(1), oricare ar fi s ∈ [0, 1].

1.4.38 Exemplu. Drumurile γ0, γ1 : [0, 1] −→ C,

γ0(t) = e2πit, γ1(t) =
1

2
+

1

2
e2πit

sunt omotope ı̂n D = C−B̄ 1
4
(12 ). In acest caz putem alege (a se vedea Figura 1.23)

h(s, t) = (1− s) γ0(t) + s γ1(t).

1.4.39 In continuare, pentru a decide dacă două drumuri sunt omotope ı̂n raport cu

anumit domeniu ne vom rezuma la a analiza vizual figura (!).

1.4.40 Exemplu. Drumul circular

γ0 : [0, 1] −→ C, γ0(t) = 3e2πit = 3cos 2πt+ 3i sin 2πt
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1−1

i

γ1

γ0

Figura 1.23: Drumuri omotope.

este omotop ı̂n C∗ cu drumul eliptic

γ1 : [0, 1] −→ C, γ1(t) = 3 cos 2πt+ i sin 2πt

dar cele două drumuri nu sunt omotope ı̂n D = C−{2i} (a se vedea Figura 1.24).

3−3
i

−i

3i

γ1

γ0

Figura 1.24: Drum circular omotop cu unul eliptic.

1.4.41 Exemplu. Drumurile γ0, γ1 : [0, 1] −→ C,

γ0(t) = 1− 2t, γ1(t) = eπit

sunt omotope ı̂n C, dar nu sunt omotope ı̂n C−{1
2 i} (a se vedea Figura 1.25).

1.4.42 Definiţie. Spunem că drumul ı̂nchis

γ : [a, b] −→ C

este omotop cu zero ı̂n D dacă el este omotop ı̂n D cu drumul punctual

[a, b] −→ D : t 7→ γ(a).
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1−1

i

1
2 i

γ1

γ0

Figura 1.25: Drumurile γ0(t) = 1− 2t şi γ1(t) = eπit.

D

γ

γ(a)

Figura 1.26: Drum omotop cu zero ı̂n D.

1.4.43 Exemplu. Drumul circular

γ : [0, 1] −→ C, γ(t) = e2πit

este omotop cu zero ı̂n D = C−{2i}, dar nu este omotop cu zero ı̂n C∗.

1

γ
i

2i

Figura 1.27: Drumul γ : [0, 1] −→ C, γ(t) = e2πit.

1.4.44 Teoremă (Cauchy) Dacă D ⊆ C este o mulţime deschisă,

f : D −→ C

este o funcţie olomorfă şi

γ : [a, b] −→ D
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este un drum ı̂nchis omotop cu zero ı̂n D atunci∫

γ
f(z) dz = 0.

O demonstraţie poate fi găsită ı̂n [11].

1.4.45 Propoziţie. Dacă D ⊆ C este o mulţime deschisă,

f : D −→ C

este o funcţie olomorfă şi

γ0 : [a, b] −→ D, γ1 : [a, b] −→ D

sunt două drumuri omotope ı̂n D atunci∫

γ0
f(z) dz =

∫

γ1
f(z) dz. (1.1)

Dγ0

γ̃1

Figura 1.28: Drumurile γ0 şi γ̃1 formează un drum ı̂nchis.

Demonstraţie. Drumul obţinut compunând γ0 cu inversul γ̃1 al drumului γ1 este un

drum ı̂nchis omotop cu zero ı̂n D. Utilizând teorema Cauchy obţinem relaţia∫

γ0
f(z) dz +

∫

γ̃1
f(z) dz = 0.

echivalentă cu (1.1).

1.4.46 Fie k un număr ı̂ntreg pozitiv. Drumul

γ : [0, 1] −→ C, γ(t) = z0 + e2kπit

se roteşte de k ori ı̂n jurul lui z0 ı̂n sens direct şi
1

2πi

∫

γ

1

z − z0
dz = k.

Drumul

γ : [0, 1] −→ C, γ(t) = z0 + e−2kπit
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se roteşte de k ori ı̂n jurul lui z0 ı̂n sens invers şi
1

2πi

∫

γ

1

z − z0
dz = −k.

Drumul γ din Figura 1.29 este omotop ı̂n C−{z0} cu drumul

γ z0 γ(0)

γ1

Figura 1.29: Drumul γ are indexul 2 faţă de z0.

γ1 : [0, 1] −→ C, γ1(t) = z0 + re4πit

şi prin urmare
1

2πi

∫

γ

1

z − z0
dz =

1

2πi

∫

γ1

1

z − z0
dz = 2.

In general, dacă γ este un drum ı̂nchis care nu trece prin z0 numărul

n(γ, z0) =
1

2πi

∫

γ

1

z − z0
dz

numit indexul lui γ faţă de z0, ne arată de câte ori se roteşte γ ı̂n jurul lui z0.

O demonstraţie poate fi găsită ı̂n [11].

1
1

1

1

22

0

0

−1

γ

Figura 1.30: Indexul drumului γ faţă de punctele nesituate pe γ.

1.4.47 Un drum ı̂nchis γ determină o partiţie a mulţimii punctelor nesituate pe γ

formată din submulţimi conexe. Toate punctele aparţinând unei componente conexe

au acelaşi index faţă de γ (a se vedea Figura 1.30).
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1.4.48 Teoremă. (Formulele lui Cauchy) Orice funcţie olomorfă

f : D −→ C

definită pe o mulţime deschisă D este nelimitat derivabilă şi oricare ar fi drumul

γ : [0, 1] −→ D

omotop cu zero ı̂n D are loc formula

n(γ, z) f (k)(z) =
k!

2πi

∫

γ

f(ζ)

(ζ − z)k+1
dζ

pentru orice k ∈ N şi orice z ∈ D−{ γ(t) | t ∈ [0, 1] }.
O demonstraţie poate fi găsită ı̂n [11].

1

z

0

D

γ

γ f

C

Figura 1.31: Valoarea derivatei f (k) ı̂ntr-un punct z verifică formula lui Cauchy.

1.5 Serii Laurent

1.5.1 Definiţie. Fie D ⊆ C o submulţime şi

fn : D −→ C, n ∈ N

funcţii definite pe D. Spunem că seria de funcţii complexe
∞∑

n=0

fn

este convergentă (uniform convergentă) dacă şirul sumelor parţiale (sk)k≥0, unde

sk =
k∑

n=0

fn

este convergent (respectiv, uniform convergent). Limita acestui şir
∞∑

n=0

fn = lim
k→∞

sk = lim
k→∞

k∑

n=0

fn = lim
k→∞

(f0 + f1 + · · · fk)
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se numeşte suma seriei. Spunem că seria considerată este absolut convergentă

dacă seria de funcţii reale
∞∑

n=0

|fn|

este convergentă.

1.5.2 Propoziţie. Dacă |z| < 1 atunci seria geometrică
∞∑

n=0

zn

este convergentă şi suma ei este 1
1−z , adică

|z| < 1 =⇒
∞∑

n=0

zn =
1

1− z
.

Demonstraţie. Dacă |z| < 1 atunci

lim
k→∞

k∑

n=0

zn = lim
k→∞

(1 + z + z2 + · · ·+ zk) = lim
k→∞

1− zk+1

1− z
=

1

1− z
.

1.5.3 Teoremă. (Weierstrass) Fie D ⊆ C o submulţime şi

fn : D −→ C, n ∈ N

funcţii definite pe D. Dacă există o serie convergentă de numere reale
∞∑

n=0

αn

astfel ı̂ncât

|fn(z)| ≤ αn, oricare ar fi z ∈ D, n ∈ N

atunci seria de funcţii complexe
∞∑

n=0

fn

este absolut şi uniform convergentă.

1.5.4 Definiţie. Prin serie de puteri ı̂n jurul lui z0 se ı̂nţelege o serie de forma
∞∑

n=0

an (z − z0)
n

cu coeficienţii a0, a1, a2 ,. . . numere complexe. Ea mai poate fi scrisă şi sub forma

a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)
2 + · · · .
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1.5.5 Orice serie de puteri este o serie de funcţii
∞∑

n=0

fn

ı̂n care funcţiile fn au forma particulară

fn : D −→ C, fn(z) = an (z − z0)
n.

1.5.6 Definiţie. Fie D ⊆ C o mulţime deschisă şi

f : D −→ C, fn : D −→ C, n ∈ N

funcţii definite pe D. Spunem că şirul de funcţii (fn)n≥0 converge

uniform pe compacte la f dacă oricare ar fi mulţimea compactăK⊂D,

şirul restricţiilor fn|K converge uniform la f |K .

1.5.7 Teoremă (Weierstrass). Fie D ⊆ C o mulţime deschisă şi

f : D −→ C, fn : D −→ C, n ∈ N

funcţii definite pe D. Dacă funcţiile fn sunt olomorfe şi dacă şirul (fn)n≥0

converge uniform pe compacte la f atunci f este funcţie olomorfă şi

lim
n→∞ f (k)n = f (k), oricare ar fi k ∈ N.

O demonstraţie poate fi găsită ı̂n [11].

1.5.8 Teoremă (Weierstrass). Dacă seria de funcţii olomorfe
∞∑

n=0

fn

converge uniform pe compacte ı̂n mulţimea deschisă D atunci suma ei

S : D −→ C, S(z) =
∞∑

n=0

fn(z)

este o funcţie olomorfă şi

S(k) =
∞∑

n=0

f (k)n , oricare ar fi k ∈ N.

Demonstraţie. Afirmaţia rezultă direct din teorema precedentă.
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z0

z z1

Figura 1.32: Discul de centru z0 şi rază |z1 − z0|.

1.5.9 Teoremă (Abel). Dacă seria de puteri
∞∑

n=0

an (z − z0)
n

este convergentă pentru z = z1 6= z0 atunci ea este convergentă ı̂n discul

{ z | |z − z0| < |z1 − z0| }

de centru z0 şi rază |z1 − z0|.

Demonstraţie. Seria
∑∞
n=0 an(z1 − z0)

n fiind convergentă avem

lim
n→∞

an(z1 − z0)
n=0

şi prin urmare există n0 ∈ N astfel ı̂ncât

|an (z1 − z0)
n| < 1, oricare ar fi n ≥ n0

adică

|an| <
1

|z1 − z0|n
, oricare ar fi n ≥ n0.

Din relaţia

|an (z − z0)
n| <

( |z − z0|
|z1 − z0|

)n
, oricare ar fi n ≥ n0

şi convergenţa seriei geometrice
∞∑

n=0

( |z − z0|
|z1 − z0|

)n

pentru |z − z0| < |z1 − z0| rezultă conform criteriului comparaţiei convergenţa se-

riei
∑∞
n=0 |an (z − z0)

n|. Spaţiul normat (C, | |) fiind complet, orice serie absolut

convergentă este convergentă.
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1.5.10 Fie seria de puteri
∞∑

n=0

an (z − z0)
n.

Pentru z astfel ı̂ncât există

lim
n→∞

n

√
|an(z − z0)n| < 1

adică astfel ı̂ncât

|z − z0| <
1

limn→∞ n
√
|an|

seria considerată este absolut convergentă conform criteriului rădăcinii.

1.5.11 Teoremă (Cauchy-Hadamard). In cazul unei serii de puteri
∞∑

n=0

an (z − z0)
n

există

R =





0 dacă limn→∞ n
√
|an| = ∞

1

limn→∞ n
√

|an|
dacă limn→∞ n

√
|an| 6∈ {0,∞}

∞ dacă limn→∞ n
√
|an| = 0

(numit raza de convergenţă) astfel ı̂ncât :

a) In discul (numit disc de convergenţă)

BR(z0) = { z | |z − z0| < R }
seria converge absolut şi uniform pe compacte.

b) In C−B̄R(z0) = { z | |z − z0| > R } seria este divergentă.

c) Suma seriei

S : BR(z0) −→ C, S(z) =
∞∑

n=0

an (z − z0)
n

este funcţie olomorfă.

d) Seria derivată este o serie de puteri cu aceeaşi rază de convergenţă şi

S′(z) =
∞∑

n=1

nan(z − z0)
n−1, oricare ar fi k ∈ BR(z0).

O demonstraţie poate fi găsită ı̂n [11].
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1.5.12 Se poate arăta că dacă există limita

lim
n→∞

|an+1|
|an|

atunci

limn→∞
n

√
|an| = lim

n→∞
|an+1|
|an|

.

1.5.13 Exemple.

a) Raza de convergenţă a seriei geometrice
∞∑

n=0

zn

este R = 1 deoarece ı̂n acest caz an = 1, oricare ar fi n ∈ N.

b) Raza de convergenţă a seriei
∞∑

n=0

zn

n!

este R = limn→∞
1/n!

1/(n+1)! = limn→∞(n+ 1) = ∞.

1.5.14 Admiţând că f este suma unei serii de puteri ı̂n jurul lui z0

f(z) =
∞∑

n=0

an (z − z0)
n

cu raza de convergenţă nenulă, din teorema Cauchy-Hadamard rezultă relaţia

f (k)(z) =
∞∑

n=0

[an (z − z0)
n](k), oricare ar fi k ∈ N

care conduce la

ak =
f (k)(z0)

k!
.

1.5.15 Teoremă (Dezvoltarea ı̂n serie Taylor) Dacă funcţia

f : Br(z0) −→ C

este olomorfă ı̂n discul Br(z0) şi R este raza de convergenţă a seriei Taylor asociate
∞∑

n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n

atunci R ≥ r şi

f(z) =
∑∞
n=0

f(n)(z0)
n! (z − z0)

n

= f(z0) +
f ′(z0)
1! (z − z0) +

f ′′(z0)
2! (z − z0)

2 + · · ·
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oricare ar fi z ∈ Br(z0).

O demonstraţie poate fi găsită ı̂n [11].

1.5.16 Exemplu. Din teorema dezvoltarii ı̂n serie Taylor rezultă dezvoltările

1

1− z
=

∞∑

n=0

zn = 1 + z + z2 + · · · pentru |z| < 1

ez =
∞∑

n=0

zn

n!
= 1 +

z

1!
+
z2

2!
+ · · · pentru orice z ∈ C

sin z =
∞∑

n=0

(−1)n
z2n+1

(2n + 1)!
= z − z3

3!
+
z5

5!
+ · · · pentru orice z ∈ C.

Din aceste dezvoltări, prin substituţie şi/sau derivare putem obţine alte dezvoltări

1

1 + z
=

∞∑

n=0

(−1)nzn = 1− z + z2 − · · · pentru |z| < 1

1

(1− z)2
=

∞∑

n=0

nzn−1 = 1 + 2z + 3z2 + · · · pentru |z| < 1

1

(1 + z)2
=

∞∑

n=0

n(−1)n−1zn−1 = 1− 2z + 3z2 − · · · pentru |z| < 1

cos z =
∞∑

n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
= 1− z2

2!
+
z4

4!
+ · · · pentru orice z ∈ C.

1.5.17 MATHEMATICA: Series[f[z], {z, z0, n}]

In[1]:=Series[1/(1−z), {z, 0, 5}] 7→ Out[1]=1+z+z2+z3+z4+z5+O[z]6

In[2]:=Series[Exp[z], {z, 0, 6}] 7→ Out[2]=1+z+ z2

2
+ z3

6
+ z4

24
+ z5

120
+ z6

720
+O[z]7

In[3]:=Series[Exp[z], {z, 1, 3}] 7→ Out[3]=e+e(z−1)+ 1
2
e(z−1)2+ 1

6
e(z−1)3+O[z−1]4

In[4]:=Series[Exp[z], {z, I, 3}] 7→ Out[4]=eıi+eıi(z−ıi)+ 1
2
eıi(z−ıi)2+ 1

6
eıi(z−ıi)3+O[z−ıi]4

In[5]:=Series[Cos[z], {z, 0, 6}] 7→ Out[5]=1− z2

2
+ z4

24
− z6

720
+O[z]7

1.5.18 Definiţie. Prin serie Laurent ı̂n jurul lui z0 se ı̂nţelege o serie de forma

∞∑

n=−∞
an (z − z0)

n

cu coeficienţii an numere complexe. Ea mai poate fi scrisă şi sub forma

· · ·+ a−2

(z − z0)2
+

a−1

z − z0
+ a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)

2 + · · · .
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1.5.19 Teoremă (Coroana de convergenţă). Fie seria Laurent
∑∞
n=−∞ an (z−z0)n,

r = limn→∞
n

√
|a−n|

şi

R =





0 dacă limn→∞ n
√
|an| = ∞

1

limn→∞ n
√

|an|
dacă limn→∞ n

√
|an| 6∈ {0,∞}

∞ dacă limn→∞ n
√
|an| = 0.

Dacă r < R atunci:

a) In coroana circulară (numită coroana de convergenţă)

{ z | r < |z − z0| < R }
seria Laurent converge absolut şi uniform pe compacte.

b) Seria Laurent diverge ı̂n { z | |z− z0| < r }∪ { z | |z− z0| > R }.
c) Suma seriei Laurent S : D −→ C,

S(z) =
∞∑

n=−∞
an (z − z0)

n =
∞∑

n=1

a−n(z − z0)
−n +

∞∑

n=0

an(z − z0)
n

este funcţie olomorfă.

O demonstraţie poate fi găsită ı̂n [11].

z
z0 r R

Figura 1.33: Coroana circulară { z | r < |z − z0| < R }.

1.5.20 Teoremă (Dezvoltarea ı̂n serie Laurent). Dacă funcţia

f : D = { z | r < |z − z0| < R } −→ C

definită pe coroana D este olomorfă atunci există o unică serie Laurent
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∞∑

n=−∞
an (z − z0)

n

cu coroana de convergenţă incluzând pe D şi astfel ı̂ncât

f(z) =
∞∑

n=−∞
an (z − z0)

n oricare ar fi z ∈ D.

1.5.21 Exemple.

a) Funcţia olomorfă

f : D = { z | 0 < |z| < 1 } −→ C, f(z) =
1

z2(1− z)

admite ı̂n coroana D dezvoltarea ı̂n serie Laurent ı̂n jurul lui 0

f(z)=
1

z2
1

1−z =
1

z2
(1+z+z2+ · · ·)= 1

z2
+
1

z
+1+z+z2+ · · · (1.2)

b) Funcţia olomorfă

f : D = { z | 0 < |z − i| <∞ } −→ C, f(z) =
ez

(z − i)2

admite ı̂n coroana D dezvoltarea ı̂n serie Laurent ı̂n jurul lui i

f(z) = ez

(z−i)2 = ei

(z−i)2 e
z−i = ei

(z−i)2

(
1 + z−i

1! + (z−i)2

2! + · · ·
)

= ei

(z−i)2
+ ei

z−i +
ei

2! +
ei

3!(z − i) + · · ·
(1.3)

c) Funcţia olomorfă

f : D = { z | 0 < |z| <∞ } −→ C, f(z) = z2 e
1
z

admite ı̂n coroana D dezvoltarea ı̂n serie Laurent ı̂n jurul lui 0

f(z) = z2 e
1
z = z2

(
1 + 1

1!
1
z +

1
2!

1
z2 + · · ·

)

= · · ·+ 1
4!

1
z2 + 1

3!
1
z +

1
2! +

1
1! z + z2 + 0 z3 + 0 z4 + · · ·

(1.4)

1.5.22 Definiţie. Fie f :D−→C o funcţie olomorfă definită pe mulţimea deschisă

D. Spunem că punctul z0∈C−D este un punct singular izolat al funcţiei f

dacă există r > 0 astfel ı̂ncât coroana circulară { z | 0 < |z − z0| < r } este

conţinută ı̂n D. Coeficientul a−1 din dezvoltarea Laurent

f(z) = · · ·+ a−2

(z − z0)2
+

a−1

z − z0
+ a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)

2 + · · ·

a lui f ı̂n această coroană se numeşte reziduul lui f ı̂n punctul singular izolat

z0 şi se notează cu Rezz0f , adică
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Rezz0f = a−1.

1.5.23 Exemple.

a) Singurul punct singular izolat al funcţiei

f : D = { z | 0 < |z| < 1 } −→ C, f(z) =
1

z2(1− z)

este z = 0 şi din (1.2) rezultă că Rez0 = 1.

b) Singurul punct singular izolat al funcţiei

f : D = { z | 0 < |z − i| <∞ } −→ C, f(z) =
ez

(z − i)2

este z = i şi din (1.3) rezultă că Rezif = ei.

c) Singurul punct singular izolat al funcţiei

f : D = { z | 0 < |z| <∞ } −→ C, f(z) = z2 e
1
z

este z = 0 şi din (1.4) rezultă că Rez0f = 1
3! =

1
6 .

1.5.24 MATHEMATICA: Series[f[z], {z, a, n}] , Residue[f[z], {z, a}]

In[1]:=Series[1/(z^2(1-z)), {z, 0, 4}] 7→ Out[1]= 1
z2

+ 1
z
+1+z+z2+z3+z4+O[z]5

In[2]:=Residue[1/(z^2(1-z)), {z, 0}] 7→ Out[2]=1

In[3]:=Series[1/(z^2(1-z)), {z, 1, 2}] 7→ Out[3]=− 1
z−1

+2−3(z−1)+4(z−1)2+O[z]3

In[4]:=Residue[1/(z^2(1-z)), {z, 1}] 7→ Out[4]=−1

In[5]:=Series[Exp[z]/(z-I)^2, {z, I, 1}] 7→ Out[5]= eıi

(z−ıi)2
+ eıi

z−ıi
+ eıi

2
+ 1

6
eıi(z−ıi)+O[z−ıi]2

In[6]:=Residue[Exp[z]/(z-I)^2, {z, I}] 7→ Out[6]=eıi.

1.5.25 Definiţie. Fie D o mulţime deschisă şi

f : D −→ C

o funcţie olomorfă. Prin zero multiplu de ordinul n al lui f se ı̂nţelege

un punct z0 ∈ D astfel ı̂ncât

f(z0) = f ′(z0) = . . . = f (n−1)(z0) = 0 şi f (n)(z0) 6= 0.

Spunem despre un punct singular izolat z0 al lui f că este pol de ordinul

n dacă este zero multiplu de ordinul n pentru funcţia 1
f .
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1.5.26 Teoremă. Dacă punctul singular izolat z0 al funcţiei olomorfe f : D −→ C

este pol de ordinul n atunci există r > 0 astfel ı̂ncât coroana circulară

{ z | 0 < |z − z0| < r }
este conţinută ı̂n D şi ı̂n acestă coroană f admite o dezvoltare Laurent de forma

f(z) =
a−n

(z − z0)n
+ · · ·+ a−1

(z − z0)
+ a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)

2 + · · ·

1.5.27 a) Dacă z0 este pol simplu atunci ı̂n jurul lui z0 funcţia f admite dezvoltarea

f(z) =
a−1

(z − z0)
+ a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)

2 + · · ·

Inmulţind cu (z − z0) obţinem relaţia

(z − z0) f(z) = a−1 + a0 (z − z0) + a1 (z − z0)
2 + a2 (z − z0)

3 + · · ·
care conduce la

Rezz0f = a−1 = lim
z→z0

(z − z0) f(z).

b) Dacă z0 este pol dublu atunci ı̂n jurul lui z0 funcţia f admite dezvoltarea

f(z) =
a−2

(z − z0)2
+

a−1

(z − z0)
+ a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)

2 + · · ·

Inmulţind cu (z − z0)
2 şi apoi derivând obţinem relaţia

[(z − z0)
2 f(z)]′ = a−1 + 2a0 (z − z0) + 3a1 (z − z0)

2 + · · ·
care conduce la

Rezz0f = a−1 = lim
z→z0

[(z − z0)
2 f(z)]′.

c) Dacă z0 este pol triplu atunci ı̂n jurul lui z0 funcţia f admite dezvoltarea

f(z) =
a−3

(z − z0)3
+

a−2

(z − z0)2
+

a−1

(z − z0)
+ a0 + a1 (z − z0) + · · ·

Inmulţind cu (z − z0)
3 şi apoi derivând de două ori obţinem relaţia

[(z − z0)
3 f(z)]′′ = 2! a−1 + 6a0 (z − z0) + 12a1 (z − z0)

2 + · · ·
care conduce la

Rezz0f = a−1 =
1

2!
lim
z→z0

[(z − z0)
3 f(z)]′′.

d) Dacă z0 este pol de ordinul n atunci

Rezz0f =
1

(n− 1)!
lim
z→z0

[(z − z0)
n f(z)](n−1).
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1.5.28 Exemplu. Funcţia

f : C−{0, 1} −→ C, f(z) =
1

z2(1− z)

are două puncte singulare izolate z = 0 şi z = 1. Punctul z = 0 este pol dublu şi

Rez0f = lim
z→0

[z2 f(z)]′ = lim
z→0

[
1

1− z

]′
= lim

z→0

1

(1− z)2
= 1. (1.5)

Punctul z = 1 este pol simplu şi

Rez1f = lim
z→1

(z − 1) f(z) = lim
z→1

−1

z2
= −1. (1.6)

1.6 Calculul integralelor cu ajutorul reziduurilor

1.6.1 Dacă

γ : [a, b] −→ C−{z0}
este un drum ı̂nchis care nu trece prin z0 atunci

∫
γ

(
a−2

(z−z0)2 + a−1

(z−z0) + a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)
2
)
dz

= a−1
∫
γ

dz
z−z0 = 2πia−1 n(γ, z0)

(1.7)

oricare ar fi numerele a−2, a−1, a0, a1, a2 ∈ C. Punctul z0 este punct singular izolat

(pol de ordinul al doilea) pentru funcţia f : C−{z0} −→ C,

f(z) =
a−2

(z − z0)2
+

a−1

(z − z0)
+ a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)

2

şi Rezz0f = a−1. Relaţia (1.7) se mai poate scrie

∫

γ
f(z) dz = 2πi n(γ, z0) Rezz0f.

1.6.2 Teoremă (Teorema reziduurilor). Dacă D ⊆ C este o mulţime deschisă,

f : D −→ C

este o funcţie olomorfă , S este mulţimea punctelor singulare

izolate ale lui f şi dacă

γ : [a, b] −→ D
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este un drum omotop cu zero ı̂n D̃ = D ∪ S atunci

∫

γ
f(z) dz = 2πi

∑

z∈S
n(γ, z)Rezzf.

O demonstraţie poate fi găsită ı̂n [11].

1.6.3 Exerciţiu. Să se calculeze ∫

γ

4 dz

(z2 + 1)(z − 3)2

unde

γ : [0, 1] −→ C, γ(t) = 2 e2πit.

Rezolvare. Considerăm D = C−{3, i, −i} şi funcţia olomorfă

f : D −→ C, f(z) =
4

(z2 + 1)(z − 3)2
.

Mulţimea punctelor singulare izolate ale lui f este S = {3, i, −i} şi drumul γ este

omotop cu zero ı̂n D ∪ S = C. Conform teoremei reziduurilor avem∫

γ

4 dz

(z2 + 1)(z − 3)2
= 2πi (n(γ, 3)Rez3f + n(γ, i)Rezif + n(γ,−i)Rez−if) .

2−2

i

−i

2i

Figura 1.34: Drumul γ : [0, 1] −→ C, γ(t) = 2 e2πit.

Deoarece drumul γ (Figura 1.34) se roteşte de zero ori ı̂n jurul lui 3 şi o singură dată

ı̂n jurul lui i şi −i rezultă că

n(γ, 3) = 0, n(γ, i) = n(γ,−i) = 1

şi prin urmare ∫

γ

4 dz

(z2 + 1)(z − 3)2
= 2πi (Rezif +Rez−if) .

Punctele singulare i şi −i fiind poli simpli avem



Elemente de analiză complexă 61

Rezif = lim
z→i

(z − i)f(z) = lim
z→i

4

(z − 3)2(z + i)
=

4

2i(i − 3)2
=

3

25
− 4

25
i

Rez−if = lim
z→−i

(z + i)f(z) = lim
z→−i

4

(z − 3)2(z − i)
=

4

−2i(i + 3)2
=

3

25
+

4

25
i

şi ∫

γ

4 dz

(z2 + 1)(z − 3)2
=

12

25
πi.

1.6.4 MATHEMATICA: Residue[f[z], {z, a}]

In[1]:=Residue[4/((z^2+1)(z-3)^2), {z, I}] 7→ Out[1]= 3
25

− 4ıi
25

In[2]:=Residue[4/((z^2+1)(z-3)^2), {z, -I}] 7→ Out[2]= 3
25

+ 4ıi
25

1.6.5 Exerciţiu. Să se calculeze ∫

γ

ez

z3
dz

unde

γ : [0, 1] −→ C, γ(t) = e−4πit.

Rezolvare. Considerăm funcţia olomorfă

f : C∗ −→ C, f(z) =
ez

z3

definită pe mulţimea deschisă C∗ = C−{0}. Punctul singular z = 0 este pol de

ordinul al treilea. Pentru calculul reziduului lui f ı̂n 0 putem utiliza dezvoltarea

Laurent ı̂n jurul lui 0

f(z) = ez

z3
= 1

z3

(
1 + z

1! +
z2

2! +
z3

3! + · · ·
)

= 1
z3

+ 1
1!

1
z2

+ 1
2!

1
z +

1
3! +

1
4!z + · · ·

sau relaţia

Rez0f =
1

2!
lim
z→0

(z3 f(z))′′ =
1

2
.

Observând că γ se roteşte de două ori ı̂n jurul lui 0 ı̂n sens invers sau utilizând

formula

n(γ, 0) =
1

2πi

∫

γ

dz

z
= −2

obţinem ∫

γ

ez

z3
dz = 2πin(γ, 0)Rez0f = −2πi.
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1

γ

Figura 1.35: Drumul γ.

1.6.6 Exerciţiu. Să se calculeze integrala ∫

γ

1

z2(1− z)
dz

unde γ este drumul din Figura 1.35 .

Rezolvare. Funcţia olomorfă

f : C−{0, 1} −→ C, f(z) =
1

z2(1− z)

are punctele singulare z = 0 şi z = 1. Ştim că Rez0f = 1 ( a se vedea relaţia (1.5))

şi Rez1f = −1 ( a se vedea relaţia (1.6)). Deoarece drumul γ se roteşte de două ori

ı̂n jurul lui 0 şi o dată ı̂n jurul lui 1, din teorema reziduurilor rezultă că∫

γ

1

z2(1− z)
dz = 2πi (2Rez0f +Rez1f) = 2πi.

1.6.7 Exerciţiu. Să se calculeze integrala

I =

∫ 2π

0

1

a+ cos t
dt unde a ∈ (1,∞)

Rezolvare. Integrala reală cerută poate fi privită ca o integrală ı̂n planul complex şi

calculată folosind teorema reziduurilor. Avem

I =
∫ 2π
0

1

a+ eit+e−it

2

dt =
∫ 2π
0

1
ieit

2
2a+eit+e−it (e

it)′ dt

= −i
∫
γ

1
z

2
2a+z+ 1

z

dz = −i
∫
γ

2
z2+2az+1dz

unde γ : [0, 2π] −→ C, γ(t) = eit. Funcţia

f : C−{z1, z2} −→ C, f(z) =
2

z2 + 2az + 1
unde

z1 = −a+
√
a2 − 1, z2 = −a−

√
a2 − 1
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sunt rădăcinile polinomului z2 + 2az + 1, are două puncte singulare izolate (poli

simpli) z1 şi z2.

1

γ
z1z2

i

Figura 1.36: Drumul γ : [0, 2π] −→ C, γ(t) = eit.

Deoarece z1, z2 sunt numere reale, −1 < z1 < 0 şi z2 < −1 rezultă că n(γ, z1) = 1

şi n(γ, z2) = 0 ( a se vedea Figura 1.36). Conform teoremei reziduurilor

I = −i
∫
γ

2
z2+2az+1dz = 2πRezz1f = 2π limz→z1(z − z1)f(z)

= 2π limz→z1(z − z1)
2

(z−z1)(z−z2) =
4π

z1−z2 = 2π√
a2−1

.

r γr

α
β

Figura 1.37: Drumurile γr.

1.6.8 Propoziţie. Fie α < β şi o funcţie continuă

f : D −→ C

definită pe un domeniu D ce conţine imaginile drumurilor ( Fig. 1.37)

γr : [α, β] −→ C, γr(t) = reit

oricare ar fi r > 0. Dacă

lim
z→∞

z f(z) = 0
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atunci

lim
r→∞

∫

γr
f(z) dz = 0.

Demonstraţie. Din relaţia limz→∞ z f(z) = 0 rezultă că oricare ar fi ε > 0 există

rε > 0 astfel ı̂ncât

|z| > rε =⇒ |z f(z)| < ε.

In particular, pentru r > rε avem∣∣∣∣
∫

γr
f(z) dz

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∫ β

α
f(reit) ri eit dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ β

α
|f(reit) ri eit| dt < ε

∫ β

α
dt = (β − α)ε.

1.6.9 Oricare ar fi z1, z2 ∈ C au loc relaţiile

|z1| = |z1 − z2 + z2| ≤ |z1 − z2|+ |z2|,
|z2| = |z2 − z1 + z1| ≤ |z1 − z2|+ |z1|

care conduc la

− |z1 − z2| ≤ |z1| − |z2| ≤ |z1 − z2|
adică la

| |z1| − |z2| | ≤ |z1 − z2|.

1.6.10 Exerciţiu. Să se calculeze integrala

I =

∫ ∞

0

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx

Rezolvare. Integrala I este o integrală reală improprie. Intervalul de integrare este

nemărginit dar funcţia considerată este mărginită, numitorul neanulându-se pe axa

reală. Deoarece

lim
x→∞

x2

(x2+1)(x2+4)
1
x2

= 1

integralele
∫ ∞

1

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx şi

∫ ∞

1

1

x2
dx

au aceeaşi natură. Ştim ı̂nsă că integrala improprie∫ ∞

1

1

xλ
dx

este convergentă pentru λ > 1. Rezultă astfel că integrala considerată
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r

γr

γ−r

i

2i

Figura 1.38: Drumurile γr.

I =

∫ ∞

0

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx =

∫ 1

0

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx+

∫ ∞

1

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx

este convergentă.

Pentru a calcula valoarea integralei vom considera funcţia olomorfă

f : C−{−2i, −i, i, 2i} −→ C, f(z) =
z2

(z2 + 1)(z2 + 4)

şi drumul de integrare din Figura 1.38 compus din

γr : [0, π] −→ C, γr(t) = r eit

şi

γ : [−r, r] −→ C, γ(t) = t.

Conform teoremei reziduurilor, oricare ar fi r > 2 avem relaţia∫

γr
f(z)dz +

∫ r

−r
f(x)dx = 2πi (Rezif +Rez2if)

care conduce la

lim
r→∞

∫

γr
f(z)dz +

∫ ∞

−∞
f(x)dx = 2πi (Rezif +Rez2if). (1.8)

Deoarece

|z f(z)| = |z3|
|z2 + 1| · |z2 + 4| =

|z3|
|z2 − (−1)| · |z2 − (−4)| ≤

|z|3
| |z|2 − 1| · | |z|2 − 4|

avem

lim
z→∞ z f(z) = 0

şi ı̂n virtutea rezultatului prezentat la pag. 63-8

lim
r→∞

∫

γr
f(z)dz = 0.
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Din relaţia (1.8), ţinând seama şi de faptul că f(−x) = f(x), rezultă
∫ ∞

0
f(x)dx = πi (Rezif +Rez2if).

Dar

Rezi = lim
z→i

(z − i) f(z) = lim
z→i

z2

(z + i)(z2 + 4)
=

i

6

Rez2i = lim
z→2i

(z − 2i) f(z) = lim
z→2i

z2

(z2 + 1)(z + 2i)
= − i

3

şi deci
∫ ∞

0
f(x)dx = πi

(
i

6
− i

3

)
=
π

6
.

1.6.11 MATHEMATICA: Residue[f[z], {z, a}], Integrate[f[x], {x, a, b}]

In[1]:=Residue[z^2/((z^2 + 1) (z^2 + 4)), {z, I}] 7→ Out[1]= ıi
6

In[2]:=Residue[z^2/((z^2 + 1) (z^2 + 4)), {z, I}] 7→ Out[2]=− ıi
3

In[3]:=Integrate[x^2/((x^2 + 1) (x^2 + 4)), {x, 0, Infinity}] 7→ Out[3]= ıi
6

1.6.12 Exerciţiu. Să se arate că

1 ≥ sin t

t
≥ 2

π
oricare ar fi t ∈

[
0,
π

2

]
.

Rezolvare. Funcţia

ϕ :

[
0,
π

2

]
−→ R, ϕ(t) =

sin t

t

este descrescătoare deoarece

ϕ′(t) =
t cos t− sin t

t2
≤ 0.

r

γr

−r

Figura 1.39: Drumurile γr.
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1.6.13 Propoziţie (Lema lui Jordan). Dacă funcţia continuă

f : { z = x+ yi | y ≥ 0 } −→ C

este astfel ı̂ncât

lim
z→∞

f(z) = 0 (1.9)

şi

γr : [0, π] −→ C, γr(t) = r eit

( a se vedea Figura 1.39 ) atunci

lim
r→∞

∫

γr
f(z) eiz dz = 0

Demonstraţie. Fie ε > 0. Din relaţia (1.9) rezultă că există rε > 0 astfel ı̂ncât

r > rε =⇒ |f(r eit)| < 2ε

π
şi ∣∣∣

∫
γr
f(z) eiz dz

∣∣∣ =
∣∣∣
∫ π
0 f(r e

it) eir(cos t+i sin t)ireitdt
∣∣∣

≤ ∫ π
0 |f(r eit)| e−r sin t r dt ≤ 2ε

π r
∫ π
0 e−r sin t dt

≤ 2ε
π r
∫ π
0 e−r

2
π
t dt = 2ε

π r
−π
2r e−r

2
π
t
∣∣∣
π
2

0
= ε(1− e−r) ≤ ε.

r R−R

γr

γR

−r

Figura 1.40: Drumul utilizat ı̂n cazul integralei Poisson.

1.6.14 Exerciţiu (Integrala Poisson). Să se arate că∫ ∞

0

sinx

x
dx =

π

2
(1.10)

Rezolvare. Fie 0 < r < R şi drumurile ( a se vedea Figura 1.40)

γR : [0, π] −→ C, γR(t) = R eit
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γr : [0, π] −→ C, γr(t) = r ei(π−t).

Din teorema reziduurilor (sau teorema Cauchy) rezultă relaţia
∫

γR

eiz

z
dz +

∫ −r

−R

eix

x
dx+

∫

γr

eiz

z
dz +

∫ R

r

eix

x
dx = 0

care se mai poate scrie
∫

γR

eiz

z
dz +

∫

γr

eiz

z
dz +

∫ R

r

eix − e−ix

x
dx = 0

sau
∫

γR

eiz

z
dz +

∫

γr

1

z
dz +

∫

γr

eiz − 1

z
dz + 2i

∫ R

r

sinx

x
dx = 0

Utilizând relaţia ∫

γr

1

z
dz = −πi

şi notând cu g o primitivă a funcţiei f(z) = eiz−1
z obţinem

∫

γR

eiz

z
dz − πi + (g(r)− g(−r)) + 2i

∫ R

r

sinx

x
dx = 0.

Deoarece conform lemei lui Jordan

lim
R→∞

∫

γR

eiz

z
= 0

pentru R→ ∞ şi r → 0 obţinem relaţia

2i

∫ ∞

0

sinx

x
dx = πi.

1.6.15 MATHEMATICA: Integrate[f[x], {x, a, b}]

In[1]:=Integrate[Sin[x]/x, {x, 0, Infinity}] 7→ Out[1]=π
2

γ
π
4

Figura 1.41: Drumul utilizat ı̂n cazul integralelor lui Fresnel.
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1.6.16 Integralele lui Fresnel. Integrând funcţia

f(z) = eiz
2

de-a lungul drumului din Figura 1.41 se poate arăta [11] că

∫ ∞

0
cos x2 dx =

∫ ∞

0
sinx2 dx =

1

2

√
π

2
.

1.6.17 MATHEMATICA: Integrate[f[x], {x, a, b}]

In[1]:=Integrate[Sin[x^2], {x, 0, Infinity}] 7→ Out[1]=

√
π
2

2

In[2]:=Integrate[Cos[x^2], {x, 0, Infinity}] 7→ Out[2]=

√
π
2

2

1.6.18 Definiţie. Fie ϕ : R −→ C. Funcţia

F [ϕ] : R −→ C, F [ϕ](ξ) =

∫ ∞

−∞
eiξxϕ(x)dx

(̂ın cazul ı̂n care există) se numeşte transformata Fourier a lui ϕ.

-10 -5 5 10

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

-10 -5 5 10

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

-10 -5 5 10

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Figura 1.42: Funcţiile e−
3
2
x2 , e−

1
2
x2 , e−

1
6
x2 .

1.6.19 Exerciţiu. Să se arate că

F [e−ax
2
](ξ) =

√
π

a
e−

ξ2

4a

oricare ar fi a ∈ (0,∞).

Rezolvare. Avem

F [e−ax
2
](ξ) =

∫ ∞

−∞
e−ax

2
eiξxdx =

∫ ∞

−∞
e−ax

2+iξxdx = e−
ξ2

4a

∫ ∞

−∞
e−a(x−i ξ

2a)
2

dx.

Plecând de la integrala
∫ r

−r
e−at

2
dt+

∫ r−i ξ
2a

r
e−az

2
dz −

∫ r−i ξ
2a

−r−i ξ
2a

e−az
2
dz +

∫ −r

−r−i ξ
2a

e−az
2
dz = 0

a funcţiei
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f : C −→ C, f(z) = e−az
2

de-a lungul drumului dreptunghiular din Figura 1.43 arătăm că∫ ∞

−∞
e−a(t−i ξ

2a)
2

dt =

∫ ∞

−∞
e−at

2
dt =

1√
a

∫ ∞

−∞
e−x

2
dx =

√
π

a
.

Avem

lim
r→∞

∫ r

−r
e−at

2
dt =

∫ ∞

−∞
e−at

2
dt.

Alegând pentru drumul liniar ce uneşte r cu r − i ξ2a parametrizarea

γ1 : [0, 1] −→ C, γ1(t) = r − it
ξ

2a
obţinem relaţia

∫ r−i ξ
2a

r
e−az

2
dz =

∫ 1

0
e−a(r−it ξ

2a)
2

(−i)
ξ

2a
dt = −i

ξ

2a
e−ar

2
∫ 1

0
eirtξ+

t2ξ2

4a dt

din care rezultă

lim
r→∞

∫ r−i ξ
2a

r
e−az

2
dz = 0.

r

r − ξ
2a i

−r

Figura 1.43: Drumul dreptunghiular utilizat.

Similar se arată că

lim
r→∞

∫ −r

−r−i ξ
2a

e−az
2
dz = 0.

Alegând pentru drumul liniar ce uneşte −r − i ξ2a cu r − i ξ2a parametrizarea

γ2 : [−r, r] −→ C, γ2(t) = t− i
ξ

2a
obţinem relaţia

∫ r−i ξ
2a

−r−i ξ
2a

e−az
2
dz =

∫ r

−r
e−a(t−i ξ

2a)
2

dt

din care rezultă
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lim
r→∞

∫ r−i ξ
2a

−r−i ξ
2a

e−az
2
dz =

∫ ∞

−∞
e−a(t−i ξ

2a)
2

dt.

1.6.20 MATHEMATICA: Definiţia utilizată F [ϕ](x)= 1√
2π

∫∞
−∞ eitxϕ(t)dt

In[1]:=FourierTransform[Exp[-t^2], t, x] 7→ Out[1]= e
− x2

4√
2
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Capitolul 2

Spaţii vectoriale
finit-dimensionale

2.1 Spaţii vectoriale

2.1.1 Definiţie. Fie K unul dintre corpurile R sau C. Prin spaţiu vectorial peste

K se ı̂nţelege o mulţime V considerată ı̂mpreună cu două operaţii

+ : V × V −→ V : (x, y) 7→ x+y (adunarea)
· : K× V −→ V : (α, x) 7→ αx (̂ınmultirea cu scalari)

ı̂ndeplinind următoarele condiţii:

1. (x+ y) + z = x+ (y + z), ∀x, y, z ∈ V

2. există un element 0 ∈ V astfel ı̂ncât 0 + x = x+ 0 = x, ∀x ∈ V

3. pentru fiecare x∈V există −x∈V astfel ı̂ncât x+ (−x) = (−x) + x = 0

4. x+ y = y + x, ∀x, y ∈ V

5. α(x+ y) = αx+ αy, ∀α ∈ K, ∀x, y ∈ V

6. (α+ β)x = αx+ βx, ∀α, β ∈ K, ∀x ∈ V

7. α(βx) = (αβ)x, ∀α, β ∈ K, ∀x ∈ V

8. 1x = x, ∀x ∈ V.

2.1.2 Elementele lui V se numesc vectori iar elementele lui K se numesc scalari. Un

spaţiu vectorial peste R este numit spatiu vectorial real iar un spaţiu vectorial peste

C este numit spaţiu vectorial complex. In loc de x+ (−y) scriem x− y.

73
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2.1.3 Exerciţiu Dacă V este spaţiu vectorial atunci:

a) αx = 0 ⇐⇒ α = 0 sau x = 0
b) α(−x) = (−α)x = −αx
c) α(x− y) = αx− αy
d) (α − β)x = αx− βx.

2.1.4 Definiţie. Fie V un spaţiu vectorial peste K. Prin subspaţiu vectorial al lui

V se ı̂nţelege orice submulţime W ⊆ V cu proprietatea

x, y ∈W
α,β ∈ K

}
=⇒ αx+ βy ∈W.

2.1.5 Propoziţie.

Dacă V este spaţiu vectorial peste K şi {v1, v2, ..., vn} o submulţime a lui V atunci

span {v1, v2, ..., vn} def
= { α1v1+α2v2+ ...+αnvn | α1, α2, ..., αn∈K }

este un subspaţiu vectorial al lui V , numit subspaţiul generat de {v1, v2, ..., vn}

Demonstraţie. Avem

λ(α1v1 + α2v2 + ...+ αnvn) + µ(β1v1 + β2v2 + ...+ βnvn)
= (λα1 + µβ1)v1 + (λα2 + µβ2)v2 + ...+ (λαn + µβn)vn.

2.1.6 Definiţie.

Spunem că {v1, v2, ..., vn} este un sistem de generatori pentru V dacă

span {v1, v2, ..., vn}=V.

2.1.7 Propoziţie. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a) Niciunul dintre vectorii v1, v2, ..., vn nu se poate scrie ca o combinaţie

liniară de ceilalţi vectori

b) relaţia α1v1 + α2v2 + · · ·+ αnvn = 0 este posibilă numai dacă

α1 = α2 = · · · = αn = 0, adică

α1v1 + α2v2 + · · ·+ αnvn = 0 =⇒ α1 = α2 = · · · = αn = 0.

Demonstraţie. a)⇒b) Prin reducere la absurd, presupunând, de exemplu, ca relaţia

α1v1 + α2v2 + · · · + αnvn = 0 este posibilă şi pentru αn 6= 0 se obţine

vn = −α1

αn
v1 −

α2

αn
v2 − · · · − αn−1

αn
vn−1.

b)⇒a) Dacă, de exemplu, am avea vn = β1v1 + β2v2 + · · ·+ βn−1vn−1 atunci

β1v1 + β2v2 + · · ·+ βn−1vn−1 − vn = 0
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adică relaţia α1v1 + α2v2 + · · · + αnvn = 0 ar fi posibilă şi ı̂n alte cazuri decât

α1 = α2 = · · · = αn = 0.

2.1.8 Definiţie.

Spunem că {v1, v2, ..., vn} este un sistem de vectori liniar independenţi dacă

α1v1 + α2v2 + · · ·+ αnvn = 0 =⇒ α1 = α2 = · · · = αn = 0.

2.1.9 Definiţie. Prin bază a unui spaţiu vectorial se ı̂nţelege un sistem de generatori

format din vectori liniar independenţi.

2.1.10 Pentru a arăta că B = {v1, v2, ..., vn} este bază lui V avem de arătat că:

a) V = span {v1, v2, ..., vn}
b) α1 v1 + α2 v2 + · · ·+ αn vn = 0 =⇒ α1 = α2 = · · · = αn = 0.

2.1.11 Propoziţie. Dacă B = {v1, v2, ..., vn} este bază lui V atunci orice vector

x ∈ V se poate scrie ı̂n mod unic sub forma

x = α1v1 + α2v2 + · · ·+ αnvn

(numerele α1, α2, ... , αn se numesc coordonatele lui x ı̂n raport cu baza B).

Demonstraţie. B fiind sistem de generatori rezultă că există scalarii α1, α2, ..., αn

ı̂n K astfel ı̂ncât x = α1v1 + α2v2 + · · ·+ αnvn. Relaţia

α1v1 + α2v2 + · · ·+ αnvn = β1v1 + β2v2 + · · ·+ βnvn

echivalentă cu

(α1 − β1)v1 + (α2 − β2)v2 + · · · + (αn − βn)vn = 0

conduce la α1−β1=0, α2−β2=0,... , αn−βn=0, adică α1=β1, α2=β2,... , αn=βn.

2.1.12 Se poate arăta că (a se vedea [4]) :

- Dacă {w1, w2, ..., wk} este sistem de vectori liniar independenţi

şi {v1, v2, ..., vn} este sistem de generatori atunci k ≤ n.

- Din orice sistem de generatori se poate extrage o bază.

- Orice sistem liniar independent se poate completa până la o bază.

- Dacă un spaţiu vectoral admite un sistem de generatori (finit),

atunci oricare două baze au acelaşi număr de vectori.
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2.1.13 Definiţie. Spunem că spaţiul vectorial V peste K are dimensiune n şi scriem

dimV =n sau dimK V =n

dacă V admite o bază formată din n vectori.

2.1.14 MATHEMATICA: Dimensiunea subspaţiului generat

In[1]:=MatrixRank[{{1,0,0}, {0,1,1}, {1,1,1}}] 7→ Out[1]=2

2.1.15 Propoziţie. a) Dacă W ⊆V este subspaţiu vectorial atunci dimW ≤dimV .

b) Dacă W ⊆V este subspaţiu vectorial şi dimW =dimV atunci W =V .

Demonstraţie. a) Fie {v1, v2, ..., vn} bază ı̂n V şi {w1, w2, ..., wk} bază ı̂n W .

Deoarece {w1, w2, ..., wk} este sistem liniar independent ı̂n V şi {v1, v2, ..., vn} este

sistem de generatori rezultă că k ≤ n.

b) Orice bază a lui W poate fi extinsă pâna la o bază a lui V . Deoarece dimW =

dimV rezultă că orice bază a lui W este ı̂n acelaşi timp bază a lui V.

2.1.16 Pentru a simplifica scrierea unor expresii vom utiliza uneori indici superiori

pentru a indexa coordonatele vectorilor. Dezvoltarea

x = x1v1 + x2v2 + · · ·+ xnvn

a unui vector x ∈ V ı̂n raport cu baza B = {v1, v2, ..., vn} se scrie comprimat folosind

convenţia de sumare a lui Einstein sub forma

x = xivi

(indicele i care apare ı̂n produsul xiei o dată ca indice superior şi o dată ca indice

inferior este indice de sumare).

2.1.17 Definiţie. Fie B = {v1, v2, ..., vn}, B
′ = {v′1, v′2, ..., v′n} două baze ale lui V şi

v′1 = α1
1v1 + α2

1v2 + · · ·+ αn1vn

v′2 = α1
2v1 + α2

2v2 + · · ·+ αn2vn
.............................................

v′n = α1
nv1 + α2

nv2 + · · ·+ αnnvn.

(2.1)

Matricea



Spaţii vectoriale finit-dimensionale 77

S =




α1
1 α1

2 · · · α1
n

α2
1 α2

2 · · · α2
n

· · · · · · · · · · · ·
αn1 αn2 · · · αnn



.

se numeşte matricea de trecere de la baza B la baza B
′.

2.1.18 Folosind convenţia de sumare, relatiile (2.1) se scriu comprimat

v′i = αjivj .

2.1.19 Propoziţie. Matricea S este inversabilă şi inversa ei

S−1 =




β11 β12 · · · β1n

β21 β22 · · · β2n

· · · · · · · · · · · ·
βn1 βn2 · · · βnn




este matricea de trecere de la B
′ la B.

Demonstraţie. Fie vj = βkj v
′
k. Din relaţiile

vj = βkj v
′
k = βkj α

i
k vi, v′i = αji vj = αji β

k
j v

′
k

rezultă ţinând seama de unicitatea reprezentării unui vector ı̂n raport cu o bază că

βkj α
i
k = δij , αjiβ

k
j = δki . (2.2)

2.1.20 Teoremă. Cu notaţiile de mai sus

v′i=α
j
i vj

x=xj vj=x
′i v′i

}
=⇒

{
xj=αji x

′i

x′i=βij x
j

Demonstraţie. Din relaţia

xj vj = x′i v′i = x′i αji vj
rezultă

xj = αji x
′i

şi ţinând seama de (2.2)

βkj x
j = βkj α

j
i x

′i = δki x
′i = x′k

adică

x′k = βkj x
j .



78 Complemente de Matematică

2.1.21 Propoziţie. Pe orice spaţiu vectorial complex V se obţine o structură

naturală de spaţiu vectorial real prin restricţia scalarilor şi

dimRV = 2dimCV.

Demonstraţie. Fie {v1, v2, ..., vn} o bază a spaţiului vectorial complex V . Oricare ar

fi x ∈ V există numerele complexe α1 + β1i, α2 + β2i, ... , αn + βni astfel ı̂ncât

x = (α1 + β1i)v1 + (α2 + β2i)v2 + · · ·+ (αn + βni)vn.

Scriind această relaţie sub forma

x = α1 v1 + β1 iv1 + α2 v2 + β2 iv2 + · · ·+ αn vn + βn ivn

deducem că B = { v1, iv1, v2, iv2, ... , vn, ivn } este sistem de generatori pentru

spaţiul vectorial real V . Relaţia

α1 v1 + β1 iv1 + α2 v2 + β2 iv2 + · · ·+ αn vn + βn ivn = 0

se poate scrie

(α1 + β1i)v1 + (α2 + β2i)v2 + · · ·+ (αn + βni)vn = 0

şi conduce la α1 + β1i = α2 + β2i = · · · = αn + βni = 0, adică la

α1 = β1 = α2 = β2 = · · · = αn = βn = 0.

2.1.22 Propoziţie. Dacă V este un spaţiu vectorial real atunci spaţiul

V × V = { (x1, x2) | x1, x2 ∈ V }
considerat ı̂mpreună cu adunarea pe componente

(x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2)

şi ı̂nmulţirea cu numere complexe

(α+ βi)(x1, x2) = (αx1 − βx2, αx2 + βx1)

este un spaţiu vectorial complex notat cu CV ( complexificatul lui V ) şi

dimC
CV = dimRV.

Demonstraţie. Fie {v1, v2, ..., vn} o bază a spaţiului vectorial real V . Arătăm că

B = { (v1, 0), (v2, 0), ... , (vn, 0) }
este bază a spaţiului vectorial complex CV . Oricare ar fi x1, x2 ∈ V există numerele

reale α1, α2, ... , αn şi β1, β2 , ... , βn astfel ı̂ncât
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x1 = α1 v1 + α2 v2 + · · · + αn vn, x2 = β1 v1 + β2 v2 + · · ·+ βn vn.

Deoarece i(vj , 0) = (0, vj) avem

(x1, x2) = (α1 v1 + α2 v2 + · · ·+ αn vn, 0) + (0, β1 v1 + β2 v2 + · · ·+ βn vn)

= (α1 + β1i)(v1, 0) + (α2 + β2i)(v2, 0) + · · ·+ (αn + βni)(vn, 0).

Dacă

(α1 + β1i)(v1, 0) + (α2 + β2i)(v2, 0) + · · ·+ (αn + βni)(vn, 0) = (0, 0)

atunci

(α1 v1 + α2 v2 + · · ·+ αn vn, β1 v1 + β2 v2 + · · ·+ βn vn) = (0, 0)

ceea ce conduce la α1 = α2 = · · · = αn = 0 şi β1 = β2 = · · · = βn = 0.

2.1.23 Scriind x1 + x2i ı̂n loc de (x1, x2) obţinem

CV = { x1 + x2i | x1, x2 ∈ V }
şi ı̂nmulţirea cu scalari

(α+ βi)(x1 + x2i) = (αx1 − βx2) + (αx2 + βx1)i

coincide formal cu ı̂nmulţirea uzuală a numerelor complexe.

2.1.24 Definiţie. Prin relaţie de echivalenţă pe o mulţimeM se ı̂nţelege o submulţime

R ⊆M ×M cu proprietăţile:

1) (x, x) ∈ R, ∀x ∈M (reflexivitate)

2) (x, y) ∈ R =⇒ (y, x) ∈ R (simetrie)

3)
(x, y) ∈ R
(y, z) ∈ R

}
=⇒ (x, z) ∈ R (tranzitivitate)

In loc de (x, y)∈R se preferă să se scrie xR y sau x ∼ y.

2.1.25 Definiţie. Prin partiţie a unei mulţimi M se ı̂nţelege o familie {Mi}i∈I de

submulţimi ale lui M cu proprietăţile:

1) Mi 6= ∅, ∀i ∈ I

2) Mi ∩Mj = ∅, ∀i, j ∈ I cu i 6= j

3)
⋃
i∈IMi =M.
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2.1.26 Propoziţie.

a) Dacă ∼ este relaţie de echivalenţă pe M atunci mulţimile distincte de forma

x̂ = { y | y ∼ x } (clasa de echivalenţă a lui x)

formează o partiţie a lui M , notată cu M/∼ şi este numită mulţimea

factor corespunzătoare relaţiei ∼.

b) Invers, dacă {Mi}i∈I este o partiţie a lui M atunci relaţia ∼ definită prin

x ∼ y dacă există i ∈ I astfel ı̂ncât x, y ∈Mi

este o relaţie de echivalenţă pe M .

Demonstraţie. a) Reunind toate clasele de echivalenţă obţinem mulţimeaM şi x̂ 6= ∅
deoarece x ∈ x̂. In plus,

x ∈ ŷ ∩ ẑ =⇒
{
x ∼ y
x ∼ z

=⇒ y ∼ z =⇒ ŷ = ẑ.

b) Evident, relaţia ∼ este reflexivă şi simetrică. Dacă x ∼ y şi y ∼ z atunci există

i, j ∈ I astfel ı̂ncât x, y ∈Mi şi y, z ∈Mj . Mulţimile partiţiei fiind disjuncte rezultă

că Mi =Mj şi prin urmare x ∼ z.

2.1.27 Propoziţie. Dacă V este un spaţiu vectorial peste corpul K şi W ⊆ V este

un subspaţiu vectorial atunci relaţia

x ∼ y dacă x− y ∈W
este o relaţie de echivalenţă pe V . Pe mulţimea factor V/∼
notată cu V/W şi formată din toate clasele de echivalenţă

x̂ = x+W = { x+ y | y ∈W }
relaţiile

x̂+ ŷ = x̂+ y, αx̂ = α̂x

definesc o structură de spaţiu vectorial (numit spaţiu factor).

Demonstraţie. Avem

x− x = 0 ∈W =⇒ x ∼ x

x ∼ y =⇒ x− y ∈W =⇒ y − x ∈W =⇒ y ∼ x

x ∼ y
y ∼ z

}
=⇒ x− y ∈W

y − z ∈W

}
=⇒ x− z = (x− y) + (y − z) ∈W =⇒ x ∼ z.
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Deoarece W +W = { x+ y | x, y ∈W } =W şi αW = { αx | x ∈W } =W avem

(x+W ) + (y +W ) = x+ y +W, α(x+W ) = αx+W

ceea ce arata că operaţiile cu clase de echivalenţă sunt bine definite (nu depind de

reprezentantul ales). Elementul neutru este 0̂ = 0 +W = W iar opusul lui x̂ este

−x̂ = −̂x = −x+W.

2.1.28 Exerciţiu. Descrieţi spaţiul vectorial factor R2/W ı̂n cazul

W = { (0, y) | y ∈ R }.

Rezolvare. In acest caz

(x, y) ∼ (x′, y′) ⇐⇒ (x, y)− (x′, y′) ∈W ⇐⇒ x = x′.

Rezultă că

(̂x, y) = (x, y) +W = { (x, y′) | y′ ∈ R }
şi prin urmare,

R
2/W = { (̂x, 0) | x ∈ R }.

2.1.29 Trecerea de la R2 la R2/W se realizează “ignorând” coordonata y,

adică identificând vectorii (x, y) din R2 cu acelaşi x.

2.1.30 Teoremă. Dacă W este subspaţiu vectorial al lui V atunci

dimV/W = dimV − dimW.

Demonstraţie. Fie {v1, v2, ..., vk} o bază a lui W pe care o completăm până la o

bază {v1, v2, ..., vk, vk+1, ..., vn} a lui V . Arătăm că {v̂k+1, v̂k+2, ... , v̂n} este bază a

lui V/W . Dacă

x = α1v1 + ...+ αkvk + αk+1vk+1 + ...+ αnvn ∈ V

atunci

x̂ = α1v̂1 + ...+ αkv̂k + αk+1v̂k+1 + ...+ αnv̂n = αk+1v̂k+1 + ...+ αnv̂n.

Pe de altă parte dacă

αk+1v̂k+1 + αk+2v̂k+2 + ...+ αnv̂n = 0

atunci

αk+1vk+1 + αk+2vk+2 + ...+ αnvn ∈W

şi deci există α1, α2, ... , αk ∈ K astfel ı̂ncât
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αk+1vk+1 + αk+2vk+2 + ...+ αnvn = α1v1 + α2v2 + ...+ αkvk

relaţie care conduce la αk+1 = αk+2 = ... = αn = 0.

2.2 Transformări liniare

2.2.1 Definiţie. Fie V şi W spaţii vectoriale peste acelaşi corp K (K=R sau K=C).

O aplicaţie

A : V −→W : x 7→ Ax

este numită transformare liniară (sau aplicaţie liniară ) dacă

A(αx+ βy) = αAx+ βAy, ∀x, y ∈ V, ∀α, β ∈ K.

Transformările liniare A :V →V mai sunt numite operatori liniari.

2.2.2 Vom utiliza notaţiile

L(V,W )={A : V −→W | A este transformare liniară }
L(V )={A : V −→ V | A este operator liniar }.

2.2.3 Propoziţie. Dacă A : V −→W este o aplicaţie liniară atunci

KerA
def
= {x ∈ V | Ax=0 }

este subspaţiu vectorial al lui V , numit nucleul lui A, iar

ImA
def
= {Ax | x∈V }

este subspaţiu vectorial al lui W , numit imaginea lui A.

Demonstraţie. Avem

x, y ∈ KerA
α, β ∈ K

}
=⇒ A(αx + βy) = αAx+ βAy = 0 =⇒ αx+ βy ∈ KerA.

Dacă v,w ∈ ImA atunci există x, y ∈ V astfel ı̂ncât v = Ax şi w = Ay. Oricare ar

fi α, β ∈ K avem

αv + βw = αAx+ βAy = A(αx+ βy)

ceea ce arată că αv + βw ∈ ImA.
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2.2.4 MATHEMATICA: Bază ı̂n Ker A

In[1]:=MatrixForm[{{1, 2, 3}, {2, 4, 6}, {3, 6, 9}}] 7→ Out[1]=

(
1 2 3

2 4 6

3 6 9

)

In[2]:=NullSpace[{{1, 2, 3}, {2, 4, 6}, {3, 6, 9}}] 7→ Out[2]={{−3,0,1},{−2,1,0}}

2.2.5 Teoremă (a rangului). Dacă A : V −→ W este transformare liniară atunci

dimV = dimKerA+ dim ImA.

Demonstraţie. Fie B0 = {v1, v2, ..., vk} o bază a subspaţiului KerA, unde k =

dimKerA. Acest sistem de vectori liniar independenţi ı̂l completăm până la o bază

B = {v1, v2, ..., vk , vk+1, vk+2, ..., vn} a lui V , unde n = dimV. Vom arăta că

B
′ = {Avk+1, Avk+2, ..., Avn}

este o bază a subspaţiului ImA.

B
′ este sistem de vectori liniar independenţi: Din

αk+1Avk+1 + αk+2Avk+2 + · · ·+ αnAvn = 0

rezultă

A(αk+1 vk+1 + αk+2 vk+2 + · · ·+ αn vn) = 0

ceea ce arată că αk+1 vk+1+αk+2 vk+2+ · · ·+αn vn ∈ KerA. Sistemul de vectori B0

fiind o bază in KerA, rezultă că există α1, α2, ..., αk ∈ K astfel incât

αk+1 vk+1 + αk+2 vk+2 + · · · + αn vn = α1v1 + α2v2 + · · · + αkvk

adică

α1v1 + α2v2 + · · · + αkvk − αk+1 vk+1 − αk+2 vk+2 − · · · − αn vn = 0.

Deoarece B este bază ı̂n V , acestă relaţie este posibilă doar ı̂n cazul

α1 = α2 = · · · = αk = αk+1 = αk+2 = · · · = αn = 0

ceea ce arată că B
′ este sistem de vectori liniar independenţi.

B
′ este sistem de generatori: Oricare ar fi y ∈ ImA există x ∈ V astfel ı̂ncât y = Ax.

Plecând de la reprezentarea x = λ1v1+λ2v2+ · · ·+λnvn a lui x ı̂n baza B se obţine

y = Ax = λ1Av1 + λ2Av2 + · · · + λkAvk + λk+1Avk+1 + · · · + λnAvn

= 0 + 0 + · · ·+ 0 + λkAvk + λk+1Avk+1 + · · · + λnAvn

ceea ce arată că B
′ este sistem de generatori pentru ImA.
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2.2.6 Propoziţie.

O transformare liniară A : V −→W este injectivă dacă şi numai dacă KerA = {0}.

Demonstraţie. Dacă A este injectivă atunci Ax=0 implică x=0 şi deci KerA={0}.
Invers, dacă KerA = {0} atunci

Ax=Ay =⇒ Ax−Ay=0 =⇒ A(x−y)=0 =⇒ x−y=0 =⇒ x=y.

2.2.7 Propoziţie.

Inversa unei transformări liniare bijective este o transformare liniară.

Demonstraţie. Fie A : V −→ W o aplicaţie liniară bijectivă. Oricare ar fi x, y ∈ W

şi α, β ∈ K are loc relaţia

αx+ βy = αA(A−1x) + βA(A−1y) = A(αA−1x+ βA−1y)

şi prin urmare A−1(αx+ βy) = αA−1x+ βA−1y.

2.2.8 Definiţie. Prin izomorfism liniar se ı̂nţelege o transformare liniară bijectivă.

2.2.9 Definiţie. Spunem că spaţiile vectoriale V şi W sunt izomorfe dacă există

un izomorfism liniar A : V −→W .

2.2.10 Teoremă. Două spaţii vectoriale peste acelaşi corp K sunt izomorfe dacă şi

numai dacă au aceeaşi dimensiune.

Demonstraţie. Fie V şi W spaţii vectoriale peste K izomorfe şi fie A : V −→ W un

izomorfism liniar. Din relaţiile

KerA = {0}, ImA =W, dimV = dimKerA+ dim ImA

rezultă că dimV=dimW . Invers, dacă dimV=dimW = n, alegând o bază {v1, v2, ..., vn}
ı̂n V şi o bază {w1, w2, ..., wn} ı̂n W putem defini izomorfismul liniar

A : V −→ W, A(xjvj) = xjwj.

2.2.11 Notaţia Kn se utilizează pentru spaţiul vectorial

K
n = { (x1, x2, ..., xn) | x1, x2, ..., xn ∈ K }

identificat cu spaţiul vectorial al matricelor linie

K
n = { (x1 x2 ... xn) | x1, x2, ..., xn ∈ K }
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dar şi pentru spaţiul vectorial al matricelor coloană

K
n =








x1

x2

...
xn




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1, x2, ..., xn ∈ K




.

2.2.12 Teoremă. Dacă V este un spaţiu vectorial peste K atunci orice bază

B = {v1, v2, ..., vn} a lui V (cu ordinea vectorilor fixată) defineşte izomorfismul

A : V −→ K
n, A(xjvj) =




x1

x2

...
xn




care permite identificarea lui V cu Kn.

Demonstraţie. Aplicaţia A este liniară, KerA = {0} şi ImA = Kn.

2.2.13 Definiţie. Fie V şi W spaţii vectoriale peste acelaşi corp K,

BV = {v1, v2, ..., vn} bază ı̂n V

BW = {w1, w2, ..., wm} bază ı̂n W

A : V −→W transformare liniară şi fie

Avi = ajiwj

adică

Av1 = a11w1 + a21w2 + · · ·+ am1 wm

Av2 = a12w1 + a22w2 + · · ·+ am2 wm

.......................................................

Avn = a1nw1 + a2nw2 + · · ·+ amn wm.

Matricea

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn




se numeşte matricea lui A ı̂n raport cu bazele BV şi BW .

2.2.14 Deoarece orice vector se poate reprezenta ı̂n mod unic sub forma
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x = xivi adică x =
n∑

i=1

xivi

rezultă că

Ax = A

(
n∑

i=1

xivi

)
=

n∑

i=1

xiAvi =
n∑

i=1

xi




m∑

j=1

aji wj


 =

m∑

j=1

(
n∑

i=1

aji x
i

)
wj

ceea ce arată că transformarea liniară A este complet determinată de matricea ei ı̂n

raport cu bazele alese.

2.2.15 Punând

x=xivi=x
1v1+x

2v2+ · · ·+xnvn, y=yjwj=y
1w1+y

2w2+ · · ·+ymwm
relaţia y=Ax se poate scrie sub forma



y1

y2

...

ym




=




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn







x1

x2

...

xn



.

2.2.16 Teoremă. La o schimbare de bază matricea unui operator liniar

A : V −→ V se schimbă după formula

A′ = S−1AS

unde S este matricea de trecere de la baza veche la baza nouă.

Demonstraţie. Fie B = {v1, v2, ..., vn}, B′ = {v′1, v′2, ..., v′n} baze ı̂n V ,

S =




α1
1 α1

2 · · · α1
n

α2
1 α2

2 · · · α2
n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 · · · αnn




unde v′i = αji vj

matricea de trecere de la B la B
′ şi fie

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann




unde Avi = aki vk
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şi

A′ =




a′11 a′12 · · · a′1n
a′21 a′22 · · · a′2n
...

...
. . .

...

a′n1 a′n2 · · · a′nn




unde Av′i = a′ki v
′
k

matricele lui A ı̂n raport cu B şi respectiv B
′. Din relaţiile

Av′i = A
(
αji vj

)
= αji Avj = αji a

k
j vk

Av′i = a′ji v
′
j = a′ji α

k
j vk

rezultă

αkj a
′j
i = akjα

j
i

adică relaţia SA′ = AS care implică A′ = S−1AS.

2.2.17 Definiţie. Fie V un spaţiu vectorial peste K şi A :V →V un operator liniar.

Spunem că numărul λ∈K este valoare proprie a lui A dacă există un vector v 6=0,

numit vector propriu corespunzător valorii λ, astfel ı̂ncât

Av = λv.

2.2.18 Propoziţie. Dacă λ este valoare proprie a operatorului A : V −→ V atunci

Vλ = {x ∈ V | Ax = λx}
este subspaţiu vectorial al lui V (numit subspaţiul propriu corespunzător lui λ).

Demonstraţie. Avem

x, y ∈ Vλ
α, β ∈ K

}
=⇒ A(αx + βy) = αAx+ βAy = αλx+ βλy = λ(αx+ βy).

2.2.19 Propoziţie. Polinomul (numit polinomul caracteristic)

P (λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11−λ a12 · · · a1n

a21 a22−λ · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann−λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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asociat unui operator liniar A : V −→ V folosind matricea

ı̂ntr-o bază fixată nu depinde de baza aleasă.

Demonstraţie. Cu notaţiile de mai sus, avem

det(A′ − λI) = det(S−1AS − λI) = det(S−1(A− λI)S)

= detS−1 det(A− λI) detS = 1
detS det(A− λI) detS = det(A− λI).

2.2.20 Deoarece

P (λ) = (−1)nλn + (−1)n−1(a11 + a22 + ...+ ann)λ
n−1 + ...+ detA

numerele detA şi

trA = a11 + a22 + ...+ ann

(numit urma operatorului) definite cu ajutorul unei baze, nu depind de baza aleasă.

2.2.21 MATHEMATICA: Det[A], Tr[A], CharacteristicPolynomial[A,t] ,

In[1]:=Det[{{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}}] 7→ Out[1]=0

In[2]:=Tr[{{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}}] 7→ Out[2]=15

In[3]:=CharacteristicPolynomial[{{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}},t] 7→ Out[3]=18t+15t2−t3

2.2.22 Teoremă. Fie V un spaţiu vectorial peste K şi fie A : V −→ V un operator

liniar. Numărul λ ∈ K este valoare proprie a lui A dacă şi numai dacă este rădăcină

a polinomului caracteristic, adică dacă P (λ) = 0.

Demonstraţie. Conform definiţiei, λ ∈ K este valoare proprie dacă şi numai dacă

există x 6= 0 cu Ax = λx. Într-o bază fixată, acest lucru este echivalent cu faptul că

sistemul 



(a11−λ)x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = 0

a21x1 + (a22−λ)x2 + · · · + a2nxn = 0

...................................................

an1x1 + an2x2 + · · ·+ (ann−λ)xn = 0

are şi alte soluţii ı̂n afară de (0, 0, ..., 0), ceea ce are loc dacă şi numai dacă∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11−λ a12 · · · a1n

a21 a22−λ · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann−λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.
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2.2.23 In cazul ı̂n care V este spaţiu vectorial real, numai rădăcinile reale ale poli-

nomului caracteristic sunt valori proprii ale lui A.

2.2.24 Definiţie. Fie A : V −→ V un operator liniar şi W ⊆ V subspaţiu vectorial.

Spunem că W este subspaţiu invariant dacă

A(W ) ⊆W.

2.2.25 Subspaţiile proprii ale unui operator liniar sunt subspaţii invariante

w ∈ Vλ =⇒ Aw = λw ∈ Vλ.

2.2.26 Propoziţie. Matricea unui operator liniar A : V −→ V ı̂n raport cu o bază

B este o matrice diagonală dacă şi numai dacă B este formată

doar din vectori proprii ai lui A.

Demonstraţie. Dacă B = {v1, v2, ..., vn} este o bază a lui V formată din vectori

proprii ai lui A

Avi = λivi

(unele dintre numerele λ1, λ2, ..., λn putând fi egale) atunci matricea lui A ı̂n această

bază este

A =




λ1 0 0 · · · 0

0 λ2 0 · · · 0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · λn



.

Invers, dacă matricea lui A ı̂n raport cu o bază B = {w1, w2, ..., wn} are forma dia-

gonală

A =




α1 0 0 · · · 0

0 α2 0 · · · 0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · αn




atunci

Awi = αi wi

oricare ar fi i ∈ {1, 2, ..., n}. Deoarece o bază nu poate conţine vectorul nul rezultă

că w1, w2, ..., wn sunt vectori proprii ai lui A şi α1, α2, ..., αn valorile proprii

corespunzătoare.
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2.2.27 Definiţie. Fie A :V −→V un operator liniar şi λ o valoare proprie.

Spunem că λ are multiplicitatea algebrică k dacă este rădăcină

de ordinul k a polinomului caracteristic.

Prin multiplicitate geometrică a lui λ se ı̂nţelege dimensiunea

subspaţiului propriu Vλ corespunzător lui λ.

2.2.28 Propoziţie. Dacă v1, v2, ..., vk sunt vectori proprii ai operatorului

A : V −→ V

corespunzători la valori proprii distincte λ1, λ2, ..., λk

Avi = λivi

atunci {v1, v2, ..., vk} este sistem de vectori liniar independenţi.

Demonstraţie (cazul k = 3). Din

α1v1 + α2v2 + α3v3 = 0 (2.3)

rezultă

A(α1v1 + α2v2 + α3v3) = 0

adică relaţia

α1Av1 + α2Av2 + α3Av3 = 0

care se mai scrie

α1λ1v1 + α2λ2v2 + α3λ3v3 = 0. (2.4)

Adunând relaţia (2.4) cu relaţia (2.3) ı̂nmulţită cu (−λ3) se obţine

α1(λ1 − λ3)v1 + α2(λ2 − λ3)v2 = 0. (2.5)

Aplicând operatorul A relaţiei (2.5) obţinem

α1(λ1 − λ3)λ1v1 + α2(λ2 − λ3)λ2v2 = 0. (2.6)

Adunând relaţia (2.6) cu relaţia (2.5) ı̂nmulţită cu (−λ2) rezultă

α1(λ1 − λ3)(λ1 − λ2)v1 = 0.

Deoarece λ1, λ2, λ3 sunt distincte şi v1 6= 0 rezultă α1 = 0 şi apoi din (2.5) obţinem

α2 = 0. Înlocuind ı̂n (2.3) pe α1 şi α2 cu 0 deducem că α3 = 0.



Spaţii vectoriale finit-dimensionale 91

2.2.29 Din propoziţia anterioară rezultă existenţa formei diagonale ı̂n cazul ı̂n care

rădăcinile polinomului caracteristic aparţin toate corpului K peste care este

considerat V şi sunt toate distincte.

2.2.30 Teoremă. Fie V un spaţiu vectorial peste K şi fie A : V −→ V un operator

liniar. Există o bază a lui V ı̂n raport cu care matricea lui A este diagonală

dacă şi numai dacă toate rădăcinile polinomului caracteristic aparţin lui K şi

pentru fiecare dintre ele multiplicitatea algebrică este egală cu cea geometrică.

Demonstraţie. (̂ın cazul a două rădăcini λ1 6=λ2 cu multiplicităţile 2 şi respectiv 3).

În cazul considerat dimV =2+3=5, dimVλ1 =2 şi dimVλ2 =3. Fie {v1, v2} bază ı̂n

Vλ1 = { x ∈ V | Ax = λ1x }
şi {w1, w2, w3} bază ı̂n

Vλ2 = { x ∈ V | Ax = λ2x }.

Este suficient să arătăm că {v1, v2, w1, w2, w3} este bază ı̂n V . Fie

α1v1 + α2v2 + α3w1 + α4w2 + α5w3 = 0. (2.7)

Aplicând A obţinem

λ1(α1v1 + α2v2) + λ2(α3w1 + α4w2 + α5w3) = 0.

Adunând această relaţie cu relaţia (2.7) ı̂nmulţită cu (−λ2) obţinem

(λ1 − λ2)(α1v1 + α2v2) = 0

de unde α1 = α2 = 0. Înlocuind ı̂n (2.7) rezultă α3 = α4 = α5 = 0.

2.2.31 Orice matrice



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann




∈ Mn×n(K)

este matricea ı̂n raport cu baza canonică

B = {e1 = (1, 0, 0, ..., 0), e2 = (0, 1, 0, ..., 0), ... , en = (0, 0, ..., 0, 1)}

a operatorului liniar



92 Complemente de Matematică

A : Kn −→ K
n, A




x1

x2

...

xn




=




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann







x1

x2

...

xn



.

2.2.32 Definiţie. Prin valoare proprie a unei matrice (respectiv vector propriu al

unei matrice) A ∈ Mn×n(K) se ı̂nţelege o valoare proprie (respectiv vector propriu)

a operatorului liniar asociat A : Kn −→ Kn.

2.2.33 MATHEMATICA: Eigenvalues[A], Eigenvectors[A]

In[1]:=MatrixForm[{{0,1,1}, {1,0,1}, {1,1,0}}] 7→ Out[1]=

(
0 1 1

1 0 1

1 1 0

)

In[2]:=Eigenvalues[{{0,1,1}, {1,0,1}, {1,1,0}}] 7→ Out[2]={2,−1,−1}
In[3]:=Eigenvectors[{{0,1,1}, {1,0,1}, {1,1,0}}] 7→ Out[3]={{1,1,1},{−1,0,1},{−1,1,0}}

2.2.34 Definiţie. Spunem că matricea A ∈ Mn×n(K) este diagonalizabilă dacă

operatorului liniar asociat A : Kn −→ Kn este diagonalizabil.

2.3 Dualul unui spaţiu vectorial

2.3.1 Definiţie. Fie V un spaţiu vectorial peste corpul K. O funcţie

ϕ : V −→ K

este numită formă liniară dacă

ϕ(αx+ βy) = αϕ(x) + βϕ(y), ∀x, y ∈ V, ∀α, β ∈ K.

2.3.2 Dacă B={v1, v2, ..., vn} este bază ı̂n V şi ϕ :V −→K este formă liniară atunci

există numerele ϕi=ϕ(vi) unic determinate astfel ı̂ncât

ϕ(x) = ϕix
i adică ϕ(xivi) = ϕix

i.
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2.3.3 Dacă V este un spaţiu vectorial peste corpul K atunci

V ∗ = {ϕ : V −→ K | ϕ este formă liniară }

ı̂nzestrat cu operaţiile de adunare

V ∗ × V ∗ −→ V ∗ : (ϕ,ψ) 7→ ϕ+ ψ unde
ϕ+ ψ : V −→ K

(ϕ+ ψ)(x) = ϕ(x) + ψ(x)

şi ı̂nmulţire cu scalari

K× V ∗ −→ V ∗ : (λ, ϕ) 7→ λϕ unde
λϕ : V −→ K

(λϕ)(x) = λϕ(x)

este spaţiu vectorial (numit dualul lui V ).

2.3.4 Teoremă Oricare ar fi spaţiul vectorial V avem

dimV ∗ = dimV.

Demonstraţie. Fie B={v1, v2, ..., vn} o bază. Arătăm că B
∗={v1, v2, ..., vn}, unde

vi : V −→ K, vi(vj) = δij =

{
1 dacă i = j
0 dacă i 6= j

adică

vi : V −→ K, vi(x1v1 + x2v2 + · · ·+ xnvn) = xi

este o bază a lui V ∗, numită duala bazei B. Fie

α1v
1 + α2v

2 + · · · + αnv
n = 0

adică

(α1v
1 + α2v

2 + · · ·+ αnv
n)(x) = 0, ∀x ∈ V

ceea ce se mai scrie

α1v
1(x) + α2v

2(x) + · · ·+ αnv
n(x) = 0, ∀x ∈ V.

Alegând x = v1 obţinem α1 = 0, alegând x = v2 obţinem α2 = 0, etc.

Dacă ϕ ∈ V ∗ atunci notând ϕi = ϕ(vi) obtinem

ϕ(x) = ϕ(x1v1 + x2v2 + · · ·+ xnvn) = x1 ϕ(v1) + x2 ϕ(v2) + · · ·+ xn ϕ(vn)

= v1(x)ϕ1 + v2(x)ϕ2 + · · ·+ vn(x)ϕn = (ϕ1v
1 + ϕ2v

2 + · · ·+ ϕnv
n)(x)

oricare ar fi x ∈ V , adică

ϕ = ϕ1v
1 + ϕ2v

2 + · · ·+ ϕnv
n = ϕiv

i.
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2.3.5 Definiţie. Fie B={v1, v2, ..., vn} o bază ı̂n V . Baza lui V ∗

B
∗={v1, v2, ..., vn}

formată din formele liniare vi : V −→ K, definite prin

vi(vj) = δij =

{
1 dacă i = j
0 dacă i 6= j

adică din funcţiile

vi : V −→ K, vi(x1v1 + x2v2 + · · ·+ xnvn) = xi

se numeşte duala bazei B.

2.3.6 Dacă B={v1, v2, ..., vn} este bază ı̂n V şi B∗={v1, v2, ..., vn} duala ei atunci

x∈V =⇒ x = xivi =
n∑
i=1

vi(x) vi adică xi = vi(x)

ϕ∈V ∗ =⇒ ϕ = ϕiv
i =

n∑
i=1

ϕ(vi) v
i adică ϕi = ϕ(vi).

2.3.7 Dacă B={v1, v2, ..., vn} este bază ı̂n V şi B∗={v1, v2, ..., vn} duala ei atunci

V −→ K
n : x 7→




x1

x2

...
xn




şi V ∗ −→ K
n : ϕ 7→ (ϕ1 ϕ2 ... ϕn)

sunt izomorfisme liniare care permit identificarea spaţiilor V şi V ∗ cu Kn. Avem

ϕ(x) = ϕix
i = (ϕ1 ϕ2 ... ϕn)




x1

x2

...
xn



.

2.3.8 Teoremă Fie V un spaţiu vectorial peste corpul K,

B = {v1, v2, ..., vn}, B
′ = {v′1, v′2, ..., v′n} două baze ı̂n V ,

B
∗ = {v1, v2, ..., vn}, B

′∗ = {v′1, v′2, ..., v′n} dualele lor şi

S =




α1
1 α1

2 · · · α1
n

α2
1 α2

2 · · · α2
n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 · · · αnn



, S−1 =




β11 β12 · · · β1n

β21 β22 · · · β2n
...

...
. . .

...

βn1 βn2 · · · βnn




matricele de trecere ı̂ntre B şi B′. Oricare ar fi
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x = xj vj=x
′i v′i ∈ V şi ϕ=ϕj v

j=ϕ′
i v

′i ∈ V ∗

au loc relaţiile

v′i=α
j
i vj v′i=βij v

j

ϕ′
i=α

j
i ϕj x′i=βij x

j .
(2.8)

Demonstraţie. Avem

xj vj=x
′i v′i=x

′i αji vj =⇒ xj=αji x
′i =⇒ βkj x

j=βkj α
j
i x

′i=δki x
′i=x′k.

Deoarece x′k = v′k(x) şi xj = vj(x) relaţia anterioară se poate scrie sub forma

v′k(x) = βkj v
j(x) sau v′k(x) = (βkj v

j)(x).

Relaţia având loc pentru oricare x ∈ V rezultă

v′k = βkj v
j .

Folosind liniaritatea lui ϕ obţinem

ϕ′
i = ϕ(v′i) = ϕ(αji vj) = αjiϕ(vj) = αji ϕj .

2.3.9 Dualul V ∗∗ = (V ∗)∗ al dualului V ∗ este numit bidualul lui V . Avem

V ∗∗={ f :V ∗−→K | f este forma liniara } şi dimV ∗∗=dimV ∗=dimV.

Ştim că două spaţii vectoriale de aceeaşi dimensiune pot fi identificate alegând câte

o bază ı̂n fiecare dintre ele. Evident, identificarea depinzând de bazele alese, se poate

face ı̂ntr-o infinitate de feluri. Arătăm că orice spaţiu vectorial V se poate identifica

cu bidualul V ∗∗ ı̂ntr-un mod natural care să nu mai depindă de alegerea unor baze.

Relaţiile (2.8) arată existenţa unei ciclicităţi ı̂n cazul repetării trecerii la dual.

2.3.10 Teoremă Aplicaţia

Ψ : V −→ V ∗∗ : x 7→ Ψ[x]

prin care vectorului x∈V i se asociază forma liniară

Ψ[x] : V ∗ −→ K, Ψ[x](f) = f(x)

este un izomorfism liniar care permite identificarea lui V cu V ∗∗.

Demonstraţie. Funcţia Ψ[x] aparţine lui V ∗∗ deoarece este liniară

Ψ[x](αf + βg) = (αf + βg)(x) = α f(x) + β g(x) = αΨ[x](f) + βΨ[x](g).
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Aplicaţia Ψ : V −→ V ∗∗ este transformare liniară deoarece

Ψ[αx+ βy](f) = f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y) = (αΨ[x] + βΨ[y])(f)

oricare ar fi f ∈V ∗. Transformarea Ψ este injectivă deoarece din

Ψ[x] = 0 ⇐⇒ Ψ[x](f) = 0, ∀f ∈V ∗ ⇐⇒ f(x) = 0, ∀f ∈V ∗

rezultă KerΨ = {0}. Conform teoremei rangului are loc relaţia

dimKerΨ + dim ImΨ = dimV

din care rezultă ImΨ = V ∗∗, adică surjectivitatea lui Ψ.

2.4 Sume de spaţii vectoriale

2.4.1 Propoziţie. Dacă W1 ⊆ V şi W2 ⊆ V sunt subspaţii vectoriale atunci

W =W1 ∩W2

este subspaţiu vectorial al lui V .

Demonstraţie. Avem

x, y ∈W
α,β ∈ K

}
=⇒

x, y ∈W1

x, y ∈W2

α, β ∈ K





=⇒ αx+ βy ∈W1

αx+ βy ∈W2

}
=⇒ αx+ βy ∈W.

2.4.2 In general, reuniunea a două subspaţii vectoriale ale unui spaţiu vectorial V

nu este un subspaţiu vectorial. De exemplu,

W1 = {(x, 0) | x ∈ R} şi W2 = {(0, y) | y ∈ R}
sunt subspaţii vectoriale ale lui R2, dar W =W1 ∪W2 nu este subspaţiu vectorial al

lui R2. Intr-adevăr, (1, 0) ∈W şi (0, 1) ∈W dar (1, 0) + (0, 1) = (1, 1) 6∈W .

2.4.3 Propoziţie. Dacă W1 ⊆ V şi W2 ⊆ V sunt subspaţii vectoriale atunci

W1+W2
def
= {w1+w2 | w1 ∈W1, w2 ∈W2}

este subspaţiu vectorial al lui V .

Demonstraţie. Avem
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w1 + w2 ∈W1 +W2

w′
1 + w′

2 ∈W1 +W2

α, β ∈ K





=⇒



α(w1 + w2) + β(w′

1 + w′
2)

= (αw1 + βw′
1) + (αw2 + βw′

2) ∈W1 +W2.

2.4.4 Definiţie. Fie W1, W2 ⊆ V două subspaţii vectoriale. Subspaţiul vectorial

W1 +W2 = {w1 + w2 | w1 ∈W1, w2 ∈W2}
se numeşte suma subspaţiilor W1 şi W2.

2.4.5 Teoremă (a dimensiunii). Dacă W1 şi W2 sunt subspaţii ale lui V atunci

dim (W1+W2) = dimW1 + dimW2 − dim (W1∩W2).

Demonstraţie. Fie B0 = {u1, u2, ..., un} o bază a spaţiului vectorial W1∩W2 pe care

o completăm până la o bază

B1 = {u1, u2, ..., un, v1, v2, ..., vk}
a spaţiului vectorial W1 şi până la o bază

B2 = {u1, u2, ..., un, w1, w2, ..., wm}
a spaţiului vectorialW2, unde n = dim (W1∩W2), n+k = dimW1, n+m = dimW2.

Este suficient să arătăm că

B = {u1, u2, ..., un, v1, v2, ..., vk, w1, w2, ..., wm}
este o bază a lui W1 +W2. Orice vector de forma x1 + x2 cu x1 ∈ W1 şi x2 ∈ W2

este o combinaţie liniară de vectorii lui B. Relaţia

α1u1 + ...+ αnun + β1v1 + ...+ βkvk + γ1w1 + ...+ γmwm = 0 (2.9)

se poate scrie sub forma

α1u1 + ...+ αnun + β1v1 + ...+ βkvk = −γ1w1 − ...− γmwm.

Egalitatea dintre vectorul α1u1 + ... + αnun + β1v1 + ... + βkvk aparţinând lui

W1 si vectorul −γ1w1 − ... − γmwm aparţinând lui W2 este posibilă numai dacă

−γ1w1 − ...− γmwm ∈W1 ∩W2, adică dacă există δ1, δ2, ..., δ1 ∈ K ı̂ncât

−γ1w1 − γ2w2 − ...− γmwm = δ1u1 + δ2u2 + ...+ δnun.

Scriind ultima relaţie sub forma

δ1u1 + δ2u2 + ...+ δnun + γ1w1 + γ2w2 + ...+ γmwm = 0
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şi ţinând seama de faptul că B2 este bază ı̂n W2 rezultă

δ1 = δ2 = ... = δn = γ1 = γ2 = ... = γm = 0.

Relaţia (2.9) devine

α1u1 + ...+ αnun + β1v1 + ...+ βkvk = 0.

Tinând seama de faptul că B1 este bază ı̂n W1 obţinem

α1 = α2 = ... = αn = β1 = β2 = ... = βk = 0.

Prin urmare B este bază a lui W1 +W2 şi

dim(W1 +W2) = n+ k +m = dimW1 + dimW2 − dim (W1 ∩W2).

2.4.6 Definiţie. Fie W1, W2 două subspaţii vectoriale ale unui spaţiu vectorial V .

Spunem că suma W1 +W2 este sumă directă şi utilizăm notaţia

W1 ⊕W2

dacă scrierea oricărui vector w ∈W1+W2 ca suma w=w1+w2

dintre un vector w1∈W1 şi un vector w2∈W2 este unică.

2.4.7 Propoziţie. Fie W1, W2 ⊆ V două subspaţii vectoriale.

Suma W1 +W2 este sumă directă dacă şi numai dacă

W1 ∩W2 = {0}.

Demonstraţie. “=⇒” Dacă W1 ∩W2 6= {0} atunci există x ∈ W1 ∩W2 nenul care

admite reprezentările x = x+ 0 şi x = 0+ x, ceea ce arată că suma nu este directă.

“⇐=” Fie subspaţiile W1 şi W2 cu W1 ∩W2 = {0}. Dacă v ∈ W1 +W2 admite

reprezentările
v = w1 + w2 cu w1 ∈W1 şi w2 ∈W2

v = w′
1 + w′

2 cu w′
1 ∈W1 şi w′

2 ∈W2
atunci

w1 + w2 = w′
1 + w′

2.

Scriind această relaţie sub forma

w1 − w′
1 = w2 − w′

2

din w1 − w′
1 ∈ W1, w2 − w′

2 ∈ W2 şi W1 ∩W2 = {0} deducem că w1 − w′
1 = 0,

w2 − w′
2 = 0, adică w1 = w′

1 şi w2 = w′
2, ceea ce arată că suma este directă.

2.4.8 In cazul sumei directe avem dimW1 ⊕W2 = dimW1 + dimW2.
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2.4.9 Am definit suma a două spaţii vectoriale ı̂n cazul particular ı̂n care există

un spaţiu vectorial ı̂n care ambele sunt subspaţii vectoriale. Ea reprezintă o sumă

internă. Arătăm ca suma a două spaţii vectoriale se poate defini pentru orice spaţii

vectoriale peste acelaşi corp şi poate fi privită ca o sumă directă externă.

2.4.10 Propoziţie. Dacă V şi W sunt spaţii vectoriale peste acelaşi corp K atunci

V ×W = { (x, y) | x ∈ V, y ∈W }
considerat ı̂mpreună cu adunarea

(x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′)

şi ı̂nmulţirea cu scalari

α(x, y) = (αx, αy)

este spaţiu vectorial, notat cu V ⊕W şi

dim(V ⊕W ) = dimV + dimW.

Demonstraţie. Dacă {v1, v2, ..., vn} şi {w1, w2, ..., wk} sunt baze ı̂n V şi W atunci

{ (v1, 0), (v2, 0), ..., (vn, 0), (0, w1), (0, w2), ..., (0, wk) }
este bază ı̂n V ×W.

2.4.11 Definiţie. Fie V şi W două spaţii vectoriale peste acelaşi corp K. Spaţiul

V ⊕W def
= { (x, y) | x ∈ V, y ∈W }

se numeşte suma directă a spaţiilor V şi W .

2.4.12 Spaţile V şi W pot fi identificate cu subspaţiile

{ (x, 0) | x ∈ V }, { (0, y) | y ∈W }
ale lui V ⊕W şi avem

{ (x, 0) | x ∈ V } ∩ { (0, y) | y ∈W } = {(0, 0)}
{ (x, 0) | x ∈ V }+ { (0, y) | y ∈W } = V ⊕W

ceea ce justifică notaţia V ⊕W .

2.4.13 Exemplu. Avem R2=R⊕ R, R3=R⊕ R⊕ R, ...
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2.5 Produs tensorial de spaţii vectoriale

2.5.1 Pe parcursul acestei secţiuni vom continua să utilizăm convenţia de sumare

scriind, de exemplu,

F ijvi ⊗ wj ı̂n loc de
∑n
i=1

∑m
j=1 F

ijvi ⊗ wj

vi(Tvk) v
k ı̂n loc de

∑n
k=1 v

i(Tvk) v
k, etc.

2.5.2 Dacă V este un spaţiu vectorial peste K şi {v1, v2, ..., vn} este o bază cu duala

{v1, v2, ..., vn} atunci

x∈V =⇒ x = xivi cu xi = vi(x)
ϕ∈V ∗ =⇒ ϕ = ϕiv

i cu ϕi = ϕ(vi)

A ∈ L(V ) =⇒ Avi = ajivj cu aji = vj(Avi).

Aplicaţiile

V −→ Kn : x 7→




x1

x2

...
xn




=




v1(x)
v2(x)

...
vn(x)




V ∗ −→ Kn : ϕ 7→ (ϕ1, ϕ2, ... , ϕn) = (ϕ(v1), ϕ(v2), ... , ϕ(vn))

sunt izomorfisme liniare care permit identificarea spaţiilor V şi V ∗ cu Kn.

2.5.3 Dacă V este un spaţiu vectorial peste corpul K, asociind fiecărui x∈V
forma liniară (a se vedea pag. 95-10)

x : V ∗ −→ K, x(ϕ) = ϕ(x)

obţinem un izomorfism V −→ V ∗∗ care permite identificarea lui V cu bidualul

V ∗∗={ f :V ∗−→K | f este formă liniară }.

2.5.4 Definiţie. Fie V , W două spaţii vectoriale peste acelaşi corp K. O aplicaţie

F : V ∗ ×W ∗ −→ K

este numită formă biliniară dacă

F (αϕ+βψ, η) = αF (ϕ, η)+βF (ψ, η), ∀ϕ,ψ∈V ∗, ∀η∈W ∗, ∀α, β∈K

F (ϕ,αη+βµ) = αF (ϕ, η)+βF (ϕ, µ), ∀ϕ∈V ∗, ∀η, µ∈W ∗, ∀α, β∈K.
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2.5.5 Exemplu. Oricare ar fi x∈V şi y∈W , aplicaţia

x⊗ y : V ∗ ×W ∗ −→ K, (x⊗ y)(f, g) = f(x) g(y)

este formă biliniară.

2.5.6 Definiţie. Fie V , W două spaţii vectoriale peste acelaşi corp K. Spaţiul

V ⊗W
def
= { F :V ∗×W ∗ −→ K | F este formă biliniară }

considerat ı̂mpreună cu operaţiile uzuale de adunare şi ı̂nmulţire cu scalari

este un spaţiu vectorial, numit produsul tensorial al spaţiilor V şi W .

2.5.7 Teoremă Fie V , W două spaţii vectoriale peste acelaşi corp K. Dacă

{v1, v2, ..., vn} este bază ı̂n V şi

{w1, w2, ..., wm} este bază ı̂n W

atunci

{ vi ⊗ wj | i ∈ {1, 2, ..., n}, j ∈ {1, 2, ...,m} }

este bază ı̂n V ⊗W şi prin urmare dimV ⊗W =nm, adică

dimV ⊗W = dimV · dimW.

Demonstraţie. Oricare ar fi forma biliniară F :V ∗×W ∗→K avem

F (ϕ,ψ)=F (ϕ(vi)v
i, ψ(wj)w

j)=F (vi, wj)ϕ(vi)ψ(wj)=F (v
i, wj) vi ⊗ wj (ϕ,ψ)

oricare ar fi ϕ∈V ∗ şi ψ∈W ∗ adică

F = F ijvi ⊗ wj unde F ij = F (vi, wj)

Dacă numerele αij ∈ K sunt astfel ı̂ncât

αij vi ⊗ wj = 0, adică αij vi ⊗ wj (ϕ,ψ) = 0

oricare ar fi ϕ∈V ∗ şi ψ∈W ∗, atunci alegând ϕ = vk şi ψ = wℓ deducem că

αij vi ⊗ wj (v
k, wℓ) = 0, adică αij vk(vi)w

ℓ(wj) = 0

ceea ce conduce la αkℓ = 0, oricare ar fi k∈{1, 2, ..., n} şi ℓ ∈ {1, 2, ...,m}.

2.5.8 Alegând o bază {v1, v2, ..., vn} ı̂n V şi o bază {w1, w2, ..., wm} ı̂n W , produsul

tensorial V ⊗W se poate descrie ca fiind format din toate combinaţiile liniare

F = F ijvi ⊗ wj cu F ij ∈ K.
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2.5.9 Definiţie. Fie K unul dintre corpurile R, C şi fie matricea

A =




a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · anm




∈ Mn×m(K).

Prin minor de ordin k al lui A se ı̂nţelege un determinant de forma∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai1j1 ai1j2 · · · ai1jk
ai2j1 ai2j2 · · · ai2jk
...

...
. . .

...
aikj1 aikj2 · · · aikjk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
unde

1 ≤ i1 < i2 < ... < ik ≤ n şi 1 ≤ j1 < j2 < ... < jk ≤ m.

2.5.10 Definiţie. Spunem că matricea A ∈ Mn×m(K) are rangul r şi scriem

rangA = r

dacă A are un minor de ordinul r nenul şi toţi minorii de ordin mai mare sunt nuli.

2.5.11 Teoremă (Kronecker). Dacă

A =




a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · anm




∈ Mn×m(K)

şi

Ai = (ai1 ai2 ... aim) ∈ M1×m(K), Aj =




a1j
a2j
...
anj




∈ Mn×1(K)

atunci

rangA = dim span{A1, A2, ..., An} = dim span {A1, A2, ..., Am}.

Demonstraţie. A se vedea [4], pag 38.

2.5.12 Propoziţie (Reprezentarea matricială a lui V ⊗W ).

Fie V , W două spaţii vectoriale peste acelaşi corp K. Dacă {v1, v2, ..., vn}
este bază ı̂n V şi {w1, w2, ..., wm} este bază ı̂n W atunci aplicaţia
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V ⊗W −→ Mn×m(K) : F =F ijvi⊗wj 7→ F=




F 11 F 12 · · · F 1m

F 21 F 22 · · · F 2m

...
...

. . .
...

Fn1 Fn2 · · · Fnm




este un izomorfism liniar care permite identificarea spaţiilor V⊗W şi Mn×m(K).

Demonstraţie. Avem dimV ⊗W =nm=dimMn×m(K) şi F=0 implică F =0.

2.5.13 Propoziţie. Dacă {v1, v2, ..., vn} este bază ı̂n V şi {w1, w2, ..., wm} ı̂n W

x = xivi
y = yjwj

}
=⇒ x⊗ y = xi yj vi ⊗ wj

adică

(x⊗ y)ij = xiyj .

Demonstraţie. Oricare ar fi ϕ∈V ∗ şi ψ∈W ∗ avem

x⊗ y (ϕ,ψ)=ϕ(x)ψ(y)=ϕ(xivi)ψ(y
jwj)=x

iyjϕ(vi)ψ(wj)=x
iyj (vi ⊗ wj)(ϕ,ψ).

2.5.14 Matricea asociată vectorului x⊗ y este matricea de rang 1


x1y1 x1y2 · · · x1ym

x2y1 x2y2 · · · x2ym

...
...

. . .
...

xny1 xny2 · · · xnym




Pe de altă parte, orice matrice de rang 1 este de acestă formă ( vezi pag. 102-11).

Un vector F ∈ V ⊗W se poate scrie sub forma x ⊗ y dacă si numai dacă rangul

matricei asociate este 1.

2.5.15∗ Definiţie. Spunem despre un vector F ∈V⊗W că este separabil (unentangled,

ı̂n engleză) dacă se poate scrie sub forma x⊗ y. In caz contrar spunem că

F este inseparabil (entangled, ı̂n engleză).

2.5.16 Izomorfismul V ⊗W −→ Mn×m(K) : F 7→ F definit mai sus depinde de

alegerea bazelor utilizate, dar se poate arăta că pentru orice F ∈V ⊗W

numărul rangF este independent de bazele alese. In cazul ı̂n care este mai

mare decât 1, numărul ı̂ntreg
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rang




F 11 F 12 · · · F 1m

F 21 F 22 · · · F 2m

...
...

. . .
...

Fn1 Fn2 · · · Fnm




este o măsură a inseparabilităţii vectorului F ij vi ⊗ wj.

2.5.17 In mecanica cuantică, produsul tensorial de spaţii vectoriale este utilizat

pentru a descrie sisteme cuantice compuse din subsisteme.

2.5.18 Definiţie. Fie S :V −→V şi T :W −→W operatori liniari. Operatorul liniar

T ⊗ S : V ⊗W −→ V ⊗W, ((T⊗S)F )(ϕ,ψ) = F (ϕ ◦ T, ψ ◦ S)
se numeşte produsul tensorial al operatorilor T şi S.

2.5.19 In cazul particular F = x⊗ y obţinem

((T⊗S)(x⊗ y))(ϕ,ψ) = (x⊗ y)(ϕ ◦ T, ψ ◦ S) = ϕ(Tx)ψ(Sy) = ((Tx)⊗ (Sy))(ϕ,ψ)

oricare ar fi ϕ ∈ V ∗ şi ψ ∈W ∗, adică

(T⊗S) (x⊗ y) = (Tx)⊗ (Sy)

Deoarece T ⊗S este operator liniar şi spaţiul V ⊗ W este format din combinaţii

liniare de elemente de forma x⊗ y, se poate utiliza relaţia precedentă ca o definiţie

alternativă pentru produsul tensorial al operatorilor T şi S.



Capitolul 3

Tensori pe spaţii vectoriale
finit-dimensionale

3.1 Tensori

3.1.1 Fie V un spaţiu vectorial peste corpul K şi fie două baze ale lui V

B = {e1, e2, ..., en} (baza veche)

B
′ = {e′1, e′2, ..., e′n} (baza nouă)

şi

B
∗ = {e1, e2, ..., en}, B

′∗ = {e′1, e′2, ..., e′n}

dualele lor. Fiecare vector x ∈ V se poate dezvolta ı̂n raport cu cele două baze

x = xi ei = x′j e′jşi am arătat că

xi = ei(x), x′j = e′j(x).

Similar, fiecare element ϕ ∈ V ∗ admite dezvoltările

ϕ = ϕi e
i = ϕ′

j e
′j

şi

ϕi = ϕ(ei), ϕ′
j = ϕ(e′j).

Plecând de la dezvoltările vectorilor bazei noi ı̂n raport cu vectorii bazei vechi

e′i=α
j
i ej
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definim matricele de trecere ı̂ntre bazele B şi B′

S =




α1
1 α1

2 · · · α1
n

α2
1 α2

2 · · · α2
n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 · · · αnn



, S−1 =




β11 β12 · · · β1n

β21 β22 · · · β2n
...

...
. . .

...

βn1 βn2 · · · βnn



.

Oricare ar fi

x = xj vj=x
′i v′i ∈ V şi ϕ=ϕj v

j=ϕ′
i v

′i ∈ V ∗

au loc relaţiile (a se vedea pag. 77-20)

v′i=α
j
i vj v′i=βij v

j

ϕ′
i=α

j
i ϕj x′i=βij x

j .

3.1.2 Coordonatele noi x′i ale unui vector x ∈ V se exprimă cu ajutorul coordo-

natelor vechi xj prin formula x′i = βij x
j similară cu formula e′i = βij e

j de schimbare

a bazei duale. Formula ϕ′
i = αji ϕj este similară cu e′i = αji ej .

3.1.3 Vectorii x ∈ V sunt obiecte matematice care ı̂n raport cu fiecare bază B a

lui V sunt descrise prin coordonatele x1, x2, ..., xn şi care la o schimbare de bază

e′i = αji ej se schimbă după formula

x′i = βij x
j .

Similar, elementele ϕ ∈ V ∗ (numite forme liniare sau 1-forme) sunt obiecte matem-

atice care ı̂n raport cu fiecare bază B
∗ sunt descrise prin coordonatele ϕ1, ϕ2, ..., ϕn

şi care la o schimbare de bază e′i = αji ej se schimbă după formula

ϕ′
i = αji ϕj .

3.1.4 Definiţie. Prin tensor de tip (p, q) (adică, tensor de p ori contravariant şi de

q ori covariant) se ı̂nţelege un obiect matematic T descris ı̂n raport

cu fiecare bază B a lui V prin coordonatele T
i1i2...ip
j1j2...jq

şi care la o

schimbare de bază e′i = αji ej se schimbă după formula

T ′i1i2...ip
j1j2...jq

= βi1k1 β
i2
k2

· · · βipkpα
m1
j1
αm2
j2

· · · αmq

jq
T k1k2...kpm1m2...mq

.
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3.1.5 Elementele spaţiului vectorial V sunt tensori de tip (1, 0), iar elementele lui

V ∗ sunt tensori de tip (0, 1).

3.1.6 Un tensor de tip (1, 1) este descris prin coordonatele T ij care la schimbarea

bazei se schimbă după formula

T ′i
j = βik α

m
j T

k
m.

În cazul unui tensor de două ori contravariant formula devine

T ′ij = βik β
j
m T

km

iar ı̂n cazul unui tensor de două ori covariant

T ′
ij = αki α

m
j Tkm.

3.1.7 Un tensor este complet determinat dacă i se cunosc coordonatele ı̂ntr-o bază.

3.2 Operaţii cu tensori

3.2.1 Propoziţie (Suma a doi tensori). Dacă A
i1i2...ip
j1j2...jq

şi B
i1i2...ip
j1j2...jq

sunt coordonatele

a doi tensori A şi B de tip (p, q) atunci

T
i1i2...ip
j1j2...jq

= A
i1i2...ip
j1j2...jq

+B
i1i2...ip
j1j2...jq

sunt coordonatele unui tensor de tip (p, q) notat cu A+B, adică

(A+B)
i1i2...ip
j1j2...jq

= A
i1i2...ip
j1j2...jq

+B
i1i2...ip
j1j2...jq

.

Demonstraţie (cazul p = q = 1). Avem

T ′i
j = A′i

j +B′i
j = βik α

m
j A

k
m + βik α

m
j B

k
m = βik α

m
j (Akm +Bk

m) = βik α
m
j T

k
m.

3.2.2 Propoziţie (̂Inmulţirea unui tensor cu un scalar).

Dacă λ ∈ K şi A
i1i2...ip
j1j2...jq

sunt coordonatele unui tensor A de tip (p, q) atunci

T
i1i2...ip
j1j2...jq

= λA
i1i2...ip
j1j2...jq

sunt coordonatele unui tensor de tip (p, q) notat cu λA, adică

(λA)
i1i2...ip
j1j2...jq

= λA
i1i2...ip
j1j2...jq

.



108 Complemente de Matematică

Demonstraţie (cazul p = q = 1). Avem

T ′i
j = λA′i

j = λβik α
m
j A

k
m = βik α

m
j T

k
m.

3.2.3 Propoziţie ( Produsul tensorial a doi tensori, ı̂ntr-un caz particular).

Dacă Aijk sunt coordonatele unui tensor A de tip (1, 2) şi Bl
m sunt

coordonatele unui tensor B de tip (1, 1) atunci

T iljkm = Aijk · Bl
m

sunt coordonatele unui tensor de tip (2, 3) notat cu A⊗B, adică

(A⊗B)iljkm = Aijk ·Bl
m.

Demonstraţie. Avem

T ′il
jkm = A′i

jk · B′l
m = βia α

b
j α

c
k A

a
bc β

l
r α

s
mB

r
s = βia β

l
r α

b
j α

c
k α

s
m T

ar
bcs.

3.2.4 Generalizarea definiţiei produsului tensorial este imediată. Produsul tensorial

x⊗ ϕ dintre un vector x ∈ V si o 1-formă ϕ ∈ V ∗ are coordonatele

(x⊗ ϕ)ij = xi ϕj

iar produsul tensorial x⊗ y a doi vectori coordonatele

(x⊗ y)ij = xi yj.

3.2.5 Propoziţie (Contracţia unui tensor, ı̂ntr-un caz particular).

Fie Aijklm coordonatele unui tensor A de tip (2, 3). Numerele

T jkm =
n∑

i=1

Aijkim

sunt coordonatele unui tensor de tip (1, 2) obţinut prin contracţia lui A ı̂n

raport cu primul indice de contravarianţă şi al doilea indice de covarianţă.

Demonstraţie. Avem

T ′j
km =

∑n
i=1A

′ij
kim

=
∑n
i=1 β

i
aβ

j
bα

c
kα

d
iα

r
mA

ab
cdr =

(∑n
i=1 β

i
aα

d
i

)
βjbα

c
kα

r
mA

ab
cdr = δdaβ

j
bα

c
kα

r
mA

ab
cdr

= βjbα
c
kα

r
m

(
δdaA

ab
cdr

)
= βjbα

c
kα

r
m

(∑n
a=1A

ab
car

)
= βjbα

c
kα

r
mT

b
cr.
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3.2.6 Operaţia de contracţie se poate face ı̂n raport cu orice pereche de indici formată

dintr-un indice de contravarianţă (superior) şi un indice de covarianţă (inferior).

3.2.7 Exerciţiu. Să se arate că dacă x ∈ V şi ϕ ∈ V ∗ atunci numărul

γ = xiϕi

este un tensor de tip (0, 0), numit scalar.

Rezolvare. Numărul γ se obţine prin contracţie din x⊗ϕ şi nu depinde de baza aleasă

γ′ =
n∑

i=1

x′iϕ′
i =

n∑

i=1

βijα
k
i x

jϕk = δkj x
jϕk = xjϕj = γ.

3.3 Exemple de tensori

3.3.1 Exerciţiu. Să se arate că obiectul matematic care are coordonatele

T ij = δij =

{
1 dacă i = j

0 dacă i 6= j

indiferent de baza utilizată, este un tensor de tip (1, 1).

Rezolvare. Avem

T ′i
j = δij = βikα

k
j = βikα

m
j δ

k
m = βikα

m
j T

k
m.

3.3.2 Propoziţie Orice operator liniar A : V −→ V este un tensor de tip (1, 1) ale

cărui coordonate ı̂ntr-o bază B = {e1, e2, ..., en} sunt coeficienţii Aji din dezvoltarea

Aei = Aji ej .

Demonstraţie. Din relaţia Ae′i = A′j
i e

′
j rezultă

A(αki ek) = A′j
iα

m
j em

relaţie care scrisă sub forma

αki Aek = αmj A
′j
i em

conduce la

αki A
m
k em = αmj A

′j
i em
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adică

αki A
m
k = αmj A

′j
i .

Din această relaţie obţinem

βsm α
k
i A

m
k = βsm α

m
j A

′j
i

relaţie echivalentă cu

A′s
i = βsm α

k
i A

m
k

deoarece βsmα
m
j A

′j
i = δsj A

′j
i = A′s

i .

3.3.3 Definiţie. Spunem că aplicaţia g : V ×V −→ K este o aplicaţie biliniară dacă

g(αx + βy, z) = αg(x, z) + βg(y, z)

g(x, αy + βz) = αg(x, y) + βg(x, z)

oricare ar fi x, y, z ∈ V şi α, β ∈ K.

3.3.4 Propoziţie. Orice aplicaţie biliniară g : V × V −→ K este un tensor de tip

(0, 2) ale cărui coordonate ı̂n baza B = {e1, e2, ..., en} sunt numerele gij = g(ei, ej).

Demonstraţie. Avem

g′ij = g(e′i, e
′
j) = g(αki ek, α

m
j em) = αki α

m
j g(ek, em) = αki α

m
j gkm.

3.3.5 Definiţie. Aplicaţia g : V ∗ × V −→ K este numită aplicaţie biliniară dacă

este liniară ı̂n fiecare argument, adică

g(αϕ + βψ, x) = αg(ϕ, x) + βg(ψ, x)

g(ϕ, αx+ βy) = αg(ϕ, x) + βg(ϕ, y)

oricare ar fi ϕ,ψ ∈ V ∗, x, y ∈ V şi α, β ∈ K.

3.3.6 Propoziţie Orice aplicaţie biliniară g : V ∗ × V −→ K este un tensor de tip

(1, 1) ale cărui coordonate ı̂ntr-o bază B = {e1, e2, ..., en} cu duala

B
∗ = {e1, e2, ..., en} sunt gij = g(ei, ej).

Demonstraţie. Avem

g′ij = g(e′i, e′j) = g(βik e
k, αmj em) = βik α

m
j g(e

k, em) = βik α
m
j g

k
m.
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3.3.7 Propoziţie Orice tensor de tip (1, 1) poate fi identificat cu o aplicaţie biliniară

g : V ∗ × V −→ K.

Demonstraţie. Folosind coordonatele T ij ale tensorului T de tip (1, 1) ı̂ntr-o bază

fixată B = {e1, e2, ..., en} cu duala B
∗ = {e1, e2, ..., en} definim aplicatia biliniară

g : V ∗ × V −→ K, g(ϕ, x) = g(ϕi e
i, xj ej) = T ij ϕi x

j .

Aplicaţia g astfel definită nu depinde de alegerea bazei B utilizate deoarece alegând

altă bază B
′ obţinem

g(ϕ′
k e

′k, x′m e′m) = T ′k
m ϕ

′
k x

′m = βka α
b
m T

a
b α

i
k ϕi β

m
j xj

= δia δ
b
j T

a
b ϕi x

j = T ij ϕi x
j.

3.3.8 Rezultatele prezentate mai sus pot fi generalizate ı̂n mod natural. Orice

aplicaţie (p+ q)-liniară

T : V ∗ × V ∗ × · · · × V ∗
︸ ︷︷ ︸

p ori

×V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
q ori

−→ K

este un tensor de tip (p, q) ale cărui coordonate ı̂ntr-o bază B = {e1, e2, ..., en} cu

duala B
∗ = {e1, e2, ..., en} sunt

T
i1i2...ip
j1j2...jq

= T (ei1 , ei2 , ..., eip , ej1 , ej2 , ..., ejq )

şi fiecărui tensor de tip (p, q) ı̂i corespunde ı̂n mod natural o astfel de aplicaţie

(p+ q)-liniară.

3.3.9 Plecând de la dualul V ∗ al lui V se poate defini dualul dualului lui V

V ∗∗ = (V ∗)∗

numit bidualul lui V . Spaţiul V ∗∗ se poate identifica (a se vedea pag. 95-10)

ı̂n mod natural cu V asociind lui x ∈ V aplicaţia liniară

V ∗ −→ K : ϕ 7→ ϕ(x)

aparţinând bidualului lui V .

3.3.10 Dacă ϕ : V −→ K şi ψ : W −→ K sunt aplicaţii liniare atunci

g : V ×W −→ K, g(v,w) = ϕ(v) · ψ(w)
este o aplicaţie biliniară numită produsul tensorial al lui ϕ cu ψ şi notată cu ϕ⊗ ψ.
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Capitolul 4

Spaţii Hilbert finit-dimensionale

4.1 Spaţii cu produs scalar

4.1.1 Definiţie. Fie V un spaţiu vectorial real (adică K = R).

Prin produs scalar pe V se ı̂nţelege o aplicaţie

〈, 〉 : V × V −→ R

astfel ı̂ncât

a) 〈x, αy + βz〉 = α〈x, y〉+ β〈x, z〉, ∀x, y, z∈V şi ∀α, β∈R

b) 〈x, y〉 = 〈y, x〉, ∀x, y∈V
a) 〈x, x〉 ≥ 0, ∀x ∈ V şi

〈x, x〉=0 ⇐⇒ x = 0.

4.1.2 Definiţie. Fie V un spaţiu vectorial complex (adică K = C).

Prin produs scalar pe V se ı̂nţelege o aplicaţie

〈, 〉 : V × V −→ C

astfel ı̂ncât

a) 〈x, αy + βz〉 = α〈x, y〉+ β〈x, z〉, ∀x, y, z∈V şi ∀α, β∈C

b) 〈x, y〉 = 〈y, x〉, ∀x, y∈V
a) 〈x, x〉 ≥ 0, ∀x ∈ V şi

〈x, x〉=0 ⇐⇒ x = 0.

4.1.3 In cazul produsului scalar definit pe un spaţiu vectorial complex,

〈αx+ βy, z〉 = 〈z, αx+ βy〉 = ᾱ 〈z, x〉+ β̄ 〈z, y〉 = ᾱ〈x, z〉+ β̄〈y, z〉.
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4.1.4 Teoremă (Inegalitatea Cauchy).

Dacă 〈, 〉 :V ×V −→K este produs scalar atunci

|〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉 〈y, y〉

oricare ar fi x, y ∈ V .

Demonstraţie. Relaţia este evident verificată ı̂n cazul y = 0. Dacă y 6= 0 atunci

〈x+ λy, x+ λy〉 ≥ 0, ∀λ ∈ K

adică

〈x, x〉 + λ̄〈y, x〉 + λ〈x, y〉 + λλ̄〈y, y〉 ≥ 0, ∀λ ∈ K.

Alegând

λ = −〈y, x〉
〈y, y〉

relaţia devine

〈x, x〉 − |〈x, y〉|2
〈y, y〉 − |〈x, y〉|2

〈y, y〉 +
|〈x, y〉|2
〈y, y〉 ≥ 0.

adică 〈x, x〉 〈y, y〉 ≥ |〈x, y〉|2.

4.1.5 Definiţie. Fie V un spaţiu vectorial peste K.

Prin normă pe V se ı̂nţelege o aplicaţie

|| || : V −→ R

astfel ı̂ncât

a) ‖x‖≥ 0 oricare ar fi x ∈ V şi
‖x‖= 0 ⇐⇒ x = 0

b) ‖αx‖= |α| ‖x‖, oricare ar fi α∈K, x ∈ V
c) ‖x+y‖≤‖x‖+‖y‖, oricare ar fi x, y∈V.

4.1.6 Propoziţie. Dacă 〈, 〉 : V × V −→ K este produs scalar atunci

|| · || : V −→ R, ||x|| =
√
〈x, x〉

este o normă pe V .

Demonstraţie. Avem
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||x|| =
√
〈x, x〉 ≥ 0 şi ||x|| = 0 ⇐⇒ x = 0

||αx|| =
√
〈αx, αx〉 =

√
αᾱ〈x, x〉 = |α| ||x||

||x+ y||2 = 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉 + 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉
= ||x||2 + 2Re 〈x, y〉+ ||y||2 ≤ ||x||2 + 2 |Re 〈x, y〉|+ ||y||2
≤ ||x||2 + 2 |〈x, y〉| + ||y||2 ≤ ||x||2 + 2 ||x|| ||y|| + ||y||2
= (||x|| + ||y||)2

deoarece

|Re (a+ ib)| = |a| =
√
a2 ≤

√
a2 + b2 = |a+ ib|

şi conform inegalităţii Cauchy |〈x, y〉| ≤
√
〈x, x〉 〈y, y〉 = ||x|| ||y||.

4.1.7 Definiţie. Prin distanţă pe o mulţime nevidă M se ı̂nţelege o aplicaţie

d :M ×M −→ R

cu proprietăţile

a) d(x, y) ≥ 0 oricare ar fi x, y ∈M şi
d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y

b) d(x, y) = d(y, x), oricare ar fi x, y∈M
c) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y), oricare ar fi x, y, z∈M.

4.1.8 Propoziţie. Dacă 〈, 〉 : V × V −→ K este produs scalar atunci

d : V × V −→ R, d(x, y)= ||x−y||=
√
〈x−y, x−y〉

este o distanţă pe V .

Demonstraţie. Avem

d(x, y) =‖ x−y ‖≥ 0 si d(x, y)=0 ⇔ ‖ x−y ‖=0 ⇔ x−y=0 ⇔ x=y

d(x, y) =‖ x− y ‖=‖ (−1)(y − x) ‖= | − 1| ‖ y − x ‖=‖ y − x ‖= d(y, x)

d(x, y) =‖ x−y ‖=‖ x−z+z−y ‖≤‖ x−z ‖ + ‖ z−y ‖= d(x, z)+d(z, y).

4.1.9 Definiţie. Un spaţiu vectorial ı̂nzestrat cu o normă este numit spaţiu normat.

O mulţime ı̂nzestrată cu o distanţă este numită spaţiu metric.

4.1.10 Orice spaţiu cu produs scalar are o structură naturală de spaţiu normat şi

orice spaţiu normat are o structură naturală de spaţiu metric.

4.1.11 MATHEMATICA: EuclideanDistance[{a, b, c}, {x, y, z}]



116 Complemente de Matematică

Spaţii cu

produs scalar

Spaţii normate

Spaţii metrice

Figura 4.1: Spaţii metrice.

In[1]:=EuclideanDistance[{a, b, c}, {x, y, z}]

7→Out[1]=
√

Abs[a−x]2+Abs[b−y]2+Abs[c−z]2

In[2]:=EuclideanDistance[{1,2,3}, {4,5,6}] 7→ Out[2]=3
√
3

4.2 Baze ortonormate

4.2.1 Definiţie. Prin vector unitar sau versor se ı̂nţelege un vector x cu ||x|| = 1.

4.2.2 Folosind norma asociată produsului scalar, inegalitatea Cauchy se poate scrie

|〈x, y〉| ≤ ||x|| ||y||.
In cazul unui spaţiu vectorial real, dacă x 6= 0 şi y 6= 0 atunci

−1 ≤ 〈x, y〉
||x|| · ||y|| ≤ 1.

Numărul ϕ∈ [0, π] cu proprietatea

cosϕ =
〈x, y〉

||x|| · ||y||
este numit unghiul dintre x şi y. Relaţia anterioară se mai poate scrie

〈x, y〉 = ||x|| ||y|| cosϕ.

4.2.3 MATHEMATICA: VectorAngle[u,v]

In[1]:=VectorAngle[{1, 2}, {2, -1}] 7→ Out[1]=π
2

In[2]:=VectorAngle[{1, 1, 0}, {1, 1, 1}] 7→ Out[2]=ArcCos

[√
2
3

]
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4.2.4 Definiţie. Fie V un spaţiu vectorial şi M ⊆ V o submulţime de vectori.

Spunem că vectorii x, y∈V sunt ortogonali şi scriem x⊥y dacă 〈x, y〉=0.

Spunem că x∈V este ortogonal pe M şi scriem x⊥M dacă x⊥y, ∀y∈M .

4.2.5 Definiţie. Fie V un spaţiu vectorial şi {v1, v2, ..., vk} ⊂ V .

Spunem că {v1, v2, ..., vk} este un sistem ortogonal dacă

〈vi, vj〉 = 0 oricare ar fi i 6=j din {1, 2, ..., k}.
Spunem că {v1, v2, ..., vk} este un sistem ortonormat dacă

〈vi, vj〉 = δij =

{
1 dacă i = j
0 dacă i 6= j.

4.2.6 Normalizând vectorul x = (1, 2, 3) obţinem vectorul unitar

1√
〈x,x〉

x = 1√
14

(1, 2, 3) =
(

1√
14
,
√

2
7 ,

3√
14

)
.

4.2.7 MATHEMATICA: Normalize[x]

In[1]:=Normalize[{1, 2, 3}] 7→ Out[1]=

(
1√
14
,
√

2
7
, 3√

14

)

4.2.8 Propoziţie.

Orice sistem de vectori ortogonali nenuli este un sistem liniar independent.

Demonstraţie. Fie {v1, v2, ..., vk} un sistem ortogonal de vectori nenuli. Din

α1v1 + α2v2 + · · ·+ αkvk = 0
rezultă că

0=〈v1, α1v1+α2v2+ · · ·+αkvk〉=α1〈v1, v1〉+α2〈v1, v2〉+ · · ·+αk〈v1, vk〉=α1 ||v1||2.
Deoarece v1 6=0 se obţine α1=0. Similar se arată că α2=0, ... , αk=0.

x

w
Pwx

Figura 4.2: Proiecţia ortogonală a vectorului x pe w.
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4.2.9 Propoziţie. Proiecţia ortogonală a vectorului x pe vectorul w 6=0 este

Pwx =
〈w, x〉
〈w,w〉 w.

Demonstraţie. Proiecţia lui x pe w este un vector de forma λw. Impunând ca

proiecţia să fie ortogonală , adică (x − λw) ⊥ w, obţinem relaţia 〈w, x − λw〉 = 0

care conduce la λ = 〈w, x〉/〈w,w〉 (a se vedea Figura 4.2).

4.2.10 Dacă ||w|| = 1 atunci proiecţia lui x pe w este vectorul Pwx = 〈w, x〉w.

4.2.11 Proiecţia ortogonală a vectorului x=(1, 2, 3) pe w=(1, 1, 1) este

P(1,1,1)(1, 2, 3) =
〈(1,1,1),(1,2,3)〉
〈(1,1,1),(1,1,1)〉 (1, 1, 1) = (2, 2, 2).

4.2.12 MATHEMATICA: Projection[x, w]

In[1]:=Projection[{1, 2, 3}, {1, 1, 1}] 7→ Out[1]=(2,2,2)

4.2.13 Teoremă (Metoda de ortogonalizare Gram-Schmidt).

Dacă {u1, u2, ..., un} este sistem liniar independent atunci {w1, w2, ..., wn}, unde
w1 = u1

w2 = u2 − 〈w1,u2〉
〈w1,w1〉 w1

..............................

wn = un − 〈w1,un〉
〈w1,w1〉 w1 − 〈w2,un〉

〈w2,w2〉 w2 − · · · − 〈wn−1,un〉
〈wn−1,wn−1〉 wn−1

este un sistem ortogonal astfel ı̂ncât

span {w1, w2, ... , wk} = span {u1, u2, ... , uk}
oricare ar fi k∈{1, 2, ..., n}.

Demonstraţie. Avem

〈w2, w1〉 =
〈
u2 −

〈w1, u2〉
〈w1, w1〉

w1, w1

〉
= 〈u2, w1〉 −

〈u2, w1〉
〈w1, w1〉

〈w1, w1〉 = 0.

Similar se arată că oricare vector wk este ortogonal pe vectorii w1, w2, ... , wk−1.

4.2.14 Teoremă (Metoda de ortonormalizare Gram-Schmidt).

Dacă {u1, u2, ..., un} este sistem liniar independent atunci {v1, v2, ..., vn}, unde
v1 =

u1
||u1||

v2 =
u2−〈v1,u2〉 v1

||u2−〈v1,u2〉 v1||
........................

vn = un−〈v1,un〉 v1−〈v2,un〉 v2−···−〈vn−1,un〉 vn−1

||un−〈v1,un〉 v1−〈v2,un〉 v2−···−〈vn−1,un〉 vn−1||
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este un sistem ortonormat astfel incât

span {v1, v2, ... , vk} = span {u1, u2, ... , uk}
oricare ar fi k∈{1, 2, ..., n}.

Demonstraţie. Prin calcul direct se arată că v2⊥v1, apoi v3⊥v1 şi v3⊥v2, etc.

4.2.15 Ortonormalizând sistemul de vectori

{(1, 1, 0), (1, 1, 1)}
obţinem sistemul ortonormat

{(
1√
2
, 1√

2
, 0
)
, (0, 0, 1)

}
.

4.2.16 MATHEMATICA: Orthogonalize[{u1,u2,...,un}}]

In[1]:=Orthogonalize[{{1, 1, 0}, {1, 1, 1}}] 7→ Out[1]=

{{
1√
2
, 1√

2
,0

}
,{0,0,1}

}

4.2.17 Definiţie. Prin bază ortonormată se ı̂nţelege o bază {v1, v2, ... , vn} cu

〈vi, vj〉 = δij

adică o bază care este ı̂n acelaşi timp sistem ortonormat.

4.2.18 Din teorema precedentă rezultă că, ı̂n cazul oricărui spaţiu cu produs scalar,

există baze ortonormate.

4.2.19 Teoremă Dacă B = {v1, v2, ... , vn} este bază ortonormată atunci

x =
n∑

i=1

〈vi, x〉vi
şi

〈x, y〉=
n∑

i=1

〈x, vi〉 〈vi, y〉, ||x||=
√√√√

n∑

i=1

|〈vi, x〉|2

oricare ar fi vectorii x şi y.

Demonstraţie. Orice vector x ∈ V se poate scrie ca o combinaţie liniară

x =
n∑

i=1

xi vi

şi avem

〈vk, x〉 =
〈
vk,

n∑

i=1

xi vi

〉
=

n∑

i=1

xi〈vk, vi〉 =
n∑

i=1

xiδik = xk
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〈x, y〉 =
〈

n∑

i=1

〈vi, x〉vi, y
〉

=
n∑

i=1

〈x, vi〉 〈vi, y〉

||x||2 = 〈x, x〉 =
n∑

i=1

〈x, vi〉 〈vi, x〉 =
n∑

i=1

|〈x, vi〉|2.

4.2.20 Propoziţie. Fie V un spaţiu cu produs scalar şi M ⊂ V o submulţime.

Mulţimea vectorilor ortogonali pe M

M⊥ = {x ∈ V | x ⊥ u, ∀u ∈M}
este un subspaţiu vectorial.

Demonstraţie. Oricare ar fi x ∈M avem

x, y ∈M⊥

α, β ∈ K

}
=⇒ 〈u, αx+ βy〉 = α〈u, x〉+ β〈u, y〉 = 0

şi prin urmare αx+ βy ∈M⊥.

4.2.21 Teoremă. Dacă V un spaţiu cu produs scalar şi W ⊂ V un subspaţiu atunci

V =W ⊕W⊥.

Demonstraţie. Dacă x ∈ W ∩W⊥ atunci ||x|| =
√
〈x, x〉 = 0, ceea ce conduce la

W ∩W⊥ = {0}. Este suficient să mai arătăm că dim W+dim W⊥=dim V . Plecăm

de la o bază ortonormată {v1, v2, ..., vk} a lui W pe care apoi o completăm până

la o bază {v1, v2, ..., vk, u1, u2, ..., un−k} a lui V . Ortonormalizând acestă bază prin

metoda Gram-Schmidt obţinem o bază ortonormată {v1, v2, ..., vk, vk+1, vk+2, ..., vn}
a lui V . Se constată imediat că {vk+1, vk+2, ..., vn} este bază a luiW⊥ si prin urmare

dim W+dim W⊥=dim V.



Spaţii Hilbert finit-dimensionale 121

4.3 Dualul unui spaţiu cu produs scalar

4.3.1 Propoziţie. In cazul unui spaţiu cu produs scalar V avem

〈x, u〉=〈y, u〉
∀u∈V =⇒ x=y .

Demonstraţie. Alegând u=x−y obţinem

〈x, x−y〉=〈y, x− y〉 =⇒ 〈x−y, x−y〉=0 =⇒ ||x−y||=0 =⇒ x=y.

4.3.2 Teoremă. Fie V un spaţiu cu produs scalar. Pentru orice formă liniară

ϕ : V −→ C

există a∈V unic determinat astfel ı̂ncât

ϕ(x)=〈a, x〉, oricare ar fi x∈V.

Demonstraţie. Fie {v1, v2, ..., vn} o bază ortonormată. Din relaţia

ϕ

(
n∑

i=1

xivi

)
=

n∑

i=1

xi ϕ(vi) =

〈
n∑

j=1

ϕ(vj) vj ,
n∑

i=1

xivi

〉

rezultă că

a =
n∑

j=1

ϕ(vj) vj

ı̂ndeplineşte condiţiile cerute. Unicitatea lui a rezultă din propoziţia anterioară.

4.3.3 Din unicitatea lui a rezultă ı̂n plus că vectorul
∑n
j=1 ϕ(vj) vj definit cu ajutorul

unei baze nu depinde de baza ortonormată aleasă.

4.3.4 In cazul unui spaţiu cu produs scalar V avem

V ∗ = { V −→ C : x 7→ 〈a, x〉 | a∈V }.

4.3.5 Notaţia lui Dirac. In cazul particular V = Cn, produsul scalar a doi vectori

x = (x1, x2, ..., xn) şi y = (y1, y2, ..., yn)

se poate scrie utilizând produsul a două matrice sub forma

〈x, y〉 = x̄1 y2 + x̄2 y2 + ...+ x̄n yn =
(
x̄1 x̄2 · · · x̄n

)




y1
y2
...
yn



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Utilizând notaţiile

〈x| =
(
x̄1 x̄2 · · · x̄n

)
şi |y〉 =




y1
y2
...
yn




obţinem

〈x|y〉 = x̄1 y2 + x̄2 y2 + ...+ x̄n yn.

4.3.6 Din relaţia

V −→ C : x 7→ 〈a, x〉
scrisă sub forma

V −→ C : |x〉 7→ 〈a|x〉
rezultă că 〈a| reprezintă o formă liniară.

4.3.7 Dacă B={v1, v2, ... , vn} este bază ortonormată atunci (vezi pag. 119-19)

x =
n∑

i=1

〈vi, x〉vi oricare ar fi x∈V.

Utilizând notaţia lui Dirac, această relaţie se poate scrie

|x〉 =
n∑

i=1

〈vi|x〉 |vi〉 oricare ar fi |x〉∈V
sau

|x〉 =
n∑

i=1

|vi〉〈vi|x〉 oricare ar fi |x〉∈V

sau, utilizând operatorul identitate I : V −→ V , I|x〉= |x〉, sub forma

I =
n∑

i=1

|vi〉〈vi|. (4.1)

Relaţia (4.1) este numită rezoluţia identităţii corespunzătoare bazei B.

4.3.8 Relaţia (4.1) corespunde ı̂n cazul bazei canonice

B={v1 = (1, 0, 0), v2 = (0, 1, 0), v3 = (0, 0, 1)}
a lui R3 egalităţii




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 =




1
0
0


 (1 0 0) +




0
1
0


 (0 1 0) +




0
0
1


 (0 0 1)
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4.3.9 Relaţia referitoare la proiecţia ortogonală pe un vector unitar w

Pwx = 〈w, x〉w
se mai poate scrie sub forma

Pw|x〉 = |w〉〈w|x〉
şi conduce la definiţia

Pw = |w〉〈w|
pentru proiectorul ortogonal pe subspaţiul unidimensional generat de w.

4.3.10 Dacă B={|v1〉, |v2〉, ... , |vn〉} este bază ortonormată

atunci {〈v1|, 〈v2|, ... , 〈vn|} este duala ei deoarece

〈vi|vj〉 = δij .

In particular, din relaţia (4.1) rezultă

〈a| =
n∑

i=1

〈a|vi〉〈vi|.

4.3.11 Definiţie. Prin adjuncta matricei

A =




a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · anm




∈ Mn×m(C)

se ı̂nţelege complex conjugata transpusei lui A, adică matricea

A∗ = tĀ =




ā11 ā21 · · · ān1
ā12 ā22 · · · ān2
...

...
. . .

...
ā1m ā2m · · · ānm



.

4.3.12 Propoziţie. Dacă A ∈ Mn×n(C) atunci relaţiile

AA∗ = I, A∗A = I, A−1 = A∗

unde I este matricea unitate, sunt echivalente.

Demonstraţie. Dacă AA∗ = I atunci A este inversabilă

AA∗ = I =⇒ detA detA∗ = detI = 1 =⇒ detA 6= 0

şi ı̂nmulţind relaţia AA∗ = I cu A−1 la stânga rezultă A−1 = A∗. Similar, dacă

A∗A = I atunci A este inversabilă
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A∗A = I =⇒ detA∗ detA = detI = 1 =⇒ detA 6= 0

şi ı̂nmulţind relaţia A∗A = I cu A−1 la dreapta rezultă A−1 = A∗. Evident, relaţia

A−1 = A∗ implică celelalte două relaţii.

4.3.13 Definiţie. Matricea A∈Mn×n(C) este numită matrice unitară dacă

A∗A=I

(condiţie echivalentă cu A−1=A∗ şi cu AA∗=I).

4.3.14 Dacă A este o matrice unitară atunci |detA| = 1. Intr-adevăr

A∗A=I =⇒ detA detA∗ = 1 =⇒ |detA|2 = 1.

4.3.15 Teoremă. Mulţimea matricelor unitare de ordinul n

U(n) = {A ∈ Mn×n(C) | A∗A=I }
are o structură de grup ı̂n raport cu ı̂nmulţirea matricelor, iar

SU(n) = {A ∈ U(n) | detA=1 }
este un subgrup al lui U(n).

Demonstraţie. a) Produsul a două matrice unitare A şi B este o matrice unitară

(AB)∗ (AB) = B∗A∗AB = B∗B = I

şi inversa unei matrice unitare A este o matrice unitară

A−1 = A∗ =⇒ (A−1)∗ = (A∗)∗ = A = (A−1)−1.

b) Afirmaţia rezultă din relaţiile

det(AB) = detA detB, det(A−1) = (detA)−1.

4.3.16 Teoremă.

Matricea de trecere ı̂ntre două baze ortonormate este o matrice unitară.

Demonstraţie. Fie {v1, v2, ..., vn} şi {v′1, v′2, ..., v′n} două baze ortonormate şi fie

S =



α11 · · · α1n
...

. . .
...

αn1 · · · αnn


 , S∗ =



ᾱ11 · · · ᾱn1
...

. . .
...

ᾱ1n · · · ᾱnn



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matricea de trecere ı̂ntre cele două baze si adjuncta ei, adică

v′j =
n∑

i=1

αijvi.

Avem

δij = 〈v′i, v′j〉 = 〈∑n
k=1 αkivk,

∑n
m=1 αmjvm〉 =

∑n
k=1

∑n
m=1 ᾱkiαmj〈vk, vm〉

=
∑n
k=1

∑n
m=1 ᾱkiαmjδkm =

∑n
k=1 ᾱkiαkj

relaţie echivalentă cu S∗S = I.

4.3.17 Noţiuni similare cu proprietăţi similare se pot defini ı̂n cazul real.

4.3.18 Propoziţie. Dacă A ∈ Mn×n(R) atunci relaţiile

A tA = I, tAA = I, A−1 = tA

unde I este matricea unitate, sunt echivalente.

4.3.19 Definiţie. Matricea A∈Mn×n(R) este numită matrice ortogonală dacă

tAA=I

(condiţie echivalentă cu A−1= tA şi cu A tA=I).

4.3.20 Dacă A este o matrice ortogonală atunci detA ∈ {−1, 1}.

4.3.21 Teoremă. Mulţimea matricelor ortogonale de ordinul n

O(n) =
{
A ∈ Mn×n(R) | tAA=I

}

are o structură de grup ı̂n raport cu ı̂nmulţirea matricelor, iar

SO(n) = {A ∈ O(n) | detA=1 }

este un subgrup al lui O(n).

4.3.22 Teoremă. In cazul unui spaţiu vectorial real cu produs scalar, matricea de

trecere ı̂ntre două baze ortonormate este o matrice ortogonală.
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4.4 Sisteme de vectori coerenţi

4.4.1 In R2 vectorii corespunzători vârfurilor unui triunghi echilateral

w0=
(√

2
3 , 0
)
, w1=

(
− 1√

6
, 1√

2

)
, w2=

(
− 1√

6
,− 1√

2

)

deşi nu formează o bază ortonormată, verifică relaţia remarcabilă

I =
2∑

i=0

|wi〉〈wi|

adică, ı̂n scriere matriceală, relaţia

(
1 0

0 1

)
=

( √
2
3

0

)(√
2

3
0

)
+

(
− 1√

6

1√
2

)(
− 1√

6

1√
2

)
+

(
− 1√

6

− 1√
2

)(
− 1√

6
− 1√

2

)
.

Alegând ı̂n locul vectorilor wi vectorii unitari corespunzători

ui =
1

||wi|| wi

adică (a se vedea Figura 4.3)

u0=(1, 0) , u1=
(
−1

2 ,
√
3
2

)
, u2=

(
−1

2 ,−
√
3
2

)

obţinem relaţia

I = 2
3

2∑
i=0

|ui〉〈ui|.

u0

u1

u2

Figura 4.3: Sistemul de vectori coerenţi u0, u1, u2.

4.4.2 Definiţie. Fie V un spaţiu cu produs scalar n-dimensional. Spunem că

{u0, u1, ..., uk−1} este un sistem finit de vectori coerenţi
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(finite frame, ı̂n engleză) dacă vectorii ui sunt unitari

||ui|| = 1 oricare ar fi i = 0, 1, ..., k − 1

şi are loc rezoluţia identităţii

I = n
k

k−1∑
i=0

|ui〉〈ui|. (4.2)

4.4.3 Teoremă . Fie V un spaţiu cu produs scalar n-dimensional. Dacă

{u0, u1, ..., uk−1} este sistem de vectori coerenţi atunci

|x〉 = n
k

k−1∑
i=0

|ui〉〈ui|x〉 〈x| = n
k

k−1∑
i=0

〈x|ui〉〈ui|

〈x|y〉 = n
k

k−1∑
i=0

〈x|ui〉〈ui|y〉 ||x||2 = n
k

k−1∑
i=0

|〈x|ui〉|2.

oricare ar fi x, y ∈ V .

Demonstraţie. Relaţiile din enunţ sunt consecinţe directe ale relaţiei (4.2).

4.4.4 Exerciţiu. Vectorii corespunzând vârfurilor unui tetraedru regulat

u0 =
(
− 1√

3
, 1√

3
, 1√

3

)
, u1 =

(
1√
3
,− 1√

3
, 1√

3

)
,

u2 =
(

1√
3
, 1√

3
,− 1√

3

)
, u3 =

(
− 1√

3
,− 1√

3
,− 1√

3

)

formează un sistem de vectori coerenţi ı̂n R3.

4.4.5 Exerciţiu. Vectorii corespunzând vârfurilor unui icosaedru regulat
±1√
τ+2

(1, τ, 0), ±1√
τ+2

(−1, τ, 0),

±1√
τ+2

(τ, 0, 1), ±1√
τ+2

(τ, 0,−1),

±1√
τ+2

(0, 1, τ), ±1√
τ+2

(0,−1, τ)

definiţi utilizând ‘numărul de aur’ τ= 1+
√
5

2 =1.6180339887...,

formează un sistem de vectori coerenţi ı̂n R3.

4.4.6 Exerciţiu. Vectorii corespunzând vârfurilor unui poligon regulat cu k laturi

um =
(
cos 2mπ

k , sin 2mπ
k

)
unde m = 0, 1, ..., k − 1

formează un sistem de vectori coerenţi ı̂n R2 astfel ı̂ncât

I = 2
k

k−1∑
m=0

|um〉〈um|.
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4.4.7 Exerciţiu. Sistemul infinit de vectori

u(t) = (cos t, sin t) unde t ∈ [0, 2π)

formează un sistem de vectori coerenţi ı̂n R2 astfel ı̂ncât

I =
1

π

∫ 2π

0
dt |u(t)〉〈u(t)|.

4.4.8 Exerciţiu. In spaţiul L2(R), sistemul infinit de vectori (vezi pag. 221-53)

|z〉 = e−
|z|2
2

∞∑
n=0

zn√
n!
|n〉 unde z ∈ C

definit plecând de la o bază ortonormată {|0〉, |1〉, |2〉, ...}, formează

un sistem de vectori coerenţi ı̂n L2(R) astfel ı̂ncât

I =
1

π

∫

C

dRe z dIm z |z〉〈z|.

4.4.9 Sistemul infinit de vectori din exerciţiul anterior, numit sistemul de stări

coerente Schrödinger-Klauder-Glauber sau sistemul de stări coerente canonic

sau sistemul de stări coerente standard, joacă un rol fundamental ı̂n mecanica

cuantică, optică şi ı̂n general, ı̂n modelele cuantice din fizică [9, 20].

4.5 Spaţii Hilbert

4.5.1 Orice spaţiu cu produs scalar are o structură de spaţiu normat şi una de

spaţiu metric definite prin

||x||=
√
〈x, x〉 şi d(x, y)= ||x−y||=

√
〈x−y, x−y〉.

4.5.2 Definiţie. Fie V un spaţiu cu produs scalar şi (xk)k≥0 un şir din V .

Spunem că şirul (xk)k≥0 este convergent cu limita a dacă

lim
k→∞

||xk − a|| = 0

adică dacă pentru orice ε>0 există kε∈N astfel ı̂ncât

||xk − a|| < ε oricare ar fi k ≥ kε.
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4.5.3 Definiţie. Fie V un spaţiu cu produs scalar şi (xk)k≥0 un şir din V .

Spunem că şirul (xk)k≥0 este şir Cauchy dacă pentru

orice ε>0 există kε∈N astfel ı̂ncât

||xk − xℓ|| < ε oricare ar fi
k ≥ kε
ℓ ≥ kε.

4.5.4 Propoziţie. Orice şir convergent este şir Cauchy.

Demonstraţie. Fie ε > 0. Dacă limk→∞ xk = a atunci există kε∈N astfel ı̂ncât

||xk − a|| < ε

2
oricare ar fi k ≥ kε

şi prin urmare

||xk − xℓ|| = ||xk − a+ a− xℓ|| ≤ ||xk − a||+ ||xℓ − a|| < ε

oricare ar fi k ≥ kε şi ℓ ≥ kε.

4.5.5 Definiţie.

Un spaţiu ı̂n care orice şir Cauchy este convergent este numit spaţiu complet.

Un spaţiu normat complet este numit spaţiu Banach.

Un spaţiu cu produs scalar complet este numit spaţiu Hilbert.

4.5.6 In funcţie de corpul scalarilor corespunzător, un spaţiu Hilbert poate fi spaţiu

Hilbert real sau spaţiu Hilbert complex. In continuare, dacă nu se specifică contrariul,

prin spaţiu Hilbert vom ı̂nţelege un spaţiu Hilbert complex.

4.5.7 Exemple. Oricare ar fi n∈{1, 2, 3, ...} spaţiul Rn ı̂nzestrat cu produsul scalar

〈(x1, x2, ..., xn), (y1, y2, ..., yn)〉 = x1 y1 + x2 y2 + · · ·+ xn yn =
n∑

k=1

xk yk

este un spaţiu Hilbert real de dimensiune n.

Oricare ar fi n ∈ {1, 2, 3, ...} spaţiul Cn ı̂nzestrat cu produsul scalar

〈(x1, x2, ..., xn), (y1, y2, ..., yn)〉 = x̄1 y1 + x̄2 y2 + · · ·+ x̄n yn =
n∑

k=1

x̄k yk

este un spaţiu Hilbert de dimensiune n.

4.5.8 Definiţie. Fie V şi W două spaţii cu produs scalar peste acelaşi corp K.

O aplicaţie liniară T :V −→W este numită izometrie liniară dacă

〈Tx, Ty〉 = 〈x, y〉 oricare ar fi x, y ∈ V.
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4.5.9 Orice izometrie liniară este o aplicaţie injectivă deoarece

Tx=0 ⇒ ||x||2 = 〈x, x〉 = 〈Tx, Tx〉 = 0 ⇒ x = 0.

4.5.10 Definiţie. Spunem despre două spaţii cu produs scalar V şi W că sunt

izomorfe dacă există o izometrie liniară bijectivă T :V −→W .

4.5.11 Teoremă Orice spaţiu vectorial real de dimensiune n cu produs scalar

este izomorf cu spaţiul Hilbert real Rn.

Orice spaţiu vectorial complex de dimensiune n cu produs scalar

este izomorf cu spaţiul Hilbert Cn.

Demonstraţie. Dacă {v1, v2, ..., vn} este o bază ortonormată atunci are loc relaţia

〈x, y〉=
n∑

i=1

〈x, vi〉 〈vi, y〉=
n∑

i=1

〈vi, x〉 〈vi, y〉

care arată că izomorfismul liniar

V → Rn : x 7→ (〈v1, x〉, 〈v2, x〉, . . . , 〈vn, x〉) şi respectiv
V → Cn : x 7→ (〈v1, x〉, 〈v2, x〉, . . . , 〈vn, x〉)

este un izomorfism de spaţii cu produs scalar care permite identificarea lui V cu Rn

şi respectiv Cn.

4.5.12 Orice spaţiu vectorial complex finit-dimensional cu produs scalar este spaţiu

Hilbert. In cazul finit-dimensional, putem utiliza termenul de spaţiu Hilbert ı̂n loc

de cel de spaţiu vectorial complex cu produs scalar, fără a restrânge generalitatea.

4.5.13 Orice spaţiu Hilbert finit-dimensional se poate identifica cu unul dintre spaţiile

Hilbert Cn. Toate spaţiile Hibert de dimensiune n sunt izomorfe. Ele sunt reprezentări

care diferă doar prin natura elementelor ale aceluiaşi spaţiu Hilbert.

4.5.14 Propoziţie. Suma directă a două spaţii Hilbert

V ⊕W = { (x, y) | x ∈ V, y ∈W }

este un spaţiu Hilbert cu produsul scalar

〈(x, y), (x′, y′)〉 = 〈x, x′〉+ 〈y, y′〉.

Demonstraţie. Verificare directă bazată pe definiţia produsului scalar.
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4.5.15 Dacă {v1, v2, ..., vn}, {w1, w2, ..., wk} sunt baze ortonormate ı̂n V şiW atunci

{ (v1, 0), (v2, 0), ..., (vn, 0), (0, w1), (0, w2), ..., (0, wk) }
este bază ortonormată ı̂n V ⊕W.

4.5.16 Exemple. Avem C2 = C⊕ C, C3 = C⊕ C⊕ C, etc.

4.5.17 Prin Cn ı̂nţelegem, ı̂n funcţie de context, atât spaţiul Hilbert

C
n = { (x1, x2, ..., xn) | x1, x2, ..., xn ∈ C }

identificat cu spaţiul Hilbert al matricelor linie

C
n = { (x1 x2 ... xn) | x1, x2, ..., xn ∈ C }

cât şi spaţiul Hilbert al matricelor coloană

C
n =








x1

x2

...
xn




= t(x1 x2 ... xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1, x2, ..., xn ∈ C




.

4.5.18 Izomorfismul liniar Mn×m(C) → Cnm :


a11 · · · a1m
...

. . .
...

an1 · · · anm


 7→ t(a11, a21, · · · , an1, a12, a22, · · · , an2, · · · , a1m, a2m, · · · , anm)

devine un izomorfism de spaţii cu produs scalar dacă ı̂nzestrăm spaţiul vectorial

complex Mn×m(C) cu produsul scalar

〈

a11 · · · a1m
...

. . .
...

an1 · · · anm


 ,



b11 · · · b1m
...

. . .
...

bn1 · · · bnm



〉

=
∑

ij

āij bij

adică dacă definim

〈A,B〉 = Tr (A∗ B)

unde A∗ este adjuncta matricei A, adică complex conjugata transpusei lui A. Spaţiul

Mn×m(C) devine astfel un spaţiu Hilbert izomorf cu spaţiul Hilbert Cnm.

4.5.19 Propoziţie (Identitatea paralelogramului).

Dacă V este un spaţiu cu produs scalar atunci

||x+ y||2 + ||x− y||2 = 2 ||x||2 + 2 ||y||2



132 Complemente de Matematică

oricare ar fi x, y ∈ V.

Demonstraţie. Se utilizează relaţia ||u||2 = 〈u, u〉.

4.5.20 Definiţie. Fie V un spaţiu vectorial şi M ⊂ V o submulţime.

Spunem că M este mulţime convexă dacă

{ (1−t)x+ty | t∈ [0, 1] } ⊂M

oricare ar fi x, y ∈M.

Figura 4.4: Mulţime convexă şi mulţime neconvexă.

4.5.21 Definiţie. Fie V un spaţiu normat, x∈V şi M⊂V o submulţime.

Prin distanţa de la x la M se ı̂nţelege numărul

δ(x,M) = inf
u∈M

||x−u||.

x

u

M

Figura 4.5: Distanţa de la x la M .

4.5.22 Teoremă Dacă V este un spaţiu Hilbert, M⊂V este o mulţime convexă

ı̂nchisă şi x 6∈M atunci există un element unic y∈M astfel ı̂ncât

δ(x,M) = ||x− y||.

Demonstraţie. Fie δ = δ(x,M). Arătăm mai ı̂ntâi că δ > 0. Presupunând că δ = 0

rezultă că pentru orice n ∈ {1, 2, 3, ...} există xn ∈ M astfel ı̂ncât ||x − xn|| < 1
n

şi prin urmare limn→∞ xn = x. Deoarece M este ı̂nchisă ar rezulta că x ∈ M , ı̂n
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contradicţie cu ipoteza. Pentru fiecare n ∈ {1, 2, 3, ...} alegem yn ∈M astfel ı̂ncât

δ ≤ ||x− yn|| < δ +
1

n
(4.3)

şi arătăm că (yn)n≥1 este şir Cauchy. Scriind identitatea paralelogramului

2 ||x− yn||2 + 2 ||x− ym||2 = ||yn − ym||2 + ||2x − yn − ym||2

sub forma

||yn − ym||2 = 2 ||x− yn||2 + 2 ||x− ym||2 − 4

∣∣∣∣
∣∣∣∣x−

(
1

2
yn +

1

2
ym

)∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

obţinem că

||yn − ym||2 ≤ 2

(
δ +

1

n

)2

+ 2

(
δ +

1

m

)2

− 4δ2

adică

||yn − ym||2 ≤
4δ

n
+

4δ

m
+

2

n2
+

2

m2
≤ 4δ + 2

n
+

4δ + 2

m
.

Pentru orice ε > 0, alegând N ∈ N astfel ı̂ncât 8δ
N < ε, avem

||yn − ym||2 ≤ ε, oricare ar fi
n ≥ N
m ≥ N.

Spaţiul Hilbert V fiind complet, există y = limn→∞ yn şi y aparţine mulţimii ı̂nchise

M . Trecând la limită ı̂n relaţia (4.3) obţinem că δ = ||x − y||. Presupunând că

există două elemente y, y′ ∈ M cu δ = ||x − y|| = ||x − y′|| şi folosind identitatea

paralelogramului deducem relaţia

4δ2 = 2 ||x − y||2 + 2 ||x − y′||2 = ||y − y′||2 + ||2x− y − y′||2

= ||y − y′||2 + 4
∣∣∣
∣∣∣x−

(
1
2y +

1
2y

′
)∣∣∣
∣∣∣
2
≥ ||y − y′||2 + 4δ2

din care rezultă y = y′.

x W

Figura 4.6: Distanţa de la x la subspaţiul W .
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4.5.23 Orice subspaţiu W ⊂ V este o submulţime convexă şi ı̂nchisă. Conform teo-

remei, pentru x 6∈W există y ∈W unic astfel ı̂ncât (a se vedea Figura 4.6)

δ(x,W ) = ||x− y||.
Arătăm ı̂n plus despre vectorul z=x−y că z⊥W . Oricare ar fi u∈W şi λ∈C avem

||x−y−λu|| ≥ ||x−y||, adică 〈x−y−λu, x−y−λu〉 ≥ 〈x−y, x−y〉.
Rezultă inegalitatea

−λ̄〈u, z〉 − λ〈z, u〉 + |λ|2〈u, u〉 ≥ 0

care pentru λ = 〈u, z〉/〈u, u〉 conduce la relaţia

−|〈u, z〉|2
〈u, u〉 ≥ 0

posibilă doar dacă 〈u, z〉 = 0.

4.6 Adjunctul unui operator

4.6.1 Teoremă. Fie V un spaţiu Hilbert şi A :V −→V este un operator liniar.

Există un operator liniar A∗ :V −→V unic determinat astfel ı̂ncât

〈A∗x, y〉 = 〈x,Ay〉, ∀x, y ∈ V. (4.4)

Demonstraţie. Fie {v1, v2, ..., vn} o bază ortonormată. Pentru x∈V fixat, aplicaţia

ϕ : V −→ C, ϕ(y) = 〈x,Ay〉
este formă liniară. Ştim că există

a =
n∑

j=1

ϕ(vj) vj =
n∑

j=1

〈x,Avj〉 vj =
n∑

j=1

〈Avj , x〉vj

astfel ı̂ncât ϕ(y)=〈a, y〉, ∀y∈V . Punând A∗x=a, obţinem operatorul liniar

A∗ :V −→V, A∗x =
n∑

j=1

〈Avj , x〉vj

care verifică relaţia

〈A∗x, y〉 =
〈

n∑
j=1

〈Avj , x〉 vj , y
〉

=
n∑
j=1

〈x,Avj〉〈vj , y〉

=

〈
x,

n∑
j=1

〈vj, y〉Avj
〉

= 〈x,Ay〉, ∀x, y∈V.
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Presupunând că B : V −→ V este un alt operator care verifică (4.4) obtinem relaţia

〈A∗x, y〉 = 〈Bx, y〉, ∀x, y ∈ V

din care rezultă A∗ = B.

4.6.2 Definiţie. Fie V un spaţiu Hilbert şi A :V −→V este un operator liniar.

Operatorul liniar A∗ :V −→V unic determinat care verifică relaţia

〈A∗x, y〉 = 〈x,Ay〉, ∀x, y ∈ V.

se numeşte adjunctul operatorului A.

4.6.3 In locul notaţiei A∗ se preferă uneori notaţia A+.

4.6.4 Propoziţie. Fie V un spaţiu Hilbert. Dacă A,B : V −→ V sunt operatori

liniari şi λ∈C atunci

A+B : V −→ V, (A+B)x = Ax+Bx
λA : V −→ V, (λA)x = λ Ax
AB : V −→ V, (AB)x = A(Bx)

sunt operatori liniari şi

(A∗)∗=A, (A+B)∗=A∗+B∗,
(λA)∗= λ̄ A∗, (AB)∗=B∗A∗.

Demonstraţie. Avem

(A+B)(αx+ βy) = A(αx + βy) +B(αx+ βy) = αAx+ βAy + αBx+ βBy
= α(A +B)x+ β(A+B)y

(λA)(αx + βy) = λA(αx + βy) = λαAx+ λβAy = α(λA)x+ β(λA)y

(AB)(αx+ βy) = A(B(αx+ βy)) = A(αBx+ βBy) = αA(Bx) + βA(By)
= α(AB)x+ β(AB)y.

Relaţia (A∗)∗ = A rezultă din

〈(A∗)∗x, y〉 = 〈x,A∗y〉 = 〈Ax, y〉, ∀x, y ∈ V.

Avem

〈(A +B)∗x, y〉 =〈x, (A+B)y〉=〈x,Ay〉 + 〈x,By〉
=〈A∗x, y〉+ 〈B∗x, y〉=〈(A∗ +B∗)x, y〉

adică pentru orice x ∈ V

〈(A+B)∗x, y〉=〈(A∗ +B∗)x, y〉, ∀y ∈ V

ceea ce conduce la (A+B)∗ = A∗ +B∗. Similar, pentru orice x ∈ V avem



136 Complemente de Matematică

〈(λA)∗x, y〉 = 〈x, (λA)y〉 = 〈x, λAy〉 = λ̄ 〈x,Ay〉
= λ̄〈A∗x, y〉 = 〈λ̄ A∗x, y〉 = 〈(λ̄A∗)x, y〉, ∀y ∈ V

şi acestă relaţie conduce la

(λA)∗x = (λ̄A∗)x, ∀x ∈ V

adică (λA)∗ = λ̄A∗. Oricare ar fi x ∈ V avem relaţia

〈(AB)∗x, y〉 = 〈x, (AB)y〉 = 〈x,A(By)〉 = 〈A∗x,By〉
= 〈B∗(A∗x), y〉 = 〈(B∗A∗)x, y〉, ∀y ∈ V

care conduce la (AB)∗ = B∗A∗.

4.6.5 Propoziţie. Matricea adjunctului A∗ al unui operator liniar A :V −→V

ı̂n raport cu o bază ortonormată este adjuncta matricei

operatorului A ı̂n raport cu aceeaşi bază.

Demonstraţie. Fie

A=



a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann


 , A∗=



a∗11 · · · a∗1n
...

. . .
...

a∗n1 · · · a∗nn




matricele lui A şi A∗ ı̂n raport cu baza ortonormată {v1, v2, ..., vn}, adică

Avj =
n∑

i=1

aij vi, A∗vj =
n∑

i=1

a∗ij vi. (4.5)

Conform formulei de reprezentare a unui vector ı̂n raport cu o bază ortonormată

u =
n∑

i=1

〈vi, u〉vi
avem

Avj =
n∑

i=1

〈vi, Avj〉vi, A∗vj =
n∑

i=1

〈vi, A∗vj〉vi (4.6)

Din relaţiile (4.5) şi (4.6) rezultă

aij = 〈vi, Avj〉, a∗ij = 〈vi, A∗vj〉

ceea ce conduce la

a∗ij = 〈vi, A∗vj〉 = 〈Avi, vj〉 = 〈vj , Avi〉 = āji.
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4.7 Transformări unitare şi transformări ortogonale

4.7.1 Definiţie. Fie V un spaţiu Hilbert. Prin transformare unitară a lui V

se ı̂nţelege o aplicaţie liniară A :V −→V cu proprietatea

〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉, ∀x, y ∈ V.

4.7.2 Transformările unitare păstrează nemodificată norma unui vector

||Ax|| =
√
〈Ax,Ax〉 =

√
〈x, x〉 = ||x||, ∀x ∈ V.

4.7.3 Propoziţie. Fie V un spaţiu Hilbert şi A,B :V −→V aplicaţii liniare.

Dacă sunt transformări unitare atunci AB este transformare unitară.

Orice transformare unitară A este bijectivă şi A−1 este transformare unitară.

Demonstraţie. Dacă A şi B sunt transformări unitare atunci

〈(AB)x, (AB)y〉 = 〈A(Bx), A(By)〉 = 〈Bx,By〉 = 〈x, y〉, ∀x, y ∈ V.

Dacă A este transformare unitară atunci kerA = {0}

Ax = 0 =⇒ ||x|| = ||Ax|| = 0 =⇒ x = 0.

Conform teoremei rangului rezultă că

dim ImA = dimV − dimKerA = dimV

ceea ce arată că A este surjectivă. Transformarea A−1 este unitară

〈x, y〉 = 〈A(A−1x), A(A−1y)〉 = 〈A−1x,A−1y〉.

4.7.4 Deoarece transformarea identică

I : V −→ V : x 7→ x

este o transformare unitară şi compunerea aplicaţiilor este o operaţie asociativă

(A(BC))x = A((BC)x) = A(B(Cx)) = (AB)(Cx) = ((AB)C)x, ∀x ∈ V

din propoziţia anterioară rezultă că pe mulţimea transformărilor unitare

{A : V −→ V | 〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉, ∀x, y ∈ V }

există o structură naturală de grup (numit grupul transformărilor unitare ale lui V ).
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4.7.5 Propoziţie. Fie V un spaţiu Hilbert şi A :V −→V aplicaţie liniară.

Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a) A este transformare unitară

b) A∗A = I

c) transformarea A este bijectivă şi A−1 = A∗.

Demonstraţie. Dacă A este transformare unitară, adică

〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉, ∀x, y ∈ V

atunci

〈A∗Ax, y〉 = 〈x, y〉, ∀x, y ∈ V

relaţie care conduce la A∗A = I. Dacă A∗A = I atunci A∗AA−1 = A−1, adică

A∗ = A−1. Dacă A este bijectivă şi A−1 = A∗ atunci

〈Ax,Ay〉 = 〈A∗Ax, y〉 = 〈A−1Ax, y〉 = 〈x, y〉, ∀x, y ∈ V.

4.7.6 Propoziţie. O aplicaţie liniară A : V −→ V este transformare unitară dacă

şi numai dacă matricea ei ı̂n raport cu o bază ortonormată este o matrice unitară.

Demonstraţie. Dacă {v1, v2, ..., vn} este bază ortonormată şi Avi=
∑n
j=1 ajivj atunci

〈Avi, Avj〉 = 〈∑n
k=1 akivk,

∑n
m=1 amjvm〉

=
∑n
k=1

∑n
m=1 akiāmj〈vk, vm〉 =

∑n
k=1 akiākj =

∑n
k=1 a

∗
jkaki.

Dacă A este transformare unitară atunci

n∑

k=1

a∗jkaki = 〈Avi, Avj〉 = 〈vi, vj〉 = δij

relaţie echivalentă cu A∗A = I. Invers, dacă A∗A = I atunci

〈Ax,Ay〉 =
〈
A (
∑n
i=1 xivi) , A

(∑n
j=1 yjvj

)〉
=
∑n
i=1

∑n
j=1 xiȳj〈Avi, Avj〉

=
∑n
i=1

∑n
j=1 xiȳjδij =

∑n
i=1 xiȳi = 〈x, y〉.

4.7.7 Teoremă. Dacă A : V −→ V este transformare unitară atunci:

a) orice valoare proprie λ este astfel ı̂ncât |λ| = 1

b) vectorii proprii corespunzători la valori proprii distincte sunt ortogonali.
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Demonstraţie. a) Fie λ o valoare proprie a lui A şi u 6= 0 un vector propriu core-

spunzător, adică Au = λu. Din relaţia 〈Au,Au〉 = 〈u, u〉 rezultă |λ| = 1.

b) Fie λ1 6= λ2 două valori proprii distincte şi u1, u2 vectori proprii corespunzători,

adică Au1=λ1u1 şi Au2=λ2u2. Din relaţia 〈Au1, Au2〉=〈u1, u2〉 rezultă 〈u1, u2〉=0.

4.7.8 Teoremă. Dacă A :V −→V este o transformare unitară atunci există o bază

a lui V ı̂n raport cu care matricea lui A este o matrice diagonală.

Demonstraţie. Utilizăm metoda inducţiei matematice. Afirmaţia este, evident,

adevărată ı̂n cazul dimV = 1. Presupunând că afirmaţia este adevarată ı̂n cazul

spaţiilor de dimensiune n−1 aratăm că ea este adevărată şi pentru spaţiile de dimen-

siune n. Fie V un spaţiu vectorial de dimensiune n şi A : V −→ V o transformare

unitară. Fie λ1 ∈ C o valoare proprie şi u 6= 0 un vector propriu corespunzător,

adică Au = λ1 u. Vectorul unitar v1 = u
||u|| este şi el vector propriu corespunzător

valorii proprii λ1. Subspaţiul vectorilor ortogonali pe v1

W = {v1}⊥ = { x ∈ V | 〈v1, x〉 = 0 }
este un subspaţiu invariant

x∈W ⇒ 〈v1, Ax〉 = λ1〈λ1v1, Ax〉=λ1〈Av1, Ax〉=λ1〈v1, x〉=0 ⇒ Ax∈W.
de dimensiune n−1 şi span{v1} ⊕W =V . Relaţia 〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉 fiind verificată

oricare ar fi x, y∈V rezultă ca restricţia lui A la W

A|W :W −→W

verifică relaţia 〈A|Wx,A|W y〉 = 〈x, y〉 oricare ar fi x, y ∈W , adică este transformare

unitară. Conform ipotezei de inducţie exista o bază ortonormată {v2, v3, ..., vn} a

lui W ı̂n raport cu care matricea lui A|W este diagonală

A|W =




λ2 0 · · · 0
0 λ3 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · λn




Sistemul de vectori {v1, v2, v3, ..., vn} este o bază ortonormată a lui V ı̂n raport cu

care matricea lui A este

A =




λ1 0 0 · · · 0
0 λ2 0 · · · 0
0 0 λ3 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · λn



.
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4.7.9 Exită un analog real pentru noţiunea de transformare unitară,

dar nu toate rezultatele din cazul complex au un analog.

4.7.10 Definiţie. Fie V un spaţiu Hilbert real. Prin transformare ortogonală a lui

V se ı̂nţelege o aplicaţie liniară A :V −→V cu proprietatea

〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉, ∀x, y ∈ V.

4.7.11 Transformările ortogonale păstrează nemodificată norma unui vector şi

pe mulţimea transformărilor ortogonale

{A : V −→ V | 〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉, ∀x, y ∈ V }

există o structură naturală de grup (grupul transformărilor ortogonale).

4.7.12 Propoziţie. O aplicaţie liniară A : V −→ V este transformare ortogonală

dacă şi numai dacă matricea ei ı̂n raport cu o bază ortonormată

este o matrice ortogonală.

4.7.13 Teoremă. Dacă A : V −→ V este transformare ortogonală atunci:

a) singurele valori proprii posibile ale lui A sunt 1 şi −1.

b) vectorii proprii corespunzători la valori proprii distincte sunt ortogonali.

t
α

xx′

y

y′

(x, y)

(x′, y′)

r

r

Figura 4.7: Rotaţia de unghi t ı̂n jurul originii.

4.7.14 Exerciţiu. Identificând planul cu spaţiul Hilbert real R2, să se arate că

rotaţia de unghi t ı̂n jurul originii este o trensformare ortogonală

care, ı̂n general, nu are vectori şi valori proprii.
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Rezolvare. Pentru rotaţia Rt de unghi t punând

Rt(x, y) = (x′, y′)

şi notând r =
√
x2 + y2 deducem (a se vedea Figura 4.7)

x′ = r cos(α+ t) = r cosα cos t− r sinα sin t = x cos t− y sin t
y′ = r sin(α + t) = r cosα sin t+ r sinα cos t = x sin t+ y cos t

adică

Rt(x, y) = (x cos t− y sin t, x sin t+ y cos t).

Matricea rotaţiei Rt ı̂n raport cu baza canonică este

Rt =

(
cos t − sin t
sin t cos t

)
.

Rădăcinile ecuaţiei caracteristice∣∣∣∣∣
cos t− λ − sin t
sin t cos t− λ

∣∣∣∣∣ = 0

sunt

λ1,2 = cos t±
√
cos2 t− 1

şi ele sunt reale dacă şi numai dacă cos t∈{−1, 1}, adică dacă şi numai dacă t∈Zπ.

4.7.15 In cazul unei transformări ortogonale A :V −→V , ı̂n general, nu există o

bază a lui V ı̂n raport cu care matricea lui A să fie o matrice diagonală.
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4.8 Transformarea Fourier finită

4.8.1 Teoremă. Fie d∈{2, 3, ...}. Transformarea Fourier finită

F :Cd−→C
d : (x0, x1, ..., xd−1) 7→(y0, y1, ..., yd−1), yk=

1√
d

d−1∑

n=0

e
2πi
d
knxn

este unitară şi inversa ei este

F−1 :Cd−→C
d : (y0, y1, ..., yd−1) 7→(x0, x1, ..., xd−1), xn=

1√
d

d−1∑

k=0

e−
2πi
d
knyk.

Demonstraţie. Matricea ı̂n raport cu baza canonică

F =
1√
d




1 1 1 · · · 1

1 e
2πi
d e

2πi
d

2 · · · e
2πi
d

(d−1)

1 e
2πi
d

2 e
2πi
d

4 · · · e
2πi
d

2(d−1)

...
...

...
. . .

...

1 e
2πi
d

(d−1) e
2πi
d

2(d−1) · · · e
2πi
d

(d−1)2




este o matrice unitară deoarece

1

d

d−1∑

n=0

e
2πi
d
kne−

2πi
d
mn=

1

d

d−1∑

n=0

e
2πi
d

(k−m)n = δkm=

{
1 dacă k=m (modulo d)
0 dacă k 6=m (modulo d).

4.8.2 In cazul unui spaţiu Hilbert d-dimensional este convenabil uneori sa indexăm

coordonatele folosind inelul Zd al claselor de resturi modulo d. Deoarece

e
2πi
d
kn = e

2πi
d

(k+jd)n = e
2πi
d
k(n+jd)

oricare ar fi j∈Z, au sens relaţiile

yk=
1√
d

∑

n∈Zd

e
2πi
d
knxn, xn=

1√
d

∑

k∈Zd

e−
2πi
d
knyk.

4.8.3 Orice spaţiu Hilbert d-dimensional V poate fi identificat cu Cd alegand o bază

ortonormată {|vn〉}n∈Zd
. Spaţiul V poate fi astfel identificat cu spaţiul funcţiilor

de forma ϕ : Zd −→ C. Transformările Fourier directă şi inversă se pot scrie

F =
1√
d

∑

k,n∈Zd

e
2πi
d
kn|vk〉〈vn|, F−1=

1√
d

∑

k,n∈Zd

e−
2πi
d
kn|vk〉〈vn|=F ∗.

4.8.4 Deoarece F 4 = I valorile proprii ale lui F aparţin mulţimii {1,−1, i,−i}.
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4.8.5∗ Se ştie (a se vedea pag. 194-17) că pentru transformarea Fourier continuă

ϕ 7→ F [ϕ], unde F [ϕ](ξ) =

∫ ∞

−∞
eiξxϕ(x) dx

funcţia

fk : R −→ R, fk(x) = Hk(x) e
−x2

2

definită cu ajutorul polinomului Hermite Hk, este funcţie proprie
1√
2π

∫ ∞

−∞
dx eiξxHk(x) e

−x2

2 = ikHk(ξ) e
− ξ2

2 .

4.8.6∗ Folosind funcţia periodică

Fk : R −→ R, Fk(x) =
∞∑

α=−∞
Hk

(√
2π
d (αd+x)

)
e
− 1

2

(√
2π
d

(αd+x)

)2

cu perioada d definim funcţia

Zd −→ R : n 7→ Fk(n) =
∞∑

α=−∞
Hk

(√
2π
d (αd+n)

)
e
− 1

2

(√
2π
d

(αd+n)

)2

adică,

Zd −→ R : n 7→ Fk(n) =
∞∑

α=−∞
Hk

(√
2π
d (αd+n)

)
e−

π
d
(αd+n)2

unde Zd = {0, 1, ..., d−1} este mulţimea ı̂ntregilor modulo d.

4.8.7∗ Teoremă [13]. Pentru orice k∈{0, 1, 2, ...}, funcţia

Zd −→ R : n 7→ Fk(n) =
∞∑

α=−∞
Hk

(√
2π
d (αd+n)

)
e−

π
d
(αd+n)2

este funcţie proprie a transformării Fourier finite

1√
d

d−1∑

n=0

e
2πi
d
jnFk(n) = ikFk(j) oricare ar fi j∈Zd.

Demonstraţie. Funcţia periodică Fk(x) admite dezvoltarea Fourier

Fk(x) =
∞∑

ℓ=−∞
aℓ e

2πi
d
ℓx

cu coeficienţii

aℓ = 1
d

∫ d
0 e−

2πi
d
ℓxFk(x) dx

= 1
d

∫ d
0 e−

2πi
d
ℓx∑∞

α=−∞ e
− 1

2

(√
2π
d

(αd+x)

)2

Hk

(√
2π
d (αd+x)

)
dx
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Notând t=
√

2π
d (αd+x) şi utilizând formulele Hk(−x)=(−1)kHk(x) şi

∞∑

α=−∞

∫ (α+1)
√
2πd

α
√
2πd

g(t) dt=

∫ ∞

−∞
g(t) dt

obţinem

aℓ = 1√
2πd

∑∞
α=−∞

∫ (α+1)
√
2πd

α
√
2πd

e
− 2πi

d
ℓ

(
t
√

d
2π

−αd
)
e−

1
2
t2 Hk(t) dt

= 1√
2πd

∑∞
α=−∞

∫ (α+1)
√
2πd

α
√
2πd

e−iℓt
√

2π
d e−

1
2
t2 Hk(t) dt

= 1√
d

1√
2π

∫∞
−∞ e−iℓt

√
2π
d e−

1
2
t2 Hk(t) dt

= ik√
d
e−

π
d
ℓ2 Hk

(
−ℓ
√

2π
d

)

= (−i)k√
d

e−
π
d
ℓ2 Hk

(
ℓ
√

2π
d

)

de unde

Fk(x) =
∑∞
ℓ=−∞ aℓ e

2πi
d
ℓx = (−i)k√

d

∞∑
ℓ=−∞

e
2πi
d
ℓx e−

π
d
ℓ2 Hk

(
ℓ
√

2π
d

)

Din relaţia

Fk(j) = (−i)k√
d

∑∞
ℓ=−∞ e

2πi
d
jℓ e−

π
d
ℓ2 Hk

(
ℓ
√

2π
d

)

= (−i)k 1√
d

∑d−1
n=0

∑∞
α=−∞ e

2πi
d
j(αd+n) e−

π
d
(αd+n)2 Hk

(√
2π
d (αd + n)

)

= (−i)k 1√
d

∑d−1
n=0 e

2πi
d
jn∑∞

α=−∞ e−
π
d
(αd+n)2 Hk

(√
2π
d (αd+ n)

)

= (−i)k 1√
d

∑d−1
n=0 e

2πi
d
jnFk(n)

dedusă utilizând egalitatea

∞∑

ℓ=−∞
g(ℓ) =

d−1∑

n=0

∞∑

α=−∞
g(αd + n)

obţinem

1√
d

d−1∑

n=0

e
2πi
d
jnFk(n) = ikFk(j) oricare ar fi j∈Zd.

4.8.8 Dintre funcţiile proprii Fk : Zd −→ R cel mult d pot fi liniar independente.
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4.8.9∗ Funcţia lui Jacobi θ3 definită prin relaţia [29, 34]

θ3(z, τ) =
∞∑

α=−∞
eiπτα

2
e2πiαz, Im (τ) > 0

este importantă pentru fizica teoretică datorită proprietăţilor ei, dintre care menţionăm

θ3(z +m+ nτ, τ) = e−iπτn2
e−2πinz θ3(z, τ)

θ3(z, iτ) =
1√
τ
exp−

πz2

τ θ3

(
z

iτ
,
i

τ

)
.
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Figura 4.8: The functions g1/3, g1 şi g3 ı̂n cazul d = 31.
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4.8.10∗ Oricare ar fi κ∈(0,∞), se poate arăta [24, 13] că

θ3

(
k

d
,
iκ

d

)
=

1√
κd

d−1∑

n=0

e−
2πi
d
kn θ3

(
n

d
,
i

κd

)
.
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Din această relaţie rezultă că funcţiile (vezi Figura 4.8)

gκ : Zd −→ R, gκ(n) =
∞∑

α=−∞
e−

κπ
d
(αd+n)2 =

1√
κd

θ3

(
n

d
,
i

κd

)

care pot fi privite ca versiuni discrete ale funcţiilor (vezi Figura 4.9 )

gκ : R −→ R, gκ(x) = e−
κ
2
x2 κ∈(0,∞)

verifică relaţia

F [gκ] =
1√
κ
g 1

κ
.

4.8.11 Dacă alegem pentru transformata Fourier a unei funcţii continue definiţia

F [f ](ξ) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
eiξxf(x) dx

atunci (a se vedea pag. 69-19)

F [gκ] =
1√
κ
g 1

κ
.

4.9 Operatori autoadjuncţi (hermitici)

4.9.1 Definiţie. O matrice

A=



a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann


 ∈ Mn×n(C)

este numită matrice hermitică dacă coincide cu adjuncta ei (A∗ = A), adică dacă

aij = āji, ∀i, j ∈ {1, 2, ..., n}.

Matricea A este numită matrice antihermitică dacă A∗ = −A.

4.9.2 Definiţie. Fie V un spaţiu Hilbert. Un operator liniar A : V −→ V este

numit operator autoadjunct sau hermitic dacă A = A∗, adică dacă

〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉, ∀x, y ∈ V. (4.7)
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4.9.3 Vom nota cu A(V ) mulţimea operatorilor autoadjuncţi definiţi pe V , adică

A(V ) = {A ∈ L(V ) | A∗ = A }
= {A ∈ L(V ) | 〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉, ∀x, y ∈ V }.

4.9.4 Propoziţie.

a) A,B ∈ A(V ) =⇒ A+B ∈ A(V )

b)
A ∈ A(V )

α ∈ R

}
=⇒ αA ∈ A(V )

c) Daca A,B ∈ A(V ) atunci :

AB ∈ A(V ) ⇐⇒ AB = BA

d) Daca operatorul A ∈ A(V ) este inversabil atunci A−1 ∈ A(V ).

Demonstraţie. Vom utiliza proprietătile adjunctului prezentate la pag. 135-4.

a) Avem (A+B)∗ = A∗ +B∗ = A+B

b) Avem (αA)∗ = ᾱA∗ = αA.

c) Dacă AB ∈ A(V ) atunci AB = (AB)∗ = B∗A∗ = BA.

Dacă AB = BA atunci (AB)∗ = B∗A∗ = BA = AB şi deci AB ∈ A(V ).

d) Avem 〈A−1x, y〉 = 〈A−1x,A(A−1y)〉 = 〈A(A−1x), A−1y〉 = 〈x,A−1y〉.

4.9.5 Spaţiul operatorilor autoadjuncţi A(V ) este un spaţiu vectorial real.

Considerat ı̂mpreună cu produsul scalar

〈A,B〉 = Tr(AB)

el devine un spaţiu Hilbert real.

4.9.6 Propoziţie. Un operator liniar A : V −→ V este operator autoadjunct dacă

şi numai dacă matricea lui ı̂n raport cu o bază ortonormată este o matrice hermitică.

Demonstraţie. Afirmţia rezultă din rezultatul prezentat la pag. 136-5.

4.9.7 Propoziţie. Dacă A : V −→ V este un operator autoadjunct atunci:

a) toate valorile proprii sunt reale

b) vectorii proprii corespunzători la valori proprii distincte sunt ortogonali.
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Demonstraţie. a) Fie λ o valoare proprie a lui A şi u 6= 0 un vector propriu core-

spunzător, adică Au = λu. Din relaţia 〈Au, u〉 = 〈u,Au〉 rezultă λ = λ̄.

b) Fie λ1 6= λ2 două valori proprii distincte şi u1, u2 vectori proprii corespunzători,

adică Au1=λ1u1 şi Au2=λ2u2. Din relaţia 〈Au1, u2〉=〈u1, Au2〉 rezultă 〈u1, u2〉=0.

4.9.8 Propoziţie. In cazul unui operator autoadjunct rădăcinile polinomului

caracteristic sunt reale.

Demonstraţie. Fie A∈A(V ) şi fie λ1 o rădăcină a polinomului caracteristic, adică∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ1 a12 · · · a1n
a21 a22 − λ1 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann − λ1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

In aceste condiţii sistemul de ecuaţii



(a11 − λ1)x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0
a21x1 + (a22 − λ1)x2 + · · ·+ a2nxn = 0
..................................................
an1x1 + an2x2 + · · ·+ (ann − λ1)xn = 0

admite ı̂n Cn o soluţie (x1, x2, ..., xn) 6= (0, 0, ..., 0). Adunând ecuaţiile sistemului

ı̂nmulţite respectiv cu x̄1, x̄2, ..., x̄n obţinem relaţia
n∑

j,k=1

ajkxkx̄j = λ1

n∑

j=1

xjx̄j .

Deoarece matricea A este hermitică , adică ajk = ākj, rezultă

λ1 =

∑n
j,k=1 ajkxkx̄j∑n
j=1 |xj |2

=

∑n
j,k=1 ākjxkx̄j∑n
j=1 |xj |2

= λ̄1.

4.9.9 Teoremă. Dacă A :V −→V este operator autoadjunct atunci există o bază

ortonormată ı̂n raport cu care matricea lui A este o matrice diagonală.

Demonstraţie. Utilizăm metoda inducţiei matematice. Afirmaţia este, evident,

adevărată ı̂n cazul dimV = 1. Presupunând că afirmaţia este adevarată ı̂n cazul

spaţiilor de dimensiune n − 1 aratăm că ea este adevărată şi pentru spaţiile de di-

mensiune n. Fie V un spaţiu vectorial de dimensiune n şi fie A ∈ A(V ). Ştim că A

admite cel puţin o valoare proprie λ1. Fie u 6= 0 un vector propriu corespunzător,

adică Au = λ1 u. Vectorul unitar v1 = u
||u|| este şi el vector propriu corespunzător

valorii proprii λ1. Subspaţiul vectorilor ortogonali pe v1
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W = {v1}⊥ = { x ∈ V | 〈v1, x〉 = 0 }
este un subspaţiu invariant

x ∈W ⇒ 〈v1, Ax〉 = 〈Av1, x〉 = λ1〈v1, x〉 = 0 ⇒ Ax ∈W

de dimensiune n− 1 şi span{v1}⊕W =V . Relaţia 〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 fiind verificată

oricare ar fi x, y ∈ V rezultă ca restricţia lui A la W

A|W :W −→W

verifică relaţia 〈A|Wx, y〉 = 〈x,A|W y〉 oricare ar fi x, y ∈W , adică este un operator

autoadjunct. Conform ipotezei de inducţie există o bază ortonormată {v2, v3, ..., vn}
a lui W ı̂n raport cu care matricea lui A|W este diagonală

A|W =




λ2 0 · · · 0
0 λ3 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · λn




Sistemul de vectori {v1, v2, v3, ..., vn} este o bază ortonormată a lui V ı̂n raport cu

care matricea lui A este

A =




λ1 0 0 · · · 0
0 λ2 0 · · · 0
0 0 λ3 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · λn



.

4.9.10 Teoremă. Doi operatori autoadjuncţi A,B : V −→ V comută , adică

AB = BA

dacă şi numai dacă există ı̂n V o bază ortonormată formată

din vectori proprii comuni ai lui A şi B.

Demonstraţie. “⇐” Dacă {v1, v2, ..., vn} este o bază ortonormată formată din vec-

tori proprii comuni ai lui A şi B

Avj = αjvj Bvj = βjvj

atunci pentru orice x =
∑n
j=1 xjvj avem

(AB)x =
n∑

j=1

xj ABvj =
n∑

j=1

xj αjβjvj =
n∑

j=1

xj BAvj = (BA)x.
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“⇒” Presupunem că AB = BA şi că B are doar două valori proprii β1 şi β2.

Subspaţiile proprii corespunzătoare V1 şi V2 cu proprietatea

Bx = β1x oricare ar fi x ∈ V1
Bx = β2x oricare ar fi x ∈ V2

sunt ortogonale şi V = V1 ⊕ V2. Deoarece

x ∈ V1 =⇒ B(Ax) = A(Bx) = β1(Ax) =⇒ Ax ∈ V1
x ∈ V2 =⇒ B(Ax) = A(Bx) = β2(Ax) =⇒ Ax ∈ V2

putem considera restricţiile A|V1 : V1 −→ V1 şi A|V2 : V2 −→ V2. Aplicaţiile A|V1 şi

A|V2 fiind operatori autoadjuncţi, ı̂n spaţiile Hilbert V1 şi V2 există bazele ortonor-

mate {v1, v2, ..., vk} şi {vk+1, vk+2, ..., vn} formate din vectori proprii ai lui A. Sis-

temul {v1, v2, ..., vk , vk+1, vk+2, ..., vn} este bază ortonormată ı̂n V şi fiecare dintre

vectorii lui este atât vector propriu al lui A cât şi vector propriu al lui B. Dacă B

are mai multe valori proprii, demonstraţia este similară.

4.10 Produs tensorial de spaţii Hilbert

4.10.1 Fie V , W două spaţii Hilbert şi BV = {v1, v2, ..., vn}, BW = {w1, w2, ..., wm}
baze ortonormate ı̂n V şi repectiv W . Aplicaţia

V ⊗W −→ Mn×m(C) : F =
n∑

i=1

m∑

j=1

Fijvi ⊗ wj 7→ F=



F11 · · · F1m
...

. . .
...

Fn1 · · · Fnm




este un izomorfism de spaţii vectoriale (dependent de bazele alese) care permite

identificarea spaţiilor V ⊗W şi Mn×m(C).

4.10.2 Spaţiul Mn×m(C) este spaţiu Hilbert cu produsul scalar definit prin

〈

F11 · · · F1m
...

. . .
...

Fn1 · · · Fnm


 ,



G11 · · · G1m
...

. . .
...

Gn1 · · · Gnm



〉

=
n∑

i=1

m∑

j=1

F̄ijGij

adică

〈F ,G〉 = Tr (F∗G).
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4.10.3 Propoziţie. Aplicaţia (definită utilizând bazele BV şi BW )

〈, 〉 : (V ⊗W )× (V ⊗W ) −→ C, 〈F,G〉 = Tr (F∗G)
adică 〈

n∑

i=1

m∑

j=1

Fijvi ⊗ wj ,
n∑

i=1

m∑

j=1

Gijvi ⊗ wj

〉
=

n∑

i=1

m∑

j=1

F̄ijGij

este un produs scalar care nu depinde de alegerea bazelor BV şi BW .

Demonstraţie. Orice element al spaţiului V⊗W este o combinaţie liniară de elemente

de forma x⊗y cu x∈V şi y∈W . Deoarece

x⊗ y =
n∑

i=1

m∑

j=1

〈vi, x〉〈wj , y〉 vi ⊗ wj

obţinem că

〈x⊗ y, x′ ⊗ y′〉 =
n∑

i=1

m∑

j=1

〈vi, x〉〈wj , y〉〈vi, x′〉〈wj , y′〉 = 〈x, x′〉〈y, y′〉

adică produsului scalar a două elemente de forma x⊗ y nu depinde de bazele alese.

4.10.4 Teoremă. Produsul tensorial V ⊗W a două spaţii Hilbert este spaţiu Hilbert.

Dacă BV = {v1, v2, ..., vn}, BW = {w1, w2, ..., wm} sunt baze

ortonormate ı̂n V şi repectiv W atunci

B = { vi ⊗ wj | i ∈ {1, 2, ..., n}, j ∈ {1, 2, ...,m} }
este bază ortonormată ı̂n V ⊗W .

4.10.5 Produsul tensorial a doi operatori S :V −→V şi T :W −→W este operatorul

T⊗S : V ⊗W −→ V ⊗W
definit prin relaţia

(T⊗S) (x⊗ y) = (Tx)⊗ (Sy)

pentru elemente de forma x⊗ y şi extins prin liniaritate la celelalte elemente.

4.10.6 Propoziţie. Dacă A,C∈L(V ) şi B,D∈L(W ) atunci

(A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD).

Demonstraţie. Egalitatea are loc pentru orice vector de forma x⊗ y din V ⊗W

(A⊗B)(C⊗D)x⊗y=(A⊗B) (Cx)⊗ (Dy)=(ACx)⊗ (BDy)=(AC)⊗ (BD)x⊗y.
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4.10.7 Propoziţie. Notând cu

tik = vi(Tvk) elementele matricei operatorului T

sjℓ = wj(Swℓ) elementele matricei operatorului S

F kℓ = F (vk, wℓ) elementele matricei vectorului F

((T⊗S)F )ij=((T⊗S)F )(vi, wj) elementele matricei vectorului (T⊗S)F
avem

((T⊗S)F )ij = tik s
j
ℓ F

kℓ.

Demonstraţie. Deoarece formele liniare vi ◦ T şi wj ◦ S admit dezvoltările

vi ◦ T = vi(Tvk) v
k = tik v

k si wj ◦ S = wj(Swℓ)w
ℓ = sjℓ w

ℓ

avem

((T⊗S)F )ij=((T⊗S)F )(vi, wj) = F (vi ◦ T,wj ◦ S) = tik s
j
ℓ F

kℓ. (4.8)

4.10.8 Se obţine o reprezentare alternativă avantajoasă transformând matricile aso-

ciate elementelor lui V ⊗W ı̂n vectori coloană cu nm elemente obţinuţi prin aşezarea

una sub alta a coloanelor. In cazul n = 2 şi m = 3

(
F 11 F 12 F 13

F 21 F 22 F 23

)
7→




F 11

F 21

F 12

F 22

F 13

F 23




.

Corespunzător, unui operator T⊗S i se asociază matricea

T ⊗ S =




s11T · · · s1mT
· · · . . . · · ·
sm1 T · · · smmT




unde blocul matricial sjiT se obţine ı̂nmulţind cu sji matricea T a lui T . Se obţine

astfel posibilitatea de a scrie relaţia (4.8) folosind ı̂nmulţirea unei matrice cu un

vector coloană. In cazul n = 2 şi m = 3 relaţia (4.8) devine
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


((T⊗S)F )11
((T⊗S)F )21

((T⊗S)F )12
((T⊗S)F )22

((T⊗S)F )13
((T⊗S)F )23




=




s11t
1
1 s11t

1
2 s12t

1
1 s12t

1
2 s13t

1
1 s13t

1
2

s11t
2
1 s11t

2
2 s12t

2
1 s12t

2
2 s13t

2
1 s13t

2
2

s21t
1
1 s21t

1
2 s22t

1
1 s22t

1
2 s23t

1
1 s23t

1
2

s21t
2
1 s21t

2
2 s22t

2
1 s22t

2
2 s23t

2
1 s23t

2
2

s31t
1
1 s31t

1
2 s32t

1
1 s32t

1
2 s33t

1
1 s33t

1
2

s31t
2
1 s31t

2
2 s32t

2
1 s32t

2
2 s33t

2
1 s33t

2
2







F 11

F 21

F 12

F 22

F 13

F 23




.

Dacă T este operatorul identitate Ix = x atunci

I ⊗ S =




s11 0 s12 0 s13 0

0 s11 0 s12 0 s13

s21 0 s22 0 s23 0

0 s21 0 s22 0 s23

s31 0 s32 0 s33 0

0 s31 0 s32 0 s33




iar dacă S este operatorul identitate Ix = x atunci

T ⊗ I =




t11 t12 0 0 0 0

t21 t22 0 0 0 0

0 0 t11 t12 0 0

0 0 t21 t22 0 0

0 0 0 0 t11 t12
0 0 0 0 t21 t22




.
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4.11 Sisteme cuantice cu spaţiu Hilbert finit-dimensional

4.11.1 In cazul une particule cuantice care se poate mişca de-a lungul unei axe,

poziţiile posibile ale particulei sunt descrise utilizând R ca model matematic iar

stările cuantice posibile de funcţii ψ :R−→C de pătrat integrabil∫ ∞

−∞
|ψ(x)|2 dx <∞.

Spaţiul acestor funcţii, considerat ı̂mpreună cu produsul scalar

〈ψ1, ψ2〉 =
∫ ∞

−∞
ψ1(x)ψ2(x) dx

este un spaţiu Hilbert infinit dimensional, notat cu L2(R). Fiecărei funcţii ψ :R−→C

i se asociază transformata Fourier F [ψ] :R−→C definită prin relaţia

F [ψ](p) =
1√
2π~

∫ ∞

−∞
e−ipx/~ ψ(x) dx (4.9)

unde ~ este constanta lui Planck h ı̂mpărţită cu 2π. In starea cuantică descrisă de

funcţia normată Ψ, numărul
∫ b

a
|Ψ(x)|2 dx

reprezintă probabilitatea de a găsi particula ı̂n intervalul [a, b], iar
∫ b

a
|F [Ψ](p)|2 dp

probabilitatea ca impulsul particulei sa aparţină intervalului [a, b].

Mărimile fizice sunt descrise cu ajutorul operatorilor liniari. Poziţia particulei este

descrisă de operatorul [14]

ψ 7→ x̂ ψ unde (x̂ ψ)(x) = xψ(x) (4.10)

iar impulsul de operatorul

ψ 7→ p̂ ψ unde p̂ ψ = −i~
dψ

dx
. (4.11)

In starea cuantică descrisă de funcţia de undă normată Ψ, numerele

〈x̂〉 = 〈Ψ, x̂Ψ〉 şi 〈p̂〉 = 〈Ψ, p̂Ψ〉
reprezintă valorile medii ale coordonatei şi impulsului, respectiv.

4.11.2∗ O versiune foarte simplificată a sistemului cuantic prezentat se obţine admiţând

că pentru particula considerată numărul de poziţii care se pot distinge este finit. Este
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convenabil să se admită că numărul poziţiilor ce pot fi distinse este impar, d = 2s+1

şi că mulţimea acestora este

Sd =
{
−s
√

2π
d , (−s+1)

√
2π
d , ... , (s−1)

√
2π
d , s

√
2π
d

}
.

Deoarece

lim
d→∞

√
2π
d = 0 şi lim

d→∞
(±s)

√
2π
d = ±∞

putem considera că, ı̂ntr-un anumit sens, avem

lim
d→∞

Sd = (−∞,∞).

4.11.3 In versiunea simplificată prezentată, este convenabil ca pentru mulţimea

poziţiilor posibile să se utilizeze inelul Zd = Z/dZ al ı̂ntregilor modulo d ca model

matematic. Alegând {−s,−s+1, ..., s−1, s} ca o mulţime de reprezentanţi ‘standard’

pentru elementele lui Zd, stările sistemului cuantic considerat sunt descrise de funcţii

ψ : {−s,−s+1, ..., s−1, s} −→ C.

Spaţiul H al acestor funcţii considerat ı̂mpreună cu produsul scalar

〈ψ1, ψ2〉 =
s∑

n=−s
ψ1(n)ψ2(n)

este un spaţiu Hilbert d-dimensional izomorf cu spaţiul Hilbert standard Cd.

4.11.4 Alegem ı̂n H o bază ortonormată {|n〉}n∈Zd
şi definim operatorul ‘poziţie’

Q : H −→ H, Q =
√

2π
d

s∑
n=−s

n |n〉〈n|.

Transformarea Fourier finită

F : H −→ H, F =
1√
d

s∑

n,n′=−s
e

2πi
d
nn′ |n〉〈n′|

ne permite să definim o a doua bază ortonormată {|k̃〉}k∈Zd
, unde

|k̃〉=F |k〉 = F+| − k〉= 1√
d

s∑

n=−s
e

2πi
d
kn|n〉

şi să definim operatorul ‘impuls’

P : H −→ H, P =
√

2π
d

s∑
k=−s

k |k̃〉〈k̃|.

Operatorii Q şi P verifică relaţiile

FQF+=P FPF+=−Q
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şi au acelaşi spectru (mulţime de valori proprii) şi anume

Sd =
{
−s
√

2π
d , (−s+1)

√
2π
d , ... , (s−1)

√
2π
d , s

√
2π
d

}
.

4.11.5∗ Fiecare stare |ψ〉∈H admite reprezentările

|ψ〉=
s∑

n=−s
ψ(n) |n〉=

s∑

k=−s
ψ̃(k) |k̃〉

unde ψ :Zd−→C : n 7→ ψ(n) şi ψ̃ :Zd−→C : k 7→ ψ̃(k) verificând relaţiile

ψ(n)=〈n|ψ〉= 1√
d

s∑

k=−s
e

2πi
d
knψ̃(k) , ψ̃(k)=〈k̃|ψ〉= 1√

d

s∑

n=−s
e−

2πi
d
knψ(n)

sunt funcţiile de undă corespunzătoare ı̂n reprezentarea poziţiilor şi a impulsurilor.

4.11.6∗ Operatorii de translaţie A ,B :H−→H

A=e−i
√

2π/d P =
s∑

k=−s
e−

2πi
d
k|k̃〉〈k̃| , B=ei

√
2π/dQ=

s∑

ℓ=−s
e

2πi
d
ℓ|ℓ〉〈ℓ|

verifică relaţiile

A|ℓ〉 = |ℓ+1〉 , A|k̃〉=e−
2πi
d
k|k̃〉 , Ad = Bd = I ,

B|ℓ〉=e
2πi
d
ℓ|ℓ〉 , B|k̃〉 = |k̃+1〉 , AαBβ=e−

2πi
d
αβBβAα .

Operatorii de translaţie generalizaţi [33]

D(α, β) = e
πi
d
αβ AαBβ unde (α, β) ∈ Zd × Zd

definesc o reprezentare proiectivă a grupului Weyl finit.

4.11.7∗ Vectorii {|α, β〉}sα,β=−s, unde

|α, β〉 = D(α, β)
g1

||g1||
=

e−
πi
d
αβ

||g1||
s∑

j=−s
e

2πi
d
βj g1(j−α) |j〉

satisfac rezoluţia identităţii

1

d

s∑

α,β=−s
|α, β〉〈α, β| = I.

Frame-ul {|α, β〉}sα,β=−s poate fi privit ca un sistem finit de stări coerente indexate

utilizând mulţimea Zd×Zd, direct legată de spaţiul finit al fazelor Sd×Sd.

4.11.8∗ Metodă de cuantificare bazată pe utilizarea frame-ului {|α, β〉}sα,β=−s:

Urmând analogia cu definiţiile operatorilor Q şi P

I =
s∑

n=−s
|n〉〈n| 7→ Q =

√
2π
d

s∑
n=−s

n |n〉〈n|
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I =
s∑

k=−s
|k̃〉〈k̃| 7→ P =

√
2π
d

s∑
k=−s

k |k̃〉〈k̃|

asociem un operator Aϕ

I =
1

d

s∑

α,β=−s
|α, β〉〈α, β| 7→ Aϕ =

1

d

s∑

α,β=−s
ϕ(α, β) |α, β〉〈α, β|

oricărei funcţii

ϕ :{−s,−s+1, ..., s}×{−s,−s+1, ..., s} −→ C.

4.11.9∗ Operatorul corespunzător funcţiei

ϕ :{−s,−s+1, ..., s}×{−s,−s+1, ..., s}−→R , ϕ(α, β) = α

este

Aq : H −→ H, Aq =
1

d

s∑

α,β=−s
α |α, β〉〈α, β|

şi are aceleaşi stări proprii ca operatorul Q

Aq |n〉 = λn|n〉 unde λn =
1

||g1||2
s∑

α=−s
αg2

1(α+ n)

4.11.10∗ Operatorul corespunzător funcţiei

ϕ :{−s,−s+1, ..., s}×{−s,−s+1, ..., s}−→R , ϕ(α, β) = β

este

Ap : H −→ H, Ap =
1

d

s∑

α,β=−s
β |α, β〉〈α, β|

şi are aceleaşi stări proprii ca operatorul P

Ap |k̃〉 = λk|k̃〉

4.11.11∗ Operatorul corespunzător funcţiei

ϕ :{−s,−s+1, ..., s}×{−s,−s+1, ..., s}−→R , ϕ(α, β)=
1

2
(α2 + β2)

este

A 1
2
(p2+q2) : H −→ H, A 1

2
(p2+q2) =

1

d

s∑

α,β=−s

1

2
(α2+β2) |α, β〉〈α, β|.



158 Complemente de Matematică
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Figura 4.10: Spectrele operatorilor ı̂n cazul d = 21.

4.11.12∗ Operatorii Aq şi Ap pot fi utilizaţi ca variante alternative pentru operatorii

poziţie şi impuls. Operatorul A 1
2
(p2+q2) poate fi privit ca fiind hamiltonianul unui

oscilator cuantic finit [8]. In cazul lui, tendinta de a avea nivele echidistante este

chiar mai evidentă decât ı̂n cazul hamiltonianului 1
2(P

2 +Q2).

4.11.13∗ In cazul d −→ ∞, obiectele matematice prezentate mai sus corespund

ı̂ntr-un anumit sens celor din cazul continuu. O listă extinsă referitoare

la acestă corespondenţă este prezentată ı̂n tabelul de la pagina 162.

4.11.14 Valorea medie a unei mărimi Â ı̂ntr-o stare normată ψ se poate exprima cu

ajutorul proiectorului ortogonal corespunzător

P̂ψ = |ψ〉〈ψ|
sub forma

〈Â〉ψ = Tr(ÂP̂ψ)

deoarece alegând o bază ortonormată {|n〉} avem

〈ψ|Â|ψ〉 =
∑
n,k

〈ψ|n〉〈n|Â|k〉〈k|ψ〉

=
∑
n,k

〈n|Â|k〉〈k|ψ〉〈ψ|n〉

=
∑
n,k

〈n|Â|k〉〈k|P̂ψ |n〉 = Tr(ÂP̂ψ).
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4.11.15 Pentru a descrie starea sistemului cuantic, ı̂n locul funcţiei de undă normate

ψ se poate utiliza operatorul proiecţie ortogonală P̂ψ= |ψ〉〈ψ| asociat care
este hermitic

〈P̂ψϕ1, ϕ2〉 = 〈ϕ1, ψ〉〈ψ,ϕ2〉 = 〈ϕ1, P̂ψϕ2〉

semi-pozitiv definit

〈ϕ|P̂ψ |ϕ〉 = 〈ϕ|ψ〉〈ψ|ϕ〉 = |〈ψ|ϕ〉|2 ≥ 0

şi are urma egală cu 1

Tr P̂ψ=
∑

n

〈n|P̂ψ|n〉=
∑

n

〈n|ψ〉〈ψ|n〉=
∑

n

|〈n|ψ〉|2=1.

4.11.16 Definiţie.

Operatorii ˆ̺ hermitici, semi-pozitiv definiţi cu urma egală cu 1

ˆ̺+ = ˆ̺, ˆ̺≥ 0, Tr ˆ̺ = 1

se numesc operatori densitate.

4.11.17 Operatorii densitate descriu stări generalizate ale sistemului cuantic.

Operatorii densitate de forma P̂ψ = |ψ〉〈ψ| descriu stări pure iar ceilalţi

operatori densitate descriu stări mixte. Valoarea medie a observabilei Â

ı̂n starea descrisă de operatorul densitate ˆ̺ este

〈Â〉 = Tr (Â ˆ̺).

4.11.18 Prin qubit se ı̂nţelege un sistem cuantic cu spaţiu Hilbert bidimensional.

In acest caz spaţiul operatorilor hermitici, care este un spaţiu Hilbert real

cu produsul scalar

〈A,B〉 = Tr(AB)

are dimensiune 4. Dacă {|0〉, |1〉} este bază ortonormată ı̂n spaţiul Hilbert

al stărilor atunci operatorii Pauli
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Î = |0〉〈0| + |1〉〈1| cu matricea Î =

(
1 0
0 1

)

σ̂1 = |0〉〈1| + |1〉〈0| cu matricea σ̂1 =

(
0 1
1 0

)

σ̂2 = i|1〉〈0| − |0〉〈1| cu matricea σ̂2 =

(
0 −i
i 0

)

σ̂3 = |0〉〈0| − |1〉〈1| cu matricea σ̂3 =

(
1 0
0 −1

)

formează o bază ortogonală ı̂n spaţiul operatorilor hermitici.

In particular, orice operator densitate se poate reprezenta sub forma

̺ =
1

2
(σ0 + r · σ) = 1

2
(σ0 + r1 σ1 + r2 σ2 + r3 σ3)

cu r = (r1, r2, r3) ∈ R3. Rezolvând ecuaţia caracteristică∣∣∣∣∣∣

1+r3
2 − λ r1−ir2

2

r1+ir2
2

1−r3
2 − λ

∣∣∣∣∣∣
= 0

se obţin pentru ̺ valorile proprii

λ1,2 =
1± ||r||

2
.

Deoarece

̺ ≥ 0 ⇐⇒ ||r|| ≤ 1

ı̂n cazul unui qubit, stările posibile (pure sau mixte) se află ı̂n corespondenţă

unu-la-unu cu punctele aparţinând sferei ı̂nchise de rază 1 centrate ı̂n origine

Ω2 = { r ∈ R
3 | ||r|| ≤ 1 } = {(r1, r2, r3) ∈ R

3 | r21 + r22 + r23 ≤ 1 }

numită sfera lui Bloch sau sfera lui Poincaré. Stării pure

|ψ〉 = eiα
(
cos

θ

2
|0〉+ sin

θ

2
eiφ |1〉

)

descrise de operatorul densitate

̺ =
1

2




1+cos θ sin θ e−iφ

sin θ eiφ 1+cos θ




ı̂i corespunde vectorul unitar
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r = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) ∈ S2 = ∂Ω2.

1

r

r1

r2

r3

θ

φ

Figura 4.11: Sfera lui Bloch, numită şi sfera lui Poincaré.

Stările pure corespund la puncte aparţinând suprafeţei sferei iar cele mixte

la puncte interioare. Fiecare pereche de puncte diametral opuse ale sferei

S2 reprezintă o pereche de stări pure ortogonale. Transformările unitare

corespund rotaţiilor sferei.



Cazul continuu Cazul (2s+1) − dimensional

x ∈ (−∞,∞) n
√

2π
d ∈ Sd

p ∈ (−∞,∞) k
√

2π
d ∈ Sd

〈x|x′〉 = δ(x− x′) 〈n|n′〉 = δnn′

|ψ〉 = ∫
dxψ(x) |x〉 |ψ〉 =∑s

n=−s ψ(n) |n〉
ψ(x) = 〈x|ψ〉 ψ(n) = 〈n|ψ〉

x̂ =
∫
dxx |x〉〈x| Q =

√
2π
d

s∑
n=−s

n |n〉〈n|

x̂ |x〉 = x |x〉 Q |n〉 = n
√

2π
d |n〉

F = 1√
2π

∫∫
dx′ dx eix

′x|x′〉〈x| F = 1√
d

∑s
n′,n=−s e

2πi
d
n′n|n′〉〈n|

F|ψ〉 = 1√
2π

∫∫
dx′ dx eix

′xψ(x) |x′〉 F |ψ〉 = 1√
d

∑s
n′,n=−s e

2πi
d
n′nψ(n) |n′〉

F|ψ〉 = ∫
dx′F [ψ](x′) |x′〉 F|ψ〉 =∑s

n′=−sF [ψ](n′) |n′〉

F [ψ](x′) = 1√
2π

∫
dx eix

′xψ(x) F [ψ](n′) = 1√
d

∑s
n=−s e

2πi
d
n′nψ(n)

|p̃〉 = F|p〉 = 1√
2π

∫
dx eipx|x〉 |k̃〉 = F|k〉 = 1√

d

∑s
n=−s e

2πi
d
kn|n〉

〈x|p̃〉 = 1√
2π
eipx 〈n|k̃〉 = 1√

d
e

2πi
d
kn

〈p̃|p̃′〉 = δ(p − p′) 〈k̃|k̃′〉 = δkk′

|ψ〉 = ∫
dp ψ̃(p) |p̃〉 |ψ〉 =∑s

n=−s ψ̃(k) |k̃〉

ψ̃(p) = 〈p̃|ψ〉 = 1√
2π

∫
dx e−ipxψ(x) ψ̃(k) = 〈k̃|ψ〉 = 1√

d

∑s
n=−s e

− 2πi
d
knψ(n)

p̂ =
∫
dp p |p̃〉〈p̃| P =

√
2π
d

s∑
k=−s

k |k̃〉〈k̃|

p̂ |p̃〉 = p |p̃〉 P |k̃〉 = k
√

2π
d |k̃〉

ψκ(x) = e−
κ
2
x2 gκ(n) =

∑∞
α=−∞ e

−κ
2

(√
2π
d

(αd+n)

)2

e−iαp̂|x〉 = |x+α〉 Aα|n〉 = |n+α〉

e−iαp̂|p̃〉 = e−iαp|p̃〉 Aα|k̃〉=e−
2πi
d
αk|k̃〉

eiβx̂|x〉 = eiβx|x〉 Bβ|n〉=e
2πi
d
βn|n〉

eiβx̂|p̃〉 = |p̃+β〉 Bβ|k̃〉 = |k̃+β〉

D(α+iβ√
2
)=e

i
2
αβ e−iαp̂ eiβx̂ D(α, β) = e

πi
d
αβ AαBβ

|z〉 = D(z) ψ1

||ψ1|| |α, β〉 = D(α, β) g1

||g1||
1
π

∫
C
dz |z〉〈z| = I

1
d

∑s
α,β=−s |α, β〉〈α, β| = I

162



Capitolul 5

Elemente de teoria distribuţiilor

5.1 Distribuţii

5.1.1 Utilizarea modelelor matematice permite o explorare profundă a realităţii, dar,

ı̂n general, nu se poate face fără a recurge la anumite idealizări. In modelele utilizate

ı̂n fizică, un rol fundamental revine unor noţiuni cum ar fi cele de punct material

şi de sarcină punctiformă. Deşi aceste idealizări conduc la simplificări remarcabile,

folosirea lor nu este lipsită de dificultăţi. O noţiune cum ar fi densitatea de masă,

descrisă uzual cu ajutorul unei funcţii, nu poate fi extinsă la cazul unui punct ma-

terial fără a utiliza ı̂n locul funcţiei ceva mai general. Versiunea mai generală a

noţiunii de funcţie prezentată pe parcursul acestui capitol (numită distribuţie) per-

mite o descriere adecvată a distribuţiilor de masă şi sarcină. In plus, ea permite

extinderi ale noţiunilor de derivată şi transformată Fourier utile ı̂n diverse modele.

5.1.2 Dacă masa unitate este distribuită uniform de-a lungul segmentului [−ε, ε]
atunci densitatea de masă poate fi descrisă cu ajutorul funcţiei

̺ε : R −→ R, ̺ε(x) =

{
1
2ε dacă |x| < ε

0 dacă |x| > ε

(extinsă arbitrar ı̂n −ε şi ε) şi avem∫ ∞

−∞
̺ε(x) dx =

∫ ε

−ε

1

2ε
dx = 1.

Punctul material de masă 1 localizat ı̂n x=0 corespunde cazului limită ε→ 0, dar

163
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δ(x) = lim
ε→0

̺ε(x) =

{
∞ dacă x = 0

0 dacă x 6= 0

nu reprezintă densitatea de masă deoarece expresia∫ ∞

−∞
δ(x) dx

este lipsită de sens.

5.1.3 Spunem despre o funcţie ϕ : R −→ C că este indefinit derivabilă şi scriem

ϕ∈C∞(R) dacă admite derivate de orice ordin. Prin suportul funcţiei ϕ se ı̂nţelege

ı̂nchiderea mulţimii pe care ea nu se anulează, adică

suppϕ = {x | ϕ(x) 6= 0 }.

O mulţime K ⊂R este mulţime compactă dacă este ı̂nchisă şi mărginită. In parti-

cular, ϕ : R −→ C este o funcţie cu suport compact dacă suppϕ este mărginit, adică

există r>0 astfel ı̂ncât

suppϕ ⊆ [−r, r].

Vom utiliza notaţia ϕn
u−−→
K

ϕ pentru a indica faptul că şirul de funcţii (ϕn)n≥0

converge uniform pe mulţimea compactă K la funcţia ϕ. Avem

ϕn
u−−→
K

ϕ ⇐⇒ lim
n→∞

sup
x∈K

|ϕn(x)− ϕ(x)| = 0.

5.1.4 Propoziţie. Spaţiul

D(R) = {ϕ∈C∞(R) | suppϕ este compact }
considerat ı̂mpreună cu operaţiile de adunare şi ı̂nmulţire cu scalari uzuale

(ϕ+ψ)(x) = ϕ(x) + ψ(x), (λϕ)(x) = λϕ(x)

este un spaţiu vectorial complex (numit spaţiul funcţiilor de probă [30]).

Demonstraţie. Deoarece supp (ϕ+ψ)⊆ suppϕ ∪ suppψ şi supp (λϕ)⊆ suppϕ avem

ϕ ∈ D(R)
ψ ∈ D(R)

}
=⇒ ϕ+ ψ ∈ D(R)

şi

ϕ ∈ D(R)
λ ∈ C

}
=⇒ λϕ ∈ D(R).

Verificarea axiomelor spaţiului vectorial este imediată.
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ε−ε

ωε

Figura 5.1: Graficul funcţiei ωε.

5.1.5 Exerciţiu. Oricare ar fi ε∈(0,∞), funcţia ωε : R −→ R, unde

ωε(x) =




cε e

ε2

x2−ε2 dacă |x| < ε
0 dacă |x| ≥ ε

cu cε =
1

∫ ε
−ε e

ε2

x2−ε2 dx

aparţine spaţiului D(R) şi ∫ ∞

−∞
ωε(x) dx = 1.

1

aa−3ε b b+3ε

Figura 5.2: Graficul funcţiei χa,b,ε.

5.1.6 Exerciţiu. Dacă a<b şi ε>0 atunci funcţia

χa,b,ε : R −→ [0, 1], χa,b,ε(x) =

∫ b+2ε

a−2ε
ωε(x−t) dt

aparţine spaţiului D(R) şi este astfel ı̂ncât

χa,b,ε(x) =

{
1 dacă x ∈ (a−ε, b+ε)
0 dacă x 6∈ (a−3ε, b+3ε).

5.1.7 Dacă g : R −→ C este o funcţie indefinit derivabilă atunci funcţia
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ϕ : R −→ C, ϕ(x) = χa,b,ε(x) g(x)

aparţine spaţiului D(R) şi este astfel ı̂ncât

ϕ(x) =

{
g(x) dacă x ∈ (a−ε, b+ε)
0 dacă x 6∈ (a−3ε, b+3ε).

In particular, funcţia ϕ : R −→ C, ϕ(x) = χa,b,ε(x) sinx aparţine spaţiului D(R) şi

ϕ(x) =

{
sinx dacă x ∈ (a−ε, b+ε)
0 dacă x 6∈ (a−3ε, b+3ε).

5.1.8 Definiţie. Spunem că şirul (ϕn)n≥0 din D(R) converge la ϕ∈D(R) şi scriem

lim
n→∞

ϕn = ϕ sau ϕn −→ ϕ

dacă există r>0 astfel ı̂ncât

suppϕn ⊆ [−r, r], oricare ar fi n = 0, 1, 2, ...

şi ı̂n plus

ϕ(k)
n

u−−−→
[−r,r] ϕ(k), oricare ar fi k = 0, 1, 2, ...

5.1.9 Definiţie. Fie V un spaţiu vectorial real (complex). Funcţiile de forma

f : V −→ R (respectiv, f : V −→ C)

sunt numite funcţionale.

5.1.10 Definiţie. Despre o funcţională f :D(R)−→C spunem că este continuă dacă

ϕn −→ ϕ =⇒ f(ϕn) −→ f(ϕ).

5.1.11 Deoarece

ϕn→ϕ ⇐⇒ ϕn−ϕ→0 şi f(ϕn)→f(ϕ) ⇐⇒ f(ϕn−ϕ)→0

o funcţională liniară f :D(R)−→C este continuă dacă şi numai dacă

ϕn −→ 0 =⇒ f(ϕn) −→ 0.

5.1.12 Definiţie. Funcţionalele liniare şi continue

f : D(R) −→ C

sunt numite distribuţii. In cazul unei distribuţii f , ı̂n loc de f(ϕ) se scrie 〈f, ϕ〉.
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5.1.13 Propoziţie. Spaţiul tuturor distribuţiilor

D′(R) = { f : D(R) −→ C | f este liniară şi continuă }
considerat ı̂mpreună cu operaţiile de adunare şi ı̂nmulţire cu scalari uzuale

〈f+g, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 + 〈g, ϕ〉, 〈λf, ϕ〉 = λ〈f, ϕ〉
este un spaţiu vectorial complex.

5.1.14 Pentru ca aplicaţia f : D(R) −→ C să fie o distribuţie trebuie ca:

〈f, αϕ+ βψ〉 = α〈f, ϕ〉 + β〈f, ψ〉 oricare ar fi
ϕ,ψ ∈ D(R)
α.β ∈ C

şi

ϕn −→ 0 =⇒ f(ϕn) −→ 0.

5.1.15 Definiţie. Spunem despre o funcţie f : R −→ C că este local integrabilă dacă∫

K
|f(x)| dx <∞, oricare ar fi mulţimea compactă K ⊂ R.

Utilizăm notaţia

L1
loc(R) = { f : R −→ C | f este local integrabilă }.

5.1.16 Orice funcţie continuă f : R −→ C este local integrabilă.

Funcţia

f : R −→ R, f(x) =

{
1
x dacă x 6= 0

0 dacă x = 0

nu este local integrabilă deoarece∫ 1

−1
|f(x)| dx = ∞.

5.1.17 Propoziţie. Dacă f : R −→ C este local integrabilă atunci funcţionala

Tf : D(R) −→ C, 〈Tf , ϕ〉 =
∫ ∞

−∞
f(x)ϕ(x) dx

este distribuţie.

Demonstraţie. Integrala din definiţia lui Tf este convergentă deoarece ϕ are suport

compact, adică există R>0 astfel ı̂ncât suppϕ ⊂ [−R,R] şi prin urmare

∫ ∞

−∞
f(x)ϕ(x) dx =

∫ R

−R
f(x)ϕ(x) dx.
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Aplicaţia Tf este liniară

〈Tf , αϕ+ βψ〉 = α〈Tf , ϕ〉+ β〈Tf , ψ〉.
Dacă ϕn −→ 0 ı̂n D(R) atunci există r>0 astfel ı̂ncât

suppϕn ⊆ [−r, r], oricare ar fi n = 0, 1, 2, ...

sup
x∈[−r,r]

∣∣∣ϕ(k)
n (x)

∣∣∣
n→∞−−−→ 0, oricare ar fi k = 0, 1, 2, ...

şi prin urmare

|〈Tf , ϕn〉| =
∣∣∣∣∣
r∫

−r
f(x)ϕn(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤
r∫

−r
|f(x)| |ϕn(x)| dx

≤ sup
x∈[−r,r]

|ϕn(x)|
r∫

−r
|f(x)| dx n→∞−−−→ 0

adică

lim
n→∞

〈Tf , ϕn〉 = 0.

5.1.18 Definiţie. Distribuţiile de forma (unde f este o funcţie local integrabilă)

Tf : D(R) −→ C, 〈Tf , ϕ〉 =
∫ ∞

−∞
f(x)ϕ(x) dx

sunt numite distribuţii de tip funcţie (sau distribuţii regulate).

Distribuţiile care nu sunt de tip funcţie se numesc distribuţii singulare.

5.1.19 Utilizăm notaţia Tf pentru distribuţia corespunzătoare funcţiei local integra-

bile f pentru a sesiza mai uşor dacă este vorba de o funcţie sau de o distribuţie. In

mod uzual, ı̂n loc de Tf se scrie tot f , deducându-se din context dacă f este funcţie

sau distribuţia corespunzătoare.

5.1.20 Nu vom face distincţie ı̂ntre două funcţii local integrabile care diferă doar pe

o mulţime de măsură nulă. Mulţimea L1
loc(R) a funcţiilor local integrabile poate fi

privită ca o submulţime a spaţiului distribuţiilor D′(R) identificând fiecare funcţie

local integrabilă f cu distribuţia Tf corespunzătoare.

5.1.21 Propoziţie. Oricare ar fi a∈R, funcţionala

δa : D(R) −→ C, 〈δa, ϕ〉 = ϕ(a)

este distribuţie (se numeşte distribuţia Dirac cu suportul ı̂n a).

Demonstraţie. Aplicaţia δa este liniară
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L1
loc(R)

D′(R)

Figura 5.3: Funcţiile local integrabile sunt distribuţii.

〈δa, αϕ + βψ〉 = αϕ(a) + βψ(a) = α〈δa, ϕ〉 + β〈δa, β〉.
Dacă ϕn −→ 0 ı̂n D(R) atunci există r>0 astfel ı̂ncât

suppϕn ⊆ [−r, r], oricare ar fi n = 0, 1, 2, ...

sup
x∈[−r,r]

∣∣∣ϕ(k)
n (x)

∣∣∣
n→∞−−−→ 0, oricare ar fi k = 0, 1, 2, ...

şi prin urmare

|〈δa, ϕn〉| = |ϕn(a)| ≤ sup
x∈[−r,r]

|ϕn(x)|
n→∞−−−→ 0.

5.1.22 Se poate arăta că distribuţia Dirac δa este o distribuţie singulară.

In cazul ı̂n care a = 0 ı̂n loc de δ0 se scrie simplu δ, adică avem

δ : D(R) −→ C, 〈δ, ϕ〉 = ϕ(0).

5.1.23 Dacă funcţia f :R−→R este derivabilă şi dacă f ′ este local integrabilă atunci

〈Tf ′ , ϕ〉 =
∞∫

−∞
f ′(x)ϕ(x) dx = f(x)ϕ(x)|∞−∞−

∞∫

−∞
f(x)ϕ′(x) dx = −〈Tf , ϕ′〉.

5.1.24 Propoziţie. Dacă

f : D(R) −→ C

este distribuţie atunci funcţionala

f ′ : D(R) −→ C, 〈f ′, ϕ〉 = −〈f, ϕ′〉
este de asemenea distribuţie (numită derivata lui f).

Demonstraţie. Funcţionala f ′ este liniară
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〈f ′, αϕ+ βψ〉 = −〈f, αϕ′ + βψ′〉 = −α〈f, ϕ′〉 − β〈f, ψ′〉 = α〈f ′, ϕ〉 + β〈f ′, ψ〉.
Dacă ϕn → 0 ı̂n D(R) atunci ϕ′

n → 0 ı̂n D(R) şi prin urmare

lim
n→∞

〈f ′, ϕn〉 = − lim
n→∞

〈f, ϕ′
n〉 = 0.

5.1.25 Dacă funcţia f : R −→ R este derivabilă clasic atunci derivata distribuţiei

Tf este distribuţia regulată definită de derivata clasică f ′ : R −→ R, adică

(Tf )
′ = Tf ′ .

Derivarea ı̂n sensul distribuţiilor prelungeşte operaţia de derivare clasică la

cazuri ı̂n care ea nu este aplicabilă.

5.1.26 Orice distribuţie este indefinit derivabilă.

Derivata de ordin k a unei distribuţii f este distribuţia

f (k) : D(R) −→ C, 〈f (k), ϕ〉 = (−1)k〈f, ϕ(k)〉

1 H(x)

Figura 5.4: Funcţia Heaviside H.

5.1.27 Exemplu. Funcţia Heaviside

H : R −→ R, H(x) =

{
0 dacă x < 0
1 dacă x ≥ 0

fiind local integrabilă defineşte distribuţia

TH : D(R) −→ C, 〈TH , ϕ〉 =
∫ ∞

−∞
H(x)ϕ(x) dx =

∫ ∞

0
ϕ(x) dx

şi
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〈(TH)′, ϕ〉 = −〈H,ϕ′〉 = −
∫ ∞

0
ϕ′(x) dx = −ϕ(x)|∞0 = ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉

adică avem

(TH)
′ = δ.

5.1.28 Funcţia Heaviside nu este derivabilă ı̂n 0

H ′(x) =

{
0 dacă x 6= 0
nu există dacă x = 0

dar distribuţia corespunzătoare este indefinit derivabilă

(TH)
′ = δ, (TH)

′′ = δ′, (TH)
′′′ = δ′′, . . .

2
x2

√
x+2

Figura 5.5: Funcţia f .

5.1.29 Exerciţiu. Fie funcţia

f : R −→ R, f(x) =

{
x2 dacă x ≤ 0√
x+ 2 dacă x > 0.

Să se arate că

(Tf )
′ = Tf ′ + 2δ

Rezolvare. Integrând prin părţi obţinem
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〈(Tf )′, ϕ〉 = −〈Tf , ϕ′〉 = − ∫∞−∞ f(x)ϕ′(x) dx

=
∫ 0
−∞ x2 ϕ′(x) dx+

∫∞
0 (

√
x+ 2)ϕ′(x) dx

= −x2 ϕ(x)|0−∞ +
∫ 0
−∞ 2xϕ(x) dx

−(
√
x+ 2)ϕ(x)|∞0 +

∫∞
0

1
2
√
x
ϕ(x) dx

= 2ϕ(0) +
∫∞
−∞ f ′(x)ϕ(x) dx = 〈(Tf ′) + 2δ, ϕ〉

unde f ′ este derivata clasică

f ′(x) =





2x dacă x < 0
nu există dacă x = 0
1

2
√
x

dacă x > 0

prelungită arbitrar ı̂n x = 0.

5.1.30 Propoziţie. Dacă funcţia f : R −→ C este derivabilă pe (−∞, a) ∪ (a,∞)

şi dacă limitele laterale

f(a−) = lim
xրa

f(x), f(a+) = lim
xցa

f(x)

sunt finite atunci

(Tf )
′ = Tf ′ + ( f(a+)−f(a−) ) δa.

Demonstraţie. Integrând prin părţi obţinem

〈(Tf )′, ϕ〉 = −〈Tf , ϕ′〉 = − ∫∞−∞ f(x)ϕ′(x) dx

= − ∫ a−∞ f(x)ϕ′(x) dx− ∫∞a f(x)ϕ′(x) dx

= −f(x)ϕ(x)|a−∞ +
∫ a
−∞ f ′(x)ϕ(x) dx

−f(x)ϕ(x)|∞a +
∫∞
a f ′(x)ϕ(x) dx

= ( f(a+)−f(a−) )ϕ(a) +
∫∞
−∞ f ′(x)ϕ(x) dx.

5.1.31 Dacă ϑ∈C∞(R) şi dacă f : R −→ C este local integrabilă atunci

〈Tϑf , ϕ〉 =
∫ ∞

−∞
ϑ(x) f(x) ϕ(x) dx = 〈Tf , ϑϕ〉.

5.1.32 Propoziţie (Multiplicarea unei distribuţii cu o funcţie de clasă C∞).

Dacă ϑ : R −→ C este o funcţie de clasă C∞ şi

f : D(R) −→ C
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o distribuţie atunci funcţionala

ϑf : D(R) −→ C, 〈ϑf, ϕ〉 = 〈f, ϑϕ〉
este de asemenea distribuţie.

Demonstraţie. Aplicaţia ϑ f este liniară

〈ϑf, αϕ+ βψ〉 = α〈f, ϑϕ〉+ β〈f, ϑψ〉 = α〈ϑf, ϕ〉+ β〈ϑf, ψ〉.
Dacă (ϕn)n≥0 este un şir din D(R) convergent la 0 atunci şirul (ϑϕn)n≥0 este un şir

din D(R) convergent la 0 şi prin urmare

lim
n→∞

〈ϑf, ϕn〉 = lim
n→∞

〈f, ϑϕn〉 = 0.

5.1.33 Exerciţiu. Să se arate că dacă ϑ ∈ C∞(R) atunci

ϑδa = ϑ(a) δa.

Rezolvare. Avem

〈ϑδa, ϕ〉 = 〈δa, ϑϕ〉 = (ϑϕ)(a) = ϑ(a)ϕ(a) = ϑ(a)〈δa, ϕ〉 = 〈ϑ(a) δa, ϕ〉
oricare ar fi ϕ ∈ D(R).

5.1.34 Exerciţiu. Să se arate că relaţiile

xδ(k) = −kδ(k−1) xkδ(k) = (−1)kk! δ

au loc oricare ar fi k ∈ {1, 2, 3, . . .}.

Rezolvare. Utilizând formula lui Leibniz

(fg)(k) =
k∑

j=0

Cjk f
(j) g(k−j)

obţinem

〈xδ(k), ϕ〉 = 〈δ(k), xϕ〉 = (−1)k〈δ, (xϕ)(k)〉 = (−1)k〈δ, xϕ(k) + kϕ(k−1)〉

= (−1)kkϕ(k−1)(0)=−k(−1)k−1〈δ, ϕ(k−1)〉=−k〈δ(k−1), ϕ〉=〈−kδ(k−1), ϕ〉
şi

〈xkδ(k), ϕ〉 = 〈δ(k), xkϕ〉 = (−1)k〈δ, (xkϕ)(k)〉

= (−1)k
〈
δ,
∑k
j=0C

j
k(x

k)(j)ϕ(k−j)
〉
= (−1)k

〈
δ, Ckk (x

k)(k)ϕ
〉
=〈(−1)kk!δ, ϕ〉

oricare ar fi ϕ ∈ D(R).
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5.1.35 Propoziţie. Oricare ar fi ϑ∈C∞(R) şi f ∈D′(R) avem

(ϑ f)′ = ϑ′ f + ϑ f ′

Demonstraţie. Oricare ar fi ϕ∈D(R) avem

〈(ϑ f)′, ϕ〉 = −〈ϑ f, ϕ′〉 = −〈f, ϑϕ′〉 = −〈f, (ϑϕ)′−ϑ′ ϕ〉
= 〈f ′, ϑ ϕ〉+ 〈f, ϑ′ ϕ〉 = 〈ϑ′ f+ϑ f ′, ϑ〉 .

5.1.36 Definiţie. Spunem că şirul de distribuţii (fn)n≥0 converge la distribuţia f

lim
n→∞ fn = f

dacă

lim
n→∞

〈fn, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉, oricare ar fi ϕ∈D(R).

f1
f2

f3

Figura 5.6: Graficele funcţiilor f1, f2, şi f3.

5.1.37 Exerciţiu. Funcţiei (a se vedea Figura 5.6)

fn : R −→ R, fn(x) =

{
n
2 dacă |x| ≤ 1

n

0 dacă |x| > 1
n

ı̂i corespunde distribuţia regulată

Tfn : D(R) −→ C, 〈Tfn , ϕ〉 =
∫ ∞

−∞
fn(x)ϕ(x) dx =

n

2

∫ 1/n

−1/n
ϕ(x) dx

oricare ar fi n ∈ N∗. Limita şirului de funcţii (fn)n≥1

f : R −→ R, f(x) = lim
n→∞

fn(x) =

{
∞ dacă x = 0

0 dacă x 6= 0

nu este o functie local integrabilă, dar

lim
n→∞

Tfn = δ.

Rezolvare. Utilizând schimbarea de variabilă t = nx obţinem

limn→∞〈Tfn , ϕ〉 = limn→∞ n
2

∫ 1/n
−1/n ϕ(x) dx

= 1
2 limn→∞

∫ 1
−1 ϕ

(
t
n

)
dt = 1

2

∫ 1
−1 ϕ(0) dt = ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉.
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Relaţia

lim
n→∞

fn = δ

este adevărată dacă prin fn se ı̂nţelege distribuţia Tfn .

-10 -5 5 10

0.2

0.4

0.6

Figura 5.7: Graficul funcţiei f2.

5.1.38 Exerciţiu. Funcţiei (a se vedea Figura 5.7 )

fn : R −→ R, fn(x) =
1

π

sinnx

x
ı̂i corespunde distribuţia regulată

Tfn : D(R) −→ C, 〈Tfn , ϕ〉 =
1

π

∫ ∞

−∞

sinnx

x
ϕ(x) dx

oricare ar fi n ∈ N∗. Limita şirului de funcţii (fn)n≥1

f : R −→ R, f(x) = lim
n→∞

fn(x) =

{
∞ dacă x = 0

0 dacă x 6= 0

nu este o functie local integrabilă, dar

lim
n→∞

Tfn = δ.

Rezolvare. Utilizând relaţia (1.10) şi schimbarea de variabilă t = nx obţinem

limn→∞〈Tfn , ϕ〉 = limn→∞
1
π

∫∞
−∞

sinnx
x ϕ(x) dx

= 1
π limn→∞

∫∞
−∞

sin t
t ϕ

(
t
n

)
dt = 1

π

∫∞
−∞

sin t
t ϕ(0) dt = ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉.

Relaţia

lim
n→∞

fn = δ

este adevărată dacă prin fn se ı̂nţelege distribuţia Tfn .

5.1.39 Un şir de distribuţii (fn)n≥0 ⊂ D′(R) este convergent dacă funcţionala

D(R) −→ C : ϕ 7→ lim
n→∞

〈fn, ϕ〉
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este distribuţie. Seria de distribuţii
∑∞
n=0 fn este convergentă dacă

D(R) −→ C : ϕ 7→
∞∑

n=0

〈fn, ϕ〉 = lim
k→∞

k∑

n=0

〈fn, ϕ〉

este distribuţie. In caz de convergenţă suma seriei este distribuţia
∞∑

n=0

fn : D(R) −→ C,

〈 ∞∑

n=0

fn, ϕ

〉
=

∞∑

n=0

〈fn, ϕ〉 .

5.1.40 Propoziţie. Operaţia de derivare a distribuţiilor este liniară

(αf + βg)(k) = αf (k) + βg(k)

şi continuă

fn −→ f =⇒ f (k)n

n→∞−−−→ f (k).

Orice serie convergentă poate fi derivată termen cu termen
∞∑

n=0

fn=f =⇒
∞∑

n=0

f (k)n =f (k).

Demonstraţie. Dacă fn −→ f atunci

〈f (k)n , ϕ〉 = (−1)k〈fn, ϕ(k)〉 n→∞−−−→ (−1)k〈f, ϕ(k)〉 = 〈f (k), ϕ〉.

5.1.41 Propoziţie. Dacă şirul de funcţii local integrabile (fn)n≥0 converge uniform

pe fiecare mulţime compactă la funcţia f atunci

lim
n→∞

Tfn = Tf

şi prin urmare

lim
n→∞

(Tfn)
(k) = (Tf )

(k) oricare ar fi k = 0, 1, 2, ...

Demonstraţie. Pentru orice ϕ∈D(R) există r>0 astfel ı̂ncât suppϕ ⊂ [−r, r].
Deoarece ϕ este funcţie mărginită avem fnϕ

u−−−→
[−r,r] fϕ şi prin urmare

lim
n→∞〈Tfn , ϕ〉 = lim

n→∞

∫ r

−r
fn(x)ϕ(x) dx =

∫ r

−r
f(x)ϕ(x) dx = 〈Tf , ϕ〉.

5.1.42∗ Exerciţiu. Seriile de distribuţii
∞∑

n=0

einx şi
∞∑

n=−∞
einx

sunt convergente.

Rezolvare. Deoarece
∣∣∣ 1
n2 e

inx
∣∣∣≤ 1

n2 şi
∑∞
n=1

1
n2 <∞, seria de funcţii local integrabile
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x2

2
−

∞∑

n=1

1

n2
einx

converge uniform la o funcţie f pe R (şi prin urmare, pe orice mulţime compactă).

Conform propoziţiei anterioare, ı̂n spaţiul distribuţiilor D′(R) are lor relaţia

x2

2
−

∞∑

n=1

1

n2
einx = f

care derivată termen cu termen de două ori conduce la
∞∑

n=0

einx = f ′′.

5.1.43∗ Exerciţiu. Dacă a∈(−∞, 0)∪(0,∞) atunci seriile
∞∑

n=0

δna şi
∞∑

n=−∞
δna

sunt convergente.

Rezolvare. Aplicaţia

D(R) −→ C : ϕ 7→
〈 ∞∑

n=0

δna, ϕ

〉
= lim

k→∞

〈
k∑

n=0

δna, ϕ

〉
= lim

k→∞

k∑

n=0

ϕ(na)

este bine-definită şi liniară. Dacă ϕm −→ 0 ı̂n D(R) atunci există r>0 astfel ı̂ncât

suppϕm ⊆ [−r, r], oricare ar fi m = 0, 1, 2, ...

sup
x∈[−r,r]

∣∣∣ϕ(k)
m (x)

∣∣∣
m→∞−−−→ 0, oricare ar fi k = 0, 1, 2, ...

Dacă nr∈N este astfel ı̂ncât nra ≤ r < (nr + 1)a atunci
〈 ∞∑

n=0

δna, ϕm

〉
= lim

k→∞

〈
k∑

n=0

δna, ϕm

〉
= lim

k→∞

k∑

n=0

ϕm(na) =
nr∑

n=0

ϕm(na)

şi ∣∣∣∣∣
nr∑

n=0

ϕm(na)

∣∣∣∣∣ ≤
nr∑

n=0

|ϕm(na)| ≤ (1+nr) sup
x∈[−r,r]

|ϕm(x)|
m→∞−−−→ 0.

Convergenţa celei de a doua serii rezultă din relaţia
∞∑

n=−∞
δna =

∞∑

n=0

δna +
∞∑

n=1

δn(−a).
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x

f(x)

0 2π−2π 4π 6π

Figura 5.8: Graficul funcţiei f .

5.1.44∗ Teoremă. In spaţiul distribuţiilor D′(R) are loc egalitatea
∞∑

n=−∞
δ2nπ =

1

2π

∞∑

n=−∞
einx.

Demonstraţie. Fie f : R −→ R funcţia periodică cu perioada 2π definită prin relaţia

f(x) =
x

2
− x2

4π
pentru 0 ≤ x < 2π.

Funcţia local integrabilă f defineşte o distribuţie cu derivata de ordinul al doilea

f ′′ = − 1

2π
+

∞∑

n=−∞
δ2nπ.

Seria Fourier corespunzătoare lui f converge uniform la f pe R

π

6
− 1

2π

∑

n 6=0

1

n2
einx = f(x).

Conform propoziţiei anterioare, ı̂n spaţiul distribuţiilor are loc relaţia
π

6
− 1

2π

∑

n 6=0

1

n2
einx = f

care derivată termen cu termen de două ori conduce la egalitatea
1

2π

∑

n 6=0

einx = f ′′.

5.1.45 Funcţia

f : R∗ −→ R, f(x) =
1

x
nu este local integrabilă şi relaţia

D(R) −→ C : ϕ 7→
∫ ∞

−∞

ϕ(x)

x
dx

nu defineşte o distribuţie. Se poate ı̂nsă arăta că funcţionala

P 1

x
: D(R) −→ C,

〈
P 1

x
, ϕ

〉
= lim

εց0

(∫ −ε

−∞

ϕ(x)

x
dx+

∫ ∞

ε

ϕ(x)

x
dx

)

este distribuţie (numită valoarea principală a lui 1
x .)
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5.1.46 Exerciţiu. Să se arate că

x · P 1

x
= 1.

Rezolvare. Avem〈
x · P 1

x , ϕ
〉
=
〈
P 1
x , x ϕ

〉
= limεց0

(∫−ε
−∞

xϕ(x)
x dx+

∫∞
ε

xϕ(x)
x dx

)

=
∫∞
−∞ ϕ(x) dx = 〈1, ϕ〉

oricare ar fi ϕ ∈ D(R).

5.1.47 Exerciţiu. Fie funcţia

f : R∗ −→ R, f(x) = ln |x|.
Să se arate că aplicaţia

f̃ : D(R) −→ C,
〈
f̃ , ϕ

〉
= lim

εց0

(∫ −ε

−∞
ln |x|ϕ(x) dx +

∫ ∞

ε
ln |x|ϕ(x) dx

)

este distribuţie şi

(f̃)′ = P 1

x
.

Rezolvare. Utilizând integrarea prin părţi obţinem

〈(f̃)′, ϕ〉 = −〈f̃ , ϕ′〉 = − limεց0

(∫−ε
−∞ ln(−x)ϕ′(x) dx+

∫∞
ε lnxϕ′(x) dx

)

= limεց0

(
ϕ(ε) − ϕ(−ε) + ∫ −ε−∞

ϕ(x)
x dx+

∫∞
ε

ϕ(x)
x dx

)
= 〈P 1

x , ϕ〉
oricare ar fi ϕ ∈ D(R).

5.1.48 Pentru a distinge variabila de alţi parametri care apar ı̂n expresie, vom scrie

uneori 〈f(x), ϕ(x)〉 ı̂n loc de 〈f, ϕ〉, fără ca f(x) să ı̂nsemne valoarea lui f ı̂n punctul

x sau ϕ(x) să ı̂nsemne valoarea lui ϕ ı̂n punctul x.

5.1.49 Dacă a, b ∈ R sunt două constante fixate, a 6= 0 şi dacă f : R −→ C

este o funcţie local integrabilă atunci distribuţia definită de funcţia

g : R −→ C, g(x) = f(ax+b)

este

〈Tg, ϕ〉 =
∫ ∞

−∞
f(ax+b)ϕ(x) dx =

1

|a|

∫ ∞

−∞
f(x)ϕ

(
x−b
a

)
dx

adică
〈
Tf(ax+b), ϕ(x)

〉
=

1

|a|

〈
Tf(x), ϕ

(
x−b
a

)〉
.
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5.1.50 Propoziţie (Schimbarea de variabilă). Dacă a, b ∈ R sunt două constante

fixate, a 6= 0 şi dacă f : D(R) −→ C este distribuţie atunci funcţionala

f(ax+b) : D(R) −→ C, 〈f(ax+b), ϕ(x)〉 = 1

|a|

〈
f(x), ϕ

(
x−b
a

)〉

este de asemenea distribuţie.

5.1.51 Cazuri particulare importante:

Translatia : 〈f(x+b), ϕ(x)〉 = 〈f(x), ϕ (x−b)〉

Omotetia : 〈f(ax), ϕ(x)〉 = 1

|a|

〈
f(x), ϕ

(
x

a

)〉
.

5.1.52 Exerciţiu. Să se arate că

δ(x− b) = δb şi δ(ax) =
1

|a| δ.

5.1.53 Definiţie. Spunem despre o distribuţie f ∈D′(R) că este nulă pe o mulţime

deschisă D⊂R dacă

〈f, ϕ〉 = 0 oricare ar fi ϕ cu suppϕ ⊂ D.

Complementara celei mai mari mulţimi deschise pe care f este

nulă se numeste suportul lui f şi se notează cu supp f .

Spunem că f este distribuţie cu suport compact dacă supp f este

mulţime mărginită.

5.1.54 Distribuţia δa este cu suport compact (punctual) deoarece supp δa = {a}.

5.1.55 Noţiunile şi rezultatele prezentate se pot extinde la cazul bidimensional:

D(R2) = {ϕ∈C∞(R2) | suppϕ este compact }
D′(R2) = { f : D(R2) −→ C | f este liniară şi continuă }
Tf : D(R2) −→ C, 〈Tf , ϕ〉 =

∫∫
R2 f(x, y)ϕ(x, y) dx dy

δ(a,b) : D(R2) −→ C, 〈δ(a,b), ϕ〉 = ϕ(a, b)

∂f
∂x : D(R2) −→ C,

〈
∂f
∂x , ϕ

〉
= −

〈
f, ∂ϕ∂x

〉

∂2f
∂x∂y : D(R2) −→ C,

〈
∂2f
∂x∂y , ϕ

〉
=
〈
f, ∂

2ϕ
∂x∂y

〉
, etc.
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5.1.56 Propoziţie. Dacă f, g :D(R)−→C sunt două distribuţii atunci funcţionala

f×g : D(R2)−→C, 〈f×g, ϕ〉 = 〈f(x), 〈g(y), ϕ(x, y)〉〉

este o distribuţie, numită produsul direct al distribuţiilor f şi g.

5.1.57 Din relaţia

〈δa×δb, ϕ〉 = 〈δa(x), 〈δb(y), ϕ(x, y)〉〉 = 〈δa(x), ϕ(x, b)〉 = ϕ(a, b)

rezultă că

δa×δb = δ(a,b).

5.1.58 Definiţie. Fie f, g :R−→C două funcţii astfel ı̂ncât integrala∫ ∞

−∞
f(t) g(x− t) dt

este convergentă oricare ar fi x∈R. Funcţia

f ∗g :R−→C, (f ∗g)(x) =
∫ ∞

−∞
f(t) g(x− t) dt

se numeşte convoluţia funcţiilor f şi g.

5.1.59 Din relaţia

(f ∗g)(x) =
∫ ∞

−∞
f(t) g(x− t) dt =

∫ ∞

−∞
f(x− u) g(u) du = (g∗f)(x)

rezultă că

f ∗g = g∗f.

5.1.60 Definiţie. Spunem că şirul (ηn)n≥0 din D(R2) converge la 1 ı̂n R2 dacă:

a) oricare ar fi r>0 există nr∈N astfel ı̂ncât pentru n≥nr avem
ηn(x, y)=1 dacă x2 + y2 ≤ r2

b) oricare ar fi k∈N există Ck∈(0,∞) astfel ı̂ncât

|η(k)n (x, y)| ≤ Ck, oricare ar fi
n∈N

(x, y)∈R2.

5.1.61 Propoziţie. Dacă distribuţiile f, g∈D′(R) sunt astfel ı̂ncât limita

lim
n→∞

〈f(x)×g(y), ηn(x, y)ϕ(x + y)〉

există pentru orice funcţie ϕ∈D(R) şi nu depinde de şirul (ηn)n≥0

convergent la 1 ı̂n R2 ales atunci funcţionala
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f ∗g : D(R) −→ C, 〈f ∗g, ϕ〉= lim
n→∞〈f(x)×g(y), ηn(x, y)ϕ(x+y)〉

este o distribuţie, numită convoluţia distribuţiilor f şi g.

5.1.62 Propoziţie. Oricare ar fi distribuţia f avem

f ∗δb = δb∗f = f(x− b)

şi ı̂n particular,

f ∗δ = δ∗f = f.

Demonstraţie. Dacă ϕ∈D(R) şi dacă (ηn)n≥0 ⊂ D(R2) converge la 1 ı̂n R2 atunci

lim
n→∞ ηn(x, b)ϕ(x + b) = ϕ(x+ b)

şi prin urmare

〈f ∗δb, ϕ〉 = limn→∞〈f(x)×δb(y), ηn(x, y)ϕ(x+y)〉
= limn→∞〈f(x), ηn(x, b)ϕ(x+b)〉
= 〈f(x), ϕ(x+b)〉 = 〈f(x−b), ϕ(x)〉.

5.2 Distribuţii temperate

5.2.1 Am definit distribuţiile ca fiind funcţionale f : D(R) −→ C liniare şi con-

tinue. Rezultate, ı̂ntr-o oarecare măsură, similare se pot obţine alegând ı̂n locul

subspaţiuluiD(R) ⊂ C∞(R) un alt subspaţiu. Se obţin astfel alte tipuri de distribuţii.

O alegere remarcabilă care permite extinderea transformării Fourier, foarte utilă ı̂n

aplicaţii, va fi prezentată pe parcursul acestei secţiuni.

5.2.2 Propoziţie. Spaţiul S(R) al funcţiilor indefinit derivabile

ϕ : R −→ C

cu proprietatea că oricare ar fi k,m ∈ N există o constantă ck,m astfel ı̂ncât

|xk ϕ(m)(x)| ≤ ck,m oricare ar fi x ∈ R

considerat ı̂mpreună cu operaţiile de adunare şi ı̂nmulţire cu scalari uzuale

(ϕ+ ψ)(x) = ϕ(x) + ψ(x), (λϕ)(x) = λϕ(x)
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este un spaţiu vectorial complex (numit spaţiul funcţiilor rapid descrescătoare).

Demonstraţie. Deoarece

|xk(ϕ+ ψ)(m)(x)| ≤ |xk ϕ(m)(x)|+ |xk ψ(m)(x)|
|xk (λϕ)(m)(x)| = |λ| |xk ϕ(m)(x)|

operaţiile adunare şi ı̂nmulţire cu scalari sunt bine definite, adică

ϕ ∈ S(R)
ψ ∈ S(R)

}
=⇒ ϕ+ ψ ∈ S(R)

şi

ϕ ∈ S(R)
λ ∈ C

}
=⇒ λϕ ∈ S(R).

Verificarea axiomelor spaţiului vectorial este imediată.

5.2.3 Din definiţia lui S(R) rezultă că

D(R) ⊂ S(R) ⊂ C∞(R).

5.2.4 Exerciţiu. Oricare ar fi a ∈ (0,∞) funcţia

ϕ : R −→ C, ϕ(x) = e−ax
2

aparţine spaţiului S(R).

5.2.5 Definiţie. Spunem că şirul (ϕn)n≥0 din S(R) converge la funcţia constantă 0

lim
n→∞

ϕn = 0
dacă

sup
x∈R

∣∣∣xk ϕ(m)
n (x)

∣∣∣ n→∞−→ 0

oricare ar fi k,m ∈ N.

5.2.6 Definiţie. Spunem că o funcţie liniară

f : S(R) −→ C

este continuă dacă

lim
n→∞

ϕn = 0 =⇒ lim
n→∞

f(ϕn) = 0.

5.2.7 Definiţie. Prin distribuţie temperată se ı̂nţelege o aplicaţie

f : S(R) −→ C

care este liniară şi continuă. In loc de f(ϕ) scriem 〈f, ϕ〉.
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5.2.8 Propoziţie. Spaţiul distribuţiilor temperate

S ′(R) = { f : S(R) −→ C | f este liniară şi continuă }
considerat ı̂mpreună cu operaţiile de adunare şi ı̂nmulţire cu scalari

〈f + g, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉+ 〈g, ϕ〉, 〈λ f, ϕ〉 = λ 〈f, ϕ〉
este un spaţiu vectorial.

5.2.9 Definiţie. Spunem că funcţia

f : R −→ C

este cu creştere lentă dacă există k∈N şi M ∈(0,∞) astfel ı̂ncât

|f(x)|
(1 + x2)k

≤M oricare ar fi x∈R.

5.2.10 Exemplu. Orice funcţie polinomială este o funcţie cu creştere lentă. Funcţiile

R −→ R : x 7→ sinx şi R −→ R : x 7→ cos x

fiind mărginite, sunt funcţii cu creştere lentă. Funcţia exponenţială

R −→ R : x 7→ ex

nu este o funcţie cu creştere lentă.

5.2.11 Propoziţie. Dacă funcţia local integrabilă f :R−→C este cu creştere lentă

atunci aplicaţia

Tf : S(R) −→ C, 〈Tf , ϕ〉 =
∫ ∞

−∞
f(x)ϕ(x) dx

este distribuţie temperată.

Demonstraţie. Aplicaţia Tf este liniară

〈Tf , αϕ + βψ〉 = α〈Tf , ϕ〉+ β〈Tf , ψ〉.
Funcţia f fiind cu creştere lentă, există k ∈ N şi M ∈ (0,∞) astfel ı̂ncât

|f(x)|
(1 + x2)k

≤M oricare ar fi x ∈ R.

Dacă (ϕn)n≥0 este un şir din S(R) convergent la 0 atunci

sup
x∈R

|xm ϕn(x)|
n→∞−−−→ 0

oricare ar fi m ∈ N şi prin urmare
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|〈Tf , ϕn〉| =
∣∣∣
∫∞
−∞ f(x)ϕn(x) dx

∣∣∣ ≤
∫∞
−∞ |f(x)| |ϕn(x)| dx

=
∫∞
−∞

|f(x)|
(1+x2)k

|(1 + x2)kϕn(x)| dx ≤M
∫∞
−∞ |(1 + x2)kϕn(x)| dx

=M
∫∞
−∞

|(1+x2)k+1ϕn(x)|
1+x2 dx ≤M

∑k+1
m=0 C

m
k+1

∫∞
−∞

|x2mϕn(x)|
1+x2 dx

≤M
∑k+1
m=0 C

m
k+1 supx∈R |x2mϕn(x)|

∫∞
−∞

1
1+x2 dx

≤ πM
∑k+1
m=0 C

m
k+1 supx∈R

|x2mϕn(x)|
n→∞−−−→ 0

adică

lim
n→∞

〈Tf , ϕn〉 = 0.

5.2.12 Definiţie. Distribuţiile temperate definite de funcţii local integrabile cu

creştere lentă sunt numite distribuţii temperate regulate sau de tip funcţie.

Celelalte distribuţii sunt numite distribuţii temperate singulare.

5.2.13 Propoziţie. (Distribuţia Dirac). Aplicaţia

δa : S(R) −→ C, 〈δa, ϕ〉 = ϕ(a)

este o distribuţie temperată, oricare ar fi a∈R.

Demonstraţie. Aplicaţia δa este liniară

〈δa, αϕ + βψ〉 = αϕ(a) + βψ(a) = α〈δa, ϕ〉 + β〈δa, β〉.

Dacă (ϕn)n≥0 este un şir din S(R) convergent la 0 atunci

sup
x∈R

|ϕn(x)|
n→∞−−−→ 0

şi prin urmare

|〈δa, ϕn〉| = |ϕn(a)| ≤ sup
x∈R

|ϕn(x)|
n→∞−−−→ 0.

5.2.14 Se poate arăta că distribuţia Dirac δa este o distribuţie singulară.

In cazul ı̂n care a = 0 ı̂n loc de δ0 se scrie simplu δ, adică avem

δ : S(R) −→ C, 〈δ, ϕ〉 = ϕ(0).
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5.2.15 Propoziţie. (Derivarea distribuţiilor temperate). Dacă

f : S(R) −→ C

este o distribuţie temperată atunci aplicaţia

f ′ : S(R) −→ C, 〈f ′, ϕ〉 = −〈f, ϕ′〉
este de asemenea o distribuţie temperată, numită derivata lui f .

Demonstraţie. Aplicaţia f ′ este liniară

〈f ′, αϕ+ βψ〉 = −〈f, αϕ′ + βψ′〉 = −α〈f, ϕ′〉 − β〈f, ψ′〉 = α〈f ′, ϕ〉 + β〈f ′, ψ〉.
Dacă (ϕn)n≥0 este un şir din S(R) convergent la 0 atunci şirul (ϕ′

n)n≥0 este un şir

din S(R) convergent la 0 şi prin urmare

lim
n→∞

〈f ′, ϕn〉 = − lim
n→∞

〈f, ϕ′
n〉 = 0.

5.2.16 Orice distribuţie temperată este indefinit derivabilă.

Derivata de ordin k a unei distribuţii f este distribuţia

f (k) : S(R) −→ C, 〈f (k), ϕ〉 = (−1)k〈f, ϕ(k)〉

5.2.17 Exemplu. Funcţia Heaviside

H : R −→ R, H(x) =

{
0 dacă x < 0
1 dacă x ≥ 0

fiind local integrabilă şi cu creştere lentă defineşte distribuţia temperată

TH : S(R) −→ C, 〈TH , ϕ〉 =
∫ ∞

−∞
H(x)ϕ(x) dx =

∫ ∞

0
ϕ(x) dx

şi

〈(TH)′, ϕ〉 = −〈H,ϕ′〉 = −
∫ ∞

0
ϕ′(x) dx = −ϕ(x)|∞0 = ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉

adică avem

(TH)
′ = δ.

5.2.18 Funcţia Heaviside nu este derivabilă ı̂n 0

H ′(x) =

{
0 dacă x 6= 0
nu există dacă x = 0

dar distribuţia corespunzătoare este indefinit derivabilă

(TH)
′ = δ, (TH)

′′ = δ′, (TH)
′′′ = δ′′, . . .
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5.2.19 Propoziţie. Operaţia de derivare a distribuţiilor temperate este liniară

(αf + βg)(k) = αf (k) + βg(k)

şi continuă

fn −→ f =⇒ f (k)n

n→∞−−−→ f (k).

Orice serie convergentă poate fi derivată termen cu termen
∞∑

n=0

fn=f =⇒
∞∑

n=0

f (k)n =f (k).

Demonstraţie. Este similară celei prezentate la pag. 176-40.

5.2.20 Propoziţie. (Multiplicarea unei distribuţii cu xk) Dacă k ∈ N şi

f : S(R) −→ C

este o distribuţie temperată atunci aplicaţia

xkf : S(R) −→ C, 〈xkf, ϕ〉 = 〈f, xkϕ〉
este de asemenea o distribuţie temperată.

Demonstraţie. Aplicaţia xk f este liniară

〈xkf, αϕ+ βψ〉 = α〈f, xkϕ〉+ β〈f, xkψ〉 = α〈xkf, ϕ〉+ β〈xkf, ψ〉.
Dacă (ϕn)n≥0 este un şir din S(R) convergent la 0 atunci şirul (xkϕn)n≥0 este un şir

din S(R) convergent la 0 şi prin urmare

lim
n→∞

〈xkf, ϕn〉 = lim
n→∞

〈f, xkϕn〉 = 0.

5.2.21 Se poate arăta că aplicaţia

ϑf : S(R) −→ C, 〈ϑf, ϕ〉 = 〈f, ϑϕ〉
este o distribuţie dacă f este distribuţie şi dacă ϑ aparţine mulţimii

M(R) a funcţiilor indefinit derivabile

ϑ : R −→ R

cu proprietatea că oricare ar fi k ∈ N există m ∈ N şi C ∈ (0,∞) ı̂ncât

|ϑ(k)(x)| ≤ C(1 + |x|)m, oricare ar fi x ∈ R.

5.2.22 Exerciţiu. Să se arate că dacă ϑ ∈ M(R) atunci

ϑδa = ϑ(a) δa.
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5.2.23 Exerciţiu. Să se arate că relaţiile

xδ(k) = −kδ(k−1) xkδ(k) = (−1)kk! δ

au loc oricare ar fi k ∈ {1, 2, 3, . . .}.

5.2.24 Exerciţiu. Oricare ar fi ϑ∈M(R) şi f ∈S ′(R) avem

(ϑ f)′ = ϑ′ f + ϑ f ′

Rezolvare. A se vedea pag. 174-35.

5.2.25 Funcţia

f : R∗ −→ R, f(x) =
1

x
nu este local integrabilă şi relaţia

S(R) −→ C : ϕ 7→
∫ ∞

−∞

ϕ(x)

x
dx

nu defineşte o distribuţie temperată. Se poate ı̂nsă arăta că funcţionala

P 1

x
: S(R) −→ C,

〈
P 1

x
, ϕ

〉
= lim

εց0

(∫ −ε

−∞

ϕ(x)

x
dx+

∫ ∞

ε

ϕ(x)

x
dx

)

este o distribuţie temperată (numită valoarea principală a lui 1
x .)

5.2.26 Exerciţiu. Să se arate că

x · P 1

x
= 1.

5.3 Transformarea Fourier a funcţiilor

5.3.1 Folosind teorema reziduurilor, am arătat că (a se vedea pag. 69-19)∫ ∞

−∞
eiξx e−ax

2
dx =

√
π

a
e−

ξ2

4a oricare ar fi a∈(0,∞)

5.3.2 Teoremă. Fie κ∈(0,∞) o constantă fixată.

Dacă ϕ :R−→C este astfel ı̂ncât integralele sunt convergente atunci∫ ∞

−∞
e−iκξx

(∫ ∞

−∞
eiκξuϕ(u) du

)
dξ =

2π

κ
ϕ(x)

şi
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Figura 5.9: Funcţiile e−
1
6
x2 , e−

1
2
x2 , e−

3
2
x2 .

∫ ∞

−∞
eiκξu

(∫ ∞

−∞
e−iκuxϕ(x) dx

)
du =

2π

κ
ϕ(ξ).

Demonstraţie. Oricare ar fi a ∈ (0,∞) avem
∫∞
−∞ e−aξ

2−iκξx
(∫∞

−∞ eiκξuϕ(u) du
)
dξ

=
∫∞
−∞ ϕ(u)

[∫∞
−∞ eiκξ(u−x) e−aξ

2
dξ
]
du =

√
π
a

∫∞
−∞ ϕ(u) e−

κ2(u−x)2

4a du.

Utilizând ı̂n ultima integrală schimbarea de variabilă u = x+ 2
√
a
κ t obţinem relaţia

∫ ∞

−∞
e−aξ

2−iκξx
(∫ ∞

−∞
eiκξuϕ(u) du

)
dξ =

2
√
π

κ

∫ ∞

−∞
ϕ

(
x+ 2

√
a

κ
t

)
e−t

2
dt

care pentru aց 0 devine
∫ ∞

−∞
e−iκξx

(∫ ∞

−∞
eiκξuϕ(u) du

)
dξ =

2
√
π

κ

∫ ∞

−∞
ϕ(x) e−t

2
dt.

Dar

2
√
π

κ

∫ ∞

−∞
ϕ(x) e−t

2
dt =

2
√
π

κ
ϕ(x)

∫ ∞

−∞
e−t

2
dt =

2π

κ
ϕ(x).

A doua relaţie din enunţul teoremei se poate demonstra similar.

5.3.3 Definiţiile transformărilor Fourier directă şi inversă se bazeză pe teorema

precedentă. Există mai multe posibilităţi de a defini aceste transformări,

trecerea de la o variantă la alta făcându-se foarte uşor.

5.3.4 In cazul κ=1, relaţiile din teoremă se pot scrie

1
2π

∫∞
−∞ e−iξx

(∫∞
−∞ eiξuϕ(u) du

)
dξ = ϕ(x)

∫∞
−∞ eiξu

(
1
2π

∫∞
−∞ e−iuxϕ(x) dx

)
du = ϕ(ξ)

şi sugerează pentru transformările Fourier directă şi inversă alegerile
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ϕ 7→ F [ϕ], F [ϕ](ξ) =
∫∞
−∞ eiξx ϕ(x) dx

ψ 7→ F−1[ψ], F−1[ψ](x) = 1
2π

∫∞
−∞ e−iξx ψ(ξ) dξ.

Ea este alegerea preferată ı̂n unele cărţi de ecuaţiile fizicii matematice [30] şi va fi

utilizată pe parcursul acestui capitol, exceptând ultima secţiune dedicată aplicaţiilor

ı̂n mecanica cuantică.

5.3.5 In cazul κ=1/~, relaţiile din teoremă scrise sub forma

1√
2π~

∫∞
−∞ e−iξx/~

(
1√
2π~

∫∞
−∞ eiξu/~ϕ(u) du

)
dξ = ϕ(x)

1√
2π~

∫∞
−∞ eiξu/~

(
1√
2π~

1
2π

∫∞
−∞ e−iux/~ϕ(x) dx

)
du = ϕ(ξ)

sugerează alegerea

F [ϕ](ξ) = 1√
2π~

∫∞
−∞ e−iξx/~ ϕ(x) dx

F−1[ψ](x) = 1√
2π~

∫∞
−∞ eiξx/~ ψ(ξ) dξ.

Este alegerea preferată ı̂n multe cărţi şi articole de mecanică cuantică şi va fi uti-

lizată ı̂n ultima secţiune a prezentului capitol. Intr-un sistem de unităţi de măsură

ı̂n care ~=1 relaţiile anterioare devin

F [ϕ](ξ) = 1√
2π

∫∞
−∞ e−iξx ϕ(x) dx

F−1[ψ](x) = 1√
2π

∫∞
−∞ eiξx ψ(ξ) dξ.

5.3.6 In cazul κ=2π, relaţiile din teoremă scrise sub forma

∫∞
−∞ e−2πiξx

(∫∞
−∞ e2πiξuϕ(u) du

)
dξ = ϕ(x)

∫∞
−∞ e2πiξu

(∫∞
−∞ e−2πiuxϕ(x) dx

)
du = ϕ(ξ)

sugerează alegerea

F [ϕ](ξ) =
∫∞
−∞ e−2πiξx ϕ(x) dx

F−1[ψ](x) =
∫∞
−∞ e2πiξx ψ(ξ) dξ.

Este alegerea preferată ı̂n unele cărţi şi articole referitoare la fizica cristalelor.

5.3.7 Relaţia (a se vedea pag. 69-19)

∫ ∞

−∞
eiξx e−ax

2
dx =

√
π

a
e−

ξ2

4a oricare ar fi a∈(0,∞)
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se poate scrie sub forma

F
[
e−ax

2
]
(ξ) =

√
π

a
e−

ξ2

4a oricare ar fi a∈(0,∞).

In particular, alegând a= 1
2 obţinem

F
[
e−

x2

2

]
(ξ) =

√
2π e−

ξ2

2 .

5.3.8 MATHEMATICA: Definiţia utilizată F [ϕ](x)= 1√
2π

∫∞
−∞ eitxϕ(t)dt

In[1]:=FourierTransform[Exp[-t^2], t, x] 7→ Out[1]= e
− x2

4√
2

5.3.9 Exerciţiu. Fie a ∈ (0,∞) şi

ϕ : R −→ R, ϕ(x) =

{
1 dacă |x| ≤ a
0 dacă |x| > a.

Să se arate că

F [ϕ](ξ) =
2

ξ
sin aξ.

Rezolvare. Pentru ξ 6= 0 avem

F [ϕ](ξ) =

∫ ∞

−∞
eiξxϕ(x) dx =

∫ a

−a
eiξx dx =

1

iξ
eiξx

∣∣∣∣
a

−a
=

eiξa − e−iξa

iξ
=

2

ξ
sin aξ.

5.3.10 Exerciţiu. Să se arate că

F [e−a|x|](ξ) =
2a

a2 + ξ2

oricare ar fi a ∈ (0,∞).

Rezolvare. Considerând integrala ı̂n sensul valorii principale avem

F [e−a|x|](ξ) =
∫∞
−∞ eiξxe−a|x| dx =

∫∞
−∞ e−a|x|(cos ξx+ i sin ξx) dx

=
∫∞
−∞ e−a|x| cos ξx dx = 2

∫∞
0 e−ax cos ξx dx.

Integrând de două ori prin părţi obţinem relaţia
∫∞
0 e−ax cos ξx dx = 1

ξ e
−ax sin ξx

∣∣∣
∞

0
+ a

ξ

∫∞
0 e−ax sin ξx dx

= − a
ξ2
e−ax cos ξx

∣∣∣
∞

0
− a2

ξ2
∫∞
0 e−ax cos ξx dx = a

ξ2
− a2

ξ2
∫∞
0 e−ax cos ξx dx

adică
∫ ∞

0
e−ax cos ξx dx =

a

ξ2
− a2

ξ2

∫ ∞

0
e−ax cos ξx dx
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din care deducem ∫ ∞

0
e−ax cos ξx dx =

a

a2 + ξ2
.

5.3.11 MATHEMATICA: Definiţia utilizată F [ϕ](x)= 1√
2π

∫∞
−∞ eitxϕ(t)dt

In[1]:=FourierTransform[1/(1 + t^2), t, x] 7→ Out[1]=e−Abs[x]
√

π
2

In[1]:=FourierTransform[Exp[-Abs[t]], t, x] 7→ Out[1]=

√
2
π

1+x2

5.3.12 Teoremă. Dacă ϕ ∈ S(R) atunci transformata Fourier a lui ϕ

F [ϕ] : R −→ C, F [ϕ](ξ) =

∫ ∞

−∞
eiξxϕ(x) dx

aparţine de asemenea spaţiului S(R) şi au loc relaţiile

(F [ϕ])(k) = F [(ix)kϕ] F [ϕ(k)] = (−iξ)k F [ϕ].

Demonstraţie. Aplicaţia F [ϕ] se defineşte cu ajutorul unei integrale improprii cu

parametru. Din definiţia spaţiului S(R) rezultă că există M ∈ (0,∞) astfel ı̂ncât

|x2ϕ(x)| ≤M oricare ar fi x ∈ R.

Din acestă relaţie rezultă că pentru x 6= 0 avem majorarea

|eiξxϕ(x)| ≤ M

x2
.

Convergenţa integralei
∫∞
−∞ eiξxϕ(x) dx rezultă din convergenţa integralelor∫ −1

−∞

1

x2
dx

∫ ∞

1

1

x2
dx

pe baza criteriului comparaţiei. Din faptul că ϕ descreşte la infinit mai repede decât

orice putere a lui x rezultă posibilitatea de a deriva sub integrală de un număr ne-

limitat de ori. Se obţine astfel relaţia

(F [ϕ])(k)(ξ) =

∫ ∞

−∞
(ix)k eiξx ϕ(x) dx

convergenţa integralei rezultând din existenţa unei constanteMk∈(0,∞) astfel ı̂ncât

|xk+2ϕ(x)| ≤Mk oricare ar fi x ∈ R

şi a majorării

|(ix)k eiξx ϕ(x)| ≤ Mk

x2
.

Deducem astfel că transformata Fourier F [ϕ] : R −→ C este o funcţie indefinit deriv-

abilă şi cu derivatele funcţii mărginite. Relaţia
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F [ϕ(k)](ξ) =

∫ ∞

−∞
eiξxϕ(k)(x) dx = (−iξ)k

∫ ∞

−∞
eiξxϕ(x) dx = (−iξ)kF [ϕ](ξ)

obţinută utilizând integrarea prin părţi conduce la egalitatea

| ξk F [ϕ](ξ) | = | F [ϕ(k)](ξ) |

care arată că F [ϕ] ∈ S(R).

5.3.13 Teoremă. Transformarea Fourier a funcţiilor de probă

F : S(R) −→ S(R) : ϕ 7→ F [ϕ], F [ϕ](ξ) =

∫ ∞

−∞
eiξxϕ(x) dx

este o aplicaţie bijectivă şi inversa ei este transformarea

F−1 : S(R) −→ S(R) : ψ 7→ F−1[ψ], F−1[ψ](x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−iξxψ(ξ) dξ.

Demonstraţie. Afirmaţia este o consecinţă directă a teoremelor anterioare.

5.3.14 Se poate arăta [30] că transformările F±1 :S(R)−→S(R) sunt continue, adică
ϕn−→ϕ =⇒ F±1[ϕn]−→F±1[ϕ].

5.3.15 Transformările Fourier directă şi inversă au expresii foarte asemanatoare.

Utilizând schimbarea de variabilă ξ = −y obţinem

F−1[ψ](x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−iξxψ(ξ) dξ =

1

2π

∫ ∞

−∞
eixyψ(−y) dy =

1

2π
F [ψ̌](x)

adică

F−1[ψ] =
1

2π
F [ψ̌]

unde ψ̌ este aplicaţia

ψ̌ : R −→ C, ψ̌(y) = ψ(−y).

In particular,

F [F [ϕ]] (p) = ϕ̌.

5.3.16 Polinoamele Hermite (a se vedea pag. 269-6)

Hn(x) = (−1)n ex
2 dn

dxn
e−x

2
, n ∈ {0, 1, 2, ...}

verifică relaţiile de recurenţă

Hn+1(x)− 2xHn(x) + 2nHn−1(x) = 0, H ′
n(x) = 2nHn−1(x).
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5.3.17∗ Teoremă. Oricare ar fi n∈{0, 1, 2, ...}, funcţia
ψn : R −→ R, ψn(x) = Hn(x) e

−x2

2

este o funcţie proprie a transformării Fourier

F
[
Hn(x) e

−x2

2

]
(ξ) =

√
2π inHn(ξ) e

− ξ2

2 .

Demonstraţie. Din relaţia (F [ϕ])(k)=F [(ix)kϕ] care se poate scrie

F [xkϕ](ξ) = (−i)k
dk

dξk
F [ϕ](ξ)

rezultă

F
[
Hn(x) e

−x2

2

]
= Hn

(
−i

d

dξ

)
F
[
e−

x2

2

]

şi prin urmare (a se vedea pag. 190-7)

F
[
Hn(x) e

−x2

2

]
=

√
2π Hn

(
−i

d

dξ

)
e−

ξ2

2 .

Folosind metoda inducţiei matematice vom arăta că

Hn

(
−i

d

dξ

)
e−

ξ2

2 = inHn(ξ) e
− ξ2

2 .

Relaţia are loc pentru n=0 şi presupunând că

Hk

(
−i

d

dξ

)
e−

ξ2

2 = ikHk(ξ) e
− ξ2

2 pentru orice k ≤ n−1

cu ajutorul relaţiilor de recurenţă obţinem

Hn

(
−i ddξ

)
e−

ξ2

2 = −2i ddξHn−1

(
−i ddξ

)
e−

ξ2

2 − 2(n−1)Hn−2

(
−i ddξ

)
e−

ξ2

2

= −2i ddξ

[
in−1Hn−1(ξ) e

− ξ2

2

]
− 2(n−1) in−2Hn−2(ξ) e

− ξ2

2

= in
[−2H ′

n−1(ξ) + 2 ξ Hn−1(ξ) + 2(n−1)Hn−2 (ξ)
]
e−

ξ2

2

= in [−4(n−1)Hn−2(ξ) + 2 ξ Hn−1(ξ) + 2(n−1)Hn−2 (ξ)] e
− ξ2

2

= in [2 ξ Hn−1(ξ)− 2(n−1)Hn−2 (ξ)] e
− ξ2

2 = inHn(ξ) e
− ξ2

2 .
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5.4 Transformarea Fourier a distribuţiilor

5.4.1 O funcţie f : R −→ C absolut integrabilă, adică astfel ı̂ncât∫ ∞

−∞
|f(x)| dx <∞

defineşte o distribuţie temperată Tf . Pe de altă parte, transformata sa Fourier

F [f ] : R −→ C, F [f ](ξ) =

∫ ∞

−∞
eiξxf(x) dx

fiind continuă şi mărginită

|F [f ](ξ)| =
∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
eiξxf(x) dx

∣∣∣∣ ≤
∫ ∞

−∞

∣∣∣eiξxf(x)
∣∣∣ dx ≤

∫ ∞

−∞
|f(x)| dx

defineşte o distribuţie temperată TF [f ] şi din relaţia
∫∞
−∞F [f ](ξ)ϕ(ξ) dξ =

∫∞
−∞ ϕ(ξ)

∫∞
−∞ eiξxf(x) dx dξ

=
∫∞
−∞ f(x)

∫∞
−∞ eiξxϕ(ξ) dξ dx =

∫∞
−∞ f(x)F [ϕ](x) dx

rezultă că

〈TF [f ], ϕ〉 = 〈Tf ,F [ϕ]〉. (5.1)

5.4.2 Teoremă. Dacă

f : S(R) −→ C

este o distribuţie temperată atunci aplicaţia

F [f ] : S(R) −→ C, 〈F [f ], ϕ〉 = 〈f,F [ϕ]〉
este de asemenea o distribuţie temperată (transformata Fourier a lui f).

Demonstraţie. A se vedea [30].

5.4.3 Propoziţie. Transformarea Fourier a distribuţiilor

F : S ′(R) −→ S ′(R) : f 7→ F [f ], 〈F [f ], ϕ〉 = 〈f,F [ϕ]〉
este bijectivă şi continuă. Inversa ei este

F−1 : S ′(R) −→ S ′(R) : f 7→ F−1[f ], 〈F−1[f ], ϕ〉 = 〈f,F−1[ϕ]〉.

Demonstraţie. Avem

〈F [F−1[f ]], ϕ〉 = 〈F−1[f ],F [ϕ]〉 = 〈f,F−1[F [ϕ]]ϕ〉 = 〈f, ϕ〉
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şi

〈F−1[F [f ]], ϕ〉 = 〈F [f ],F−1[ϕ]〉 = 〈f,F [F−1[ϕ]]ϕ〉 = 〈f, ϕ〉
oricare ar fi ϕ ∈ S(R) şi f ∈ S ′(R). Dacă fn −→ f , adică dacă

〈fn, ϕ〉 −→ 〈f, ϕ〉 oricare ar fi ϕ ∈ S(R)
atunci

〈F [fn], ϕ〉 = 〈fn,F [ϕ]〉 −→ 〈f,F [ϕ]〉 = 〈F [f ], ϕ〉
şi prin urmare

fn −→ f =⇒ F [fn] −→ F [f ].

5.4.4 Din relaţia (5.1) rezultă că transformarea Fourier a distribuţiilor poate fi

privită ca o prelungire a transformării Fourier a funcţiilor.

5.4.5 Exerciţiu. Să se arate că

F [δ] = 1, F [1] = 2π δ.

Rezolvare. Avem

〈F [δ], ϕ〉 = 〈δ,F [ϕ]〉 = F [ϕ](0) =

∫ ∞

−∞
ei0xϕ(x) dx =

∫ ∞

−∞
ϕ(x) dx = 〈1, ϕ〉

〈F [1], ϕ〉 = 〈1,F [ϕ]〉 = 〈F [δ], 2πF−1[ϕ̌]〉 = 〈δ, 2πϕ̌〉 = 2πϕ(0) = 〈2πδ, ϕ〉.
oricare ar fi ϕ ∈ S(R).

5.4.6 MATHEMATICA: Definiţia utilizată F [ϕ](x)= 1√
2π

∫∞
−∞ eitxϕ(t)dt

In[1]:=FourierTransform[1, t, x] 7→ Out[1]=
√
2πDiracDelta[x]

5.4.7 Propoziţie. Relaţiile

(F [f ])(k) = F [(ix)kf ] F [f (k)] = (−iξ)k F [f ].

au loc oricare ar fi distribuţia temperată f .

Demonstraţie. Utilizând proprietăţile transformării Fourier a funcţiilor obţinem

〈(F [f ])(k), ϕ〉 = (−1)k〈F [f ], ϕ(k)〉 = (−1)k〈f,F [ϕ(k)]〉

= (−1)k〈f, (−iξ)k F [ϕ]〉 = 〈(iξ)k f,F [ϕ]〉 = 〈F [(iξ)k f ], ϕ〉
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〈F [f (k)], ϕ〉 = 〈f (k),F [ϕ]〉 = (−1)k〈f, (F [ϕ])(k)〉

= (−1)k〈f,F [(ix)kϕ]〉 = (−1)k〈F [f ], (ix)kϕ〉 = 〈(−ix)kF [f ], ϕ〉
oricare ar fi ϕ ∈ S(R) şi f ∈ S ′(R).

5.4.8 Exerciţiu. Să se arate că

F [δa]=eiax, F
[
1

2
(δa + δ−a)

]
=cos ax , F [cos ax]=π(δa + δ−a).

Rezolvare. Avem

〈F [δa], ϕ〉 = 〈δa,F [ϕ]〉 = F [ϕ](a) =

∫ ∞

−∞
eiaxϕ(x) dx = 〈eiax, ϕ〉

Transformarea Fourier fiind liniară obţinem

F
[
1

2
(δa + δ−a)

]
=

1

2
(F [δa] + F [δ−a]) =

eiax + e−iax

2
= cos ax.

Din relaţia precedentă rezultă ca

F−1[cos ax] =
1

2
(δa + δ−a).

Dar efectuând schimbarea de variabilă x 7→ −x obţinem

〈F [cos ax], ϕ〉 = 〈cos ax,F [ϕ]〉 = ∫∞
−∞ cos ax

(∫∞
−∞ eixtϕ(t)dt

)
dx

=
∫∞
−∞ cos ax

(∫∞
−∞ e−ixtϕ(t)dt

)
dx = 〈cos ax, 2πF−1[ϕ]〉 = 〈2πF−1[cos ax], ϕ〉

adică

F [cos ax] = 2πF−1[cos ax].

5.4.9 MATHEMATICA: Definiţia utilizată F [ϕ](x)= 1√
2π

∫∞
−∞ eitxϕ(t)dt

In[1]:=FourierTransform[Cos[t], t, x] 7→ Out[1]=
√

π
2
DiracDelta[−1+x]+

√
π
2
DiracDelta[1+x]

5.4.10 Exerciţiu. Să se arate că

F [xk] = 2π(−i)k δ(k) F [δ(k)] = (−iξ)k.

Rezolvare. Avem

F [xk] = (−i)k F [(ix)k 1] = (−i)k (F [1])(k) = 2π(−i)k δ(k)

şi

F [δ(k)] = (−iξ)kF [δ] = (−iξ)k 1 = (−iξ)k.
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5.4.11 Transformarea Fourier joacă un rol fundamental ı̂n matematică şi aplicaţiile

ei. Integrala
∫ ∞

−∞
eiξx xk dx

nefiind convergentă pentru k∈N, rezultă că funcţiile constante şi cele poli-

nomiale nu admit transformate Fourier dacă ne limităm la abordarea clasică.

Utilizarea distribuţiilor temperate largeşte considerabil posibilităţile de folosire

a transformării Fourier ı̂n diverse modele matematice.

5.4.12∗ Exerciţiu. Fie TH distribuţia regulată corespunzătoare funcţiei Heaviside

H : R −→ R, H(x) =

{
0 dacă x < 0
1 dacă x ≥ 0.

Să se arate că

F [TH ] = −iP 1

ξ
+ π δ.

Rezolvare. Plecând de la relaţia (TH)
′ = δ deducem succesiv

F [(TH)
′] = 1

−ixF [TH ] = 1

F [TH ] = −iP 1
x + C δ

unde C este o constantă. Ultima relaţie este echivalentă cu

〈F [TH ], ϕ〉 = −i

〈
P 1

x
, ϕ

〉
+ C〈δ, ϕ〉, oricare ar fi ϕ ∈ S(R). (5.2)

Deoarece

〈F [TH ], e
−x2〉 = 〈TH ,F [e−x

2
]〉 = 〈TH ,

√
πe−

ξ2

4 〉

=
√
π
∫∞
0 e−(

ξ
2)

2

dξ = 2
√
π
∫∞
0 e−t

2
dt = π

şi
〈
P 1

x
, e−x

2
〉
= lim

εց0

(∫ −ε

−∞

e−x
2

x
dx+

∫ ∞

ε

e−x
2

x
dx

)
= 0

rezultă că ı̂n cazul ϕ(x) = e−x
2
relaţia (5.2) devine π = C 〈δ, e−x2〉 = C.

5.4.13 MATHEMATICA: Definiţia utilizată F [ϕ](x)= 1√
2π

∫∞
−∞ eitxϕ(t)dt

In[1]:=FourierTransform[HeavisideTheta[t], t, x] 7→ Out[1]= ıi√
2π x

+
√

π
2
DiracDelta[x]
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5.4.14∗ Exerciţiu. Să se arate că

F
[
P 1

x

]
= πiTsign.

unde Tsign este distribuţia regulată corespunzătoare funcţiei

sign : R −→ R, sign(x) =





−1 dacă x < 0
0 dacă x = 0
1 dacă x > 0.

Rezolvare. Plecând de la relaţia x · P 1
x = 1 deducem succesiv

F
[
x · P 1

x

]
= 2π δ

−iF
[
ix · P 1

x

]
= 2π δ

−i
(
F
[
P 1
x

])′
= 2π δ

F
[
P 1
x

]
= 2πiH + C

unde C este o constantă. Ultima relaţie este echivalentă cu〈
F
[
P 1

x

]
, ϕ

〉
= 2πi 〈H,ϕ〉 + C〈1, ϕ〉, oricare ar fi ϕ ∈ S(R). (5.3)

Deoarece 〈
F
[
P 1

x

]
, e−x

2
〉
=

〈
P 1

x
,F
[
e−x

2
]〉

=

〈
P 1

x
,
√
πe−

x2

4

〉
= 0

ı̂n cazul ϕ(x) = e−x
2
relaţia (5.3) devine

0 = 2πi

∫ ∞

0
e−x

2
dx+ C

∫ ∞

−∞
e−x

2
dx

şi conduce la C = −πi. Dar 2πiH − πi şi sign definesc aceeaşi distribuţie .

5.4.15 MATHEMATICA: Definiţia utilizată F [ϕ](x)= 1√
2π

∫∞
−∞ eitxϕ(t)dt

In[1]:=FourierTransform[1/t, t, x] 7→ Out[1]=ıi
√

π
2
Sign[x]

5.4.16 Propoziţie. Formula de sumare a lui Poisson

2π
∞∑

n=−∞
ϕ(2nπ) =

∞∑

n=−∞
F [ϕ](n)

are loc oricare ar fi ϕ∈S(R).

Demonstraţie. Am aratat (pag. 178-44) că ı̂n D′(R) are loc egalitatea
∞∑

n=−∞
δ2nπ =

1

2π

∞∑

n=−∞
einx
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adică,

2π
∞∑

n=−∞
ϕ(2nπ)=

∞∑

n=−∞

∫ ∞

−∞
einx ϕ(x) dx , oricare ar fi ϕ∈D(R).

Se poate arăta că seriile sunt convergente şi că relaţia are loc pentru orice ϕ∈S(R).

5.4.17 Alegând ı̂n formula de sumare a lui Poisson

ϕ(x) = e−
ax2

4π2

obţinem [30] relaţia
∞∑

n=−∞
e−an

2
=

√
π

a

∞∑

n=−∞
e−

n2π2

a , oricare ar fi a∈(0,∞)

care se mai poate scrie
∞∑

n=−∞
e−κπn

2
=

1√
κ

∞∑

n=−∞
e−

π
κ
n2
, oricare ar fi κ∈(0,∞).

5.4.18 Se poate arăta că D(R) ⊂ S(R) este un subspaţiu dens ı̂n S(R).
Orice distribuţie cu suport compact

g : D(R) −→ C

se poate prelungi unic până la o distribuţie

g̃ : S(R) −→ C

utilizând relaţia

〈g̃, ϕ〉 = 〈g, η ϕ〉

unde η∈D(R) este o funcţie aleasă astfel ı̂ncât

η(x) = 1 pe o mulţime deschisă ce include supp g.

Se poate arăta că F [g] este o distribuţia temperată regulată asociată funcţiei

F [g](ξ) = 〈g(x), η(x) eiξx〉

şi aparţine spaţiului M(R) (a se vedea pag. 187-21).

5.4.19 Teoremă (Transformarea Fourier a convoluţiei).

Dacă f ∈S ′(R) este o distribuţie temperată şi dacă

g∈D′(R) este o distribuţie cu suport compact atunci
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F [f ∗ g] = F [g] · F [f ].

Demonstraţie. A se vedea [30]

5.4.20 Propoziţie. Dacă f : R −→ C este local integrabilă cu creştere lentă şi

Fr : R −→ C, fr(x) =

{
f(x) pentru |x| ≤ r
0 pentru |x| > r

atunci

a) limr→∞ Tfr = Tf

b) limr→∞F [Tfr ] = F [Tf ]

c) F [f ](ξ) = lim
r→∞

r∫
−r

eiξx f(x) dx ı̂n S ′(R).

Demonstraţie. a) Oricare ar fi ϕ ∈ S(R) are loc relaţia

lim
r→∞

〈Tfr , ϕ〉 = lim
r→∞

∫ r

−r
f(x)ϕ(x) dx =

∫ ∞

−∞
f(x)ϕ(x) dx = 〈Tf , ϕ〉.

b) Transformarea Fourier a distribuţiilor fiind continuă avem

lim
r→∞Tfr =Tf =⇒ lim

r→∞F [Tfr ]=F [Tf ].

c) Relatia de la b) se poate scrie succesiv sub formele

limr→∞ 〈F [Tfr ], ϕ〉=〈F [Tf ], ϕ〉
limr→∞ 〈Tfr ,F [ϕ]〉=〈Tf ,F [ϕ]〉

lim
r→∞

r∫
−r
f(x)F [ϕ](x) dx =

∞∫
−∞

f(x)F [ϕ](x) dx

lim
r→∞

r∫
−r
f(x)

∞∫
−∞

eiξxϕ(ξ) dξ dx =
∞∫

−∞
f(x)

∞∫
−∞

eiξxϕ(ξ) dξ dx

∞∫
−∞

[
lim
r→∞

r∫
−r

eiξx f(x) dx

]
ϕ(ξ) dξ =

∞∫
−∞

[
∞∫

−∞
eiξx f(x) dx

]
ϕ(ξ) dξ

lim
r→∞

〈
r∫

−r
eiξx f(x) dx, ϕ(ξ)

〉
= 〈F [f ](ξ), ϕ(ξ)〉 .

5.4.21 Dacă nu distingem două funcţii care diferă doar pe o mulţime de măsură

nulă, spaţiul funcţiilor de pătrat integrabil (Lebesgue)

L2(R) =



 f : R −→ C

∣∣∣∣∣∣

∞∫

−∞
|f(x)|2 dx <∞




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considerat ı̂mpreună cu produsul scalar

〈f, g〉 =
∞∫

−∞
f(x) g(x) dx

este un spaţiu Hilbert.

5.4.22 Teoremă (Plancherel). Transformarea Fourier

F : L2(R) −→ L2(R)

definită prin

F [f ](ξ) = lim
r→∞

r∫

−r
eiξx f(x) dx ı̂n L2(R)

este bijectivă, bicontinuă şi are loc egalitatea Parseval

〈F [f ],F [g]〉 = 2π 〈f, g〉 oricare ar fi f, g ∈ L2(R).

5.4.23 In cazul particular f=g, egalitatea Parceval devine ||F [f ]||2=2π ||f ||2, adică
∞∫

−∞
|F [f ](ξ)|2 dξ = 2π

∞∫

−∞
|f(x)|2 dx.

5.4.24 Teoremă. Dacă f, g ∈ L2(R) atunci ı̂n S ′(R) are loc egalitatea

F [f ∗ g] = F [f ] · F [g]

Demonstraţie. Dacă f, g ∈ L2(R) atunci F [f ],F [g] ∈ L2(R). Din relaţiile

[
∫ |F [f ](ξ)F [g](ξ)| dξ]2 ≤ ∫ |F [f ](ξ)|2 dξ ∫ |F [g](ξ)|2 dξ <∞

[
∫∫ |f(t) g(x−t)ϕ(x)| dt dx]2 ≤ [∫∫ |f(t)|2 |ϕ(x)| dt dx] [∫∫ |g(x−t)|2 |ϕ(x)| dt dx]

≤ ||f ||2 ||g||2 [
∫∫ |ϕ(x)| dt dx]2 <∞

rezultă că F [f ]·F [g] şi f ∗g definesc distribuţii temperate. Oricare ar fi ϕ∈S(R)
〈F [f ∗g], ϕ〉 = 〈f ∗g,F [ϕ]〉 = ∫ F [ϕ](x)

∫
f(t) g(x−t) dt dx

=
∫
f(t)

∫
g(x− t)F [ϕ](x) dx dt

=
∫
f(t)

∫ F [g(x− t)](ξ)ϕ(ξ) dξ dt

=
∫
f(t)

∫ F [g](ξ)ϕ(ξ) eiξtdξ dt =
∫ F [f ](ξ)F [f ](ξ)ϕ(ξ) dξ.
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5.5 Aplicaţii ı̂n mecanica cuantică

5.5.1 In mecanica cuantică, spectrul continuu se poate analiza urmând analogia cu

spectrul discret dacă se utilizeză anumite noţiuni şi rezultate din teoria distribuţiilor.

5.5.2 Pe parcursul acestei secţuni vom utiliza transformarea Fourier definită prin

F [ϕ](p) = 1√
2π~

∫∞
−∞ e−ipx/~ ϕ(x) dx

F−1[ψ](x) = 1√
2π~

∫∞
−∞ eipx/~ ψ(p) dp.

In această alegere, formulele

F [δ] = 1, F [1] = 2π δ, (F [f ])(k) = F [ik xkf ],

F [δa]=eiap, F [xk] = 2π(−i)k δ(k), F [f (k)] = (−ip)k F [f ]

F [f ∗ g] = F [g] · F [f ], F [e−ax
2
](p) =

√
π

a
e−

p2

4a

obţinute anterior, devin

F [δ] = 1√
2π~

, F [1] =
√
2π~ δ, (F [f ])(k) = F

[(
−i
~

)k
xkf

]
,

F [δa]=
1√
2π~

e−iap/~, F [xk] = (i~)k
√
2π~ δ(k), F [f (k)] =

(
ip
~

)k
F [f ]

F [f ∗ g] =
√
2π~ F [g] · F [f ], F [e−ax

2
](p) =

1√
2a~

e−
p2

4a~2 .

5.5.3 Teoremă. Oricare ar fi distribuţia f au loc relaţiile

F [f (ax)] (p) = 1
|a| F [f ]

( p
a

) F [f (x− b)] (p) = e−ipb/~ F [f ] (p)

F [f∗ (x)] (p) = (F [f ])∗(−p) F [F [f ]] (p) = f(−p)
Demonstraţie. Oricare ar fi funcţia test ϕ avem

F [ϕ (ax)] (p)= 1√
2π~

∫
e−ipx/~ ϕ (ax) dx= 1

|a|
√
2π~

∫
e−ipt/(a~) ϕ (t) dt= 1

|a| F [ϕ]
( p
a

)
.

Utilizând acestă relaţie şi definiţiile transformării Fourier şi schimbării de variabilă

〈F [f ], ϕ〉 = 〈f,F [ϕ]〉, 〈f(ax), ϕ(x)〉 = 1

|a|

〈
f(x), ϕ

(
x

a

)〉

obţinem

〈F [f(ax)], ϕ〉 = 〈f(ax),F [ϕ]〉 = 1
|a|
〈
f(x),F [ϕ]

( p
a

)〉

= 〈f(x),F [ϕ(ax)]〉 = 〈F [f(x)], ϕ(ax)〉 = 1
|a|
〈F [f ]

( p
a

)
, ϕ
〉
.

Celelalte relaţii se demonstrează similar.



204 Complemente de Matematică, partea I

5.5.4 Urmând analogia cu definiţia distribuţiilor de tip funcţie

f : S(R) −→ C, 〈f, ϕ〉 =
∫ ∞

−∞
f(x) ϕ(x) dx

distribuţia Dirac cu suportul ı̂n a

δa : S(R) −→ C, 〈δa, ϕ〉 = ϕ(a)

se poate scrie pur simbolic (fără a fi vorba de o integrală) sub forma

〈δa, ϕ〉 =
∫ ∞

−∞
δa(x) ϕ(x) dx

unde δa este ı̂n acest caz funcţia

δa : R −→ R̄, δa(x) =

{
∞ dacă x = a
0 dacă x 6= a.

Din context se poate deduce dacă δa este funcţională sau funcţia corespunzătoare.

5.5.5 Obiectul matematic
∫ ∞

−∞
δa(x) ϕ(x) dx

def
= ϕ(a), ∀ϕ ∈ S(R)

se comportă, ı̂n anumite limite, asemănător cu o integrală.

5.5.6 Utilizând relaţia (a se vedea pag. 180-51)

〈f(x− a), ϕ(x)〉 = 〈f(x), ϕ(x + a)〉
obţinem

〈δ(x − a), ϕ(x)〉 = 〈δ(x), ϕ(x + a)〉 = ϕ(a) = 〈δa, ϕ〉
adică

δa = δ(x−a).

5.5.7 Folosind definiţia multiplicării unei distribuţii f cu o funcţie ϑ

〈ϑf, ϕ〉 def
= 〈f, ϑϕ〉

obţinem

〈xδa, ϕ〉 = 〈δa(x), xϕ(x)〉 = aϕ(a) = 〈aδa, ϕ〉
adică

xδa = aδa.
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5.5.8 Distribuţia δa poate fi privită ca o stare proprie a operatorului coordonată

x̂ : S ′(R) −→ S ′(R), x̂ψ = xψ.

Utilizând notaţia alternativă

|a〉 = δa

avem

x̂|a〉 = a|a〉.

5.5.9 Urmând analogia cu convoluţia funcţiilor

(f ∗ g)(t) =
∫ ∞

−∞
f(x) g(t− x) dx

relaţia (a se vedea pag. 182-62)

ψ = ψ ∗ δ
se poate scrie formal

ψ(t) =

∫ ∞

−∞
ψ(x) δ(t−x) dx

adică

|ψ〉 =
∫ ∞

−∞
dxψ(x) |x〉 . (5.4)

Rezultă că funcţionala ψ poate fi privită ca o suprapunere a stărilor |x〉.

5.5.10 Plecând de la

〈f |g〉 =
∫ ∞

−∞
f̄(t) g(t) dt şi (f ∗ g)(x) =

∫ ∞

−∞
f(t) g(x− t) dt

obţinem relaţia

〈f |g〉 = (f̄ ∗ ǧ)(0) unde ǧ(t)
def
= g(−t)

adică o exprimare a produsului scalar cu ajutorul convoluţiei.

5.5.11 Utilizând relaţia (a se vedea pag. 180-51)

〈f(cx), ϕ(x)〉 def
=

1

|c|

〈
f(t), ϕ

(
t

c

)〉

obţinem

〈δa(−x), ϕ(x)〉 = 〈δa(x), ϕ(−x)〉 = ϕ(−a) = 〈δ−a(x), ϕ(x)〉
adică

δ̌a = δ−a.
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5.5.12 Din relaţia (a se vedea pag. 182-62)

f ∗ δb = f(x− b)

rezultă

δa ∗ δb = δa+b

şi prin urmare putem considera că

〈a|b〉=(δa ∗ δ̌b)(0)=δa−b(0)=δ(b − a) =

{
∞ dacă a=b
0 dacă a 6=b.

Am obţinut cu ajutorul convoluţiei o extensie a produsului scalar utilizabilă

şi ı̂n cazul a două distribuţii Dirac. Ea păstrază unele dintre caracteristicile

produsului scalar, dar evident, nu este un produs scalar.

5.5.13 Din relaţia (a se vedea pag. 182-62)

δa ∗ ψ = ψ(x− a)

deducem că

〈a|ψ〉=(δa ∗ ψ̌)(0)=ψ(a)

şi prin urmare relaţia (5.4), adică

|ψ〉 =
∫ ∞

−∞
dxψ(x) |x〉

se mai poate scrie

|ψ〉 =
∫ ∞

−∞
dx |x〉〈x|ψ〉.

Egalitatea având loc oricare ar fi |ψ〉, rezultă că

I =

∫ ∞

−∞
dx |x〉〈x| (5.5)

este operatorul identitate.

5.5.14 Din relaţia

x̂|ψ〉 =
∫ ∞

−∞
dx x̂|x〉〈x|ψ〉 =

∫ ∞

−∞
dxx |x〉〈x|ψ〉

deducem că formal

x̂ =

∫ ∞

−∞
dxx |x〉〈x|.
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5.5.15 Din relaţia

F [ψ′] (p) = i

~
pF [ψ](p)

scrisă sub forma

F
[
−i~

dψ

dx

]
(p) = (x̂F [ψ])(p)

deducem că

F−1x̂F = −i~
d

dx
.

5.5.16 Pentru fiecare a∈R funcţia

φa : R −→ C, φa(x) =
1√
2π~

eiax/~

cu proprietatea

F [δa] = φ−a, F−1[δa] = φa

verifică relaţia

−i~
d

dx
φa = aφa

adică este funcţie proprie a operatorului impuls

p̂ = F−1x̂F = −i~
d

dx
.

Utilizând notaţia alternativă

|ã〉 = φa

avem

p̂ |ã〉 = a |ã〉.

5.5.17 Având ı̂n vedere relaţia F [1] =
√
2π~ δ care se poate scrie formal

1√
2π~

∫∞
−∞ e−ipx/~dx =

√
2π~ δ(p)

şi relaţia

〈ã|b̃〉 =
∫ ∞

−∞
φa(x)φb(x) dx =

1

2π~

∫ ∞

−∞
e−i(a−b)x/~dx

putem considera că

〈ã|b̃〉 = δ(a− b) =

{
∞ dacă a = b
0 dacă a 6= b.



208 Complemente de Matematică, partea I

5.5.18 La fel ca ı̂n cazul operatorului x̂ se pot deduce relaţiile

I =

∫ ∞

−∞
dp |p̃〉〈p̃|

şi

p̂ =

∫ ∞

−∞
dp p |p̃〉〈p̃|.

5.5.19 Definiţie. Prin comutatorul operatorilor Â şi B̂ se ı̂nţelege operatorul

[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â.

5.5.20 Exerciţiu. Să se arate că

[Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ] (5.6)

Rezolvare. Avem

[Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ] = ÂB̂Ĉ − B̂ÂĈ + B̂ÂĈ − B̂ĈÂ = [Â, B̂Ĉ].

5.5.21∗ Teoremă (Baker-Campbell-Hausdorff).

Dacă operatorii Â şi B̂ sunt astfel ı̂ncât

[Â, [Â, B̂]] = 0 şi [B̂, [Â, B̂]] = 0

atunci

eÂ+B̂ = e−
1
2
[Â,B̂] eÂ eB̂ (5.7)

Demonstraţie. Derivata operatorului

F̂ (t) = etÂ etB̂ e−t(Â+B̂)

dependent de variabila reală t verifică relaţia

F̂ ′(t) = etÂ [Â, etB̂ ] e−t(Â+B̂)

care, utilizând (5.6), se mai poate scrie

F̂ ′(t) = t [Â, B̂] F̂ (t).

Plecând de la acestă ecuaţie scrisă sub forma

(lnF )′ = t [Â, B̂]

obţinem relaţia ∫ 1

0
(lnF )′dt =

∫ 1

0
t [Â, B̂] dt
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care conduce la

F (1) = e
1
2
[Â,B̂]

adică

eÂ eB̂ e−(Â+B̂) = e
1
2
[Â,B̂].

Relaţia obţinută este echivalentă cu (5.7).

5.5.22 Propoziţie. Operatorii coordonată x̂ şi impuls p̂ verifică relaţia de comutare

[x̂, p̂] = i~. (5.8)

Demonstraţie. Utilizând definiţiile operatorilor coordonată x̂ şi impuls p̂

(x̂ψ)(x) = xψ(x), p̂ψ = −i~ψ′

şi relaţia (a se vedea pag. 188-24)

(ϑ f)′ = ϑ′ f + ϑ f ′

obţinem

[x̂, p̂]ψ = x̂p̂ψ − p̂x̂ψ = −i~xψ′ + i~(xψ)′ = i~ψ

oricare ar fi ψ∈S ′(R).

5.5.23 Pe spaţiul funcţiilor de pătrat integrabil (̂ın sens Lebesgue)

L2(R) =

{
f : R −→ C

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
|f(x)|2 dx <∞

}

definim aplicaţia

L2(R)× L2(R) −→ C : (f, g) 7→ 〈f, g〉 =
∫ ∞

−∞
f(x) g(x) dx

cu proprietătile

〈f, αg + βh〉 = α〈f, g〉 + β〈f, h〉
〈f, g〉 = 〈g, f〉
〈f, f〉 ≥ 0.

Dacă nu distingem două funcţii care diferă doar pe o mulţime de măsură

nulă, atunci ∫ ∞

−∞
|f(x)|2 dx =⇒ f = 0

adică

〈f, f〉 = 0 =⇒ f = 0
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şi prin urmare aplicaţia (f, g) 7→ 〈f, g〉 este produs scalar. Se poate arăta că

L2(R) considerat ı̂mpreună cu acest produs scalar este spaţiu Hilbert.

5.5.24 Propoziţie (Inegalitatea Cauchy-Schwarz). Oricare ar fi f, g ∈ L2(R) avem

|〈f, g〉|2 ≤ 〈f, f〉 〈g, g〉

Demonstraţie. Din definiţia produsului scalar rezultă relaţia

〈f + λg, f + λg〉 ≥ 0 oricare ar fi λ ∈ C

care se mai poate scrie

〈f, f〉+ λ̄〈g.f〉+ λ〈f, g〉+ |λ|2〈g, g〉 ≥ 0 oricare ar fi λ ∈ C.

In cazul g 6= 0, alegand λ = − 〈g,f〉
〈g,g〉 obtinem

〈f, f〉 〈g, g〉 ≥ |〈f, g〉|2.
Se constată direct ca inegalitatea are loc şi ı̂n cazul g = 0.

5.5.25 Definiţie. Fie A un operator autoadjunct şi ψ ∈ L2(R) o funcţie normată∫ ∞

−∞
|ψ(x)|2 dx = 1.

Numerele reale

〈A〉 = 〈ψ,Aψ〉, 〈A2〉 = 〈ψ,A2ψ〉
reprezintă valorile medii ale observabilelor A şi A2, iar

∆A =
√
〈(A− 〈A〉)2〉 =

√
〈A2〉 − 〈A〉2

este abaterea pătratică medie ı̂n starea ψ.

5.5.26 Exemplu. Din relaţia
∞∫

−∞
e−

x2

2σ2 dx = σ
√
2

∞∫

−∞
e−t

2
dt = σ

√
2π

rezultă că

ψ0 : R −→ R, ψ0(x) =
1

4
√
2πσ2

e−
x2

4σ2

este funcţie normată. In acest caz

〈x̂〉 = 〈ψ0, x̂ ψ0〉 =
1

σ
√
2π

∞∫

−∞
x e−

x2

2σ2 dx = 0
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〈x̂2〉 = 〈ψ0, x̂
2 ψ0〉 =

1

σ
√
2π

∞∫

−∞
x2 e−

x2

2σ2 dx = σ2

şi prin urmare

∆x̂ =
√
〈x̂2〉 − 〈x̂〉2 = σ.

Deoarece (a se vedea pag. 203-2 şi pag. 207-16)

p̂ = F−1x̂F = F+x̂F şi F [e−ax
2
](p) =

1√
2a~

e−
p2

4a~2

rezultă că

F [ψ0](p) =
1

4
√
2πσ2

F
[
e−

x2

4σ2

]
(p) =

4

√
2σ2

π~2
e−σ

2 p2

~2

şi

〈p̂〉 = 〈ψ0,F+x̂Fψ0〉 = 〈F [ψ0], x̂F [ψ0]〉 = 0

〈p̂2〉 = 〈ψ0,F+x̂2Fψ0〉 = 〈F [ψ0], x̂
2 F [ψ0]〉 =

~2

4σ2
.

Se obţine

∆p̂ =
√
〈p̂2〉 − 〈p̂〉2 = ~

2σ

şi se constată că ı̂n cazul stării ψ0 are loc relaţia

∆x̂ ·∆p̂ = ~

2
.

5.5.27∗ Teoremă (Relaţia de incertitudine).

Dacă X şi Y sunt operatori autoadjuncţi atunci

∆X ·∆Y ≥ 1

2
|〈[X,Y ]〉|

ı̂n orice stare ψ. In particular, ı̂n cazul poziţie-impuls

∆x̂ ·∆p̂ ≥ ~

2
.

Demonstratie. Fie ψ∈L2(R) o funcţie normată şi fie 〈X〉=〈ψ|X|ψ〉, 〈Y 〉=〈ψ|Y |ψ〉.
In cazul

f = (X − 〈X〉)ψ = Xψ − 〈X〉ψ, g = (Y − 〈Y 〉)ψ = Y ψ − 〈Y 〉ψ
inegalitatea Cauch-Schwarz devine

〈Xψ− 〈X〉ψ,Xψ −〈X〉ψ〉 〈Y ψ− 〈Y 〉ψ, Y ψ− 〈Y 〉ψ〉 ≥ |〈Xψ−〈X〉ψ, Y ψ− 〈Y 〉ψ〉|2.
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Avand in vedere ca X şi Y sunt operatori autoadjuncti, relatia se mai poate scrie

(〈X2〉 − 〈X〉2) (〈Y 2〉 − 〈Y 〉2) ≥ |〈(X − 〈X〉)(Y − 〈Y 〉)〉|2

adică

(∆X)2(∆Y )2 ≥ |〈(X − 〈X〉)(Y − 〈Y 〉)〉|2.
Operatorul (X − 〈X〉)(Y − 〈Y 〉) se poate scrie ca suma dintre un operator hermitic

si unul anti-hermitic

(X − 〈X〉) (Y − 〈Y 〉) = 1

2
{X−〈X〉, Y −〈Y 〉}+ 1

2
[X,Y ]

unde

{X−〈X〉, Y −〈Y 〉} = (X−〈X〉)(Y −〈Y 〉) + (Y −〈Y 〉)(X−〈X〉)
Deoarece

〈ψ, {X−〈X〉, Y −〈Y 〉}ψ〉 este număr real

〈ψ, [X,Y ] )ψ〉 este număr pur imaginar

rezulta că

|〈(X − 〈X〉)(Y − 〈Y 〉)〉|2 =
1

4
|〈[X,Y ] )〉|2 + 1

4
|〈{X−〈X〉, Y −〈Y 〉}〉|2 ≥ 1

4
|〈[X,Y ]〉|2.

si prin urmare

(∆X)2(∆Y )2 ≥ 1

4
|〈[X,Y ]〉|2

adică

∆X ·∆Y ≥ 1

2
|〈[X,Y ]〉|.

5.5.28 Exerciţiu. Să se arate că

ei(αx̂+βp̂)/~ = eiαβ/(2~) eiαx̂/~ eiβp̂/~. (5.9)

Rezolvare. Din (5.7) şi (5.8) rezultă

ei(αx̂+βp̂)/~ = eiαx̂/~ eiβp̂/~ e−
1
2
[iαx̂/~, iβp̂/~] = eiαx̂/~ eiβp̂/~ eiαβ/(2~).

5.5.29 Exerciţiu. Să se arate că(
eiαx̂/~ψ

)
(x) =

(
eiαx/~ψ

)
(x)

(
eiβp̂/~ψ

)
(x) = ψ(x+β)

eiαx̂/~|b〉 = eiαb/~|b〉 eiβp̂/~|b〉 = |b− β〉

〈a|eiαx̂/~|b〉 = eiαb/~δ(a−b) 〈a|eiβp̂/~|b〉 = δ(a−b+β)
şi

〈a|ei(αx̂+βp̂)/~|b〉 = eiα(a+b)/(2~) δ(a−b+β). (5.10)
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Rezolvare. Ţinând seama de dezvoltarea ı̂n serie Taylor a unei funcţii obţinem

eiαx̂/~ψ =
(
1 + 1

1!
iα
~
x̂+ 1

2!
(iα)2

~2
x̂2 + ...

)
ψ

=
(
1 + 1

1!
iα
~
x+ 1

2!
(iα)2

~2
x2 + ...

)
ψ = eiαx/~ψ

(
eiβp̂/~ψ

)
(x) =

(
1 + 1

1!
iβ
~
p̂+ 1

2!
(iβ)2

~2
p̂2 + ...

)
ψ(x)

=
(
1 + β

1!
d
dx + β2

2!
d2

dx2
+ ...

)
ψ(x)

= ψ(x) + ψ′(x)
1! β + ψ′′(x)

2! β2 + ... = ψ(x+β).

Deoarece xδb = bδb şi δb(x) = δ(x−b), ı̂n cazul ψ=δb= |b〉 relaţiile anterioare devin

eiαx̂/~δb = eiαb/~δb
(
eiβp̂/~δb

)
(x) = δb(x+β)

adică

eiαx̂/~|b〉 = eiαb/~|b〉 eiβp̂/~|b〉 = |b−β〉.

Utilizând relaţia (5.9) obţinem

〈a|ei(αx̂+βp̂)/~|b〉 = eiαβ/(2~) 〈a|eiαx̂/~ eiβp̂/~|b〉
= eiαβ/(2~)

∫
du 〈a|eiαx̂/~|u〉〈u|eiβp̂/~|b〉

= eiαβ/(2~)
∫
du eiαa/~δ(a−u) δ(u−b+β)

= eiα(a+b)/(2~) δ(a−b+β).

5.5.30 Cuantificarea Weyl. Unei funcţii A : R2 −→ C definite pe spaţiul fazelor R2

care poate fi scrisă sub forma

A(x, p) =
1

2π~

∫∫
dα dβ f(α, β) ei(αx+βp)/~ (5.11)

i se asociază operatorul

Â(x̂, p̂) =
1

2π~

∫∫
dα dβ f(α, β) ei(αx̂+βp̂)/~. (5.12)

5.5.31 Transformarea Wigner. Unui operator Â i se asociază funcţia

Aw : R2 −→ C, Aw(x, p) = 2
∫
du e2ipu/~

〈
x−u

∣∣∣Â
∣∣∣x+u

〉

=
∫
dv eipv/~

〈
x− v

2

∣∣∣Â
∣∣∣x+ v

2

〉 (5.13)

definită pe spaţiul fazelor R2 şi numită funcţia Wigner.
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5.5.32∗ Teoremă.

Transformarea Wigner şi cuantificarea Weyl sunt operaţii inverse una alteia.

Demonstraţie. Transformarea Wigner este inversa cuantificării Weyl:

Funcţia Wigner asociată operatorului (5.12) este

Aw(x, p) = 2
∫
du e2ipu/~

〈
x−u

∣∣∣Â(x̂, p̂)
∣∣∣x+u

〉

= 1
π~

∫∫∫
dα dβ du e2ipu/~ f(α, β)

〈
x−u

∣∣∣ei(αx̂+βp̂)/~
∣∣∣x+u

〉
.

Pentru a arăta că Aw = A este suficient să arătăm că

2

∫
du e2ipu/~

〈
x−u

∣∣∣ei(αx̂+βp̂)/~
∣∣∣x+u

〉
= ei(αx+βp)/~.

Utilizând formula (5.10) obţinem

2
∫
du e2ipu/~

〈
x−u

∣∣∣ei(αx̂+βp̂)/~
∣∣∣x+u

〉
=2

∫
du e2ipu/~eiαx/~ δ(β−2u)

= eiαx/~
∫
dv eipv/~ δ(β−v)=ei(αx+βp)/~.

Cuantificarea Weyl este inversa transformării Wigner:

Transformata Wigner a unui operator Â este funcţia Aw : R2 −→ C, unde

Aw(x, p) = 2

∫
du e2ipu/~

〈
x−u

∣∣∣Â
∣∣∣x+u

〉
=

∫
dv eipv/~

〈
x− v

2

∣∣∣Â
∣∣∣x+ v

2

〉
.

Din relaţia precedentă deducem că (a se vedea pag. 188-2)〈
x− v

2

∣∣∣Â
∣∣∣x+ v

2

〉
=

1

2π~

∫
dp e−ipv/~Aw(x, p)

şi prin urmare elementele de matrice ale lui Â se pot scrie sub forma

〈a|Â|b〉 = 1

2π~

∫
dp e−ip(b−a)/~Aw

(
a+b

2
, p

)
. (5.14)

Prin cuantificarea Weyl, funcţiei Aw : R2 −→ C i se asociază operatorul

Âw(x̂, p̂) =
1

(2π~)2

∫∫∫∫
dx dp dα dβ Aw(x, p) e

−i(αx+βp)/~ ei(αx̂+βp̂)/~.

Calculând elementele de matrice obţinem (a se vedea relaţia (5.10))

〈a|Âw(x̂, p̂)|b〉 = 1
(2π~)2

∫∫∫∫
dx dp dα dβ Aw(x, p) e

−i(αx+βp)/~
〈
a
∣∣∣ei(αx̂+βp̂)/~

∣∣∣ b
〉

= 1
(2π~)2

∫∫∫∫
dx dp dα dβ Aw(x, p) e

−i(αx+βp)/~ eiα(a+b)/(2~) δ(a−b+β)

= 1
2π~

∫∫∫
dx dp dβ Aw(x, p) e

−iβp/~ δ
(
a+b
2 − x

)
δ(a−b+β)

= 1
2π~

∫∫
dp dβ Aw

(
a+b
2 , p

)
e−iβp/~ δ(a−b+β)

= 1
2π~

∫
dpAw

(
a+b
2 , p

)
e−ip(b−a)/~ = 〈a|Â|b〉
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adică Âw(x̂, p̂) = Â.

5.5.33 Dacă (ϕn)
∞
n=0 este o bază ortonormată ı̂n spaţiul Hilbert L2(R) şi dacă Â

este un operator liniar astfel ı̂ncât seria

∞∑

n=0

〈ϕn|Â|ϕn〉

este convergentă, atunci utilizând relaţia formală (a se vedea pag. 206-5.5)

I =

∫ ∞

−∞
dx |x〉〈x|

obţinem
∑∞
n=0〈ϕn|Â|ϕn〉 =

∑∞
n=0

∫∫
da db 〈ϕn|a〉〈a|Â|b〉〈b|ϕn〉

=
∫∫
da db 〈a|Â|b〉∑∞

n=0〈b|ϕn〉〈ϕn|a〉
=
∫∫
da db 〈a|Â|b〉〈b|a〉 = ∫∫

da db 〈a|Â|b〉 δ(b−a)
=
∫
da 〈a|Â|a〉.

Putem astfel să definim formal urma unui operator Â ca fiind

Tr Â =

∫
dx 〈x|Â|x〉

5.5.34∗ Teoremă. Urma unui operator Â se poate calcula folosind funcţia Wigner

Tr Â =
1

2π~

∫∫
dp dxAw(x, p).

Demonstraţie. Deoarece F [1] =
√
2π~ δ adică

1√
2π~

∫
dv eipv/~ =

√
2π~ δ(v) (5.15)

avem
1

2π~

∫∫
dp dxAw(x, p) =

1
2π~

∫∫
dp dx

∫
dv eipv/~

〈
x− v

2

∣∣∣Â
∣∣∣x+ v

2

〉

=
∫
dx
∫
dv δ(v)

〈
x− v

2

∣∣∣Â
∣∣∣x+ v

2

〉
=
∫
dx 〈x|Â|x〉=Tr Â.

5.5.35 Dacă funcţia ψ : R −→ C este astfel ı̂ncât∫ ∞

−∞
dx |ψ(x)|2 = 1

atunci operatorul proiecţie ortogonală pe ψ

P̂ψ = |ψ〉〈ψ|
adică operatorul
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P̂ψϕ = 〈ψ,ϕ〉ψ
respectiv

P̂ψ|ϕ〉 = |ψ〉〈ψ|ϕ〉
ı̂n notaţiile lui Dirac, este auto-adjunct

〈P̂ψϕ1, ϕ2〉 = 〈ϕ1, ψ〉〈ψ,ϕ2〉 = 〈ϕ1, P̂ψϕ2〉
pozitiv

〈ϕ|P̂ψ |ϕ〉 = 〈ϕ|ψ〉〈ψ|ϕ〉 = |〈ψ|ϕ〉|2 ≥ 0

şi are urma egală cu 1

Tr P̂ψ =

∫
dx 〈x|P̂ψ |x〉 =

∫
dx 〈x|ψ〉〈ψ|x〉 =

∫
dx |ψ(x)|2 = 1

5.5.36 Exerciţiu. Să se arate că dacă A este un operator autoadjunct atunci

valoarea medie a observabilei corespunzătoare ı̂n starea ψ

〈A〉ψ = 〈ψ,Aψ〉
verifică relaţia

〈A〉ψ = Tr (ÂP̂ψ)

Rezolvare.

Alegând o bază ortonormată (ψn)
∞
n=0 ı̂n spaţiul Hilbert L2(R) obţinem

〈ψ,Aψ〉 =
∑∞
n,k=0〈ψ|ψn〉〈ψn|Â|ψk〉〈ψk|ψ〉

=
∑∞
n,k=0〈ψn|Â|ψk〉〈ψk|ψ〉〈ψ|ψn〉 = Tr (ÂP̂ψ).

5.5.37 Pentru a descrie starea sistemului cuantic, ı̂n locul funcţiei de undă ψ

se poate utiliza operatorul proiecţie ortogonală P̂ψ= |ψ〉〈ψ| asociat care
este autoadjunct, pozitiv şi are urma egală cu 1.

5.5.38 Definiţie. Operatorii autoadjuncţi ˆ̺ cu proprietăţile

ˆ̺≥ 0 şi Tr ˆ̺ = 1

se numesc operatori densitate.

5.5.39 Operatorii densitate descriu stări generalizate ale sistemului cuantic.

Operatorii densitate de forma P̂ψ = |ψ〉〈ψ| descriu stări pure iar ceilalti

operatori densitate descriu stări mixte. Valoarea medie a observabilei Â
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ı̂n starea descrisă de operatorul densitate ˆ̺ este

〈Â〉 = Tr (Â ˆ̺).

5.5.40 Transformata Wigner a operatorului densitate ˆ̺ este funcţia

Aw : R2 −→ C, Aw(x, p) = 2
∫
du e2ipu/~ 〈x−u | ˆ̺|x+u〉

=
∫
dv eipv/~

〈
x− v

2 | ˆ̺|x+ v
2

〉
.

5.5.41 Definiţie. Distribuţia Wigner asociată operatorului densitate ˆ̺ este

W : R2 −→ C, W (x, p) = 1
π~

∫
du e2ipu/~ 〈x−u | ˆ̺|x+u〉

= 1
2π~

∫
dv eipv/~

〈
x− v

2 | ˆ̺| x+ v
2

〉
.

In cazul particular ˆ̺= |ψ〉〈ψ|, distribuţia Wigner asociată este

W : R2 −→ C, W (x, p) = 1
π~

∫
du e2ipu/~ψ(x− u)ψ∗(x+ u)

= 1
2π~

∫
dv eipv/~ψ

(
x− v

2

)
ψ∗ (x+ v

2

)
.

5.5.42∗ Teoremă.

Dacă Aw şi Bw sunt transformatele Wigner ale operatorilor Â şi B̂ atunci

Tr(ÂB̂) =
1

2π~

∫∫
dp dxAw(x, p)Bw(x, p).

Demonstraţie. Conform relaţiei (5.14) avem

〈a|Â|q〉 = 1
2π~

∫
du e−iu(q−a)/~Aw

(
a+q
2 , u

)

〈q|B̂|b〉 = 1
2π~

∫
dv e−iv(b−q)/~Bw

(
q+b
2 , v

)

şi prin urmare elementul de matrice 〈a|ÂB̂|b〉 = ∫
dq〈a|Â|q〉〈q|B̂|b〉 se poate scrie

〈a|ÂB̂|b〉 = 1
(2π~)2

∫∫∫
dq du dv Aw

(
a+q
2 , u

)
Bw

(
q+b
2 , v

)
e−

i
~
[u(q−a)+v(b−q)].

Transformata Wigner (AB)w a operatorului ÂB̂

(AB)w(x, p) =
1

2(π~)2
∫∫∫∫

dz dq du dv Aw
(
x−z+q

2 , u
)
Bw

(
x+z+q

2 , v
)

×e−
i
~
[u(q−x+z)−v(q−x−z)−2pz]

ı̂n urma schimbării de variabilă a= 1
2 (x−z+q), b= 1

2(x+z+q) devine
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(AB)w(x, p) =
1

(π~)2

∫∫∫∫
da db du dv Aw (a, u) Bw (b, v) e−

2i
~
[u(b−x)+v(x−a)+p(a−b)]

şi prin urmare (a se vedea pag. 215-34 şi relaţia (5.15))

Tr(ÂB̂) = 1
2π~

∫∫
dp dx (AB)w(x, p) =

1
2π~

∫∫∫∫
da db du dv Aw (a, u) Bw (b, v)

×e−
2i
~
(ub−va) 1

(π~)2
∫
dx e

2i
~
x(u−v) ∫ dp e 2i

~
p(b−a)

= 1
2π~

∫∫∫∫
da db du dv Aw (a, u) Bw (b, v) e−

2i
~
(ub−va) δ(u−v) δ(b−a)

= 1
2π~

∫∫
da duAw(a, u)Bw(a, u).

5.5.43∗ Teoremă. Valoarea medie a observabilei Â ı̂n starea ˆ̺ se poate calcula

folosind distribuţia Wigner asociată

〈Â〉 =
∫∫

dx dpAw(x, p)W (x, p).

Demonstraţie. Conform teoremei precedente

Tr (Â ˆ̺) =
1

2π~

∫∫
dp dxAw(x, p) ̺w(x, p) =

∫∫
dx dpAw(x, p)W (x, p).

5.5.44∗ Teoremă (Invarianţa Galilei).

Dacă W (x, p) este distribuţia Wigner corespunzătoare stării ˆ̺= |ψ(x)〉〈ψ(x)| atunci:
a) distribuţia corespunzătoare stării |ψ(x+x0)〉〈ψ(x+x0)| este W (x+x0, p)

b) distribuţia corespunzătoare stării |eip0x/~ψ(x)〉〈eip0x/~ψ(x)| este W (x, p−p0).

Demonstraţie. Notând ϕ(x) = ψ(x+x0) şi η(x) = eip0x/~ψ(x) obţinem

1
2π~

∫
dv eipv/~ϕ

(
x− v

2

)
ϕ∗ (x+ v

2

)
= 1

2π~

∫
dv eipv/~ψ

(
x+x0− v

2

)
ψ∗ (x+x0+ v

2

)

1
2π~

∫
dv eipv/~η

(
x− v

2

)
η∗
(
x+ v

2

)
= 1

2π~

∫
dv ei(p−p0)v/~ψ

(
x− v

2

)
ψ∗ (x+ v

2

)
.

5.5.45∗ Teoremă. Distribuţia Wigner corespunzătoare unei stări ˆ̺ este reală .

Demonstraţie. Efectuând schmbarea de variabilă v 7→ −v obţinem că

W (x, p) = 1
2π~

∫
dv eipv/~

〈
x− v

2 | ˆ̺| x+ v
2

〉

= 1
2π~

∫
dv e−ipv/~

〈
x+ v

2 | ˆ̺| x− v
2

〉
=W (x, p).

In cazul stării pure ˆ̺ == |ψ(x)〉〈ψ(x)| funcţia

x 7→ |ψ(x)|2 reprezintă densitatea de probabilitate pentru pozitie, iar



Elemente de teoria distribuţiilor 219

p 7→ |F [ψ](p)|2 reprezintă densitatea de probabilitate pentru impuls

ı̂n sensul că
∫ β
α |ψ(x)|2dx este probabilitatea de a găsi particula in intervalul [α, β]
∫ β
α |F [ψ](p)|2dp este probabilitatea de a avea impulsul ı̂n intervalul [α, β].

5.5.46∗ Teoremă. Densităţile de probabilitate pentru poziţie şi impuls ı̂n starea

pură ˆ̺= |ψ(x)〉〈ψ(x)| se pot obţine din distribuţia Wigner

|ψ(x)|2 =

∫ ∞

−∞
W (x, p) dp, |F [ψ](p)|2 =

∫ ∞

−∞
W (x, p) dx.

Demonstraţie. Utilizând (5.15) şi relaţiile de la pag. 202-24 şi pag. 203-3 obţinem
∫∞
−∞W (x, p) dp = 1

2π~

∫
dv
(∫
dp eipv/~

)
ψ
(
x− v

2

)
ψ∗ (x+ v

2

)

=
∫
dv δ(v)ψ

(
x− v

2

)
ψ∗ (x+ v

2

)
= |ψ(x)|2

∫∞
−∞W (x, p) dx = 1

2π~

∫
dv eipv/~

∫
dxψ

(
x− v

2

)
ψ∗ (x+ v

2

)

= 1
2π~

∫
dv eipv/~

∫
dt ψ (t−v) ψ∗ (t)

= 1
2π~

∫
dv e−ipv/~

∫
dt ψ (v−t) ψ̌∗ (t)

= 1
2π~

∫
dv e−ipv/~(ψ ∗ ψ̌∗) (v)

= 1√
2π~

F [ψ ∗ ψ̌∗](p) = F [ψ̌](p) · F [ψ̌∗](p) = |F [ψ](p)|2.

5.5.47∗ Teoremă. Modulul produsului scalar a două stări ψ şi ϕ se poate obţine

utilizând distribuţiile Wigner corespunzătoare Wψ şi Wϕ

|〈ψ,ϕ〉|2 = 2π~

∫∫
dx dpWψ(x, p)Wϕ(x, p).

Demonstraţie. Utilizând relaţia F [1] =
√
2π~ δ care se mai poate scrie∫

e−ipxdx = 2π~ δ(p)

obţinem

2π~
∫∫
dx dpWψ(x, p)Wϕ(x, p)

= 1
2π~

∫∫∫∫
dx dp du dv eip(u+v)/~ψ

(
x− u

2

)
ψ∗ (x+ u

2

)
ϕ
(
x− v

2

)
ϕ∗ (x+ v

2

)

=
∫∫∫

dx du dv δ(u+v)ψ
(
x− u

2

)
ψ∗ (x+ u

2

)
ϕ
(
x− v

2

)
ϕ∗ (x+ v

2

)

=
∫∫
dx duψ

(
x− u

2

)
ψ∗ (x+ u

2

)
ϕ
(
x+ u

2

)
ϕ∗ (x− u

2

)

=
∫∫
dy dz ψ (y) ψ∗ (z)ϕ (z) ϕ∗ (y) = 〈ψ,ϕ〉 〈ϕ,ψ〉 = |〈ψ,ϕ〉|2.
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5.5.48 Operatorii coordonată x̂ şi impuls p̂ verifică relaţia (a se vedea pag. 209-5.8)

[x̂, p̂] = i~

adică relaţia

[x̂, p̂] = i~ I

unde I este operatorul identitate. Operatorii de anihilare şi creare

a =
1√
2~

(x̂+ i p̂), a+ =
1√
2~

(x̂− i p̂)

verifică relaţia de comutare

[a, a+] = I.

5.5.49 Se poate arăta că funcţiile ϕ0, ϕ1, ϕ2, ... unde

ϕn : R −→ R, ϕn(x) =
1

4
√
π~

1√
n! 2n

Hn

(
x√
~

)
e−

x2

2~

formează o bază ortonormată ı̂n spaţiul L2(R).

5.5.50 Utilizând pentru ϕn notaţia |n〉 cu sensul

ϕn(x) = 〈x|n〉
şi proprietăţile polinoamelor Hermite se pot obţine relaţiile

a|0〉 = 0, |n〉 = 1√
n!

(a+)n |0〉, 〈n|m〉 = δnm

şi

a|n〉 = √
n |n−1〉, a+|n〉 =

√
n+1 |n+1〉, a+a|n〉 = n|n〉.

5.5.51 Utilizând identitatea Baker-Campbell-Hausdorff (a se vedea pag. 208-21)

eÂ+B̂ = e−
1
2
[Â,B̂] eÂ eB̂

deducem că operatorul

D(z) = eza
+−z̄a

dependent de parametrul z∈C se mai poate scrie sub forma

D(z) = e−
|z|2
2 eza

+
e−z̄a

sau sub forma

D(z) = e
|z|2
2 e−z̄a eza

+
.
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Utilizând definiţiile operatorilor implicaţi obţinem relaţia

D
(

1√
2~

(α+βi)
)
ψ(x) = e−

iαβ
2~ eiβx/~ ψ(x− α).

echivalentă cu

〈x|D
(

1√
2~

(α+βi)
)
|ψ〉 = e−

iαβ
2~ eiβx/~ 〈x−α|ψ〉

şi

D
(

1√
2~

(α+βi)
)
= e−

iαβ
2~

∞∫
−∞

dx eiβx/~ |x〉〈x− α|

adică

D
(

1√
2~

(α+βi)
)
= e

iαβ
2~

∞∫
−∞

dx eiβx/~ |x+α〉〈x|.

5.5.52 Deoarece vectorii |0〉, |1〉, |2〉, ... formează o bază ortonormată

〈n|m〉 = δnm
şi

∞∑

n=0

|n〉〈n|ψ〉 = |ψ〉, oricare ar fi |ψ〉.

Ultima a relaţie scrisă operatorial sub forma
∞∑

n=0

|n〉〈n| = I

reprezintă rezoluţia identităţii corespunzătoare bazei considerate.

Orice vector |ψ〉 este bine determinat de coordonatele corespunzătoare 〈n|ψ〉.

5.5.53 Teoremă. Sistemul de vectori {|z〉}z∈C, unde (a se vedea pag. 128-8)

|z〉 = D(z)|0〉 = e−
|z|2
2 eza

+ |0〉
adică

|z〉 = e−
|z|2
2

∞∑

n=0

zn√
n!

|n〉

este format din vectori unitari

〈z|z〉 = 1

şi are loc relaţia operatorială (numită rezoluţie a identităţii)

1

π

∫

C

d2z |z〉〈z| = I



222 Complemente de Matematică, partea I

unde d2z = dRe z · dIm z.

Demonstraţie. Oricare ar fi z∈C avem

〈z|z〉 = e−|z|2
∞∑

n=0

∣∣∣∣
zn√
n!

∣∣∣∣
2

= e−|z|2
∞∑

n=0

|z|2n
n!

= 1.

Notând z = α+βi = r eiθ şi utilizând relaţia

∫ 2π

0
dθ ei(n−m)θ = 2π δnm

obţinem

1
π

∫
C
d2z |z〉〈z| = 1

π

∞∑
n=0

∞∑
m=0

(∫∫
dα dβ e−(α2+β2) (α+βi)

n
√
n!

(α−βi)m√
m!

)
|n〉〈m|

= 1
π

∞∑
n=0

∞∑
m=0

1√
n!m!

(∫∞
0 dr rn+m+1 e−r

2 ∫ 2π
0 dθ ei(n−m)θ

)
|n〉〈m|

=
∞∑
n=0

1
n!

(
2
∫∞
0 dr r2n+1 e−r

2
)
|n〉〈n| =

∞∑
n=0

1
n!

(∫∞
0 dt tn e−t

) |n〉〈n|.

Deoarece, integrând prin părţi∫ ∞

0
dt tn e−t = n

∫ ∞

0
dt tn−1 e−t = n(n− 1)

∫ ∞

0
dt tn−2 e−t = · · · = n!

deducem că

1

π

∫

C

d2z |z〉〈z| =
∞∑

n=0

|n〉〈n| = I.

5.5.54 Din rezoluţia identităţii rezultă că

|ψ〉 = 1

π

∫

C

d2z |z〉〈z|ψ〉

adică orice element |ψ〉 este bine determinat de funcţia corespunzătoare

ψ : C −→ C, ψ(z) = 〈z|ψ〉
şi ı̂n plus,

〈ψ|ψ〉 = 1

π

∫

C

d2z |〈z|ψ〉|2.

Deşi sistemul de vectori {|z〉}z∈C nu este liniar independent

|z〉 = 1

π

∫

C

d2z′ |z′〉〈z′|z〉

şi nici ortogonal
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〈z|z′〉 = e−
1
2
|z|2− 1

2
|z′|2+z̄z′

dezvoltarea

|ψ〉 = 1

π

∫

C

d2z |z〉〈z|ψ〉

este similară dezvoltării ı̂n raport cu o bază ortonormată .

Sistemul de vectori {|z〉}z∈C este numit sistemul stărilor coerente standard.

5.5.55 Sistemul de stări coerente {|z〉}z∈C are şi alte proprietăţi remarcabile:

a) In stările |z〉 se atinge minimul in relaţia de incertitudine coordonată-impuls

∆x̂∆p̂ =
~

2
.

b) Stările corerente standard |z〉 sunt stări proprii ale operatorului de anihilare

a|z〉 = z|z〉.

5.5.56 In general, formulele prezentate pe parcursul acestei secţiuni pot fi consid-

erate cazuri limită pentru formule similare din cazul finit-dimensional (a se vedea

tabelul de la pagina 162).
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Capitolul 6

Ecuaţii şi sisteme de ecuaţii
diferenţiale liniare

6.1 Ecuaţii diferenţiale de ordinul ı̂ntâi

6.1.1 Definiţie. O ecuaţie diferenţială de ordinul ı̂ntâi este o ecuaţie de forma

F (x, y, y′) = 0 (6.1)

unde x este variabila independentă, y funcţia necunoscută, y′ derivata funcţiei

necunoscute şi F : I × R× R −→ R este o funcţie continuă, I fiind un interval.

Prin soluţie a ecuaţiei (6.1) se ı̂nţelege o funcţie derivabilă

ϕ : (a, b) −→ R

cu (a, b) ⊆ I şi astfel ı̂ncât

F (x, ϕ(x), ϕ′(x)) = 0, ∀x ∈ (a, b).

6.1.2 Definiţie. Spunem că ecuaţia diferenţială

y′ = f(x, y) unde f : D ⊆ R
2 −→ R (6.2)

este o ecuaţie diferenţială scrisă sub formă normală.

Prin soluţie a ecuaţiei (6.2) se ı̂nţelege o funcţie derivabilă

ϕ : (a, b) −→ R

astfel ı̂ncât
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1) (x, ϕ(x)) ∈ D, ∀x ∈ (a, b)

2) ϕ′(x) = f(x, ϕ(x)), ∀x ∈ (a, b).

6.1.3 Ecuaţia (6.2) se mai poate scrie
dy

dx
= f(x, y) (6.3)

sau sub forma

dy = f(x, y) dx (6.4)

numită formă simetrică. Soluţia ecuaţiei (6.4) se poate căuta sub forma

y = y(x)

sau

x = x(y)

sau, mai general, sub formă parametrică{
x = x(t)
y = y(t).

Ecuaţia (6.4) este caz particular pentru ecuaţia

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0, unde P,Q : D ⊆ R
2 −→ R (6.5)

care este forma generală a unei ecuaţii simetrice.

Prin soluţie a ecuaţiei (6.5) se ı̂nţelege o pereche de aplicaţii derivabile

ϕ, ψ : (a, b) −→ R

astfel ı̂ncât

1) (ϕ(t), ψ(t)) ∈ D, ∀t ∈ (a, b)

2) P (ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t) +Q(ϕ(t), ψ(t))ψ′(t) = 0, ∀t ∈ (a, b).

6.1.4 Se ştie că dacă

f : (a, b) −→ R

este o funcţie continuă atunci funcţia

F : (a, b) −→ R, F (x) =

∫ x

x0
f(t) dt

este o primitivă a lui f oricare ar fi x0 ∈ (a, b), adică avem
d

dx

(∫ x

x0
f(t) dt

)
= f(x), ∀x ∈ (a, b).
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6.1.5 Teoremă. Fie ecuaţia cu variabile separabile

y′ = f(x) g(y) (6.6)

unde
f :I−→R

g :J −→ R
sunt funcţii continue definite pe intervalele I şi J .

a) Dacă y0 ∈ J este astfel ı̂ncât g(y0) = 0 atunci funcţia constantă

ϕ : I −→ R, ϕ(x) = y0

este soluţie a ecuaţiei (6.6).

b) Dacă y0 ∈ J este astfel ı̂ncât g(y0) 6= 0 atunci relaţia∫ y

y0

1

g(u)
du =

∫ x

x0
f(v) dv + C (6.7)

unde x0 ∈ I şi C este o constantă, defineşte implicit o soluţie locală

y = y(x) a ecuaţiei (6.6).

Demonstraţie. a) Deoarece ϕ′(x) = 0 şi g(ϕ(x)) = g(y0) = 0 rezultă că

ϕ′(x) = f(x) g(ϕ(x)), ∀x ∈ I.

b) Derivând relaţia (6.7) ı̂n raport cu x considerând y = y(x) rezultă
1

g(y(x))
y′(x) = f(x)

adică

y′(x) = f(x) g(y(x)).

6.1.6 Exerciţiu. Să se rezolve ecuaţia

y′ = xy.

Rezolvare. Funcţia constantă ϕ : R −→ R, ϕ(x) = 0 este soluţie a ecuaţiei.

Scriind ecuaţia sub forma
y′

y
= x echivalentă cu (ln y)′ = x

deducem că

ln y =
x2

2
+ c adică y(x) = C1 e

x2

2

unde c şi C1 = ec sunt constante.

6.1.7 MATHEMATICA: DSolve[eqns, y[x], x]

In[1]:=DSolve[y’[x] == x y[x], y[x], x] 7→ Out[1]=

{{
y[x]→e

x2

2 C[1]

}}
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6.1.8 Ecuaţia (6.6) poate fi scrisă sub forma

dy

dx
= f(x) g(y)

sau forma simetrică

f(x) g(y) dx− dy = 0.

Forma diferenţială f(x) g(y) dx−dy nu este diferenţiala totală a unei funcţii.

Inmulţind ecuaţia anterioară cu factorul integrant 1
g(y) se obţine ecuaţia

f(x) dx− 1

g(y)
dy = 0 (6.8)

al cărei membru stâng este o diferenţială totală deoarece

∂

∂y
(f(x)) =

∂

∂x

(
− 1

g(y)

)
.

Ecuaţia (6.8) se poate scrie sub forma

dF = 0

unde

F (x, y) =

∫ x

x0
f(t)dt−

∫ y

y0

1

g(t)
dt.

Rezultă că relaţia F (x, y) = C, adică
∫ x

x0
f(u)du−

∫ y

y0

1

g(v)
dv = C

defineşte implicit o soluţie a ecuaţiei (6.6) dacă alegem y0 astfel ı̂ncât g(y0) 6=0.

6.1.9 Propoziţie. Ecuaţia omogenă

y′ = f

(
y

x

)

se reduce la o ecuaţie cu variabile separabile dacă se utilizează schimbarea

de variabilă y(x) = x z(x), unde z(x) este noua funcţie necunoscută.

Demonstraţie. Derivând y(x) = x z(x) obţinem relaţia y′(x) = z(x) + x z′(x) care

ne permite să scriem ecuaţia sub forma

z′ =
1

x
(f(z)− z).
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6.1.10 Propoziţie. Ecuaţia liniară omogenă

y′ = f(x) y

are soluţia generală

y(x) = C e

∫ x

x0
f(t)dt

unde C este o constantă arbitrară.

Demonstraţie. Rezolvarea ecuaţiei poate fi prezentată dupa cum urmează

dy
dx = f(x) y

dy
y = f(x) dx

∫ y
y0

du
u =

∫ x
x0
f(t) dt

ln |y| − ln |y0| =
∫ x
x0
f(t) dt

y(x) = y0 e

∫ x

x0
f(t) dt

.

6.1.11 Exerciţiu. Să se rezolve ecuaţia

y′ = x2y.

Rezolvare. Soluţia generală a ecuaţiei este

y(x) = y0 e

∫ x

x0
t2 dt

adică y(x) = C1 e
x3

3 .

6.1.12 MATHEMATICA: DSolve[eqns, y[x], x]

In[1]:=DSolve[y’[x]==f[x] y[x], y[x], x] 7→ Out[1]=

{{
y[x]→e

∫ x

1
f[K[1] dK[1]

C[1]

}}

In[2]:=DSolve[y’[x]==x^2 y[x], y[x], x] 7→ Out[2]=

{{
y[x]→e

x3

3 C[1]

}}

6.1.13 Propoziţie. Soluţia generală a ecuaţiei liniare neomogene

y′ = f(x) y + g(x) (6.9)

se obţine adunând soluţia generală a ecuaţiei liniare omogene asociate

y′ = f(x) y (6.10)

cu o soluţie particulară ỹ a ecuaţiei (6.9).
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Demonstraţie. Dacă y verifică (6.10) şi ỹ verifică (6.9) atunci

(y+ỹ)′(x)=f(x) y(x)+f(x) y(x)+g(x)=f(x) (y+ỹ)(x)+g(x).

Dacă y şi ỹ verifică (6.9) atunci y − ỹ verifică (6.10)

(y−ỹ)′(x)=f(x) y(x)+g(x)−f(x) ỹ(x)−g(x)=f(x) (y−ỹ)(x).

6.1.14 Propoziţie. O soluţie particulară ỹ a ecuaţiei liniare neomogene

y′ = f(x) y + g(x)

poate fi găsită folosind metoda variaţiei constantei, căutând-o de forma

ỹ(x) = C(x) e

∫ x

x0
f(t)dt

.

Demonstraţie. Inlocuind ı̂n ecuaţie obţinem relaţia

C ′(x) = g(x) e
−
∫ x

x0
f(t)dt

care permite determinarea funcţiei C(x).

6.1.15 Exerciţiu. Să se rezolve ecuaţia

y′ = y + x.

6.1.16 MATHEMATICA: DSolve[eqns, y[x], x]

In[1]:=DSolve[y’[x]==y[x]+x, y, x] 7→ Out[1]={{y[x]→−1−x−exC[1]}}

6.1.17 Propoziţie. Schimbarea de variabilă z=y1−α permite reducerea ecuaţiei

y′ = f(x) y + g(x) yα

numită ecuaţia Bernoulli, la o ecuaţie liniară.

Demonstraţie. Dacă α = 1 atunci ecuaţia este deja o ecuaţie liniară. In cazul α 6= 1,

ı̂mpărţind cu yα obţinem ecuaţia

y−αy′ = f(x) y1−α + g(x)

care se poate scrie

1

1− α
(y1−α)′ = f(x) y1−α + g(x).
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6.1.18 Propoziţie. Ecuaţia Riccati

y′ = f(x) y2 + g(x) y + h(x)

se poate rezolva utilizând schimbarea de variabilă

y = yp +
1

z
ı̂n cazul ı̂n care se cunoaşte o soluţie particulară yp.

Demonstraţie. In urma schimbării de variabilă indicate ecuaţia devine

z′ = −(2f(x) yp(x)− g(x)) z − f(x)

adică o ecuaţie liniară.

6.2 Ecuaţii diferenţiale liniare de ordin superior

6.2.1 Definiţie. O ecuaţie diferenţială liniară de ordinul n este o ecuaţie de forma

a0(x) y
(n) + a1(x) y

(n−1) + · · ·+ an−1(x) y
′ + an(x) y = f(x) (6.11)

unde

a0, a1, ..., an, f : I −→ R

sunt funcţii continue definite pe un interval I şi a0(x) 6=0, oricare ar fi x∈I.
Prin soluţie a ecuaţiei (6.11) se ı̂nţelege o funcţie

ϕ : I −→ R

astfel ı̂ncât:

1) ϕ admite derivate continue până la ordinul n

2) a0(x)ϕ
(n)(x) + a1(x)ϕ

(n−1)(x) + · · · + an(x)ϕ(x)=f(x), ∀x∈(a, b).

6.2.2 Teoremă (de existenţă şi unicitate). Dacă

a0, a1, ..., an, f : I −→ R

sunt funcţii continue şi

a0(x) 6= 0 ∀x ∈ I

atunci ecuaţia diferenţială
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a0(x) y
(n) + a1(x) y

(n−1) + · · ·+ an−1(x) y
′ + an(x) y = f(x)

admite pentru fiecare (x0, y00, y01, ..., y0n−1) ∈ I × Rn o unică soluţie

ϕ : I −→ R

astfel ı̂ncât

ϕ(x0) = y00, ϕ′(x0) = y01, ... , ϕ(n−1)(x0) = y0n−1.

6.2.3 Utilizând operatorul diferenţial

L = a0(x)D
n + a1(x)D

n−1 + · · ·+ an−1(x)D + an(x)

unde

D =
d

dx
, D2 =

d2

dx2
, ... , Dn =

dn

dxn

ecuaţia (6.11) se scrie

Ly = f.

Operatorul linar

L : Cn(I) −→ C0(I)

unde

Cn(I) = {ϕ : I −→ R | ϕ admite derivate continue până la ordinul n }
C0(I) = {ϕ : I −→ R | ϕ este funcţie continuă }

este un operator liniar

L(αϕ+ β ψ) = αLϕ+ β Lψ ∀α, β ∈ R, ∀ϕ,ψ ∈ Cn(I).

6.2.4 Teoremă. Spaţiul

V = { ϕ : I −→ R | Lϕ = 0 }
al tuturor soluţiilor ecuaţiei liniare omogene

Ly = 0

este un spaţiu vectorial de dimensiune n.

Demonstraţie. Dacă ϕ,ψ ∈ V atunci

L(αϕ+ βψ) = αLϕ+ βLψ = 0
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oricare ar fi α, β ∈ R. Conform teoremei de existenţă şi unicitate, pentru x0 ∈ I

fixat aplicaţia

A : V −→ R
n, Aϕ = (ϕ(x0), ϕ

′(x0), ..., ϕ
(n−1)(x0))

este un izomorfism liniar. Rezultă că spaţiile vectoriale V şi Rn sunt izomorfe şi prin

urmare dimV = dimRn = n.

6.2.5 Rezolvarea ecuaţiei

Ly = 0

ı̂nseamnă determinarea spaţiului vectorial V = { ϕ : I −→ R | Lϕ = 0 } al tuturor

soluţiilor, ceea ce se poate realiza indicând o bază {y1, y2, ... , yn}, caz ı̂n care

V = { c1y1 + c2y2 + · · ·+ cnyn | c1, c2, ... , cn ∈ R }.
Funcţiile

y1, y2, ... , yn : I −→ R

din V formează o bază a lui V dacă sunt liniar independente, adică dacă

α1 y1 + α2 y2 + · · · + αn yn = 0 =⇒ α1 = α2 = · · · = αn = 0.

6.2.6 Propoziţie. Funcţiile

y1, y2, ... , yn : I −→ R

din V sunt liniar independente dacă şi numai dacă ı̂ntr-un punct fixat x0 ∈ I avem∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x0) y2(x0) · · · yn(x0)
y′1(x0) y′2(x0) · · · y′n(x0)
· · · · · · · · · · · ·

y
(n−1)
1 (x0) y

(n−1)
2 (x0) · · · y

(n−1)
n (x0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0. (6.12)

Demonstraţie. Deoarece

A : V −→ R
n, Aϕ = (ϕ(x0), ϕ

′(x0), ..., ϕ
(n−1)(x0))

este un izomorfism liniar funcţiile y1, y2, ... , yn : I −→ R sunt liniar independente

dacă şi numai dacă vectorii corespunzători

Ay1 = ( y1(x0), y
′
1(x0), ... , y

(n−1)
1 (x0) )

Ay2 = ( y2(x0), y
′
2(x0), ... , y

(n−1)
2 (x0) )

.......................................................

Ayn = ( yn(x0), y
′
n(x0), ... , y

(n−1)
n (x0) )
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sunt liniar independenţi, ceea ce este echivalent cu (6.12).

6.2.7 Teoremă(Abel-Liouville). Dacă

y1, y2, ... , yn : I −→ R

sunt n soluţii ale ecuaţiei

Ly = 0

atunci funcţia (numită wronskian)

W :I−→R W (x)=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x) y2(x) · · · yn(x)
y′1(x) y′2(x) · · · y′n(x)
· · · · · · · · · · · ·

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) · · · y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

verifică relaţia

W (x) =W (x0) e
−
∫ x

x0

a1(t)
a0(t)

dt
(6.13)

unde x0 ∈ I este un punct fixat.

Demonstraţie (cazul n = 2.) Arătăm că W verifică ecuaţia liniară

W ′(x) = −a1(x)
a0(x)

W (x).

In cazul n = 2 ecuaţia Ly = 0, adică

a0(x) y
′′ + a1(x) y

′ + a2 y = 0

conduce la

y′′ = −a1(x)
a0(x)

y′ − a2(x)

a0(x)
y

şi

W ′(x) = d
dx

∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
y′1(x) y′2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x)
y′′1(x) y′′2(x)

∣∣∣∣∣ = −a1(x)
a0(x)

W (x).

6.2.8 Din relaţia (6.13) rezultă că dacă W se anulează ı̂ntr-un punct din I atunci se

anulează ı̂n toate punctele.

6.2.9 Propoziţie. Soluţia generală a ecuaţiei liniare neomogene

Ly = f
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se obţine adunând la soluţia generală a ecuaţiei omogene asociate

Ly = 0

o soluţie particulară ỹ a ecuaţiei neomogene.

Demonstraţie. Deoarece Lỹ = f obţinem

Ly=0 =⇒ L(y + ỹ)=f şi Ly=f =⇒ L(y − ỹ)=0.

6.2.10 Teoremă (Metoda variaţiei constantelor). Dacă

y(x) =
n∑

k=1

ck yk(x)

este soluţia generală a ecuaţiei omogene

Ly = 0

atunci o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene

Ly = f

poate fi găsită căutând-o de forma

ỹ(x) =
n∑

k=1

ck(x) yk(x)

cu c1(x), c2(x), ... , cn(x) soluţie a sistemului



∑n
k=1 c

′
k(x) yk(x) = 0

∑n
k=1 c

′
k(x) y

′
k(x) = 0

..........................................

∑n
k=1 c

′
k(x) y

(n−2)
k (x) = 0

∑n
k=1 c

′
k(x) y

(n−1)
k (x) = f(x)

a0(x)
.

(6.14)

Demonstraţie. Ţinând sema de (6.14) obţinem relaţiile

ỹ(x) =
∑n
k=1 ck(x) yk(x)

ỹ′(x) =
∑n
k=1 ck(x) y

′
k(x)

............................................

ỹ(n−1)(x) =
∑n
k=1 ck(x) y

(n−1)
k (x)

ỹ(n)(x) =
∑n
k=1 ck(x) y

(n)
k (x) + f(x)

a0(x)
.
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care conduc la

Lỹ = a0(x) ỹ
(n) + a1(x) ỹ

(n−1) + · · ·+ an−1(x) ỹ
′ + an(x) ỹ

=
∑n
k=1 ck(x)

(
a0(x) y

(n)
k +a1(x) y

(n−1)
k +· · ·+ an−1(x) y

′
k+an(x) yk

)
+f(x)=f(x).

6.2.11 Definiţie. Prin ecuaţie diferenţială liniară de ordinul n cu coeficienţi constanţi

se ı̂nţelege o ecuaţie de forma

a0y
(n) + a1y

(n−1) + · · ·+ an−1y
′ + any = f(x) (6.15)

unde a0, a1, ..., an sunt numere reale şi f : I −→ R este o funcţie

continuă definită pe un interval I ⊆ R.

6.2.12 Ecuaţia (6.15) este un caz particular pentru ecuaţia (6.11) şi anume cel ı̂n

care funcţiile a0(x), a1(x), ... , an(x) sunt funcţii constante. Ecuaţia (6.15)

se poate scrie sub forma

P (D)y = f

unde P este polinomul

P (r) = a0 r
n + a1 r

n−1 + · · · + an−1 r + an

numit polinomul caracteristic asociat ecuaţiei considerate.

6.2.13 Folosind notaţia lui Euler

eiϕ = cosϕ+ i sinϕ

definim pentru fiecare număr complex r = α+ iβ funcţia complexă

R −→ C : x 7→ erx = e(α+iβ)x = eαx cos(βx) + i eαx sin(βx)

cu proprietăţile

D e(α+iβ)x = (α+ iβ) e(α+iβ)x

Re (D erx) = D(Re erx )

Im (D erx) = D( Im erx )

unde Re z şi Im z reprezintă partea reală şi repectiv imaginară a numărului z.

6.2.14 Propoziţie. Funcţia

y : R −→ C, y(x) = erx

este soluţie a ecuaţiei omogene
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P (D)y = 0

dacă şi numai dacă r este rădăcină a polinomului caracteristic, adică

a0 r
n + a1 r

n−1 + · · · + an−1 r + an = 0.

Demonstraţie. Deoarece Dkerx = rkerx şi

P (D) erx = ( a0 r
n + a1 r

n−1 + · · ·+ an−1 r + an )e
rx

avem

P (D) erx = 0 ⇐⇒ P (r) = 0.

6.2.15 Propoziţie. Dacă polinomul caracteristic P (r) are rădăcinile r1, r2, ... ,

rk cu multiplicităţile m1, m2, ... , mk , adică

P (r) = a0 (r − r1)
m1 (r − r2)

m2 · · · (r − rk)
mk

atunci P (D) admite factorizarea

P (D) = a0 (D − r1)
m1 (D − r2)

m2 · · · (D − rk)
mk

ordinea factorilor putând fi schimbată fără a afecta rezultatul.

Demonstraţie. Afirmaţia rezultă din liniaritatea lui D şi din relaţia DpDq=Dp+q.

6.2.16 Propoziţie. Dacă Q(r) este un polinom şi ϕ(x) este o funcţie atunci

Q(D) (erx ϕ) = erxQ(D + r)ϕ

oricare ar fi r ∈ C.

Demonstraţie. Arătăm mai ı̂ntâi prin inducţie că

Dk (erx ϕ) = erx (D + r)kϕ.

Avem

D (erx ϕ) = erxDϕ+ rerx ϕ = erx (D + r)ϕ.

Presupunând că Dk (erx ϕ) = erx (D + r)kϕ obţinem

Dk+1 (erx ϕ) = D(erx (D + r)kϕ) = erx(D + r)(D + r)kϕ = erx (D + r)k+1ϕ.

Dacă Q(r) = α0 r
m + α1 r

m−1 + · · · + αm−1r + αm atunci
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Q(D) (erx ϕ) =α0 D
m(erx ϕ)+α1D

m−1(erx ϕ)+ · · ·+αm−1D(erx ϕ)+αme
rx ϕ

=erx [α0 (D+r)m+α1 (D+r)m−1+ · · ·+αm−1 (D+r)+αm]ϕ

= erxQ(D + r)ϕ.

6.2.17 Propoziţie. Soluţia generală a ecuaţiei

(D − r)ky = 0

este

y(x) = c0 e
rx + c1 x e

rx + · · · + ck−1 x
k−1erx.

Demonstraţie. Conform propoziţiei anterioare avem relaţa

Dk (e−rx y) = e−rx (D − r)ky

care arată că ecuaţia (D − r)ky = 0 este echivalentă cu ecuaţia

Dk (e−rx y) = 0

care implică

e−rx y(x) = c0 + c1 x+ · · ·+ ck−1 x
k−1

adică

y(x) = c0 e
rx + c1 x e

rx + · · ·+ ck−1 x
k−1erx.

6.2.18 Propoziţie. Fie ecuaţia diferenţială liniară omogenă cu coeficienţi reali

P (D)y = 0

unde P (r) = a0 r
n + a1 r

n−1 + · · ·+ an−1 r + an este polinomul caracteristic.

a) Dacă rj este rădăcină reală a lui P cu multiplicitatea mj atunci funcţiile

erjx, x erjx, · · · , xmj−1erjx

sunt soluţii particulare ale ecuaţiei P (D)y = 0.

b) Dacă rj = αj + iβj este rădăcină complexă a lui P cu multiplicitatea mj atunci

eαjx cos(βj x), x eαjx cos(βj x), · · · , xmj−1eαjx cos(βj x),

eαjx sin(βj x), x eαjx sin(βj x), · · · , xmj−1eαjx sin(βj x)

sunt soluţii particulare ale ecuaţiei P (D)y = 0.

Demonstraţie. Ecuaţia P (D)y = 0 admite o factorizare de forma
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Q(D) (D − rj)
mjy = 0

şi (D−rj)mjy=0 implică P (D)y=0. Deoarece ec. P (D)y=0 are coeficienţi reali

P (D)y = 0 =⇒



P (D) (Re y) = Re (P (D)y ) = 0

P (D) (Im y) = Im (P (D)y ) = 0

adică ı̂n cazul ı̂n care rj este rădăcină complexă cu multiplicitatea mj funcţiile

y : R −→ R, y(x) = Re

(
c0 e

rjx + c1 x e
rjx + · · ·+ cmj−1 x

mj−1erjx
)

şi

y : R −→ R, y(x) = Im

(
c0 e

rjx + c1 x e
rjx + · · ·+ cmj−1 x

mj−1erjx
)

sunt soluţii ale ecuaţiei P (D)y = 0 oricare ar fi constantele reale c0, c1, ... , cmj−1.

6.2.19 Se poate demonstra că, ı̂n toate cazurile, ı̂n spaţiul soluţiilor există o bază

formată din soluţii particulare de tipul celor prezentate ı̂n propoziţia anterioară.

6.2.20 Exerciţiu. Să se determine soluţia generală a ecuaţiilor

a) y′′ − 5y′ + 6y = 0

b) y′′′ − 6y′′ + 12y′ − 8y = 0

c) y′′ + y′ + y = 0

d) (D2 −D + 1)3y = 0

e) (D − 3)4(D2 + 2)2y = 0.

Răspuns.

a) y(x) = c1 e
2x + c2 e

3x

b) y(x) = c1 e
2x + c2 x e

2x + c3 x
2 e2x

c) y(x) = c1 e
− 1

2
x cos(

√
3
2 x) + c2 e

− 1
2
x sin(

√
3
2 x)

d) y(x) = c1 e
1
2
x cos(

√
3
2 x) + c2 e

1
2
x sin(

√
3
2 x)

+c3 x e
− 1

2
x cos(

√
3
2 x) + c4 x e

− 1
2
x sin(

√
3
2 x)

+c5 x
2 e−

1
2
x cos(

√
3
2 x) + c6 x

2 e−
1
2
x sin(

√
3
2 x)

e) y(x) = c1 e
3x + c2 x e

3x + c3 x
2 e3x + c4 x

3 e3x

+c5 cos(
√
2x) + c6 sin(

√
2x) + c7 x cos(

√
2x) + c8 x sin(

√
2x).
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6.2.21 MATHEMATICA: DSolve[eqns, y[x], x]

In[1]:=DSolve[y’’[x] - 5 y’[x] + 6 y[x] == 0, y[x], x]

7→ Out[1]={{y[x]→e2x C[1]+e3x C[2]}}
In[2]:=DSolve[y’’’[x] - 6 y’’[x] + 12 y’[x] - 8 y[x] == 0, y[x], x]

7→ Out[2]={{y[x]→e2x C[1]+e2x xC[2]+e2x x2 C[3]}}
In[3]:=DSolve[y’’[x] + y’[x] + y[x] == 0, y[x], x]

7→ Out[3]=

{{
y[x]→e−x/2 C[2]Cos

[√
3x
2

]
+e−x/2 C[1] Sin

[√
3x
2

]}}

6.2.22 Propoziţie. Ecuaţia Euler

a0 x
n y(n) + a1 x

n−1 y(n−1) + · · ·+ an−1 x y
′ + an y = 0

se reduce la o ecuaţie diferenţială liniară cu coeficienţi constanţi prin

schimbarea de variabilă x = et, unde t este noua variabilă independentă.

Demonstraţie (cazul n = 3). Notând cu z(t) noua funcţie necunoscută avem relaţia

y(x) = z(ln x)

care prin derivări succesive conduce la

y′(x) = 1
x z

′(lnx) = e−t z′(t)

y′′(x) = 1
x2
z′′(lnx)− 1

x2
z′(ln x) = e−2t ( z′′(t)− z′(t) )

y′′′(x) = 1
x3
z′′′(lnx)− 3

x3
z′′(lnx)− 2

x3
z′(ln x) = e−3t ( z′′′(t)− 3z′′(t) + 2z′(t) )

In urma schimbării de variabilă, ecuaţia Euler

a0 x
3 y′′′ + a1 x

2 y′′ + a2 x y
′ + a3 y = 0

devine

a0 z
′′′ + (−3a0 + a1)z

′′ + (2a0 − a1 + a2)z
′ + a3z = 0.

6.2.23 Relaţia x = et, echivalentă cu t = lnx, conduce la
d

dx
=

dt

dx

d

dt
=

1

x

d

dt
= e−t

d

dt
.

Ecuaţia Euler se poate scrie(
a0 x

n dn

dxn
+ a1 x

n−1 dn−1

dxn−1
+ · · · + an−1 x

d

dx
+ an

)
y = 0

şi formal, schimbarea de variabilă x = et ı̂n ecuaţia Euler se poate realiza ı̂nlocuind

x cu et şi operatorul de derivare d
dx cu e−t d

dt . De remarcat că
(
e−t

d

dt

)2

= e−t
d

dt

(
e−t

d

dt

)
= e−2t d

2

dt2
− e−2t d

dt
.
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6.3 Sisteme diferenţiale liniare

6.3.1 Definiţie. Prin sistem diferenţial liniar de ordinul ı̂ntâi se ı̂nţelege un sistem

de ecuaţii diferenţiale de forma




y′1 = a11(x)y1 + a12(x)y2 + · · ·+ a1n(x)yn + f1(x)

y′2 = a21(x)y1 + a22(x)y2 + · · ·+ a2n(x)yn + f2(x)

.............................................................

y′n = an1(x)y1 + an2(x)y2 + · · ·+ ann(x)yn + fn(x)

(6.16)

unde x este variabila independentă, y1, y2, ... , yn sunt funcţiile necunoscute şi

aij : I −→ R

fi : I −→ R
unde i, j ∈ {1, 2, ..., n}

sunt funcţii continue definite pe un interval I ⊆ R.

6.3.2 Sistemul diferenţial liniar (6.16) se poate scrie sub forma matriceală

Y ′ = A(x)Y + F (x)

utilizând notaţiile

Y =




y1
y2
...
yn



, A(x) =




a11(x) a12(x) · · · a1n(x)

a21(x) a22(x) · · · a2n(x)

· · · · · · · · · · · ·

an1(x) an2(x) · · · ann(x)




, F (x) =




f1(x)
f2(x)

...
fn(x)



.

6.3.3 Teoremă (de existenţă şi unicitate). Dacă

aij : I −→ R

fi : I −→ R
unde i, j ∈ {1, 2, ..., n}

sunt funcţii continue atunci oricare ar fi (x0, y10, y20, ..., yn0) ∈ I × Rn

există o unică soluţie Y (x) ı̂ncât

Y ′ = A(x)Y + F (x) şi Y (x0) =




y10
y20
...
yn0



.
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6.3.4 Teoremă. Spaţiul V al tuturor soluţiilor sistemului diferenţial liniar omogen

Y ′ = A(x)Y

este un spaţiu vectorial de dimensiune n.

Demonstraţie. Pentru x0 ∈ I fixat, din teorema de existenţă şi unicitate rezultă că

aplicaţia liniară

V −→ R
n : Y 7→ Y (x0)

este un izomorfism liniar.

6.3.5 Rezolvarea sistemului omogen Y ′ = AY este echivalentă cu găsirea unei baze

al lui V, adică cu găsirea a n soluţii liniar independente.

6.3.6 Definiţie. Plecând de la n soluţii ale sistemului omogen Y ′ = A(x)Y

Y1 =




y11
y21
...
yn1



, Y2 =




y12
y22
...
yn2



, ... , Yn =




y1n
y2n
...
ynn




construim matricea Wronski

W =




y11 y12 · · · y1n
y21 y22 · · · y2n
· · · · · · · · · · · ·
yn1 yn2 · · · ynn




şi wronskianul

w = detW.

6.3.7 Teoremă. Soluţiile Y1, Y2, ... , Yn formează o bază a spaţiului vectorial V
dacă şi numai dacă wronskianul lor este nenul ı̂ntr-un punct fixat x0 ∈ I, adică

w(x0) 6= 0.

Demonstraţie. Deoarece

V −→ R
n : Y 7→ Y (x0)

este un izomorfism liniar, soluţiile Y1, Y2, ... , Yn sunt liniar independente dacă şi

numai dacă vectorii Y1(x0), Y2(x0), ... , Yn(x0) din Rn sunt liniar independenţi, ceea

ce este echivalent cu w(x0) 6= 0.
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6.3.8 Teoremă. Wronskianul soluţiilor Y1, Y2, ... , Yn verifică relaţia

w(x) = w(x0) e

∫ x

x0
trA(t) dt

(6.17)

unde trA(t) = a11(t) + a22(t) + · · ·+ ann(t) este urma matricei A(t).

Demonstraţie (cazul n = 2.) Avem

w′(x) = d
dx

∣∣∣∣∣
y11(x) y12(x)

y21(x) y22(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
y′11(x) y12(x)

y′21(x) y22(x)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
y11(x) y′12(x)

y21(x) y′22(x)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
a11(x) y11(x)+a12(x) y21(x) y12(x)

a21(x) y11(x)+a22(x) y21(x) y22(x)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
y11(x) a11(x) y12(x)+a12(x) y22(x)

y21(x) a21(x) y12(x)+a22(x) y22(x)

∣∣∣∣∣

= (a11(x) + a22(x))w(x)

adică w verifică ecuaţia diferenţială liniară

w′ = trA(x) w.

6.3.9 Din relaţia (6.13) rezultă că dacă wronskianul se anulează ı̂ntr-un punct x0 ∈ I

atunci el se anulează ı̂n toate punctele x ∈ I.

6.3.10 Propoziţie. Soluţia generală a sistemului liniar neomogen

Y ′ = A(x)Y + F (x)

se obţine adunând la soluţia generală a sistemului liniar omogen asociat

Y ′ = A(x)Y

o soluţie particulară Ỹ a sistemului neomogen.

Demonstraţie. Deoarece Ỹ ′ = A(x)Y + F (x) obţinem

Y ′ = A(x)Y =⇒ (Y +Ỹ )′ = A(x) (Y +Ỹ ) + F (x)

Y ′=A(x)Y + F (x) =⇒ (Y −Ỹ )′ = A(x) (Y −Ỹ ).

6.3.11 Folosind matricea Wronski W asociată unei baze {Y1, Y2, ... , Yn} a lui V,
soluţia generală

Y = c1 Y1 + c2 Y2 + · · ·+ cn Yn

a ecuaţiei liniare omogene Y ′ = A(x)Y se poate scrie sub forma



244 Complemente de Matematică

Y (x) =W (x)C unde C =




c1
c2
...
cn




∈ R
n.

6.3.12 Teoremă (Metoda variaţiei constantelor).

Dacă soluţia generală a sistemului

Y ′ = A(x)Y

este Y (x) =W (x)C atunci o soluţie particulară sistemului neomogen

Y ′ = A(x)Y + F (x)

se poate obţine căutând-o de forma

Ỹ (x) =W (x)C(x)

unde C(x) este o soluţie a sistemului

C ′(x) =W−1(x)F (x).

Demonstraţie. Deoarece W ′ = A(x)W şi Ỹ ′(x) =W ′(x)C(x) +W (x)C ′(x) avem

Ỹ ′ = A(x) Ỹ + F (x)

dacă şi numai dacă W (x)C ′(x) = F (x).

6.3.13 Definiţie. Prin sistem diferenţial liniar omogen cu coeficienţi constanţi se

ı̂nţelege un sistem de ecuaţii de forma

Y ′ = AY unde A ∈ Mn×n(R).

6.3.14 Propoziţie. Funcţia vectorială Y : R −→ Cn, Y (x) = w eλx, unde

w =




w1

w2
...
wn




∈ C
n

verifică relaţia

Y ′ = AY

dacă şi numai dacă

Aw = λw.
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Demonstraţie. Deoarece Y ′(x)=λw eλx ı̂nlocuind ı̂n Y ′=AY obţinem Aw=λw.

6.3.15 Fie λ o rădăcină a polinomului caracteristic

det (A− λI) = 0.

Dacă λ ∈ R atunci λ este valoare proprie a matricei A şi alegând un vector pro-

priu corespunzător w ∈ Rn obţinem soluţia netrivială Y (x) = w eλx a sistemului

Y ′ = AY . Dacă λ 6∈ R atunci există w ∈ Cn astfel ı̂ncât Aw = λw şi

Y1(x) = Re

(
w eλx

)
, Y2(x) = Im

(
w eλx

)

sunt soluţii ale sistemului Y ′ = AY .

6.3.16 Exerciţiu. Să se determine soluţia generală a sistemului
{
y′1 = y1 + y2
y′2 = −y1 + y2.

Rezolvare. Ecuaţia ∣∣∣∣∣
1− λ 1
−1 1− λ

∣∣∣∣∣ = 0

are rădăcinile λ1 = 1+ i şi λ2 = 1− i. O soluţie particulară a ecuaţiei Av = (1+ i)v,

adică
(

1 1
−1 1

)(
v1
v2

)
= (1 + i)

(
v1
v2

)

este v =

(
1
i

)
. Rezultă că soluţia generală a sistemului este

Y (x) = c1 Re

{(
1
i

)
e(1+i)x

}
+ c2 Im

{(
1
i

)
e(1+i)x

}

= c1 Re

{(
1
i

)
ex(cos x+ i sinx)

}
+ c2 Im

{(
1
i

)
ex(cos x+ i sinx)

}

= c1

(
cos x
− sinx

)
ex + c2

(
sinx
cos x

)
ex

adică {
y1(x) = c1 e

x cos x+ c2 e
x sinx

y2(x) = −c1 ex sinx+ c2 e
x cosx.
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6.3.17 MATHEMATICA: DSolve[{eqn1, eqn2}, {y1[x], y2[x]}, x]

In[1]:=DSolve[{y1’[x] == y1[x]+y2[x],y2’[x] == -y1[x]+y2[x]},{y1[x], y2[x]},x]

7→ Out[1]={{y1[x]→ex C[1] Cos[x]+ex C[2] Sin[x], y2[x]→ex C[2] Cos[x]−ex C[1] Sin[x]}}

6.3.18 Dacă matricea A∈Mn×n(R) este diagonalizabilă şi {v1, v2, ..., vn} unde

v1 =




v11
v21
...
vn1



, v2 =




v12
v22
...
vn2



, · · · vn =




v1n
v2n
...
vnn




este o bază a lui Rn formată din vectori proprii ai lui A corespunzători valorilor pro-

prii λ1, λ2, ... , λn (distincte sau nu) atunci soluţia generală a sistemului Y ′ = AY

este

Y (x) = c1




v11
v21
...
vn1



eλ1x + c2




v12
v22
...
vn2



eλ2x + · · ·+ cn




v1n
v2n
...
vnn



eλnx.

6.3.19 Exerciţiu. Să se determine soluţia generală a sistemului




y′1 = y2 + y3
y′2 = y1 + y3
y′3 = y1 + y2

Rezolvare. Rezolvând ecuaţia
∣∣∣∣∣∣∣

−λ 1 1
1 −λ 1
1 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣
= 0

obţinem λ1 = 2, şi λ2 = λ3 = −1. Deoarece subspaţiile proprii corespunzătoare sunt

V2 = {α(1, 1, 1) | α ∈ R }, V−1 = {α(1, 0,−1) + β(0, 1,−1) | α, β ∈ R }

rezultă că soluţia generală a sistemului este

Y (x) = c1




1
1
1


 e2x + c2




1
0
−1


 e−x + c3




0
1
−1


 e−x.

6.3.20 MATHEMATICA: DSolve[{eqn1, eqn2, eqn3}, {y1[x], y2[x], y3[x]}, x]
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In[1]:=Eigenvalues[[{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] 7→ Out[1]={2,−1,−1}
In[2]:=Eigenvectors[[{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] 7→ Out[2]={{1,1,1},{−1,0,1},{−1,1,0}}
In[3]:=DSolve[{y1’[x]==y2[x]+y3[x], y2’[x]==y1[x]+y3[x],

y3’[x]==y1[x]+y2[x]}, {y1[x],y2[x],y3[x]}, x]

7→ Out[3]={{y1[x]→ 1
3
e−x(2+e3x)C[1]+ 1

3
e−x(−1+e3x)C[2]+ 1

3
e−x(−1+e3x)C[3],

y2[x]→ 1
3
e−x(−1+e3x)C[1]+ 1

3
e−x(2+e3x) C[2]+ 1

3
e−x(−1+e3x) C[3],

y3[x]→ 1
3
e−x(−1+e3x)C[1]+ 1

3
e−x(−1+e3x)C[2]+ 1

3
e−x(2+e3x) C[3]}}

6.3.21 Ştim că, ı̂n general, o matrice A∈Mn×n(R) nu este diagonalizabilă. Dacă

λ este o rădăcină reală (respectiv, complexă) cu multiplicitatea m a polinomului

caracteristic atunci partea din soluţia generală corespunzătoare lui λ poate fi găsită

căutând-o de forma

Y (x) =




α11x
m−1 + α12x

m−2 + · · ·+ α1m−1x+ α1m

α21x
m−1 + α22x

m−2 + · · ·+ α2m−1x+ α2m

...................................................................
αn1x

m−1 + αn2x
m−2 + · · ·+ αnm−1x+ α1m


 eλx

unde coeficienţii αjk sunt reali (respectiv, complecşi). In cazul complex, ı̂n final se

separă părţile reală şi imaginară ale a soluţiei găsite.

6.3.22 Exerciţiu. Să se determine soluţia generală a sistemului



y′1 = −y1 + y2
y′2 = −y2 + 4y3
y′3 = y1 − 4y3

Rezolvare. Valorile proprii sunt λ1 = 0 şi λ2 = λ3 = −3, iar subspaţiile proprii

corespunzătoare

V0 = {α(4, 4, 1) | α ∈ R }, V−3 = {α(1,−2, 1) | α ∈ R }.
Deoarece dimV−3 = 1 rezultă că matricea sistemului nu este diagonalizabilă. Căutând

partea din soluţia generală referitoare la λ2 = λ3 = −3 de forma

Y (x) =



α1x+ β1
α2x+ β2
α3x+ β3


 e−3x

găsim

Y (x) = α1




x
−2x+ 1
x− 1


 e−3x + β1




1
−2
1


 e−3x.
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Soluţia generală a sistemului este

Y (x) = c1




4
4
1


+ c2




x
−2x+ 1
x− 1


 e−3x + c3




1
−2
1


 e−3x.

6.3.23 O altă metodă de rezolvare a sistemelor liniare omogene cu coeficienţi constanţi,

numitămetoda eliminării, se bazează pe faptul că fiecare dintre funcţiile necunoscute

yj verifică o ecuaţie diferenţială liniară.

6.3.24 Exerciţiu. Să se rezolve sistemul



y′1 = y2
y′2 = y3
y′3 = y1.

Rezolvare. Funcţia necunoscută y1 verifică ecuaţia liniară

y′′′1 − y1 = 0.

Deoarece P (r) = r3 − 1 are rădăcinile r1 = 1 şi r2,3 = −1
2 ± i

√
3
2 , rezultă că

y1(x) = c1 e
x + c2 e

− 1
2
x cos

√
3

2
x+ c3 e

− 1
2
x sin

√
3

2
x.

Prin derivarea lui y1 se obţin y2 şi y3.

6.3.25 Deoarece izomorfismul de spaţii vectoriale

Mn×n(K) −→ Kn
2
:




a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann


 7→ (a11, a12, ..., a1n, a21, a22, ..., a2n, ..., an1, an2, ..., ann)

permite identificarea spaţiului vectorial Mn×n(K) cu Kn
2
, aplicaţia

|| · || : Mn×n(K) −→ R,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣




a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann




∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

√√√√
n∑

i,j=1

|aij |2

este o normă pe Mn×n(K). In particular, o serie de matrice
∞∑

k=0

ak A
k

este convergentă dacă există limita
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lim
m→∞

m∑

k=0

ak A
k

adică dacă există B ∈ Mn×n(K) astfel ı̂ncât

lim
m→∞

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
m∑

k=0

ak A
k − B

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ = 0.

6.3.26 Propoziţie. Dacă seria de puteri
∞∑

k=0

ak x
k

are raza de convergenţă R > 0 şi dacă A ∈ Mn×n(K) este

astfel ı̂ncât ||A|| < R atunci seria de matrice
∞∑

k=0

ak A
k

este convergentă.

Demonstraţie. Alegând r astfel ı̂ncât ||A|| < r < R obţinem relaţia
∣∣∣
∣∣∣ak Ak

∣∣∣
∣∣∣ = |ak|

∣∣∣
∣∣∣Ak

∣∣∣
∣∣∣ ≤ |ak| ||A||k < |ak| rk.

Seria
∑∞
k=0 ak r

k fiind absolut convergentă, din criteriul comparaţiei rezultă că seria
∑∞
k=0 ||ak Ak|| este convergentă, ceea ce implică convergenţa seriei

∑∞
k=0 ak A

k.

6.3.27 Deoarece seria exponenţială

ex =
∞∑

k=0

xk

k!
= 1 +

x

1!
+
x2

2!
+ · · ·

are raza de convergenţă r = ∞ rezultă că pentru orice matrice A ∈ Mn×n(K) putem

defini matricea

eA =
∞∑

k=0

Ak

k!
= 1 +

A

1!
+
A2

2!
+ · · ·

numită exponenţiala matricei A. Se poate arăta că funcţia matriceală

R −→ Mn×n(K) : t 7→ etA

este derivabilă şi că (etA)′ = A etA adică

Y (t) = etAC

este soluţie a sistemului liniar Y ′ = AY , oricare ar fi C ∈ Rn.



250 Complemente de Matematică

6.3.28 MATHEMATICA: Series[Exp[A], {A, 0, n}]

In[1]:=Series[Exp[A], {A, 0, 4}] 7→ Out[1]=1+A+A2

2
+A3

6
+A4

24
+0[A]5

6.3.29 Exerciţiu. Să se determine soluţia sistemului



y′1 = y2 + y3
y′2 = y1 + y3
y′3 = y1 + y2.

Rezolvare. Matricea sistemului

A =




0 1 1
1 0 1
1 1 0




este diagonalizabilă

S−1AS =




2 0 0
0 −1 0
0 0 −1


 unde S =




1 1 0
1 0 1
1 −1 −1


 .

Deoarece

A = S




2 0 0
0 −1 0
0 0 −1


S−1

obţinem

Ak = S




2 0 0
0 −1 0
0 0 −1




k

S−1 = S




2k 0 0
0 (−1)k 0
0 0 (−1)k


S−1

şi

etA =
∞∑

k=0

(tA)k

k!
=

∞∑

k=0

tk

k!
S




2k 0 0
0 (−1)k 0
0 0 (−1)k


S−1 = S




e2t 0 0
0 e−t 0
0 0 e−t


S−1

relaţie care permite scrierea explicită a soluţiei generale.

6.3.30 MATHEMATICA: Eigenvalues[A], Eigenvectors[A], MatrixForm[MatrixExp[tA]]

In[1]:=MatrixForm[[{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] 7→ Out[1]=

(
0 1 1

1 0 1

1 1 0

)

In[2]:=Eigenvalues[{{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] 7→ Out[2]={2,−1,−1}
In[3]:=Eigenvectors[{{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] 7→ Out[3]={{1,1,1},{−1,0,1},{−1,1,0}}
In[4]:=MatrixForm[MatrixExp[t {{0, 1, 1}, {1, 0, 1}, {1, 1, 0}}]]

7→ Out[4]=




1
3e

−t (2 + e3t
)

1
3e

−t (−1 + e3t
)

1
3e

−t (−1 + e3t
)

1
3e

−t (−1 + e3t
) 1

3e
−t (2 + e3t

) 1
3e

−t (−1 + e3t
)

1
3e

−t (−1 + e3t
)

1
3e

−t (−1 + e3t
)

1
3e

−t (2 + e3t
)






Capitolul 7

Polinoame ortogonale şi funcţii
speciale asociate

7.1 Polinoame Legendre

7.1.1 Teoremă (Metoda de ortogonalizare Gram-Schmidt). Dacă {v1, v2, v3, ... }
este un sistem liniar independent (finit sau infinit) atunci {w1, w2, w3, ... }, unde

w1 = v1

w2 = v2 − 〈v2,w1〉
〈w1,w1〉 w1

w3 = v3 − 〈v3,w1〉
〈w1,w1〉 w1 − 〈v3,w2〉

〈w2,w2〉 w2

..........................................................

este un sistem ortogonal astfel ı̂ncât spaţiul vectorial generat de {v1, v2, ... , vk} este

acelaşi cu spaţiul vectorial generat de {w1, w2, ... , wk}, oricare ar fi k ∈ {1, 2, 3, ...}.

7.1.2 Definiţie. Polinoamele P0, P1, P2 . . . satisfăcând condiţia

Pn(1) = 1

obţinute ortogonalizând şirul 1, x, x2, . . . ı̂n raport cu produsul scalar

〈ϕ,ψ〉 =
∫ 1

−1
ϕ(x)ψ(x) dx

se numesc polinoame Legendre.

251
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7.1.3 Exerciţiu. Să se arate că Pn este polinom de gradul n.

Rezolvare. Pentru orice n, spaţiul vectorial generat de P0, P1, P2, ... , Pn este acelaşi

cu spaţiul vectorial generat de 1, x, x2, . . . , xn. Acest lucru este posibil numai dacă

Pn este polinom de gradul n.

7.1.4 Exerciţiu. Să se determine polinoamele Legendre P0, P1 şi P2.

Rezolvare. Ortogonalizând 1, x, x2 rezultă polinoamele

Q0(x) = 1

Q1(x) = x− 〈x,Q0〉
〈Q0,Q0〉 Q0(x) = x

Q2(x) = x2 − 〈x2,Q0〉
〈Q0,Q0〉 Q0(x)− 〈x2,Q1〉

〈Q1,Q1〉 Q1(x) = x2 − 1
3 .

Obţinem polinoamele P0, P1, P2 căutându-le de forma Pn = αnQn cu constantele αn

determinate astfel ı̂ncât Pn(1) = 1. Rezultă P0(x) = 1, P1(x) = x şi P2(x) =
3
2x

2− 1
2 .

7.1.5 MATHEMATICA: LegendreP[n, x]

In[1]:=LegendreP[0, x] 7→ Out[1]=1

In[2]:=LegendreP[1, x] 7→ Out[2]=x

In[3]:=LegendreP[2, x] 7→ Out[3]= 1
2
(−1+3x2)

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0
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0.5

1.0
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0.4

0.6

0.8

1.0

Figura 7.1: Funcţiile P0, P1, P2, P3 şi funcţia P10.

7.1.6 Exerciţiu. Să se scrie x2+x+1 ca o combinaţie liniară de polinoame Legendre.

Indicaţie. Se determină α0, α1, şi α2 astfel ı̂ncât

x2 + x+ 1 = α0P0 + α1P1 + α2P2.
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7.1.7 Exerciţiu. Să se arate că toate rădăcinile polinomului Pn

sunt simple şi aparţin intervalului (−1, 1).

Rezolvare. Polinomul Pn de gradul n are cel mult n rădăcini. Fiind funcţie continuă

Pn ı̂şi poate schimba semnul doar ı̂n puncte xj care sunt rădăcini ale polinomului.

Presupunem că punctele ı̂n care Pn ı̂şi schimbă semnul sunt x1, x2 , ... , xk şi con-

siderăm polinomul de grad k ≤ n

pk(x) =

{
1 dacă k = 0
(x− x1)(x− x2)...(x − xk) dacă 0 < k ≤ n.

Deoarece funcţia Pn(x) pk(x) nu ı̂şi schimbă semnul ı̂n intervalul (−1, 1), rezultă că∫ 1

−1
Pn(x) pk(x) dx 6= 0.

Acest lucru este posibil numai dacă k = n.

7.1.8 Teoremă (Rodrigues). Polinomul Legendre Pn verifică relaţia

Pn(x) =
1

n! 2n
dn

dxn
(x2 − 1)n (7.1)

oricare ar fi n ∈ N.

Demonstraţie. Avem 1
0! 20

[
(x2 − 1)0

](0)
= 1 = P0(x). Fie n > 0 fixat şi fie

P̃n(x) = 1
n! 2n

[
(x2 − 1)n

](n)
. Deoarece P̃n este un polinom de gradul n rezultă

că există α0, α1,. . .αn ∈ R astfel ı̂ncât

P̃n = α0 P0 + α1 P1 + · · ·+ αnPn.

Avem

〈1, P̃n〉 =
1

n! 2n

∫ 1

−1
[(x2 − 1)n](n)dx =

1

n! 2n
[(x2 − 1)n](n−1)

∣∣∣
1

−1
= 0.

Dacă n > 1, integrând prin părţi obţinem

〈x, P̃n〉 = 1
n! 2n

∫ 1
−1 x[(x

2 − 1)n](n)dx

= 1
n! 2n x [(x2 − 1)n](n−1)

∣∣∣
1

−1
− 1

n! 2n
∫ 1
−1[(x

2 − 1)n](n−1)dx = 0

şi ı̂n general,

〈xk, P̃n〉 = 0 oricare ar fi k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}.
Din relaţia precedentă rezultă

〈Pk, P̃n〉 = 0 oricare ar fi k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.
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Tinând seama de ortogonalitatea polinoamelor Legendre obţinem relaţia

0 = 〈Pk, P̃n〉 = 〈Pk, α0 P0 + α1 P1 + · · ·+ αnPn〉 = αk 〈Pk, Pk〉
din care rezultă

αk = 0, oricare ar fi k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}
şi deci P̃n = αnPn. Deoarece Pn(1) = 1 şi

P̃n(1) =
1

n! 2n




n∑

j=0

Cjn[(x− 1)n](j)[(x+ 1)n](n−j)



x=1

= 1

rezultă că αn = 1 şi deci P̃n = Pn.

7.1.9 Relaţia (7.1) poate fi utilizată ca definiţie pentru polinoamele Legendre.

7.1.10 Exerciţiu. Să se determine P0, P1 şi P2 folosind formula lui Rodrigues.

Rezolvare. Avem

P0(x) =
1

0! 20
d0

dx0 (x
2 − 1)0 = 1

P1(x) =
1

1! 21
d1

dx1
(x2 − 1)1 = 1

2 2x = x

P2(x) =
1

2! 22
d2

dx2 (x
2 − 1)2 = 1

8 (x
4 − 2x2 + 1)′′ = 1

8 (4x
3 − 4x)′ = 3

2x
2 − 1

2 .

7.1.11 Propoziţie. Oricare ar fi n∈N, ecuaţia (ecuaţia polinoamelor Legendre)

(1− x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0

admite o soluţie polinomială dar nu admite soluţii polinomiale liniar independente.

Demonstraţie. Din teoria generală a ecuaţiilor diferenţiale ştim că spaţiul soluţiilor

ecuaţiei considerate este un spaţiu vectorial de dimensiune 2. Dacă ecuaţia ar admite

două soluţii polinomiale liniar independente atunci ele ar forma o bază ı̂n spaţiul

soluţiilor şi prin urmare toate soluţiile ar fi polinomiale. Căutând soluţii dezvoltabile

ı̂n serie de puteri

y(x) =
∞∑

m=0

cmx
m

arătăm că ecuaţia admite atât soluţii polinomiale cât şi nepolinomiale. Deoarece ı̂n

domeniul de convergenţă

y′(x) =
∞∑

m=1

mcmx
m−1, y′′(x) =

∞∑

m=2

m(m− 1)cmx
m−2
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ı̂nlocuind ı̂n ecuaţie obţinem relaţia

[2c2 + n(n+ 1)c0] + [3 · 2c3 + (n− 1)(n+ 2)c1]x+ · · ·

+[(m+ 2)(m+ 1)cm+2 + (n−m)(m+ n+ 1)cm]x
m + · · · = 0

din care rezultă

(m+ 2)(m+ 1)cm+2 + (n−m)(m+ n+ 1)cm = 0, oricare ar fi m ∈ N.

Alegând c0 = 1, c1 = 0 obţinem soluţia

y0(x) = 1− n(n+ 1)

2!
x2 +

(n− 2)n(n+ 1)(n + 3)

4!
x4 − · · ·

iar alegând c0 = 0, c1 = 1 obţinem soluţia

y1(x) = x− (n− 1)(n + 2)

3!
x3 +

(n− 3)(n − 1)(n + 2)(n + 4)

5!
x5 − · · ·

Deoarece

lim
m→∞

|cm+2|
|cm|

= lim
m→∞

(m− n)(m+ n+ 1)

(m+ 2)(m+ 1)
= 1

soluţiile y0 şi y1 sunt convergente pentru |x2| < 1, adică pentru |x| < 1. Dacă n este

număr par atunci y0 este soluţie polinomială (seria are un număr finit de coeficienţi

nenuli) iar y1 este soluţie nepolinomială. Dacă n este număr impar atunci y1 este

soluţie polinomială şi y0 nepolinomială.

7.1.12 Propoziţie. Soluţia polinomială a ecuaţiei

(1− x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0

care verifică condiţia y(1) = 1 este polinomul Legendre Pn.

Demonstraţie. Fie u(x) = (x2 − 1)n. Avem

u′ = 2nx
u

x2 − 1
adică

(x2 − 1)u′ = 2nxu.

Derivând relaţia anterioară de (k + 1) ori folosind formula lui Leibniz

(fg)(k+1) =
k+1∑

j=0

Cjk+1 f
(j) g(k+1−j)

obţinem

(x2 − 1)u(k+2) + 2(k + 1)xu(k+1) + 2
(k + 1)k

2
u(k) = 2nxu(k+1) + 2(k + 1)nxu(k).
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Inmulţind cu 1
n! 2n relaţia obţinută şi ı̂nlocuind k cu n rezultă

(1− x2)(u(n))′′ − 2x(u(n))′ + n(n+ 1)u(n) = 0

adică

(1− x2)P ′′
n − 2xP ′

n + n(n+ 1)Pn = 0.

7.1.13 Exerciţiu. Să se determine P2 folosind propoziţia anterioară.

Indicaţie. Polinomul P2, de forma P2(x) = αx2 + βx+ γ, este soluţia ecuaţiei

(1− x2)y′′ − 2xy′ + 6y = 0

care verifică condiţia y(1) = 1.

7.1.14 Se ştie că pentru n∈{0, 1, 2, 3, ...} are loc relaţia

(1 + x)n =
n∑
k=0

Ckn x
k unde Ckn = n(n−1)...(n−k+1)

k! .

7.1.15 Propoziţie (Seria binomială).

Dezvoltând ı̂n serie Taylor ı̂n jurul lui 0 funcţia

f : (−1, 1) −→ R, f(x) = (1 + x)α = eα ln(1+x)

obţinem pentru orice număr real α şi orice x∈(−1, 1) relaţia

(1 + x)α = 1 + +
α

1!
x+

α(α− 1)

2!
x2 +

α(α − 1)(α − 2)

3!
x3 + · · ·

Demonstraţie. Deoarece

f (n)(x) = [(1 + x)α](n) = α(α− 1) . . . (α − n+ 1) (1 + x)α−n

seria Taylor corespunzătoare lui f

f(0) +
f ′(0)
1!

x+
f ′′(0)
2!

x2 + · · ·

este seria de puteri

1 + αx+
α(α − 1)

2!
x2 +

α(α − 1)(α − 2)

3!
x3 + · · ·

cu raza de convergenţă

R = lim
n→∞

|α− n+ 1|
n

= 1.
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7.1.16 Teoremă (Funcţia generatoare).

Pentru x∈(−1, 1) şi t ı̂ntr-o vecinătate suficient de mică a lui 0 avem

1√
1− 2xt+ t2

=
∞∑

n=0

Pn(x) t
n.

Demonstraţie. Fie x ∈ (−1, 1) şi γx un drum ı̂nchis care se roteşte o dată ı̂n jurul

lui x ı̂n sens direct (a se vedea Figura 7.2).

1−1 γx

x

Figura 7.2: Drumul γx.

Utilizând formula lui Cauchy obţinem
∑∞
n=0 Pn(x) t

n =
∑∞
n=0

tn

n! 2n [(x
2 − 1)n](n)

=
∑∞
n=0

tn

n! 2n
n!
2πi

∫
γx

(z2−1)n

(z−x)n+1dz

= 1
2πi

∑∞
n=0

∫
γx

[
(z2−1)t
2(z−x)

]n
1

z−xdz.

Pentru t ı̂ntr-o vecinătate a lui 0 aleasă astfel ı̂ncât
∣∣∣ (z

2−1)t
2(z−x)

∣∣∣ < 1 avem
∑∞
n=0 Pn(x) t

n = 1
2πi

∫
γx

1
z−x

∑∞
n=0

[
(z2−1)t
2(z−x)

]n
dz

= 1
2πi

∫
γx

1
z−x

1

1− (z2−1)t
2(z−x)

dz

= 1
πi

∫
γx

dz
−tz2+2z+t−2x

Punctele singulare ale funcţiei f de sub integrală

z1 =
1−

√
1− 2xt+ t2

t
şi z2 =

1 +
√
1− 2xt+ t2

t
verifică relaţiile limt→0 z1 = x şi limt→0 |z2| = ∞. Pentru t ı̂ntr-o vecinătate destul

de mică a lui 0 din teorema reziduurilor rezultă∑∞
n=0 Pn(x) t

n = 1
πi 2πiRezz1f = 2 limz→z1(z − z1) f(z)

= 2 limz→z1(z − z1)
1

−t(z−z1)(z−z2) =
−2

t(z1−z2) =
1√

1−2xt+t2
.
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7.1.17 Exerciţiu. Să se determine P0, P1 şi P2 folosind funcţia generatoare.

Rezolvare. Utilizând dezvoltarea ı̂n serie

(1 + x)α = 1 + α
1! x+ α(α−1)

2! x2 + α(α−1)(α−2)
3! x3 + · · ·

adevărată pentru |x| < 1, obţinem relaţia
1√

1−2xt+t2
= [1 + (−2xt+ t2)]−

1
2

= 1 +
− 1

2
1! (−2xt+ t2) +

− 1
2(−

1
2
−1)

2! (−2xt+ t2)2 + · · ·

= 1 + x t+
(
3
2x

2 − 1
2

)
t2 + · · ·

din care, prin identificare, rezultă P0(x)=1, P1(x)=x şi P2(x)=
3
2x

2− 1
2 .

7.1.18 Exerciţiu. Să se arate că

Pn(−x) = (−1)n Pn(x).

Rezolvare. Relaţia rezultă din

∞∑
n=0

Pn(x) t
n= 1√

1−2xt+t2
= 1√

1−2(−x)(−t)+(−t)2
=

∞∑
n=0

Pn(−x) (−t)n.

7.1.19 Teoremă. Polinoamele Legendre verifică relaţia de recurenţă

(n+ 1)Pn+1(x)− (2n + 1)xPn(x) + nPn−1(x) = 0 (7.2)

oricare ar fi n ≥ 1.

Demonstraţie. Derivând ı̂n raport cu t relaţia

1√
1− 2xt+ t2

=
∞∑

k=0

Pk(x) t
k.

obţinem relaţia

−(t− x)

(1− 2xt+ t2)
√
1− 2xt+ t2

=
∞∑

k=0

kPk(x) t
k−1

care se mai poate scrie

(x− t)
∞∑

k=0

Pk(x) t
k = (1− 2xt+ t2)

∞∑

k=0

kPk(x) t
k−1.

Identificând coeficienţii lui tn din cei doi membri a ultimei identităţi obţinem relaţia

de recurenţă din enunţul teoremei.
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7.1.20 Exerciţiu. Să se determine P2 ştiind că P0(x)=1 şi P1(x)=x .

Rezolvare. In cazul n=1 relaţia de recurenţă devine

2P2(x)− 3xP1(x) + P0(x) = 0.

7.1.21 Teoremă (Norma polinoamelor Legendre). Avem

〈Pn, Pn′〉 = 2

2n+1
δnn′ .

Demonstraţie. Integrând de n ori prin părţi obţinem

||Pn||2 = 〈Pn, Pn〉 =
∫ 1
−1 Pn(x)

1
n! 2n [(x

2 − 1)n](n)dx

= (−1)n

n! 2n
∫ 1
−1 P

(n)
n (x)(x2 − 1)ndx.

Deoarece

P (n)
n (x) =

1

n! 2n
[(x2 − 1)n](2n) =

(2n)!

n! 2n

avem

||Pn||2 =
(−1)n

n! 2n
(2n)!

n! 2n

∫ 1

−1
(x2 − 1)ndx =

(−1)n(2n)!

(n! 2n)2
In

unde

In =

∫ 1

−1
(x2 − 1)ndx.

Utilizând relaţia de recurenţă (obţinută integrând prin părţi)

In =
∫ 1
−1(x

2 − 1)ndx =
∫ 1
−1(x

2 − 1)(x2 − 1)n−1dx

= 1
2n

∫ 1
−1 x · [(x2 − 1)n]′dx− In−1 =

−1
2n In − In−1

care conduce la

In = − 2n

2n+ 1
In−1 = · · · = (−1)n

22n+1(n!)2

(2n+ 1)!

obţinem

||Pn||2 =
(−1)n(2n)!

(n! 2n)2
In =

(−1)n(2n)!

(n! 2n)2
(−1)n

22n+1(n!)2

(2n + 1)!
=

2

2n + 1
.

7.1.22 Se poate arăta că şirul de polinoame{√
2n+ 1

2
Pn

}

n∈N

este o bază ortonormată ı̂n spaţiul Hilbert L2(−1, 1).
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7.1.23 MATHEMATICA: Polinoame obtinute prin ortonormalizare

In[1]:=Orthogonalize[{1, x, x^2, x^3}, Integrate[#1 #2, {x, -1, 1}] &]

7→ Out[1]=

{
1√
2
,
√

3
2
x, 3

2

√
5
2(−

1
3
+x2)

}

7.1.24 Teoremă.

Orice f ∈L2(−1, 1) admite dezvoltarea ı̂n serie de polinoame Legendre

f(x) =
∞∑

n=0

αn Pn(x) (7.3)

cu coeficienţii

αn = 2n+1
2

∫ 1
−1 f(x)Pn(x) dx. (7.4)

Demonstraţie. Din dezvoltarea in serie (7.3) rezultă relaţia

〈Pk, f〉 =
∞∑

n=0

αn 〈Pk, Pn〉 = αk ||Pk||2

care conduce la

αk =
2k+1
2 〈Pk, f〉 = 2k+1

2

∫ 1
−1 f(x)Pk(x) dx.

7.1.25 Exerciţiu. Să se dezvolte ı̂n serie de polinoame Legendre funcţia

f : [−1, 1] −→ R, f(x) = |x|.

Răspuns (a se vedea [16], pag. 283).

|x| = 1
2 P0(x)−

∞∑
n=1

(−1)n (2n−2)! (4n+1)
22n (n−1)! (n+1)!

P2n(x).

7.1.26 Exerciţiu. Să se dezvolte ı̂n serie de polinoame Legendre funcţia

f : [−1, 1] −→ R, f(x) =
√
1− x.

Răspuns (a se vedea [16], pag. 283).
√
1− x = 2

√
2

3 P0(x)− 2
√
2

∞∑
n=1

1
(2n−1)(2n+3) Pn(x).

7.1.27 Teoremă (Formula Christoffel-Darboux).
n∑

k=0

(2k+1)Pk(x)Pk(y) =
n+1

x−y [Pn+1(x)Pn(y)− Pn(x)Pn+1(y)].

Demonstraţie. Inmulţind relaţia de recurenţă (7.2) cu Pk(y) obţinem

(k + 1)Pk+1(x)Pk(y)− (2n + 1)xPk(x)Pk(y) + kPk−1(x)Pk(y) = 0.

Permutând x cu y rezultă
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(k + 1)Pk+1(y)Pk(x)− (2k + 1)yPk(y)Pk(x) + kPk−1(y)Pk(x) = 0.

Din diferenţa ultimelor două relaţii scrisă sub forma

(k+1) [Pk+1(x)Pk(y)− Pk+1(y)Pk(x)]− k [Pk(x)Pk−1(y)− Pk(y)Pk−1(x)]

= (2k+1)(x−y)Pk(x)Pk(y)
rezultă

(x− y)
n∑
k=1

(2k+1)Pk(x)Pk(y) = (n+1) [Pn+1(x)Pn(y)− Pn+1(y)Pn(x)]

−[P1(x)P0(y)− P1(y)P0(x)].

Deoarece P0(x) = 1 şi P1(x) = x, ultima relaţie se poate scrie sub forma

(x− y)
n∑

k=0

(2k+1)Pk(x)Pk(y) = (n+1) [Pn+1(x)Pn(y)− Pn+1(y)Pn(x)].

7.2 Funcţii Legendre asociate

7.2.1 Definiţie. Funcţiile

Pml : (−1, 1) −→ R, Pml (x) = (1− x2)
m
2 P

(m)
l (x)

unde l∈N şi m∈{0, 1, . . . , l} sunt numite funcţii Legendre asociate.

7.2.2 Exerciţiu. Să se determine P 0
0 , P

0
1 , P

1
1 , P

0
2 , P

1
2 şi P 2

2 .

Rezolvare. Deoarece P0(x) = 1, P1(x) = x şi P2(x) =
3
2x

2 − 1
2 avem

P 0
0 (x) = 1 P 0

1 (x) = x P 0
2 (x) =

3
2x

2 − 1
2

P 1
1 (x) =

√
1− x2 P 1

2 (x) = 3x
√
1− x2

P 2
2 (x) = 3(1− x2)

7.2.3 MATHEMATICA: LegendreP[l,m x]

In[1]:=LegendreP[0,0,x] 7→ Out[1]=1

In[2]:=LegendreP[1,0,x] 7→ Out[2]=x

In[3]:=LegendreP[1,1,x] 7→ Out[3]=−
√
1−x2

In[4]:=LegendreP[2,0,x] 7→ Out[4]= 1
2
(−1+3x2)

In[5]:=LegendreP[2,1,x] 7→ Out[5]=−3x
√
1−x2

In[6]:=LegendreP[2,0,x] 7→ Out[6]=−3(−1+x2)
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7.2.4 Teoremă Ecuaţia (numită ecuaţia funcţiilor Legendre asociate)

(1− x2)y′′ − 2xy′ +

[
λ− m2

1− x2

]
y = 0 (7.5)

admite ı̂n cazul λ= l(l+1) cu l∈{m, m+1, . . .} ca soluţie funcţia Pml .

Demonstraţie. Funcţia

y(x) = (1− x2)
m
2 z(x)

verifică ecuaţia (7.5) dacă şi numai dacă z este soluţie a ecuaţiei

(1− x2)z′′ − 2(m+ 1)xz′ + [l(l + 1)−m(m+ 1)]z = 0.

Polinomul Legendre Pl verifică ecuaţia

(1− x2)P ′′
l − 2xP ′

l + l(l + 1)Pl = 0.

Derivând această relaţie de m ori obţinem relaţia

(1− x2)(P
(m)
l )′′ − 2(m+ 1)x(P

(m)
l )′ + [l(l + 1)−m(m+ 1)]P

(m)
l = 0.

7.2.5 Utilizând formula lui Rodrigues obţinem relaţia

Pml (x) = (1− x2)
m
2 P

(m)
l (x) =

1

l! 2l
(1− x2)

m
2 [(x2 − 1)l](l+m)

care are sens şi pentru m ∈ {−l, −l + 1, . . . , −1}.
Mai mult, se poate arăta că Pml verifică ecuaţia

(1− x2)y′′ − 2xy′ +

[
λ− m2

1− x2

]
y = 0

oricare ar fi l ∈ N şi m ∈ {−l, −l + 1, . . . , l − 1, l}.

7.2.6 Teoremă (Norma funcţiilor Legendre asociate). Avem

||Pml || =
√

2

2l+1

(l+m)!

(l−m)!
şi 〈Pml , Pml′ 〉 =

2

2l+1

(l+m)!

(l−m)!
δll′ .

oricare ar fi m ∈ N şi l, l′ ∈ {m, m+1, m+2, . . .}.

Demonstraţie. Derivând de m ori ecuaţia

(1− x2)P ′′
l (x)− 2xP ′

l (x) + l(l + 1)Pl(x) = 0

verificată de polinomul Legendre Pl obţinem relaţia

(1− x2)P
(m+2)
l (x)− 2mxP

(m+1)
l (x)−m(m− 1)P

(m)
l (x)

−2xP
(m+1)
l (x)− 2mP

(m)
l (x) + l(l + 1)P

(m)
l (x) = 0
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care după ı̂nmulţirea cu (1− x2)m se poate scrie sub forma

[(1 − x2)m+1 P
(m+1)
l (x)]′ = −[l(l + 1)−m(m+ 1)] (1 − x2)m Pml (x).

Pentru m > 0, utilizând integrarea prin părţi şi relaţia precedentă obţinem

〈Pml , Pml′ 〉 =
∫ 1
−1(1− x2)m P

(m)
l (x)P

(m)
l′ (x) dx

=(1−x2)m P (m)
l (x)P

(m−1)
l′ |1−1−

∫ 1
−1[(1−x2)m P

(m)
l (x)]′ P (m−1)

l′ (x) dx

= (l −m+ 1)(l +m)
∫ 1
−1(1− x2)m−1 P

(m−1)
l (x)P

(m−1)
l′ (x) dx

= (l −m+ 1)(l +m)〈Pm−1
l , Pm−1

l′ 〉

= (l −m+ 1)(l −m+ 2)(l +m− 1)(l +m)〈Pm−2
l , Pm−2

l′ 〉 = · · ·

= (l −m+ 1)(l −m+ 2) . . . (l +m)〈P 0
l , P

0
l′ 〉 = 2

2l+1
(l+m)!
(l−m)! δll′ .

7.2.7 Se poate arăta că oricare ar fi m ∈ N sistemul
{√

2n+ 1

2

(l −m)!

(l +m)!
Pml

}

l∈{m,m+1,...}

este o bază ortonormată ı̂n spaţiul Hilbert L2(−1, 1). Utilizând schimbarea

de variabilă x = cos θ rezultă imediat că sistemul de funcţii
{√

2n+ 1

2

(l −m)!

(l +m)!
Pml (cos θ)

}

l∈{m,m+1,...}
este un sistem ortonormat ı̂n raport cu produsul scalar

〈f, g〉 =
∫ π

0
f(θ) g(θ) sin θ dθ.

7.3 Polinoame Laguerre

7.3.1 Exerciţiu. Să se arate că integrala improprie∫ ∞

0
e−t tx−1 dt

este convergentă oricare ar fi x∈(0,∞).

Rezolvare. Fie x>0 şi n∈N astfel ı̂ncât n>x. Deoarece
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0 < e−t tx−1 =
tx−1

et
≤
{
tx−1 pentru orice t∈(0, 1]

n!
tn−x+1 pentru orice t∈ [1,∞)

şi integralele ∫ 1

0
tx−1 dt =

1

x

∫ ∞

1

dt

tn−x+1

sunt convergente rezultă că integrala∫ ∞

0
e−t tx−1 dt =

∫ 1

0
e−t tx−1 dt+

∫ ∞

1
e−t tx−1 dt

este convergentă oricare ar fi x∈(0,∞).

7.3.2 Se poate arăta că funcţia

Γ : (0,∞) −→ R , Γ(x) =

∫ ∞

0
e−t tx−1 dt

definită cu ajutorul unei integrale cu parametru, este o funcţie continuă.

7.3.3 Teoremă. Avem
Γ(x+1)=xΓ(x) oricare ar fi x∈(0,∞)
Γ(n+1)=n! oricare ar fi n∈{0, 1, 2, . . .}.

Demonstraţie. Integrând prin părţi obţinem

Γ(x+1)=
∫∞
0 e−t tx dt=−∫∞0 (e−t)′ tx dt=−e−t tx

∣∣∞
0 +x

∫∞
0 (e−t) tx−1 dt=xΓ(x).

Avem

Γ(1)=
∫∞
0 e−t dt = 1 şi Γ(n+1)=nΓ(n)=n(n−1)Γ(n−1)= . . . =n!

7.3.4 Se poate arăta că

Γ(x) Γ(1−x) = π

sin(πx)
oricare ar fi x∈(0, 1).

7.3.5 Pentru orice n ∈ N avem

Γ(x) =
Γ(x+n)

x(x+1)...(x+n−1)
.

7.3.6 Definiţie. Funcţia Γ:R−{0,−1,−2, ...}−→R,

Γ(x) =





∫∞
0 e−t tx−1 dt dacă x>0

Γ(x+n)
x(x+1)...(x+n−1) dacă x>−n pentru n∈N

se numeşte funcţia gamma a lui Euler.
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Figura 7.3: Funcţia Γ a lui Euler.

7.3.7 Definiţie. Polinoamele Lλ0 , L
λ
1 , L

λ
2 . . . cu λ>−1 satisfăcând condiţiile

Lλ2n+1(0) = 0, Lλ2n(0) =
Γ(n+λ+1)
n! Γ(λ+1)

obţinute ortogonalizând şirul 1, x, x2, . . . ı̂n raport cu produsul scalar

〈ϕ,ψ〉 =
∫ ∞

0
ϕ(x)ψ(x)xλe−xdx

se numesc polinoame Laguerre. Se utilizează notaţia Ln = L0
n.

7.3.8 Exerciţiu. Să se arate că Lλn este polinom de gradul n.

7.3.9 Exerciţiu. Să se determine polinoamele Laguerre Lλ0 , L
λ
1 , L

λ
2 .

Răspuns. Utilizând metoda de la pag. 252-4 se obţin polinoamele

Lλ0(x)=1, Lλ1(x)=−x+λ+1, Lλ2 (x)=
1

2
x2−(λ+2)x+

(λ+2)(λ+1)

2
.

7.3.10 MATHEMATICA: LaguerreL[n, a, x]

In[1]:=LaguerreL[0, a, x] 7→ Out[1]=1

In[2]:=LaguerreL[1, a, x] 7→ Out[2]=1+a−x

In[3]:=LaguerreL[2, a, x] 7→ Out[3]= 1
2
(2+3a+a2−4x−2ax+x2)

7.3.11 Exerciţiu. Să se arate că toate rădăcinile polinomului Lλn
sunt simple şi aparţin intervalului (0,∞).

Rezolvare. A se vedea pag. 253-7.
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Figura 7.4: Funcţiile L0, L1, L2, L3 şi funcţia L10.

7.3.12 Teoremă (Rodrigues). Polinomul Laguerre Lλn verifică relaţia

Lλn(x) =
1

n!
x−λ ex

dn

dxn

(
xλ+n e−x

)
(7.6)

oricare ar fi n ∈ N.

Demonstraţie. Este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 253-8.

7.3.13 Relaţia (7.6) poate fi utilizată ca definiţie pentru polinoamele Laguerre.

7.3.14 Exerciţiu. Să se determine Lλ0 , L
λ
1 şi Lλ2 folosind formula lui Rodrigues.

7.3.15 Propoziţie. Oricare ar fi n∈N, ecuaţia (ecuaţia polinoamelor Laguerre)

xy′′ + (λ+ 1− x)y′ + ny = 0

admite o soluţie polinomială dar nu admite soluţii polinomiale liniar independente.

Demonstraţie. Este este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 254-11.

7.3.16 Propoziţie. Soluţia polinomială a ecuaţiei

xy′′ + (λ+ 1− x)y′ + ny = 0

care verifică condiţia

y(0) =





0 pentru n = 2m+ 1

Γ(m+λ+1)
m! Γ(λ+1) pentru n = 2m

este polinomul Laguerre Lλn.

Demonstraţie. Este este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 255-12.
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7.3.17 Oricare ar fi n∈N avem

x(Lλn)
′′ + (λ+ 1− x)(Lλn)

′ + nLλn = 0.

7.3.18 Teoremă (Funcţia generatoare).

Pentru x∈(0,∞) şi t∈(−1, 1) avem

1

(1− t)λ+1
e−

xt
1−t =

∞∑

n=0

Lλn(x) t
n.

Demonstraţie. Este este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 257-16.

7.3.19 Teoremă. Polinoamele Laguerre verifică relaţia de recurenţă

(n+1)Lλn+1(x) + (x−λ−2n−1)Lλn(x) + (n+λ)Lλn−1(x) = 0

oricare ar fi n ≥ 1.

Demonstraţie. Este este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 258-19.

7.3.20 Teoremă (Norma polinoamelor Laguerre). Avem

〈Lλn, Lλn′〉 = Γ(n+ λ+ 1)

n!
δnn′ .

Demonstraţie. Inmulţind dezvoltările ı̂n serie

1
(1−t)λ+1 e

− xt
1−t =

∞∑
n=0

Lλn(x) t
n şi 1

(1−t)λ+1 e
− xt

1−t =
∞∑
m=0

Lλm(x) t
m

obţinem relaţia

1
(1−t)2λ+2 e

− 2xt
1−t =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

Lλn(x)L
λ
m(x) t

n+m

din care rezultă
∞∑
n=0

∞∑
m=0

tn+m
∞∫
0
Lλn(x)L

λ
m(x)x

λ e−x dx = 1
(1−t)2λ+2

∞∫
0
e−

2xt
1−t xλ e−x dx

= 1
(1−t)2λ+2

∞∫
0
e−

1+t
1−t

x xλ dx.

Utilizând substituţia u = 1+t
1−tx obţinem

∞∑
n=0

||Lλn||2 t2n = 1
(1−t2)λ+1

∞∫
0
e−u uλ du = Γ(λ+1)(1 − t2)−λ−1

= Γ(λ+1)
∑∞
n=0

(−λ−1)(−λ−2)...(−λ−n)
n! (−t2)n

= Γ(λ+1)
∑∞
n=0

(λ+1)(λ+2)...(λ+n)
n! t2n

=
∑∞
n=0

Γ(n+λ+1)
n! t2n.
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7.3.21 Teoremă.

Dacă funcţia f : (0,∞)−→R este dezvoltabilă ı̂n serie de polinoame Laguerre

f(x) =
∞∑

n=0

Cn L
λ
n(x) (7.7)

atunci

Cn = n!
Γ(n+λ+1)

∞∫
0
f(x)Lλn(x)x

λ e−x dx. (7.8)

Demonstraţie. Este este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 260-24.

7.3.22 Exerciţiu. Să se arate că

e−x =
1

2λ+1

∞∑

n=0

1

2n
Lλn(x).

Rezolvare. A se vedea [16], pag. 251.

7.3.23 Teoremă (Formula Christoffel-Darboux).
n∑

k=0

k!

Γ(k+λ+1)
Lλk(x)L

λ
k(y) =

(n + 1)!

Γ(k+λ+1)

Lλn(x)L
λ
n+1(y)− Lλn+1(x)L

λ
n(y)

x− y
.

Demonstraţie. Este este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 260-27.

7.4 Polinoame Hermite

7.4.1 Definiţie. Polinoamele H0, H1, H2 . . . satisfăcând condiţiile

H2n+1(0) = 0, H2n(0) = (−1)n
(2n)!

n!

obţinute ortogonalizând şirul 1, x, x2, . . . ı̂n raport cu produsul scalar

〈ϕ,ψ〉 =
∫ ∞

−∞
ϕ(x)ψ(x) e−x

2
dx

se numesc polinoame Hermite.

7.4.2 Exerciţiu. Să se arate că Hn este polinom de gradul n.

7.4.3 Exerciţiu. Să se determine polinoamele Hermite H0, H1, H2.

Răspuns. Utilizând metoda de la pag. 252-4 se obţin polinoamele

H0(x)=1, H1(x)=2x, H2(x)=4x2 − 2.
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7.4.4 MATHEMATICA: HermiteH[n, x]

In[1]:=HermiteH[0, x] 7→ Out[1]=1

In[2]:=HermiteH[1, x] 7→ Out[2]=2x

In[3]:=HermiteH[2, x] 7→ Out[3]=−2+4x2
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Figura 7.5: Funcţiile H0, H1, H2, H3 şi funcţia H10.

7.4.5 Exerciţiu. Să se arate că toate rădăcinile polinomului Hn sunt simple.

Rezolvare. A se vedea pag. 253-7.

7.4.6 Teoremă (Rodrigues). Polinomul Hermite Hn verifică relaţia

Hn(x) = (−1)n ex
2 dn

dxn

(
e−x

2
)

(7.9)

oricare ar fi n ∈ N.

Demonstraţie. Este este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 253-8.

7.4.7 Relaţia (7.9) poate fi utilizată ca definiţie pentru polinoamele Hermite.

7.4.8 Exerciţiu. Să se determine H0, H1 şi H2 folosind formula lui Rodrigues.

7.4.9 Propoziţie. Oricare ar fi n∈N, ecuaţia (ecuaţia polinoamelor Hermite)

y′′ − 2xy′ + 2ny = 0

admite o soluţie polinomială dar nu admite soluţii polinomiale liniar independente.

Demonstraţie. Este este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 254-11.
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7.4.10 Propoziţie. Soluţia polinomială a ecuaţiei

y′′ − 2xy′ + 2ny = 0

care verifică condiţia

y(0) =





0 pentru n = 2m+ 1

(−1)m (2m)!
m! pentru n = 2m

este polinomul Hermite Hn.

Demonstraţie. Este este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 255-12.

7.4.11 Ecuaţia diferenţială verificată de polinomul Pn

H ′′
n − 2xH ′

n + 2nHn = 0.

se poate scrie sub forma
(
− d2

dx2 + 2x d
dx

)
Hn = 2nHn.

Din

− d2

dx2 + 2x d
dx =

(
− d
dx+2x

)
d
dx

− d2

dx2 + 2x d
dx = d

dx

(
− d
dx+2x

)
−2

rezultă relaţiile

(
− d2

dx2
+ 2x d

dx

)
d
dxHn = 2(n−1) ddxHn

(
− d2

dx2 + 2x d
dx

) (
− d
dx+2x

)
Hn = 2(n+ 1)

(
− d
dx+2x

)
Hn

care arată că :

d
dxHn coincide cu Hn−1 până la o constantă multiplicativă

(
− d
dx+2x

)
Hn coincide cu Hn+1 până la o constantă multiplicativă.

7.4.12 Teoremă (Funcţia generatoare). Avem

e2tx−t
2
=

∞∑

n=0

Hn(x)

n!
tn. (7.10)

Demonstraţie. Este este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 257-16.

7.4.13 Exerciţiu. Să se determine H0, H1 şi H2 folosind funcţia generatoare.
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7.4.14 Exerciţiu. Să se arate că

Hn(−x) = (−1)nHn(x).

Rezolvare. Relaţia rezultă din

∞∑
n=0

Hn(x)
n! tn=e2tx−t

2
=e2(−t)(−x)−(−t)2 =

∑∞
n=0

Hn(−x)
n! (−t)n.

7.4.15 Teoremă. Polinoamele Hermite verifică relaţia de recurenţă

Hn+1(x)− 2xHn(x) + 2nHn−1(x) = 0

oricare ar fi n ≥ 1.

Demonstraţie. Este este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 258-19.

7.4.16 Teoremă. Polinoamele Hermite verifică relaţiile
d

dx
Hn = 2nHn−1 şi

(
− d

dx
+2x

)
Hn = Hn+1.

Demonstraţie. Derivând (7.10) ı̂n raport cu x obţinem relaţia

2te2tx−t
2
=

∞∑
n=0

H′
n(x)
n! tn.

care se mai poate scrie

2
∞∑
n=0

Hn(x)
n! tn+1 =

∞∑
n=0

H′
n(x)
n! tn.

Identificând coeficienţii se rezultă prima relaţie din teoremă. Inlocuind ı̂n relaţia de

recurenţă se obţine a doua relaţie din enunţ.

7.4.17 Teoremă (Norma polinoamelor Hermite). Avem

〈Hn,Hn′〉 = 2n n!
√
π δnn′ .

Demonstraţie. Este este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 267-20.

7.4.18 Teoremă.

Dacă funcţia f :R−→R este dezvoltabilă ı̂n serie de polinoame Hermite

f(x) =
∞∑

n=0

CnHn(x) (7.11)

atunci

Cn = 1
2n n!

√
π

∞∫
−∞

f(x)Hn(x) e
−x2 dx. (7.12)

Demonstraţie. Este este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 260-24.
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7.4.19 Exerciţiu. Să se arate că

a) |x| = 1√
π
+ 1√

π

∞∑
n=1

(−1)n−1

22n n! (2n−1) H2n(x)

b) sin tx = e−
t2

4

∞∑
n=0

(−1)n t2n+1

(2n+1)! 22n+1 H2n+1(x).

Rezolvare. A se vedea [16], pag. 242-243.

7.4.20 Teoremă (Formula Christoffel-Darboux).
n∑

k=0

1

2k k!
Hk(x)Hk(y) =

Hn+1(x)Hn(y)−Hn(x)Hn+1(y)

n! 2n+1 (x− y)
.

Demonstraţie. Este este similară cu demonstraţia prezentată la pag. 260-27.

7.4.21 Polinoamele

H∗
n(x) = (−1)n e

x2

2
dn

dxn

(
e−

x2

2

)
(7.13)

direct legate de polinoamele Hermite

Hn(x) =
√
2nH∗

n(x
√
2)

verifică relaţiile
∫∞
−∞H∗

n(x)H
∗
m(x) e

−x2

2 dx = n!
√
2π δnm

(H∗
m)

′′ − x (H∗
m)

′ + nH∗
n = 0

e2tx−
t2

2 =
∞∑
n=0

H∗
n(x)
n! tn

H∗
n+1(x)− xH∗

n(x) + nH∗
n−1(x) = 0

d
dxH

∗
n = nH∗

n−1(
− d
dx+x

)
H∗
n = H∗

n+1.

7.5 Polinoame de tip hipergeometric

7.5.1 Polinoamele Legendre, Laguerre şi Hermite prezentate ı̂n secţiunile anterioare

reprezintă cele mai simple funcţii speciale. Definiţiile şi rezultatele prezentate

admit importante generalizări. Ele sunt cazuri particulare pentru cele referi-

toare la polinoamelede de tip hipergeometric şi funcţiile speciale asociate lor.
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7.5.2 Ecuaţiile de forma (numite ecuaţii de tip hipergeometric)

σ(s) y′′(s) + τ(s) y′(s) + λ y(s) = 0 (7.14)

unde σ(s) 6= 0 este un polinom de grad cel mult 2 şi τ(s) un polinom de grad cel

mult 1, joacă un rol important ı̂n mecanica cuantică şi fizica matematică. Funcţiile

care verifică astfel de ecuaţii sunt numite funcţii de tip hypergeometric [19].

7.5.3 Propoziţie.

Derivatele funcţiilor de tip hipergeometric sunt funcţii de tip hipergeometric.

Demonstraţie. Derivând ecuatia (7.14) obţinem relaţia

σ(s) (y′)′′(s) + σ′(s) (y′)′(s) + τ(s) (y′)′(s) + τ ′(s) y′(s) + λy′(s) = 0

adică funcţia v1(s) = y′(s) verifică ecuaţia de tip hipergeometric

σ(s) v′′1 (s) + τ1(s) v
′
1(s) + µ1 v1(s) = 0 (7.15)

unde

τ1(s) = τ(s) + σ′(s) şi µ1 = λ+ τ ′(s).

Derivând de n ori ecuatia (7.14) obţinem relaţia

σ(s) (y(n))′′(s) + nσ′(s) (y(n))′(s) + 1
2n(n− 1)σ′′(s) y(n)(s)

+τ(s) (y(n))′(s) + nτ ′(s) y(n)(s) + τ(s) (y(n))′(s) + λy(n)(s) = 0

adică funcţia vn(s) = y(n)(s) verifică ecuaţia de tip hipergeometric

σ(s) v′′n(s) + τn(s) v
′
n(s) + µn vn(s) = 0 (7.16)

unde

τn(s) = τ(s) + nσ′(s) şi µn = λ+ nτ ′ +
1

2
n(n− 1)σ′′. (7.17)

7.5.4 Lemă. Dacă µ1 − τ ′1 + σ′′ 6= 0 atunci orice soluţie v1 a ecuaţiei

σ(s) v′′1 (s) + τ1(s) v
′
1(s) + µ1 v1(s) = 0

este derivata unei soluţii y a ecuaţiei

σ(s) y′′(s) + τ(s) y′(s) + λ y(s) = 0

cu

τ(s)=τ1(s)−σ′(s) şi λ=µ1−τ ′=µ1−τ ′1+σ′′.

Demonstraţie. Fie v1 o soluţie a ecuaţiei (7.15). Funcţia y care verifică condiţiile

σ(s) y′′(s) + τ(s) y′(s) + λ y(s) = 0 şi v1(s) = y′(s)
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este

y(s)=− 1

λ
[σ(s) v′1(s)+τ(s) v1(s)]=− 1

λ
[σ(s) v′1(s)+τ1(s) v1(s)−σ′(s) v1(s)].

Prin calcul direct se obţine că y astfel definită ı̂ndeplineşte condiţiile cerute.

7.5.5 Din relaţiile

τm(s) = τ(s) +mσ′(s) şi µm = λ+mτ ′ +
1

2
m(m− 1)σ′′

rezultă că

µk = µn − (n− k)τ ′n −
1

2
(n − k)(n− k + 1)σ′′

oricare ar fi k ∈ {0, 1, 2, ..., n − 1}.

7.5.6 Teoremă. Daca µn şi τn sunt astfel ı̂ncât

µk 6= 0, oricare ar f k ∈ {0, 1, 2, ..., n − 1} (7.18)

atunci orice soluţie vn a ecuaţiei

σ(s) v′′n(s) + τn(s) v
′
n(s) + µn vn(s) = 0 (7.19)

este derivata de ordin n a unei soluţii y a ecuaţiei

σ(s) y′′(s) + τ(s) y′(s) + λ y(s) = 0

cu

τ(s)=τn(s)−nσ′(s) şi λ=µn−n τ ′−
1

2
n(n− 1)σ′′.

Demonstraţie. Ipoteza permite aplicarea succesivă de n ori a lemei precedente.

7.5.7 In cazul µn = 0 ecuaţia (7.19) admite soluţia vn = const şi condiţia (7.18)

devine

τ ′n +
1

2
(n− k + 1)σ′′ 6= 0, oricare ar fi k ∈ {0, 1, 2, ..., n − 1}.

In acest caz, vn = const este derivata de ordin n a unei soluţii y a ecuaţiei

σ(s) y′′(s) + τ(s) y′(s) + λn y(s) = 0

unde

λn = −σ
′′

2
n(n− 1)−n τ ′

adică acestă ecuaţie admite ca soluţie un polinom Φn de gradul n

σ(s)Φ′′
n(s) + τ(s)Φ′

n(s) + λnΦn(s) = 0 (7.20)
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7.5.8 Ecuaţia (7.14), adică ecuaţia

σ(s) y′′ + τ(s) y′ + λ y = 0 (7.21)

se poate scrie sub forma auto-adjunctă

[σ̺y′]′ + λ̺y = 0

alegând o funcţie ̺ astfel ı̂ncât (σ̺)′ = τ̺, adică astfel ı̂ncât
σ′

σ
+
̺′

̺
=
τ

σ
.

Din ultima relaţie rezultă că

ln(σ̺) =

∫ s τ(t)

σ(t)
dt

unde
∫ s τ(t)

σ(t) dt este o primitivă funcţiei τ(t)σ(t) , şi prin urmare putem alege

̺(s) =
1

σ(s)
e
∫ s τ(t)

σ(t)
dt
. (7.22)

7.5.9 Propoziţie. Ecuaţia

σ(s) v′′n + τn(s) v
′
n + µn vn = 0

se poate scrie sub forma auto-adjunctă

[σ̺nv
′
n]

′ + µn ̺nvn = 0

alegând

̺n(s) = σn(s) ̺(s).

Demonstraţie. Deoarece τn(s)=τ(s)+nσ
′(s), din (σ̺)′=τ̺ şi (σ̺n)

′=τn̺n rezultă
(σ̺n)

′

̺n
=

(σ̺)′

̺
+ nσ′

adică relaţia
̺′n
̺n

=
̺′

̺
+ n

σ′

σ

care arată că putem alege ̺n(s) = σn(s) ̺(s).

7.5.10 Teoremă (Rodrigues). Polinomul Φn de gradul n care verifică ecuaţia

σ(s)Φ′′
n(s) + τ(s)Φ′

n(s) + λnΦn(s) = 0

este (până la o constantă multiplicativă)

Φn(s) =
1

̺(s)

dn

dsn
[σn(s) ̺(s)].



276 Complemente de Matematică

Demonstraţie. Relaţiile ̺k+1(s) = σ(s) ̺k(s) şi vk(s) = Φ
(k)
n (s) ne permit sa scriem

egalitatea [σ̺kv
′
k]

′ + µk ̺k vk = 0 sub forma unei relaţii de recurenţă

̺k vk = − 1

µk
(̺k+1 vk+1)

care aplicată succesiv conduce la

̺Φn = − 1
µ0
(̺1 v1)

′ =
(
− 1
µ0

) (
− 1
µ1

)
(̺2 v2)

′′ = · · ·

=
(
− 1
µ0

) (
− 1
µ1

)
· · ·
(
− 1
µn−1

)
(̺n vn)

(n).

Deoarece vn(s) = const şi ̺n(s) = σn(s) ̺(s) se obţine pentru Φn relaţia din enunţ.

7.5.11 Ecuaţia (7.14) se consideră ı̂n mod uzual pe un interval (a, b), ales astfel ı̂ncât

σ(s)>0 oricare ar fi s∈(a, b)
̺(s)>0 oricare ar fi s∈(a, b)

lims→a σ(s)̺(s)=lims→b σ(s)̺(s)=0.
(7.23)

Dacă se utilizeză ı̂n ecuaţia (7.14) o schimbare de variabilă t= cs+d cu c 6=0 şi se

notează cu z(t) noua funcţie necunoscută aleasă astfel ı̂ncât y(s)= z(cs+d) atunci

pentru z se obţine ecuaţia de tip hipergeometric

c2 σ

(
1

c
t− d

c

)
z′′(t) + c τ

(
1

c
t− d

c

)
z′(t) + λz(t) = 0.

O schimbare de variabilă s 7→ cs+d permite reducerea cazului ı̂n care σ este polinom

de gradul zero la σ(s)=1. Similar, cazurile ı̂n care σ este polinom de gradul ı̂ntâi pot

fi reduse la σ(s)=s. Cazurile ı̂n care σ este polinom de gradul al doilea pot fi reduse

la σ(s)=s2+1 (dacă σ nu are rădăcini reale), σ(s)=s2 (dacă σ are o singură rădăcină

reală), σ(s)=1−s2 (dacă σ are două rădăcini reale şi este pozitivă ı̂ntre rădăcini),

σ(s)=s2−1 (dacă σ are două rădăcini reale şi este negativă ı̂ntre rădăcini). Păstrăm

pentru τ forma generală τ(s) = α s+β dar impunem coeficienţilor α, β restricţiile

necesare pentru ca intervalul (a, b) verificând condiţiile (7.23) să existe (a se vedea

tabelul 7.1).

7.5.12 Aplicaţia N −→ R : ℓ 7→ λℓ este strict crescătoare pe mulţimea

{ ℓ∈N | ℓ≤Λ }
unde
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σ(s) τ(s) ̺(s) (a, b) α, β

1 αs+β eαs
2/2+βs (−∞,∞) α < 0

s αs+β sβ−1eαs (0,∞) α<0, β>0

1−s2 αs+β (1+s)−(α−β)/2−1(1−s)−(α+β)/2−1 (−1, 1) α<β<−α
s2−1 αs+β (s+1)(α−β)/2−1(s−1)(α+β)/2−1 (1,∞) −β<α<0

s2 αs+β sα−2e−β/s (0,∞) α<0, β>0

s2+1 αs+β (1+s2)α/2−1eβ arctan s (−∞,∞) α<0

Tabelul 7.1: Principalele şase cazuri

Λ=

{ ∞ pentru σ(s)=1, s, 1−s2
1−α
2 pentru σ(s)=s2−1, s2, s2+1

şi impunând restricţiile prezentate ı̂n tabelul 7.1 obţinem

{
γ∈R

∣∣∣∣∣
lims→a σ(s)̺(s) s

γ=0
lims→b σ(s)̺(s) s

γ=0

}
=

{
[0,∞) pentru σ(s)=1, s, 1−s2

[0,−α) pentru σ(s)=s2−1, s2, s2+1 .

7.5.13 Teoremă. Sistemul de polinoame {Φℓ | 0≤ℓ<Λ} este ortogonal, adică
∫ b

a
Φℓ(s)Φk(s) ̺(s) ds = 0 pentru ℓ 6= k .

Demonstraţie. Dacă 0≤ℓ, k<Λ şi ℓ 6= k atunci din ecuaţiile

[σ(s)̺(s)Φ′
ℓ]
′ + λℓ̺(s)Φℓ = 0 [σ(s)̺(s)Φ′

k]
′ + λk̺(s)Φk = 0

obţinem relaţia

(λℓ − λk)Φℓ(s)Φk(s)̺(s) =
d

ds
{σ(s)̺(s)[Φℓ(s)Φ′

k(s)− Φk(s)Φ
′
ℓ(s)]}

din care rezultă

(λℓ−λk)
∫ b
a Φℓ(s)Φk(s)̺(s)ds = lim

s→b
σ(s)̺(s)[Φℓ(s)Φ

′
k(s)− Φk(s)Φ

′
ℓ(s)]

− lim
s→a

σ(s)̺(s)[Φℓ(s)Φ
′
k(s)− Φk(s)Φ

′
ℓ(s)] = 0

7.5.14 Teoremă. Până la o constantă multiplicativă, avem
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Φℓ(s) =





Hℓ

(√
−α
2 s− β√

−2α

)
dacă σ(s)=1

Lβ−1
ℓ (−αs) dacă σ(s)=s

P
(−(α+β)/2−1, (−α+β)/2−1)
ℓ (s) dacă σ(s)=1−s2

P
((α−β)/2−1, (α+β)/2−1)
ℓ (−s) dacă σ(s)=s2−1
(
s
β

)ℓ
L1−α−2ℓ
ℓ

(
β
s

)
dacă σ(s)=s2

iℓP
((α+iβ)/2−1, (α−iβ)/2−1)
ℓ (is) dacă σ(s)=s2+1

Demonstraţie. In cazul σ(s) = s2, polinomul Φℓ(s) verifică ecuaţia

s2y′′ + (αs+ β)y′ + [−ℓ(ℓ− 1)− αℓ]y = 0.

Dacă notăm t = β/s atunci polinomul u(t) = tℓΦℓ(β/t) verifică ecuaţia

tu′′ + (−α+ 2− 2ℓ− t)u′ + ℓu = 0

adică ecuaţia a cărei soluţie polinomială este L1−α−2ℓ
ℓ (s), până la o constantă

multiplicativă. In celelalte cazuri, relaţia se demonstrează similar.

7.5.15 Polinoamele ortogonale de tip hipergeometric Φℓ se pot exprima cu aju-

torul polinoamelor ortogonale clasice, dar relaţia nu are ı̂n toate cazurile o formă

simplă. In unele cazuri este nevoie ca polinoamele ortogonale clasice sa fie conside-

rate ı̂n afara intervalului pe care ele sunt ortogonale sau pentru valori complexe ale

parametrilor sau variabilei.

7.5.16 Teoremă. Dacă 0≤ℓ<Λ atunci Φℓ este un polinom de grad ℓ şi
∫ b

a
|Φℓ(s)|2̺(s) ds <∞ .

Demonstraţie. Fiecare Φℓ este un polinom de grad cel mult ℓ şi {Φℓ | 0 ≤ ℓ < Λ}
este sistem liniar independent. Acest lucru este posibil numai dacă Φℓ este

polinom de grad ℓ oricare ar fi ℓ < Λ. In cazurile σ(s) = s2 − 1, σ(s) = s2 şi

σ(s) = s2 + 1 avem ℓ < (1− α)/2, adică , 2ℓ− 1 < −α. De aceea, există ε > 0

astfel ı̂ncât 1 + ε+ 2ℓ− 2 = 2ℓ− 1 + ε < −α şi prin urmare

lim
s→∞

s1+ε|Φℓ(s)|2̺(s) = lim
s→∞

s1+ε(Φℓ(s))
2

σ(s)
σ(s)̺(s) = 0.

Convergenţa integralei (16) rezultă din convergenţa integralei
∫∞
1 s−1−εds.
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7.6 Funcţii speciale asociate

7.6.1 Polinoamele Legendre sunt polinoame de tip hipergeometric.

Funcţiile definite cu ajutorul polinoamelor Legendre

Pml (s) =
(√

1−s2
)m dm

dsm
Pl(s)

se numesc funcţii Legendre asociate.

7.6.2 Definiţie. Funcţiile definite cu ajutorul polinoamelor de tip hipergeometric

Φℓ,m(s)=

(√
σ(s)

)m dm

dsm
Φℓ(s) unde

ℓ∈N, ℓ<Λ
m∈{0, 1, ..., ℓ} (7.24)

se numesc funcţii speciale asociate (polinoamelor de tip hipergeometric).

7.6.3 Utilizând notaţia

κ(s)=
√
σ(s)

definiţia funcţiilor speciale asociate se poate scrie sub forma

Φℓ,m(s)=κ
m(s)

dm

dsm
Φℓ(s).

Teoremă. Funcţiile speciale asociate Φℓ,m verifică relaţia

HmΦℓ,m = λℓΦℓ,m

unde Hm este operatorul diferenţial de tip hipergeometric

Hm=−σ(s) d
2

ds2
−τ(s) d

ds
+vm(s)

cu vm(s) definit prin

vm(s)=
m(m−2)

4

(σ′(s))2

σ(s)
+
mτ(s)

2

σ′(s)
σ(s)

− 1

2
m(m− 2)σ′′(s)−mτ ′(s).

Demonstraţie. Fie ℓ ∈ N, ℓ < Λ şi fie m ∈ {0, 1, ..., ℓ}. Derivând de m ori relaţia

(7.20) obţinem ecuaţia verificată de polinoamele ϕℓ,m = dm

dsmΦℓ, adică

σ(s)ϕ′′
ℓ,m + [τ(s) +mσ′(s)]ϕ′

ℓ,m + (λℓ − λm)ϕℓ,m = 0.

Această ecuaţie, ı̂nmulţită cu κm(s) se poate scrie sub forma

HmΦℓ,m = λℓΦℓ,m.
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7.6.4 Ecuaţia

σ(s)ϕ′′
ℓ,m + [τ(s) +mσ′(s)]ϕ′

ℓ,m + (λℓ − λm)ϕℓ,m = 0. (7.25)

verificată de polinoamele

ϕℓ,m =
dm

dsm
Φℓ

se poate scrie sub forma auto-adjunctă

[σ(s)̺m(s)ϕ
′
ℓ,m]

′ + (λℓ − λm)̺m(s)ϕℓ,m = 0

alegând

̺m(s) = σm(s)̺(s)

7.6.5 Teoremă. Dacă m<Λ atunci sistemul de funcţii

{Φℓ,m | m≤ℓ<Λ}
este ortogonal

∫ b

a
Φℓ,m(s)Φk,m(s)̺(s)ds = 0 for ℓ 6= k

şi
∫ b

a
|Φℓ,m(s)|2̺(s)ds <∞ for m ≤ ℓ < Λ . (7.26)

Demonstraţie. In cazurile σ(s) = s2−1, s2, s2+1, pentru k<−α−2m avem

lim
s→a

σ(s)̺m(s)s
k = lim

s→b
σ(s)̺m(s)s

k = 0.

Deoarece equaţia (7.25) este de tip hipergeometric, ϕℓ,m este polinom de gradul ℓ−m
şi ϕk,m este polinom de gradul k−m, din teorema de la pag. 277-13 rezultă că avem

∫ b

a
ϕℓ,m(s)ϕk,m(s)̺m(s)ds = 0

pentru ℓ 6= k cu (ℓ−m)+ (k−m) < −α− 2m, adică pentru ℓ+ k < −α. Dar

̺m(s)=σ
m(s)̺(s) şi prin urmare

∫ b

a
ϕℓ,m(s)ϕk,m(s)̺m(s)ds =

∫ b

a
Φℓ,m(s)Φk,m(s)̺(s)ds.

In cazurile σ(s) = s2 − 1, s2, s2 + 1, pentru ε > 0 ales astfel ı̂ncât 2Λ + ε < 1 − α

obţinem relaţia 1 + ε+ 2(m− 1) + 2(ℓ−m) ≤ 1 + ε+ 2Λ− 2 < −α care conduce la

lim
s→∞

s1+ε(Φℓ,m(s))
2̺(s) = lim

s→∞
s1+εσm−1(s)

(
dm

dsm
Φℓ(s)

)2

σ(s)̺(s) = 0.

Convergenţa integralei (7.26) rezultă din convergenţa integralei
∫∞
1 s−1−εds .
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7.6.6 Teoremă. Dacă 0<m<ℓ<Λ atunci

Φℓ,m+1(s)+

(
τ(s)

κ(s)
+2(m−1)κ′(s)

)
Φℓ,m(s)+(λℓ−λm−1)Φℓ,m−1(s)=0 (7.27)

şi (
τ(s)

κ(s)
+ 2(ℓ− 1)κ′(s)

)
Φℓ,ℓ(s) + (λℓ − λℓ−1)Φℓ,ℓ−1(s) = 0. (7.28)

Demonstraţie. Derivând de m− 1 ecuaţia (7.20) obţinem

σ(s)
dm+1

dsm+1
Φℓ(s)+(m−1)σ′(s)

dm

dsm
Φℓ(s)+

(m−1)(m−2)

2
σ′′(s)

dm−1

dsm−1
Φℓ(s)

+τ(s)
dm

dsm
Φℓ(s) + (m− 1)τ ′(s)

dm−1

dsm−1
Φℓ(s) + λℓ

dm−1

dsm−1
Φℓ(s) = 0.

Inmulţind relaţia cu κm−1(s) obţinem (7.27) pentru 0<m<ℓ şi (7.28) pentru m=ℓ.

7.6.7 Teoremă. Operatorii diferenţiali de ordinul ı̂ntâi

am = κ(s) dds −mκ′(s)

a+m = −κ(s) dds −
τ(s)
κ(s) − (m− 1)κ′(s)

sunt operatori de creştere, respectiv coborâre pentru funcţiile Φℓ,m

amΦℓ,m =

{
0 pentru ℓ = m
Φℓ,m+1 pentru m < ℓ < Λ

a+mΦℓ,m+1=(λℓ−λm)Φℓ,m for 0 ≤ m < ℓ < Λ

(7.29)

Demonstraţie. Oricare ar fi ℓ∈N, ℓ<Λ şi m∈{0, 1, ..., ℓ−1}, derivând (7.24) obţinem

d

ds
Φℓ,m(s) = mκm−1(s)κ′(s)

dm

dsm
Φℓ + κm(s)

dm+1

dsm+1
Φℓ(s)

adică relaţia
d

ds
Φℓ,m(s) = m

κ′(s)
κ(s)

Φℓ,m(s) +
1

κ(s)
Φℓ,m+1(s)

care se mai poate scrie sub forma(
κ(s)

d

ds
−mκ′(s)

)
Φℓ,m(s) = Φℓ,m+1(s). (7.30)

Dacă m ∈ {1, 2, ..., ℓ − 1} atunci ı̂nlocuind (7.30) ı̂n (7.27) obţinem(
κ(s)

d

ds
+
τ(s)

κ(s)
+ (m− 2)κ′(s)

)
Φℓ,m(s) + (λℓ − λm−1)Φℓ,m−1(s) = 0

adică, (
−κ(s) d

ds
− τ(s)

κ(s)
− (m− 1)κ′(s)

)
Φℓ,m+1(s) = (λℓ − λm)Φℓ,m(s)

oricare ar fim∈{0, 1, ..., ℓ−2}. Din (7.28) rezultă că relaţia are loc şi pentrum=ℓ−1.
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7.6.8 Teoremă.

Φℓ,m(s)=




κℓ(s) pentru m = ℓ

a+m
λℓ−λm

a+m+1

λℓ−λm+1
...

a+
ℓ−1

λℓ−λℓ−1
κℓ(s) pentru 0 <m<ℓ<Λ.

(7.31)

Demonstraţie. Consecinţă directă a relaţiei (7.29).

7.6.9 Teoremă.

Hm − λm = a+m am
Hm+1−λm = am a

+
m

Hm a
+
m = a+mHm+1

amHm = Hm+1 am
(7.32)

Demonstraţie. Verificare directă.

7.6.10 Teoremă.

||Φℓ,m+1|| =
√
λℓ − λm ||Φℓ,m|| pentru 0 ≤ m < ℓ < Λ .

Demonstraţie. Deoarece σm(s) dm

dsmΦℓ(s)
dm+1

dsm+1Φk(s) este polinom de gradul ℓ+k−1

〈amΦℓ,m,Φk,m+1〉 =
∫ b

a
[κ(s)Φ′

ℓ,m(s)−mκ′(s)Φℓ,m(s)] Φk,m+1(s)̺(s)ds

= κ(s)Φℓ,m(s)Φk,m+1(s)̺(s)|ba −
∫ b

a
Φℓ,m(s) [κ(s)Φ

′
k,m+1(s) ̺(s)

+κ(s)Φk,m+1(s) ̺
′(s) + (m+ 1)κ′(s)Φk,m+1(s) ̺(s)]ds

= σ(s) ̺(s)σm(s)
dm

dsm
Φl(s)

dm+1

dsm+1
Φk(s)

∣∣∣∣∣

b

a

+

∫ b

a
Φl,m(s)(a

+
mΦk,m+1)(s) ̺(s)ds

= 〈Φl,m, a+mΦk,m+1〉
şi prin urmare

||Φl,m+1||2=〈Φl,m+1,Φl,m+1〉=〈amΦl,m,Φl,m+1〉
=〈Φl,m, a+mΦl,m+1〉=(λl − λm)||Φl,m||2.

7.6.11 Teoremă. Dacă există k ı̂ncât ̺(s)=σk(s) atunci pentru orice δ operatorii

ãm = am +
δ

2m+ 2k + 1
ã+m = a+m +

δ

2m+ 2k + 1

satisfac pentru m<Λ−1 cu 2m+2k+1 6=0 relaţiile

ã+mãm = H̃m − λ̃m ãmH̃m = H̃m+1ãm

ãmã
+
m = H̃m+1 − λ̃m H̃mã

+
m = ã+mH̃m+1

(7.33)
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σ(s) τ(s) ̺(s) k (a, b)

s β sβ−1 β − 1 (0,∞)

1− s2 αs (1− s2)−α/2−1 −α
2 − 1 (−1, 1)

s2 − 1 αs (s2 − 1)α/2−1 α
2 − 1 (1,∞)

s2 αs sα/2−1 α
2 − 1 (0,∞)

s2 + 1 αs (s2 + 1)α/2−1 α
2 − 1 (−∞,∞)

Tabelul 7.2: Cazurile ı̂n care ̺(s) = σk(s)

unde

H̃m = Hm − δ
dκ

ds
λ̃m = λm − δ2

(2m+ 2k + 1)2
.

Demonstraţie. Deoarece a+mam = Hm − λm şi ama
+
m = Hm+1 − λm obţinem

(a+m + ε)(am + ε) = Hm − λm − ε(2m+ 2k + 1)κ′(s) + ε2

(am + ε)(a+m + ε) = Hm+1 − λm − ε(2m+ 2k + 1)κ′(s) + ε2

pentru orice constantă ε. Alegând ε = δ/(2m + 2k + 1) obţinem (7.33)

H̃mã
+
m = (ã+mãm + λ̃m)ã

+
m = ã+m(ãmã

+
m + λ̃m) = ã+mH̃m+1

ãmH̃m = ãm(ã
+
mãm + λ̃m) = (ãmã

+
m + λ̃m)ãm = H̃m+1ãm.

7.6.12 Teoremă. Dacă 0≤m≤ℓ <Λ şi dacă Φ̃ℓ,ℓ verifică relaţia ãℓΦ̃ℓ,ℓ=0 atunci

Φ̃ℓ,m =
ã+m

λ̃ℓ − λ̃m

ã+m+1

λ̃ℓ − λ̃m+1

...
ã+ℓ−2

λ̃ℓ − λ̃ℓ−2

ã+ℓ−1

λ̃ℓ − λ̃ℓ−1

Φ̃ℓ,ℓ (7.34)

este funcţie proprie a operatorului H̃m

H̃mΦ̃ℓ,m = λ̃ℓΦ̃ℓ,m

şi

ãmΦ̃ℓ,m =

{
0 dacă m = ℓ

Φ̃ℓ,m+1 dacă m < ℓ

ã+mΦ̃ℓ,m+1 = (λ̃ℓ − λ̃m) Φ̃ℓ,m.

Demonstraţie. Definiţia (7.34) a funcţiei Φ̃ℓ,m se poate scrie sub forma

Φ̃ℓ,m =
ã+m

λ̃ℓ − λ̃m
Φ̃ℓ,m+1 (7.35)
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şi

H̃ℓΦ̃ℓ,ℓ=(ã+ℓ ãℓ + λ̃ℓ)Φ̃ℓ,ℓ= λ̃ℓ Φ̃ℓ,ℓ.

Relaţia H̃mΦ̃ℓ,m= λ̃ℓΦ̃ℓ,m se poate verifica prin inducţie

H̃m+1Φ̃ℓ,m+1 = λ̃ℓΦ̃ℓ,m+1

⇓
H̃mΦ̃ℓ,m = H̃m ã+m

λ̃ℓ−λ̃m
Φ̃ℓ,m+1=

ã+m H̃m+1

λ̃ℓ−λ̃m
Φ̃ℓ,m+1= λ̃ℓ Φ̃ℓ,m

.

Din relaţia (7.35) rezultă

ãmΦ̃ℓ,m =
ãm ã

+
m

λ̃ℓ − λ̃m
Φ̃ℓ,m+1 =

H̃m+1 − λ̃m

λ̃ℓ − λ̃m
Φ̃ℓ,m+1 = Φ̃ℓ,m+1.

7.6.13 La pag. 282-9 am obţinut factorizarea

Hm+1 − λm = ama
+
m

unde
am = κ(s)

(
d
ds −mκ′(s)

κ(s)

)

a+m = κ(s)
(
− d
ds −

τ(s)
σ(s) − (m−1)κ

′(s)
κ(s)

)
.

7.6.14 Factorizarea mai generală

Hm+1 − λm = bmb
+
m (7.36)

cu bm şi b+m de forma

bm = κ(s)
(
d
ds + ϕ(s)

)

b+m = κ(s)
(
− d
ds + ψ(s)

)

are loc dacă

ϕ(s) = ψ(s) +
τ(s)

σ(s)
− κ′(s)
κ(s)

şi dacă ψ este soluţie a ecuaţiei Riccati

ψ′ = −ψ2 − τ(s)

σ(s)
ψ +

vm+1(s)− λm
σ(s)

.

Ecuaţia Riccati poate fi rezolvată deoarece se cunoaşte soluţia particulară

ψ(s) = − τ(s)
σ(s)

− (m−1)
κ′(s)
κ(s)

= − τ(s)
σ(s)

− m−1

2

σ′(s)
σ(s)

.

Soluţia generală a ecuaţiei Riccati este (a se vedea (7.22))

ψγ(s) = − τ(s)
σ(s)

− m−1

2

σ′(s)
σ(s)

+
σm(s) ̺(s)

γ +
∫ s
s0
σm(t) ̺(t) dt

unde γ şi s0 ∈ (a, b) sunt constante.
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7.6.15 In cazul nostru ne vom restrânge la acele valori ale lui γ pentru care ψγ nu

are puncte singulare ı̂n (a, b). Polinomul σm(t) este integrabil ı̂n (a, b) ı̂n raport cu

̺(t) şi σ(t)>0, ̺(t)>0, oricare ar fi t∈(a, b). De aceea,

−∞ < −
∫ b

a
σm(t) ̺(t) dt ≤

∫ s

s0
σm(t) ̺(t) dt ≤

∫ b

a
σm(t) ̺(t) dt <∞

pentru orice s, s0∈ (a, b) şi prin urmare mulţimea valorilor lui γ pentru care ψγ nu

are puncte singulare ı̂n (a, b) este nevidă.

7.6.16 Am obţinut factorizarea [6]

Hm+1 − λm = bmb
+
m (7.37)

unde
bm = κ(s)

(
d
ds + ϕγ(s)

)

b+m = κ(s)
(
− d
ds + ψγ(s)

) (7.38)

şi

ψγ(s) = − τ(s)
σ(s) − m−1

2
σ′(s)
σ(s) + σm(s) ̺(s)

γ+
∫ s

s0
σm(t) ̺(t) dt

ϕγ(s) = −m
2
σ′(s)
σ(s) + σm(s) ̺(s)

γ+
∫ s

s0
σm(t) ̺(t) dt

7.6.17 Operatorii

Hm,γ = b+m bm + λm

= κ(s)
(
− d
ds+ψγ(s)

)
κ(s)

(
d
ds+ϕγ(s)

)
+ λm

cu γ astfel ı̂ncât ψγ nu are puncte singulare ı̂n (a, b), au forma

Hm,γ = −σ(s) d
2

ds2
− τ(s)

d

ds
+ vm,γ(s)

şi pot fi priviţi ca parteneri supersimetrici ai operatorului Hm+1.

7.6.18 Funcţiile b+mΦℓ,m+1 sunt funcţii proprii ale operatorului Hm,γ . Avem

Hm,γ (b
+
mΦℓ,m+1) = (b+m bm + λm)b

+
mΦℓ,m+1 = b+mHm+1Φℓ,m+1 = λℓ (b

+
mΦℓ,m+1).

7.6.19 Exemplu. In cazul σ(s)=1, τ(s)=αs+β (a se vedea Tabelul 7.1), operatorul

Hm+1 = − d2

ds2
− (αs + β)

d

ds
− αm

admite partenerii supersimetrici

Hm,γ =

(
− d

ds
+ψγ(s)

) (
d

ds
+ϕγ(s)

)
− αm
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unde

ψγ(s) = −(αs+ β) +
eα

s2

2
+βs

γ +
∫ s
0 eα

t2

2
+βtdt

şi

ϕγ(s) =
eα

s2

2
+βs

γ +
∫ s
0 eα

t2

2
+βtdt

.

7.7 Ecuaţii Schrödinger rezolvabile explicit

7.7.1 Oscilatorul armonic liniar. Funcţiile şi valorile proprii ale operatorului

H = −1

2

d2

dx2
+

1

2
x2

pot fi determinate cu ajutorul operatorilor de creştere şi coborâre

a = 1√
2

(
d
dx + x

)
= 1√

2
e−

x2

2
d
dx e

x2

2

a∗ = 1√
2

(
− d
dx + x

)
= − 1√

2
e

x2

2
d
dx e

−x2

2

care verifică relaţiile

a∗a = H− 1
2 aa∗ = H+ 1

2

Ha∗ = a∗(H+ 1) Ha = a(H− 1).

Dacă ψ∈L2(R) este o funcţie proprie a operatorului H corespunzătoare valorii λ

Hψ = λψ

atunci

λ = 〈ψ,Hψ〉
〈ψ,ψ〉 = 〈ψ,a∗aψ〉

〈ψ,ψ〉 + 1
2 = 〈aψ,aψ〉

〈ψ,ψ〉 + 1
2 ≥ 1

2 .

In cazul ı̂n care sunt ne-nule şi aparţin spaţiului L2(R), funcţiile a∗ψ şi aψ sunt

funcţii proprii corespunzătoare valorilor proprii λ+ 1 şi λ− 1, respectiv

H (a∗ψ) = a∗(H+ 1)ψ = (λ+ 1) a∗ψ

H (aψ) = a(H− 1)ψ = (λ− 1) aψ.

Funcţia normată

ψ0(x) =
1
4
√
π
e−

x2

2

cu proprietatea
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aψ0 =
1√
2
√
π

(
d
dx + x

)
e−

x2

2 = 0

este funcţie proprie a operatorului H corespunzătoare valorii proprii minime λ0 =
1
2

Hψ0 =

(
a∗a+

1

2

)
ψ0 =

1

2
ψ0.

Funcţiile

ψ1 = a∗ψ0, ψ2 = (a∗)2ψ0, ψ3 = (a∗)3ψ0, ...

sunt funcţii proprii ale lui H corespunzătoare valorilor proprii 1+ 1
2 , 2+

1
2 , 3+

1
2 , ...

Utilizând rezultatele de la pag. 272-21 obţinem

ψn(x) = (a∗)nψ0 = 1√
2n

√
π

(
− d
dx + x

)n
e−

x2

2

= 1√
2n

√
π
(−1)n e

x2

2
dn

dxn e−
x2

2 e−
x2

2

= 1√
2n

√
π
H∗
n(x) e

−x2

2

= 1√
22n

√
π
Hn

(
x√
2

)
e−

x2

2

Deoarece {ψ0, ψ1, ψ2, ...} este bază ı̂n L2(R), valorile proprii 1+1
2 , 2+

1
2 , 3+

1
2 , ... sunt

singurele valori proprii ale lui H.

7.7.2 Pe parcursul acestei secţiuni vom arăta că ecuaţiile Schrödinger rezolvabile

explicit cu ajutorul polinoamelor ortogonale şi a funcţiilor speciale asociate pot fi

analizate utilizând metoda operatorială prezentată, numită metoda factorizării.

7.7.3 Dacă funcţia bijectivă derivabilă (a′, b′) −→ (a, b) : x 7→ s(x) este astfel ı̂ncât

ds/dx = ±κ(s(x))
atunci

[κ(s)̺(s)]1/2Hm[κ(s)̺(s)]
−1/2|s=s(x) = − d2

dx2
+ Vm(x)

este un operator de tip Schrödinger şi funcţiile

Ψℓ,m : (a′, b′) −→ R, Ψℓ,m(x)=
√
κ(s(x)) ̺(s(x)) Φℓ,m(s(x))

cu m ≤ ℓ < Λ sunt funcţii proprii[
− d2

dx2
+Vm(x)

]
Ψℓ,m=λℓΨℓ,m

de pătrat integrabil
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∫ b′
a′ |Ψℓ,m(x)|2 dx =

∫ b′
a′ |Φℓ,m(s(x))|2̺(s(x)) ddxs(x) dx

=
∫ b
a |Φℓ,m(s)|2̺(s) ds <∞

ortogonale

∫ b′
a′ Ψℓ,m(x)Ψk,m(x) dx =

∫ b
a Φℓ,m(s)Φk,m(s)̺(s) ds = 0 pentru ℓ 6= k .

A+
0

A0

A+
0

A0

A+
0

A0

A+
1

A1

A+
1

A1

A+
2

A2

...
...

...
...

...

λ3

λ2

λ1

λ0 Ψ0,0

Ψ1,0

Ψ2,0

Ψ3,0

Ψ1,1

Ψ2,1

Ψ3,1

Ψ2,2

Ψ3,2 Ψ3,3

✲✛

✲✛

✲
✛

✲✛

✲
✛

✲
✛

Figura 7.6: Funcţiile Ψℓ,m sunt legate prin operatorii Am, A
+
m.

7.7.4 Relaţiile (9) conduc ı̂n cazul operatorilor de tip Schrödinger la factorizările

− d2

dx2
+ Vm(x)−λm = A+

mAm=
(
∓ d
dx+Wm(x)

) (
± d
dx+Wm(x)

)

− d2

dx2 +Vm+1(x)−λm=AmA
+
m =

(
± d
dx+Wm(x)

) (
∓ d
dx+Wm(x)

)

unde

Am = [κ(s)̺(s)]1/2am[κ(s)̺(s)]
−1/2|s=s(x) = ± d

dx +Wm(x)

A+
m = [κ(s)̺(s)]1/2a+m[κ(s)̺(s)]

−1/2|s=s(x) = ∓ d
dx +Wm(x)

şi Wm este superpotenţialul

Wm(x) = − τ(s(x))

2κ(s(x))
−
(
m− 1

2

)
dκ

ds
(s(x)) = ∓Ψ̇m,m(x)

Ψm,m(x)
.

Din (7.29) rezultă (a se vedea Figura 7.6)

AmΨℓ,m =

{
0 pentru ℓ = m
Ψℓ,m+1 pentru m < ℓ < Λ

A+
mΨℓ,m+1=(λℓ−λm)Ψℓ,m pentru 0 ≤ m < ℓ < Λ.

(7.39)
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O consecinţă directă a formulei (7.31) este relaţia

Ψℓ,m(x) =





√
κ(s(x)) ̺(s(x)) κℓ(s(x)) pentru m = ℓ

A+
m

λℓ−λm
A+

m+1

λℓ−λm+1
...

A+
ℓ−1

λℓ−λℓ−1
Ψℓ,ℓ(s) pentru 0 <m<ℓ<Λ

7.7.5 Cazuri particulare (a se vedea Tabelul 7.1).

Fie αm = −(2m+ α− 1)/2 şi α′
m = (2m− α− 1)/2.

1. Oscilatorul translatat

In cazul σ(s)=1 , alegând R −→ R : x 7→ s(x)=x , obţinem:

Wm(x) = −αx+β
2

Vm(x) =
(αx+β)2

4 + α
2 + λm

λm = −αm
2. Oscilatorul tridimensional

In cazul σ(s)=s , alegând (0,∞) −→ (0,∞) : x 7→ s(x)= x2

4 , obţinem:

Wm(x) = −α
4x−

(
β +m− 1

2

)
1
x

Vm(x) =
α2

16x
2 +

(
β +m− 1

2

) (
β +m− 3

2

)
1
x2 + α

2 (β +m) + λm

λm = −αm
3. Potenţialul de tip Pöschl-Teller

In cazul σ(s)=1−s2 , alegând (0, π) −→ (−1, 1) : x 7→ s(x)=cos x , obţinem:

Wm(x) = α′
m cotan x− β

2 cosec x = α′
m+β
2 cotan x

2 − α′
m−β
2 tanx2

Vm(x)=
(
α′
m

2 − α′
m + β2

4

)
cosec2 x−(2α′

m−1)β2 cotan x cosec x−α′
m
2+λm

λm = m(m− α− 1)

4. Potenţialul Pöschl-Teller generalizat

In cazul σ(s)=s2−1 , alegând (0,∞) −→ (1,∞) : x 7→ s(x) = coshx , obţinem:

Wm(x) = αm cotanh x− β
2 cosech x

Vm(x)=
(
α2
m+αm+ β2

4

)
cosech2x−(2αm+1)β2 cotanh x cosech x+α2

m+λm

λm = −m(m+ α− 1)

5. Potenţialul de tip Morse

In cazul σ(s)=s2 , alegând R −→ (0,∞) : x 7→ s(x) = ex , obţinem:

Wm(x) = −β
2 e

−x + αm

Vm(x) =
β2

4 e−2x − (2αm + 1)β2 e
−x + α2

m + λm
λm = −m(m+ α− 1)
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6. Potenţialul de tip Scarf hiperbolic

In cazul σ(s)=s2 , alegând R −→ R : x 7→ s(x) = sinhx , obţinem:

Wm(x) = αm tanhx− β
2 sech x

Vm(x) =
(
−α2

m − αm + β2

4

)
sech2 x− (2αm + 1)β2 tanhx sech x+ α2

m + λm

λm = −m(m+ α− 1)

7.7.6 In cazurile prezentate in Tabelul 7.2 obţinem relaţiile

[κ(s)̺(s)]1/2H̃m[κ(s)̺(s)]
−1/2|s=s(x) = − d2

dx2 + Ṽm(x)

Ãm = [κ(s)̺(s)]1/2ãm[κ(s)̺(s)]
−1/2|s=s(x) = ± d

dx + W̃m(x)

Ã+
m = [κ(s)̺(s)]1/2ã+m[κ(s)̺(s)]

−1/2|s=s(x) = ∓ d
dx + W̃m(x)





− d2

dx2
+ Ṽm(x)−λm = Ã+

m Ãm=
(
∓ d
dx+W̃m(x)

) (
± d
dx+W̃m(x)

)

− d2

dx2 +Ṽm+1(x)−λm= Ãm Ã
+
m =

(
± d
dx+W̃m(x)

) (
∓ d
dx+W̃m(x)

)

unde

W̃m(x) = − τ(s(x))

2κ(s(x))
−
(
m− 1

2

)
dκ

ds
(s(x)) +

δ

2m+ 2k + 1
.

Pentru m ≤ ℓ < Λ funcţiile

Ψ̃ℓ,m : (a′, b′) −→ R, Ψ̃ℓ,m(x)=
√
κ(s(x)) ̺(s(x)) Φ̃ℓ,m(s(x))

sunt funcţii proprii ale operatorului de tip Schrödinger[
− d2

dx2
+Ṽm(x)

]
Ψ̃ℓ,m= λ̃ℓΨ̃ℓ,m.

7.7.7 Cazuri particulare (a se vedea Tabelul 7.2).

Fie αm = −(2m+ α− 1)/2 şi α′
m = (2m− α− 1)/2.

1. Potenţiale de tip Coulomb

In cazul σ(s)=s , alegând (0,∞) −→ (0,∞) : x 7→ s(x)= x2

4 , obţinem:

W̃m(x) = −
(
β +m− 1

2

)
1
x + δ

2m+2β−1

Ṽm(x) =
(
β +m− 1

2

) (
β +m− 3

2

)
1
x2 − δ 1x

λ̃m = − δ2

(2m+2β−1)2
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2. Potenţiale de tip Rosen-Morse trigonometrice

In cazul σ(s)=1−s2 , alegând (0, π) −→ (−1, 1) : x 7→ s(x)=cos x , obţinem:

W̃m(x) = α′
m cotan x+ δ

2m−α−1

Ṽm(x) =
(
α′
m
2 − α′

m

)
cosec2 x+ δ cotan x− α′

m
2 +m(m− α− 1)

λ̃m = m(m− α− 1)− δ2

(2m−α−1)2

3. Potentiale de tip Eckart

In cazul σ(s)=s2−1 , alegând (0,∞) −→ (1,∞) : x 7→ s(x) = coshx , obţinem:

W̃m(x) = αm cotanh x+ δ
2m+α−1

Ṽm(x) =
(
α2
m + αm

)
cosech2 x− δ cotanh x+ α2

m −m(m− α− 1)

λ̃m = −m(m+ α− 1)− δ2

(2m+α−1)2

4. Potenţiale de tip Rosen-Morse hiperbolice

In cazul σ(s)=s2+1 , alegând R −→ R : x 7→ s(x)=sinhx , obţinem:

W̃m(x) = αm tanhx+ δ
2m+α−1

Ṽm(x) = − (α2
m + αm

)
sech2 x− δ tanhx+ α2

m −m(m− α− 1)

λ̃m = −m(m+ α− 1)− δ2

(2m+α−1)2

7.7.8 Dacă schimbarea de variabilă (a′, b′) → (a, b) :x 7→s(x) este astfel ı̂ncât

ds/dx = ±κ(s(x))
atunci operatorilor bm şi b+m definiţi la pag. 285-16 le corespund operatorii

Bm = [κ(s)̺(s)]1/2bm[κ(s)̺(s)]
−1/2|s=s(x) = ± d

dx +Wm,γ(x)

B+
m = [κ(s)̺(s)]1/2b+m[κ(s)̺(s)]

−1/2|s=s(x) = ∓ d
dx +Wm,γ(x)

cu superpotentialul Wm,γ(x) definit prin formula

Wm,γ(x)=− τ(s(x))

2κ(s(x))
−
(
m− 1

2

)
κ′(s(x))+κ(s(x))

σm(s(x)) ̺(s(x))

γ +
∫ s(x) σm(t) ̺(t) dt

.

Operatorul de tip Schrödinger corespunzător lui Hm+1 şi anume

− d2

dx2
+Vm+1(x)=BmB

+
m+λm=− d2

dx2
+W 2

m,γ(x)±W ′
m,γ(x)+λm

admite partenerii supersimetrici [6]

− d2

dx2
+Vm,γ(x)=B

+
mBm+λm=− d2

dx2
+W 2

m,γ(x)∓W ′
m,γ(x)+λm
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şi are loc relaţia(
− d2

dx2
+ Vm,γ(x)

)
(B+

mΨℓ,m+1) = λl (B
+
mΨℓ,m+1).
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2009.

[5] N. Cotfas şi L. A. Cotfas, Elemente de Analiză Matematică, Editura Univer-
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